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Giris

Reel analiz, Riemann integralinin yetersiz kaldig1 noktalardan yola ¢ikarak 6l¢ti kuramini ve Lebesgue
integralini inga eder. Cantor kiimesinden Vitali’nin 6l¢iilemez kiimesine, Egoroff ve Lusin teoremlerinden
yakinsaklik teoremlerine uzanan bu yapi, modern analizin omurgasidir.

Her boliim aligtirmalarla biter; her aligtirmanin adim adim ¢6ziimii kendi kutusunun i¢indedir. Reel sayilar,
diziler ve stireklilikle ilgili 6n bilgiler i¢in Analiz 1’e bakilabilir.
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1.1

1.2

1. D1s Olcii ve Olciilebilir Kiimeler

Bir araligin uzunlugunu herkes bilir; peki rasyonel sayilarin, bir Cantor kiimesinin ya da bir fonksiyonun
pozitif oldugu noktalarin kiimesinin “uzunlugu” nedir? Riemann integralinin simirlar1 biyiik 6l¢iide bu
sorunun cevapsiz kalmasindan gelir. Bu bolimde uzunluk kavramini araliklardan ¢cok daha genis bir kiime
ailesine tagimaya bagliyoruz.

Plan iki agsamalidir. Once her kiimeye bir dis 6l¢ii atiyoruz; bu her yerde tanimhidir ama toplamsal
degildir. Sonra toplamsalligin bozulmadig kiimeleri, yani 6l¢iilebilir kiimeleri, Carathéodory kosuluyla
ayiriyoruz.

Uzunluk ve Kiime Fonksiyonlari

Uzunluk, kiimelere say1 atayan bir kuraldir. Bu bakis acisin1 ve genisletmeden bekledigimiz 6zellikleri
once adlandiralim.

Tanim 1.1 (Araligin Uzunlugu). I reel sayilarin bir aralig1 olsun. I sinirhiysa ve ug noktalari a < b ise
uzunlugu ¢(I) = b — a’dir; I sinwrsizsa £(1) = oo’dur.

Yani uzunluk, ug noktalarin agik ya da kapali olmasina bakmaz: (a, b), [a,b), (a, b] ve [a, b]’nin uzunlugu
aynidir.

Tanim 1.2 (Kiime Fonksiyonu). Bir kiimeler toplulugunun her elemanina bir genisletilmis reel say1
(R = RU {#£00} un bir elemanini) karsilik getiren fonksiyona kiime fonksiyonu (set function) denir.

Yani uzunluk, tanim kiimesi biitiin araliklarin toplulugu olan bir kiime fonksiyonudur.

Tanim 1.3 (Sayilabilir Toplamsallik). p, bir A toplulugu iizerinde tanimli ve [0, co]’da deger alan
bir kiime fonksiyonu olsun. .A’daki kiimelerin ayrik ve birlesimi yine .4’da olan her sayilabilir {Ek}ioz )
toplulugu i¢in

K (U Ek>: Zﬂ(Ek)
k=1 k=1
oluyorsa p’ye sayilabilir toplamsal (countably additive) denir.

Yani ayrik pargalara boliinen bir kiimenin 6l¢tsii, pargalarin dl¢iilerinin toplamidir.

Tanim 1.4 (Oteleme Degismezligi). E C Rve y € Ricin E’nin y kadar 6telemesi E +y = {z + v :
z € E} kiimesidir. Bir p kiime fonksiyonunun tanim kiimesi 6telemeye kapaliysa ve her E ile her y i¢in
w(E +y) = pu(E) oluyorsa p'ye dteleme degismez (translation invariant) denir.

Yani bir kiitmeyi kaydirmak onun dl¢iisiinii degistirmez.

Aradigimiz “uzunluk” m’den ti¢ sey bekliyoruz: her aralik i¢in m(I) = £(I) olsun, m 6teleme degismez
olsun ve m sayilabilir toplamsal olsun. Bu ti¢ 6zelligi tagiyan ve R’nin biitiin alt kiimelerinde taniml bir
kiime fonksiyonu yoktur (Olciilemez Kiimeler ve Vitali Kiimesi). Bu yiizden énce her kiimede tanimli ama
zay1f bir fonksiyon kuracak, sonra onu {i¢ 6zelligin birlikte saglandig1 zengin bir aileye kisitlayacagiz.

D1s Olcii

Bir kiimenin uzunlugunu disaridan tahmin etmenin dogal yolu, onu araliklarla 6rtiip araliklarin toplam
uzunlugunu olabildigince kiiciiltmektir.

Tanim 1.5 (D1s Ol¢it). A C R olsun. A’nin dis dl¢iisii (outer measure)
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10 Boliim 1. Dis Ol¢ii ve Olgiilebilir Kiimeler

m*(A) = inf{li U(I):A C Q[k}

sayisidir; burada infimum, A’y1 6rten biitiin sayilabilir {J, k}Zi , acik, siirh aralik topluluklar: Gizerinden
alinir.

C 5 ) (5 ) ( I )
( i ) ( 1 )
I L I R
A A A

Sekil 1.1: Ug pargali bir A kiimesi (kalin) ve onu &rten bes acik aralik. Parcalarin toplam uzunlugu 1 +
0,4 + 1,5 = 2,9, 6rtiniin toplamu ise 1,1 + 0,8 + 0,8 + 1,1 + 1,2 = 5'tir; fazlalik, araliklarin birbirine ve A'nin
disina tagmasindan gelir. D1g 6l¢ii, biitiin ortiiler tizerinden bu toplamlarin infimumudur.

Yani m*(A), A’y1 6rtmenin “en ucuz” maliyetidir. Deger co olabilir (6rnegin hi¢bir értiiniin toplam: sonlu
degilse). Toplulugun sonlu olmasina da izin veririz: sonlu bir ortii, bos araliklarla (£(&) = 0) sayilabilir
bir 6rtiiye tamamlanur.

Tanimdan iki 6zellik hemen c¢ikar.

Onerme 1.1 (D1s Ol¢iiniin Monotonlugu). m*(&) = 0°dir ve A C B ise m*(A) < m*(B) dir.
Ispat.
Here > 0 i¢in @ C (0, ¢) oldugundan 0 < m*(&) < ¢; dolayisiyla m* (&) = 0.
A C B ise B’yi érten her aralik toplulugu A’y da orter. Yani m*(A) 'nin infimumunun alindigi sayilar

kiimesi, m*(B) 'ninkini kapsar; daha biiyiik bir kiimenin infimumu daha kiigiik ya da esittir.
|

[k hesabimiz, sayilabilir kiimelerin dis 6l¢ii acisindan “gdriinmez” oldugunu gésteriyor.

Ornek 1.1 (Sayilabilir Kiitmenin Dis Olgiisii). Sayilabilir bir C' kiimesinin dig él¢iisiiniin sifir oldu-
gunu gosterin.

Cozim.
C = {c¢;, ¢y, ...} diye siralayalim (sonluysa liste biter). € > 0 verilsin ve

3 9
L= (e — geroe + 3o )

alalm. {I,.} acik, sinirli araliklardan olusan ve C’yi orten bir topluluktur; £(I,,) = /2% oldugundan

2k

m'(0) <Y — ==
k=1

e > 0 keyfi oldugundan m*(C) = 0’dir. Ornegin m*(Q) = 0.
|

Asil sinav, dig 6l¢tintin araliklarda uzunluga esit olmasidir. Bunun i¢in sonlu ortiilerle ilgili bir esitsizlige
ihtiyacimiz var; onu tam sayilar sayarak kanitlayacagiz. Sinirh bir E' kiitmesindeki tam sayilarin sayisini
't (E) ile, e > 0 i¢in = + ex genislemesini 7} ile gosterelim.

Lemma 1.1 (von Neumann Lemmas1). Her sinirli I aralig igin
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1.2 D1s Olcii 11

EIEEOT ={(I). (1)
ispat.
Adim 1: Tam sayi sayisi. J, ug noktalari a < b olan bir aralik olsun. J ’deki tam sayilar (a, b) ‘dekileri
icerir ve [a, b] 'dekilerin icindedir. [a, b] ‘deki tam sayilar [a], ..., | b] ‘dur ve sayiar |b] — [a] +1 < (b —
a) + 1°dir. (a,b) deki tam sayiar |a| + 1, ..., [b] — 1°dir ve sayilari en az [b] — |a] —1 > (b—a) —
1°dir. Béylece

0J) =1 < p™(J) <o)+ 1.

Adwm 2: Limit. T_(I), ug noktalari ea ve b olan bir araliktir ve £(T.(I)) = e £(I) dir. Adim 1i buna
uygulayp €’a bolersek

g([)f§§w<g([)+l

3 9

bulunur. € — oo iken iki u¢ da £(I)’ya gider.
]

Yani bir aralig1 yeterince bityiitiip icindeki tam sayilar1 saymak, uzunlugunu verir. Sayma ise ortiilere ¢ok
iyi uyar: bir kiimeyi 6rten kiimelerin tam sayilari, o kiimenin tam sayilarin kapsar.

Onerme 1.2 (Sonlu Ortiiniin Uzunlugu). Swnirl bir I araligi, sinirli araliklardan olusan sonlu bir
{Ik}zzl toplulugu tarafindan értiiliiyorsa

TGEDNLA

k=1
olur.
ispat.

€>0 olsun. I C UZ:1 I, oldugundan T.(I) C UZ:I T.(I,) dir. T.(I)’daki her tam sayi en az bir
T.(I,) da bulundugundan

pm(T.(1)) < Zﬂim (T (1))
k=1

Iki tarafie’a boliip e — oo icin limit alirsak, sagdaki toplam sonlu oldugundan terim terim limit alinabilir
ve Lemma 1.1 istenen esitsizligi verir.
|

Artik dis 6l¢liniin uzunlugu genislettigini gosterebiliriz.
Teorem 1.1 (Araligin Dis Olgiisii). Her I araligi icinm*(I) = £(I) dr.

ispat.
Advm 1: Kapaly, ssmarly aralik. I = [a, b] olsun. Her e > 0 icin tek aralikli {(a — &,b + €)} 6rtiisii

m*([a,b]) <L ((a—e,b+e))=b—a+2e

verir; dolayisiyla m*([a,b]) < b — a. Ters esitsizlik icin [a,b]’yi érten her sayuabilir {Ik}li1 agik,
stnirly aralik toplulugunda Z:il £(1,) > b — a oldugunu gostermeliyiz. Heine—Borel teoremine gire (bkz.
Analiz 1: Kompaktlik ve Heine—Borel) bir n igin [a, b] C UZ:I I, ’dwr. Onerme 1.2 ile

b—a < UL) <> UL
k=1 k=1
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12 Boliim 1. Dis Olgii ve Olciilebilir Kiimeler

Adim 2: Sinurly aralik. I’nin ug noktalari a < b olsun. a = b ise I C [a, a] oldugundan monotonlukla
(Onerme 1.1)m*(I) <0 =4(I).a < bise0 < & < b— a igin

le[a—f— ]CIC[ b+ ] Iy
olur. Monotonluk ve Adim 1 ile
UI) —e <L(Jy) =m*(J;) <m*(I) <m* () = €(Jy) <L(I)+e

e keyfi oldugundan m*(I) = ¢(I).

Adim 3: Stmarsiz aralik. Her n € N icin I, uzunlugu n olan kapaly, sinirly bir J araligini icerir.
Monotonlukla m*(I) > m*(J) = €(J) = n. Bu her n i¢in dogru oldugundan m*(I) = co = {(I).

|

D1s 6l¢ii yalniz araliklarin uzunluguyla tanimlandigindan, kaydirma altinda da degismez.

Teorem 1.2 (Dis Olciiniin Oteleme Degismezligi). Her E C R ve her c € R icin m*(E +c) =
m*(E) dir.

ispat.

Bir {Ik}zozl agik, simirly aralik toplulugu E’yi érter ancak ve ancak {I, + c};il toplulugu E + c’yi
orter. I, + ¢ yine agik, simirly bir araliktir ve £(I, + ¢) = £(I},) ‘dir. Dolayisiyla iki infimumun alindif
toplamlar kiimesi aynidir ve m*(E + ¢) = m*(E) olur.

|

Dais 6lcii toplamsal degildir, ama toplam her zaman bir tist siur verir.

Teorem 1.3 (Sayilabilir Alt Toplamsallik). {Ek}?: | ayrik olsun ya da olmasin, bir E' kiimesini orten
herhangi bir sayilabilir kiime toplulugu ise

mem) <m (I8, )<Y me8)
k=1

k=1

olur.

ispat.

Soldaki esitsizlik monotonluktan gelir (Onerme 1.1). Bir m*(E),) sonsuzsa sagdaki esitsizlik agiktir; bu
yiizden hepsinin sonlu oldugunu varsayalim.

€ > 0 verilsin. Dis él¢iiniin tanimindan her k igin

(oo}

Ik,i ve ZK(I]C,Z) < m*(Ek) +

1 =1

€
2k

s

Ekg

<.
Il

olan bir {I,”}ool agik, siirly aralk toplulugu vardw. Bitiin I, ;’lerden olusan topluluk, N x N ile

indislendiginden sayilabilirdir ve U B’y orter. Terimler negatif olmadigindan ¢ift toplam istenen sirada
toplanabilir:

w (U8) < X3t < 3 (w50 + 57 )

(2 I0e

m*(Ek) +e

=
Il
—

€ keyfi oldugundan sonug ¢ikar.
|
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1.3

1.2 D1s Olcii 13

Bu ozellige sayilabilir monotonluk da denir. Sonlu topluluklar icin de gegerlidir: eksik terimler bos
kiimeyle doldurulur ve m*(&) = 0°dir.

Toparlarsak, dig o6l¢ti dort ozellige sahiptir: biitiin kiimelerde tanimlidir, araliklarda uzunluga esittir,
Oteleme degismezdir ve sayilabilir alt toplamsaldir. Eksik olan toplamsalliktir; bir sonraki kesimin konusu
budur.

Olciilebilir Kiimeler

Dis 6lcii sonlu toplamsal bile degildir: m*(A U B) < m*(A) + m*(B) olan ayrik A, B kiimeleri vardir
(Sonug 5.1). Careyi, kendisiyle yapilan her bolmede dig 6l¢iiniin toplandig: kiimelerde arayacagz.

Tanim 1.6 (Olciilebilir Kiime). Bir £ C R kiimesi, her A C R icin
m*(A) =m*(ANE)+m*(A\ E)

kosulunu sagliyorsa E’ye Lebesgue 6l¢iilebilir ya da kisaca 6l¢iilebilir (measurable) denir. Bu kosula
Carathéodory kosulu denir. Olciilebilir kiimelerin toplulugu M ile gosterilir.

A\E AnE A\E

m(A)=m (AnE)+m (A\E)

Sekil 1.2: Carathéodory kosulunun semasi. E herhangi bir A test kiimesini iki par¢aya ayirir: E'nin i¢inde
kalan A n E ve disinda kalan A \ E. E dlciilebilirse, A nasil secilirse secilsin bu iki parcanin dis 6lciileri
toplanarak m'(A)'y1 verir.

Yani F ol¢iilebilirse, hangi A kiimesini E ile ikiye bolersek bolelim, iki parcanin dis dl¢iileri toplanir; A’ya
“test kiimesi” denir. Boylece ayrik iki kiimeden biri él¢iilebilirse m*(A U B) < m*(A) + m*(B) olamaz:
E = A ve test kiimesi A U B alinirsa esitlik cikar.

Kosulun yaris1 her zaman dogrudur, bu da 6l¢iilebilirligi denetlemeyi kolaylastirir.

Onerme 1.3 (Olciilebilirlik Olciitii). E kiimesi olciilebilirdir ancak ve ancak m*(A) < oo olan her A
kiimesi icin

m*(A) > m* (AN E)+m*(A\ E) (2)
olur.

ispat.
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14 Boliim 1. Dis Olgii ve Olciilebilir Kiimeler

A= (ANE)U(A\ E) oldugundan saylabilir alt toplamsallik (Teorem 1.3) her A i¢in
m*(A) <m*(ANE)+m*(A\ E)

verir. Dolayisiyla Carathéodory kosulu (2) ile denktir. m*(A) = oo ise (2) kendiliginden dogrudur; yalniz
m*(A) < oo olan test kiimelerini denetlemek yeter.
|

Carathéodory kosulu E ile R\ E arasinda simetriktir, ¢ciinki AN (R\E)=A\ E ve A\ (R\E) =
AN E’dir.

Onerme 1.4 (Tiimleyenin Olg¢iilebilirligi). FE olciilebilirdir ancak ve ancak R \ E olciilebilirdir. Ayrica
& ve R olciilebilirdir.

ispat.
Yukaridaki iki 6zdeslikle, R \ E i¢in Carathéodory kosulu

m*(A) =m*(A\E)+m*(ANE)

olur; bu, E i¢in yazilan kosulun aynmisidir. R icin kosul m*(A) = m*(A) + m* (@) dir ve m* (&) =0
oldugundan (Onerme 1.1) dogrudur. @ = R \ R oldugundan & da élgiilebilirdir.
|

Ik somut olciilebilir kiimeler, dis 6l¢iisii sifir olanlardir.
Teorem 1.4 (Sifir Dis Ol¢iilii Kiimeler Olgiilebilirdir). m*(E) = 0 ise E olciilebilirdir.

ispat.
A herhangi bir kiime olsun. AN E C E ve A\ E C A oldugundan monotonlukla (Onerme 1.1)

m*(ANE)<m*(E)=0 ve m*(A\E)<m*(A).

Bu iki esitsizligi toplarsak (2) esitsizligi bulunur; Onerme 1.3 ile E él¢iilebilirdir.
|

Ornegin her sayilabilir kiime (Ornek 1.1) ve dolayisiyla Q &lgiilebilirdir.
Teorem 1.5 (Sonlu Birlesimin Olgiilebilirligi). Olciilebilir kiimelerin sonlu bir toplulugunun birlesimi
olciilebilirdir.

Ispat.
Adum 1: Iki kiime. E,, E, ol¢iilebilir ve A herhangi bir kiime olsun. Once E; 'in olgiilebilirligini A test
kiimesiyle, sonra E,, 'ninkini A\ E; test kiimesiyle kullanirsak

m*(A) =m*(ANE;) +m*(A\ E;)
+m” ( [A\ Ej]\ E, )
bulunur. Simdi iki kiime o6zdesligini kullanalim:
AN[E UE,)] = (AmEl)U( [A\ Eq] N E, )a [A\ Ey]\ E; = A\ [EL U Ey].
Birincisine alt toplamsalligi (Teorem 1.3) uygularsak
m*(A) Z2m* (AN[E;UE,] )+m" (A\[E;UE,])

elde edilir. Onerme 1.3 ile E; U E, élgiilebilirdir.

Advm 2: Tiiomevarim. E , ..., E,, olgiilebilir olsun ven — 1 kiime i¢in sonug dogru olsun. F' = UZ;ll E,
tiimevarim varsayimiyla ol¢illebilirdir ve UZ:l E,, = F U E,, iki dl¢iilebilir kiimenin birlesimidir; Adim
1 ile olcuilebilirdir.
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1.3 Olciilebilir Kiimeler 15

Tumleyen ve sonlu birlesim altinda kapalilik, M nin bir cebir oldugunu soyler. Sayilabilir birlesimlere
gecis, araliklarin ve acik kiimelerin dlciilebilirligi bir sonraki béliimiin konusudur.

Alistirmalar

[k ii¢ alistirmada p, bir A o-cebirindeki (Tanim 2.2) biitiin kiimelerde tanimli, [0, co]’da deger alan ve
sayilabilir toplamsal (Tanim 1.3) bir kiime fonksiyonudur.

Alistirma 1.1 (Toplamsal Kiime Fonksiyonunun Monotonlugu). p, bir A o-cebiri iizerinde sayila-
bilir toplamsal, [0, co] degerli bir kiime fonksiyonu olsun. A, B € Ave A C Bise u(A) < p(B) oldugunu
gosterin. (Bu 6zellige monotonluk denir.)

Coziim.

Adim 1: Ayrik bir ayrigsma. A bir 6-cebiri oldugundan B\ A € A ve @ € A’dir (Onerme 2.1). E; =
A, Ey = B\ Ave k > 3icin E;, = ¢ alalim. Bu kiimeler ayriktir ve A C B oldugundan birlegimleri
Bdir.

Adim 2: Toplamsallik. Sayilabilir toplamsallikla

W(B) = (A) + B\ A) + Y (@)
k=3

Sagdaki terimlerin hepsi [0, co] dadir; negatif olmayan terimleri atmak toplami bityiitmez. Dolayisiyla
w(B) > u(A) dir. (Burada (@) = 0 oldugunu bilmemize gerek yoktur.)
|

Alistirma 1.2 (Bos Kitmenin Olgiisii). , bir A o-cebiri iizerinde sayilabilir toplamsal, [0, co] degerli
bir kiime fonksiyonu olsun. y(A) < oo olan bir A € A varsa u(@) = 0 oldugunu gésterin.

Coziim.
E, = Avek > 2icin E; = & alahm. Bu topluluk ayriktir ve birlesimi A’dir. Sayilabilir toplamsallikla

1(A) sonlu bir reel say1 oldugundan iki taraftan ¢ikarilabilir: Zziz w(@) =0. Bu, aym pu(g) >0
say1siin sonsuz kez toplamidir; u(@) > 0 olsaydi toplam oo olurdu. O halde (@) = 0°d.
|

Alistirma 1.3 (Toplamsal Kiime Fonksiyonunun Alt Toplamsallig1). u, bir A o-cebiri iizerinde
sayilabilir toplamsal, [0, co] degerli bir kiime fonksiyonu ve {E} } A’da (ayrik olmasi gerekmeyen)
bir kiime toplulugu olsun.

)
k=1’

p( B )<Y nE)

oo
k=1 k=1

oldugunu gosterin.

Cozim.
Fikir, toplulugu ayni birlesime sahip ayrik bir topluluga cevirmektir.
Adim 1: Ayriklastirma. F; = E; ve k > 2 i¢in

k—1

E=E\JE,
j=1
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16 Boliim 1. Dis Ol¢ii ve Olgiilebilir Kiimeler

olsun. A sonlu birlesim ve bagil tiimleyene kapali oldugundan (Onerme 2.1) her F;, € A’dir. Ayrica
F, C E, dir.

Adim 2: F’lar ayniktir. j < kise F; C E; ve F;, N E; = @ oldugundan F; N Iy, = @’dir.

Adim 3: Birlesimler aymdur. F;, C E, oldugundan (J, F, C |J, Ej. Tersine z € |J, Ej ise z € Ej,
olan en kiiciik £’y1 alalim; o zaman x € F}’dir.

Adim 4: Sonug. Sayilabilir toplamsallik ve monotonluk (Alistirma 1.1) ile

M(QEk)zu(Q@)=§u<m skf‘;uwk»

Alistirma 1.4 (Sayma Olgiisii). R’nin her E alt kiimesi icin ¢(E), E sonsuzsa co, E sonluysa E’nin
eleman sayist olsun (¢(@) = 0). ¢’nin sayilabilir toplamsal ve oteleme degismez bir kiime fonksiyonu
oldugunu gosterin. (c’ye sayma 6l¢iisii denir.)

Coziim.

¢, R’nin biitiin alt kiimelerinde tanimli ve [0, 00] degerlidir; bu topluluk &telemeye ve sayilabilir
birlesime kapalidir.

Oteleme degismezligi. y € R olsun. z = + y eslemesi E’den E + y’ye bire-bir ve 6rtendir. Dolay1-
styla F sonluysa E + y ayni sayida elemana sahiptir, F sonsuzsa E + y de sonsuzdur. Her iki durumda
c¢(E+y) = c(E)dir

Sayilabilir toplamsallik. {E k}:i , ayrik olsun ve B = U v Pk diyelim. U¢ durum vardur.

+ Bir E,, sonsuz. O zaman E D E,, de sonsuzdur ve ¢(E) = oo; sagda da ¢(E,) = oo terimi bulundu-
gundan ), c(E)) = oo'dur.

* Hepsi sonlu, ama sonsuz ¢oklukta E, bos degil. Bos olmayan her E}’dan bir eleman secelim; ayriklik
nedeniyle bu elemanlar farklidir, dolayisiyla F sonsuzdur ve ¢(E) = oo. Sagda sonsuz ¢oklukta terim
en az 1°dir, toplam da co’dur.

s Yalniz sonlu ¢oklukta E,, bos degil ve hepsi sonlu. E, ayrik sonlu kiimelerin sonlu birlesimidir. Ortak
eleman olmadigindan E’nin eleman sayisi, parcalarin eleman sayilariin toplamidir; bos parcalar 0
katki verir. Yani ¢(E) =}, c(E},) dur.

Ug durumda da ¢(E) = 3777 | ¢(E},) olur.
|

Aligtirma 1.5 (Birim Aralik Sayilamazdir). Dig 6lgiiniin 6zelliklerini kullanarak [0, 1] araliginin
sayillamaz oldugunu gésterin.

Cozim.

Bir araligin dis 8lciisit uzunlugu oldugundan (Teorem 1.1) m*([0, 1]) = 1’dir. Ote yandan sayilabilir
(sonlu ya da sayilabilir sonsuz) her kiimenin dis él¢iisit 0°dir (Ornek 1.1). [0,1] sayilabilir olsayd:
m*([0,1]) = 0 # 1 olurdu. Dolayisiyla [0, 1] sayilamazdur.

|

Alistirma 1.6 (Birim Araliktaki Irrasyoneller). A, [0,1]'deki irrasyonel sayilarin kiimesi olsun.
m*(A) = 1 oldugunu gésterin.

Cozim.
Ust stur. A C [0, 1] oldugundan monotonluk (Onerme 1.1) ve Teorem 1.1 ile m*(A4) < m*([0,1]) = 1.
Alt simir. @ = QN [0, 1] sayilabilirdir, dolayisiyla m*(Q) = 0’dir (Ornek 1.1). [0,1] = AU Q oldu-

gundan sayilabilir alt toplamsallikla (Teorem 1.3)
1=m*([0,1]) <m*(A) + m*(Q) = m*(A).

Iki sinirdan m*(A) = 1 bulunur.
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1.4 Alistirmalar 17

Alistirma 1.7 (Stmirl Kitmeyi Saran G§ Kiimesi). Sayilabilir sayida acik kiimenin kesisimine Gy
kiimesi denir (Tanim 2.6). Her sinirh E kiimesi i¢in E C G ve m*(G) = m*(E) olan bir G5 kiimesi G
bulundugunu goésterin.

Cozim.

Adim 1: m*(E) sonludur. E smirh oldugundan bir M > 0 i¢in E C [—M, M| dir; monotonluk ve
Teorem 1.1 ile m*(F) < 2M < oo.

Adim 2: Yaklasan acik kiimeler. n € N olsun. Dig 6l¢iintin tanimindan (Tanim 1.5) E’yi 6rten ve

> 1
Zeun,k) <m*(E)+—
k=1 n

olan acik, sinirli araliklardan olugan bir {In) k}:il toplulugu vardir (m*(E) sonlu oldugundan infi-

mumun hemen {istiinde bir toplam bulunur). 0, = J . In,i acik kiimesi E’yi icerir. Alt toplamsallik
(Teorem 1.3) ve Teorem 1.1 ile

m(0,) €Y m* (L) = D U0, <m(E) +
k=1 k=1

Adim 3:Kesisim. G = ﬂZO: L 0,, sayilabilir sayida agik kiimenin kesisimi oldugundan bir G5 kiimesidir
ve her 0,, E’yiicerdiginden E C G’dir. Her n i¢in E C G C 0,, oldugundan monotonlukla
1
m*(E) < m*(G) <m*(0,) < m*(E) + —.
n
n — oo i¢cin m*(G) = m*(E) bulunur.
|

Alistirma 1.8 (Jordan Uzunlugu). Bir kiimenin Jordan uzunlugu, dig 6l¢ii gibi tanimlanir; tek fark,
yalmiz agik, sinirl araliklardan olusan sonlu értilerin kullanilmasidir. Q N [0, 1] kiimesi agik, siirh aralik-
lardan olusan sonlu bir {7, k}:: , toplulugu tarafindan értiiliiyorsa Z:: L £(Ix) = 1 oldugunu gbsterin.

Coziim.

Adim 1: Kapali araliklara ge¢mek. I, = (a,, b;) icin I, = [ay,, by] olsun. I, C I,, I, kapalidir ve
1) =b, —a;, =£(I,)dr. F = U:: . T, sonlu say1da kapali kiimenin birlesimi oldugundan kapalidir
ve QN [0,1] C F’dir.

Adim 2: [0,1] C F. z € [0,1] olsun. Rasyoneller yogun oldugundan [0, 1] i¢inde z’e yakinsayan
bir (g;) rasyonel dizisi vardir. Her ¢; € F' ve F' kapali oldugundan z € F"dir (bkz. Analiz 1: Kapali
Kiimeler).

Adim 3: Sonug. [0, 1] sinirli araligs, sirli I, ..., I, araliklari tarafindan ortiiliir. Onerme 1.2 ile

Buna gére Q N [0, 1)’in Jordan uzunlugu 1’dir (her € > 0 igin tek aralikli (—e, 1 + ) ortiisii st smur1
verir); oysa dig 6lciisit 0’dir. Sonlu ortiiler sayilabilir kiimeleri “géremez”; dis 6l¢iiniin sayilabilir
Ortiilerle tanimlanmasinin nedeni budur.

|

Alistirma 1.9 (Kapali Araliklarla Tanimlanan Dis Olgii). Dis 6lcii, kiimeleri acik, sinirli araliklar
yerine kapali, sinirli araliklarin sayilabilir topluluklariyla 6rterek tanimlansin. Elde edilen kiime fonksi-
yonunun m* ile ayni oldugunu gosterin.

Cozim.
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18 Boliim 1. Dis Ol¢ii ve Olgiilebilir Kiimeler

Yeni fonksiyonu m}, ile gésterelim:

mi(A) = inf{i £(J,):AC D Ji, Ji, kapaly, smlrh} .
k=1 k=1

A C R sabit olsun.

Adim 1: m%(A) < m*(A). {(ay,b,)}, A’y1 orten agik, siurlt araliklar olsun. (ay, by) C [ay, by]
oldugundan {[a,, b,]} de A’y1 6rter ve uzunluklar aynidir. Yani m*’in tanimindaki her toplam, m*’nin
taniminda da gériiniir; bu yiizden m’(A4) < m*(A).

Adim 2: m*(A) < m%i(A).mi(A) = oo ise agiktir. Aksi halde € > 0 verilsin ve {[ay, by}, A’y1 6rten
kapaly, sinirl araliklar olsun. Her & icin

€
I, = ( ap — 2k+1 “eobe k1 ) D [ay, by

acik, siurlt araligmi alalim; £(1,,) = (b, — a;,) + /2% dir. {1, } de A’y1 érttiigiinden

=
Il

-
bl
—-

Bu her kapali értii i¢in dogru oldugundan sagda infimum alirsak m*(A) < m%(A) + ¢; € keyfi oldu-
gundan m*(A) < m%(A).

iki adimdan m} = m*'dur.

|

Alistirma 1.10 (Sifir Dis Olciilii Kiime Eklemek). m*(A) = 0 ise her B kiimesi i¢in m*(A U B) =
m*(B) oldugunu gosterin.

Coziim.
B C AU B oldugundan monotonlukla (Onerme 1.1) m*(B) < m*(A U B). Ote yandan sayilabilir alt
toplamsallik (Teorem 1.3; iki kiimeli topluluk bos kiimelerle tamamlanir) ile

m*(AU B) < m*(A) + m*(B) = m*(B).

Iki esitsizlikten m*(A U B) = m*(B) bulunur.
|

Aligtirma 1.11 (Birbirinden Uzak Kiimeler). A ve B siirli kiimeler olsun ve her a € A, b € B igin
| @ —b | > «olan bir & > 0 bulunsun. m*(A U B) = m*(A) + m*(B) oldugunu gdsterin.

Coziim.

Alt toplamsallik (Teorem 1.3) m*(A U B) < m*(A) + m*(B) verir. Ters esitsizligi kanitlayacagiz. A U
B simirli oldugundan m*(A U B) < oo’dur. Temel gézlem sudur: uzunlugu o’dan kii¢iik bir aralik hem
A’y1hem B’yi kesemez, ¢iinkii @ € A ve b € B aymi aralikta olsaydi | @ — b | < « olurdu.

Adim 1: Kisa aralikl bir drtii. € > 0 verilsin. AU B'yi orten ve 3, £(I},) <m*(AU B) + ¢ olan
agik, smurls { I, } araliklari vardir. I, = (¢,d) ve L = d — c olsun. L/ N < /2 olacak bigimde bir N €
N secip [¢,d]'yic =ty < t; < ... < ty = d noktalariyla esit parcalara bolelim ve

o €
= min{ 75my }

icin (t;_; — 0y, t; + &) araliklarini (j = 1, ..., N) alalim. Bunlar [c, d] D I, y1 6rter; her birinin uzun-
lugu L/N + 25k < a/2 4 a/2 = o’dir ve toplam uzunluklar1

L+2N§, <(I,) +

olur. Bunu her k i¢in yaparsak, A U B’yi orten, her elemaninin uzunlugu «o’dan kiiciik sayilabilir bir
{J;} acik, smirl aralik toplulugu elde ederiz ve
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1.4 Alistirmalar 19

Y e < Z(Z(Ik) +25—k)< m*(AU B) + 2e.
7 k

Adim 2: Ortiiyii ikiye ayirmak. 7,4, A’y1 kesen J;'lerin; Jg, B’yi kesen J; lerin toplulugu olsun.
Temel gozlem nedeniyle hicbir J; iki toplulukta birden bulunmaz. A’nin her noktas: bir J;’dedir ve o
J;, A’y1keser; yani J 4, A’y1 orter. Ayni bicimde Jp, B’yi orter. Dis 6l¢iiniin tanimiyla (Tanim 1.5)

m*(A)+m*(B) < Y L)+ > L(J) < ZK(Ji) <m*(AUB) + 2.

Jed, Jedp

Adim 3: Sonug. ¢ keyfi oldugundan m*(A) + m*(B) < m*(A U B); alt toplamsallikla birlikte esitlik
cikar.
|

Dis ol¢uyti kurduk ve Carathéodory kosuluyla 6lciilebilir kiimeleri tanimladik. Siradaki boliim Sigma
Cebiri ve Borel Kumeleri, ol¢iilebilir kiimelerin sayilabilir iglemlere kapali oldugunu ve biitiin Borel
kiimelerini icerdigini gdsteriyor.
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2.1

2. Sigma Cebiri ve Borel Kiimeleri

Carathéodory kosulunu saglayan kiimeleri (Tanim 1.6) dl¢iilebilir diye adlandirdik ve bunlarin tiimleyen
ile sonlu birlesim altinda korundugunu gordik (Teorem 1.5). Bir 6l¢ii kuramu i¢in bu yetmez: limit iglemleri
sayilabilir birlesim ve kesisim ister.

Bu boliimde sayilabilir islemlere kapali kiime ailelerini, yani o-cebirlerini tanitiyor, agik kiimelerin tirettigi
Borel o-cebirini kuruyor ve 6l¢iilebilir kiimelerin bu o-cebirini iceren bir o-cebiri oldugunu ispatliyoruz.
Sonunda dig dl¢iiyt 6l¢iilebilir kiimelere kisitlayarak Lebesgue 6l¢iisiinti tanimliyoruz.

Cebirler ve o-Cebirleri

Bir X kiimesinin alt kiimelerinden olusan ve olagan kiime islemleri altinda kapali kalan aileleri iki diizeyde
ele aliyoruz: sonlu iglemler ve sayilabilir iglemler.

Tanim 2.1 (Cebir). X bir kiime olsun. X in alt kiimelerinden olusan bir A toplulugu asagidaki kogullar
sagliyorsa A’ya (X’in alt kiimelerinin) bir cebiri (algebra) denir:

c JEA
« Ac Aise X \ A € A,
e Ay, A, eEAise AJU...UA, € A.

Yani cebir, tiimleyen ve sonlu birlesim alindiginda digina ¢ikilmayan bir ailedir. De Morgan 6zdeglikleriyle
sonlu kesisimlere de kapalidir.

Tanim 2.2 (6-Cebiri). X’in alt kiimelerinden olugan bir A toplulugu asagidaki kosullar1 sagliyorsa .A’ya
(X’in alt kiimelerinin) bir o-cebiri (c-algebra) denir:

s JE A,
«c AeAise X\ A€ A,
- {A 7 CAise U A, €A

Yani o-cebiri, tiimleyen ve sayilabilir birlesim altinda kapali bir ailedir. Ug 6rnekler iki tanedir: {&, X } her
o-cebirinin icinde kalan en kiiciik o-cebiridir; X in biitiin alt kiimelerinden olusan 2% ise her o-cebirini
iceren en biiyiik o-cebiridir.

Onerme 2.1 (6-Cebirinin Kapalilik Ozellikleri). A, X ’in alt kiimelerinin bir o-cebiri olsun. O zaman
X € A’dir ve A su islemler altinda kapalidir: sayabilir kesisim, sonlu birlesim, sonlu kesisim ve bagil
tiimleyen A, \ A,. Ozel olarak her o-cebiri bir cebirdir.

ispat.
X = X \ & oldugundan X € A’dr.
Sayilabilir kesisim. A,, € A olsun. De Morgan 6zdesligiyle

M 4, =x\ [Jx\4,).
n=1 n=1

Her X \ A,, tiimleyen kosuluyla A’dadir; birlesimleri sayilabilir birlesim kosuluyla, onun tiimleyeni de
yine tiimleyen kosuluyla A’dadir.

Sonlu birlesim ve kesisim. A,,..., A, € A verilsin. k >n i¢cin A, = & alwsak A; U...UA, =
UZ’;I A, € Aolur. k > nicin A, = X alp sayilabilir kesisime basvurunca sonlu kesisim de A’da kalr.
Bagil tiimleyen. A} \ A, = A; N (X \ A,) iki elemanin kesisimidir, dolayisiyla A’dadur.

Son olarak ilk iki kosul ortak, iiciinciisii de sonlu birlesim kapalilifindan geldigi icin A bir cebirdir (Tanim
2.1).

|
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22 Boliim 2. Sigma Cebiri ve Borel Kiimeleri

Bir aileyi iceren o-cebirleri her zaman vardir (2% bunlardan biridir). Hepsinin kesisimi, o aileyi iceren en
ekonomik c-cebirini verir.

Teorem 2.1 (Uretilen 6-Cebiri). F, X in alt kiimelerinden olusan bir topluluk olsun. F *yi iceren biitiin
o-cebirlerinin kesisimi A, F ’yi iceren bir o-cebiridir. Ustelik F ’yi iceren her o-cebiri A’y da icerir; yani A,
F ’yi iceren en kiiciik o-cebiridir.

Ispat.

Y, F’yi iceren o-cebirlerinin toplulugu olsun; 2% € ¥ oldugundan X bos degildir ve A =)
anlamhdir.

o-cebiri kosullari. Her C € ¥ o-cebiri oldugundan & € C’dir; o hilde & € A. A € A ise A her C dedir,
dolayisiyla X \ A de her C’dedir ve X \ A € A olur. Ayni akil yiiriitme sayilabilir birlesimler icin de
gegerlidir: A,, € A ise biitiin A,,’ler her C dedir, birlesimleri de oyledir.

F’yiicerme. Her C € ¥ icin & C C oldugundan & C A’dwr.

En kuguklik. C, F ’yi iceren bir o-cebiri ise C € X olur ve kesisimin tanimi geregi A C € dir.

|

CeX 4

Tanim 2.3 (Bir Ailenin Urettigi 6-Cebiri). F’yi iceren en kii¢iik o-cebirine F 'nin iirettigi o-cebiri
(generated c-algebra) denir ve o (&) ile gosterilir.

Yani 0(F), F’nin elemanlarindan tiimleyen ve sayilabilir birlegim islemlerini tekrar tekrar uygulayarak
ulagilabilecek her seyi igerir; fazlasini icermez. Bir A o-cebirinin o(F)’yi ierdigini gostermek i¢in & C
A oldugunu gostermek yeter.

Sayilabilir islemlerin tipik bir tirtindi, bir kiime dizisinin st ve alt limitidir.

Tanim 2.4 (Kiime Dizisinin Ust ve Alt Limiti). {A4,, }ZO: > X’in alt kiimelerinden olusan bir dizi olsun.
Bu dizinin iist limiti (limit superior) ve alt limiti (limit inferior)

oo o0

li A, = A,

meup 4, = ([ 4,
ve

lim inf 4, = kL:Jl [DkA"]
kiimeleridir.

Onerme 2.2 (Ust ve Alt Limitin Anlamu). {An}zozl, Xin alt kiimelerinden olusan bir dizi olsun.

e limsup A,,, sonsuz coklukta n indisi icin A, 'ye ait olan noktalarin kiimesidir.
e liminf A,,, sonlu ¢oklukta n indisi disinda biitiin A,, ’lere ait olan noktalarin kiimesidir.

Ayrica biitiin A, ler bir A o-cebirindeyselim sup A,, velim inf A de A dadwr.

ispat.
Ust limit. z € lim sup A,, demek, her k icin x € Un>k A,,, yani her k icin x € A,, olan birn >k

bulunmas: demektir. Bu tam olarak {n : x € A, } kiimesinin iistten sinirsiz, yani sonsuz olmasidur.
Alt limit. x € liminf A, demek, bir k icin x € ﬂn>k A, yanin > k olan her n icin x € A, olmasi

demektir. Bu da x’in ait olmadigr A, ’lerin indislerinin {1, ...,k — 1} icinde, yani sonlu olmasidur.
o-cebirinde kalma. Her k i¢in Un>k A,, sayilabilir birlesim olarak, ﬂn>k A,, sayilabilir kesisim olarak

(Onerme 2.1) A’dadir. Bunlarin sayilabilir kesisimi ve sayilabilir birlesimi de ayni gerekceyle A dadur.
]
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2.1 Cebirler ve o-Cebirleri 23

Borel Kiimeleri

Acik ve kapali kiimeleri Analiz 1'den biliyoruz (bkz. Analiz 1: Komsuluklar ve A¢ik Kiimeler ve Analiz 1:
Kapali Kiimeler): agik kiimelerin her birlesimi ve sonlu kesisimi agiktir, bir kiime ancak ve ancak tiimleyeni
aciksa kapalidir. Acik kiimelerin sayilabilir kesigimi ise agik olmak zorunda degildir: Arsimet 6zelligiyle

A(-23)-©

olur ve {0} acik degildir. Ol¢ii kuraminda ¢alisacagimiz dogal aile, agik kiimeleri iceren ve sayilabilir
islemlere kapali olan en kii¢iik ailedir.

Tanim 2.5 (Borel Kiimeleri). R’nin biitiin acik kiimelerinin tirettigi o-cebirine Borel 6-cebiri denir
ve 3B ile gosterilir. B’nin elemanlarina Borel kiimeleri (Borel sets) denir.

Yani Borel kiimeleri, agik kiimelerden tiimleyen ve sayilabilir birlesim alarak (ve bunlar: sayilabilir kez
tekrarlayarak) elde edilen kiimelerdir.

Onerme 2.3 (Kapali ve Sayilabilir Kiimeler Borel Kiimesidir). Her acik kiime, her kapali kiime ve
her sayilabilir kiime bir Borel kiimesidir.

Ispat.

Acik kiimeler tanim geregi B dedir. Kapali bir F' kiimesinin tiimleyeni R \ F aciktir; B tiimleyene kapali
oldugundan F =R\ (R\ F) € B olur.

Her tek noktali kiime {x} kapalidwr, dolayisiyla Borel kiimesidir. Sayilabilir bir C = {z, ©,, ...} kiimesi
C =, {z,} biciminde sayilabilir bir birlesimdir, dolayisiyla B dedir (C = & ise zaten & € B dir).

|

Acik ile Borel arasindaki ilk basamak, acik kiimelerin sayilabilir kesisimleri ve kapali kiimelerin sayilabilir
birlesimleridir.
Tanim 2.6 ($F_sigma$ ve $G_delta$ Kitmeleri). Acik kiimelerin sayilabilir bir toplulugunun kesigimi

olan kiimeye G kiimesi, kapali kiimelerin sayilabilir bir toplulugunun birlesimi olan kiimeye F',
kiimesi denir.

Yani Gy “sayilabilir ¢oklukta acgik kiimenin kesigimi”, F, “sayilabilir coklukta kapali kiimenin birlegimi”
demektir. De Morgan 6zdeslikleri geregi bir G5 kiimesinin timleyeni F,, bir F, kiimesinin tiimleyeni Gj

kiimesidir. Yukaridaki {0} 6rnegi, acik olmayan bir Gy kiimesidir.

Onerme 2.4 ($F_sigmas$ ve $G_delta$ Kiimeleri Borel Kiimesidir). Her Gy kiimesi ve her F) kiimesi
bir Borel kiimesidir. Ayrica her biri ac¢ik ya da kapali olan kiimelerden olusan bir {An}:;l dizisi igin
lim sup A,, velim inf A Borel kiimeleridir.

Ispat.

Agik ve kapali kiimeler Borel kiimesidir (Onerme 2.3). B bir o-cebiri oldugundan sayilabilir birlesimlere
ve sayuabilir kesisimlere kapalidir (Onerme 2.1); dolayistyla her G5 ve her F,, kiimesi B dedir. Son iddia,
biitiin A,, ’lerin B de olmasindan ve Onerme 2.2'den gikar.

]

Ornek 2.1 (Kapali Kiime Bir $G_delta$ Kiimesidir). Her kapali F' C R kiimesinin bir G; kiimesi
oldugunu gosterin.

Cozim.
F = @ise F aciktir ve F' = ﬂn & yazilabilir. F' # & olsun ve her n igin

o, (s-Loe)

yeF
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tanimlayalim. 0,, acik araliklarin birlesimi oldugundan agiktir ve F' C O, ’dir. Dolayisiyla F' C ﬂn o,
olur.

Tersine z € ﬂn O,, olsun. Her n i¢in |  — y,, | < 1/n olan bir y,, € F vardir. Bu durumda z’i iceren
her agik aralik, yeterince biiytik n i¢in y,,’yi, yani F’den bir noktay1 igerir; , F’nin bir kapanis
noktasidir. F' kapali oldugundan x € F’dir. Boylece F' = ﬂn 0,, bir G5 kimesidir.

Tumleyen alarak sunu da elde ederiz: her agik kiime bir £, kiimesidir.

]

Ornek 2.2 (Rasyonel Sayilar Bir $F_sigma$ Kiimesidir). Q’'nun bir F, kiimesi, R \ Q'nun bir Gj
kiimesi oldugunu gosterin.

Cozim.
Q sayilabilir oldugundan bir numaralamasi Q = {q;, gy, ... } vardir (bkz. Analiz 1: Sayilabilir Kiimeler).
Boylece

Q= D{qn}

olur. Her {g,, } kapalidir, dolayisiyla Q kapali kiimelerin sayilabilir birlesimi, yani bir F, kiimesidir. De
Morgan 6zdesligiyle

R\@=((R\{a.})

olur ve her R \ {g,,} aciktir; R \ Q bir G; kiimesidir. Ote yandan Q agik degildir, ¢iinkii her ¢ € Q ve
r > 0icin (¢ — 7, ¢ + r) aralig1 bir irrasyonel say1 icerir. Kapali da degildir, ¢iinkii her reel say1 rasyonel
sayilarin bir limitidir; 6rnegin v/2 ¢ Q oldugu halde v/2’ye yakinsayan rasyonel diziler vardur. Yani F,
siifi agik ve kapali kiimelerden gercekten daha genistir.

]

Olciilebilir Kiimelerin Cebiri

Simdi Carathéodory anlaminda 6l¢iilebilir kiimelerin toplulugu M ’ye déniityoruz (Tanim 1.6). Tamim E ile
R\ E arasinda simetrik oldugundan E € M ancak ve ancak R \ E € M dir; ayrica & ve R ol¢iilebilirdir.
Once dis 6l¢iiniin dlciilebilir kiimeler iizerindeki iki kolay &ézelligini kaydedelim.

Onerme 2.5 (Cikarma Ozelligi). E, C E, E, ol¢iilebilir ve m*(E,) < oo ise
m*(E\ Ey) = m*(E) —m*(E)
olur.

ispat.
E, olcilebilir oldugundan Carathéodory kosulunu A = E test kiimesiyle uygulariz:
m* () = m* (BN Ey) +m*(E\ By) = m*(Ey) + m*(E\ Ey),

giinkii E, C E’dir. m*(E,)) sonlu oldugundan onu iki taraftan ¢ikarabiliriz. (m*(E) = oo ise esitligin iki
tarafi da co’dur.)
n

Bu 6zellige ¢cikarma 6zelligi (excision property) denir. m*(E,) < oo kosulu, co — oo gibi anlamsiz bir
ifadeden kaginmak i¢indir.

Sonuc 2.1 (Ol¢iilebilir Kiimeler Bir Cebirdir). M, R nin alt kiimelerinin bir cebiridir.

ispat.
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2.3 Olgiilebilir Kiimelerin Cebiri 25

@ € M’dir, M tiimleyene kapalidir ve Teorem 1.5 geregi sonlu birlesimlere kapalidir. Bunlar Tanim
2.1°deki ii¢ kosuldur.

Carathéodory kosulunun asil kazanci toplamsalliktir: ayrik olciilebilir kiimeler bir test kiimesini dig
6l¢tistinii bolmeden parcalar.

Lemma 2.1 (Sonlu Toplamsallik). A herhangi bir kiime ve {Ek}Z:1 oliilebilir kiimelerin sonlu, ayrik
bir toplulugu ise

m*(Aﬂ[ Ek]):Zm*(AﬂEk)
k=1 k=1
olur. Ozel olarak (A = R alinarak)
* E. )= *(Ey)-
m (U B )= m (B

ispat.

n iizerinde tiimevanim yapiyoruz. n = 1 icin esitlik agiktwr. Iddia n — 1 kiime i¢in dogru olsun ve U =
U,_, Ex diyelim.

Adwm 1. Kiimeler ayrik oldugundan

n—1
(ANU)NE, =ANE,, (AmU)\En:Am[U Ek]
k=1

Adwm 2. E, élcilebilir oldugundan Carathéodory kosulunu A N U test kiimesiyle uygulariz ve tiimevarim
varsayimini kullaniriz:

m*(AﬂU):m*(AmEn)+m*(Aﬁ[:gEk]>

n—1 n
=m*(ANE,) +Y m*(ANE,) =) m'(ANE).
k=1 k=1

Sayilabilir birlesimlere ge¢mek i¢in birlesimi ayrik parcalara bolmek isimize yarayacak.

Tanim 2.7 (Olgiilebilir Ayrisma). E’nin o6lciilebilir alt kiimelerinden olusan sayilabilir, ayrik bir
{Ek};i , toplulugu £ = U;i | Ey kosulunu saghyorsa bu topluluga E’nin bir 6lciilebilir ayrigmasi
(measurable disjoint decomposition) denir.

Yani E’yi, her biri dlc¢iilebilir ve ikiser ikiser ayrik, sayilabilir coklukta pargaya bolityoruz.
Lemma 2.2 (Birlesimi Ayrik Parcalara Bolme). E = U;il E,,, olciilebilir kiimelerin sayilabilir bir
birlesimi olsun. O zaman her k icin E;, C E}, olan bir {El/c};il olgiilebilir ayrismasi vardir.

ispat.
E] =E, vek > 2igin
k-1
E,=E\|JE
j=1

tanimlayalim.
Olgiilebilirlik. Uj<k E; olcilebilir kimelerin sonlu birlesimi olarak élgilebilirdir. M bir cebir oldugun-
dan (Sonug¢ 2.1) Ej, = E;, N (R \ Uj<k E;) de olgiilebilirdir.
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Ayriklik. j < k ise E; C E; ve B, N E; = & oldugundan E}; N E}, = @'dir.

Birlesim. Ej, C Ej; oldugundan|J, E}, C E’dir. Tersinex € E isex € E; olan en kiigiik k’yr alahm; x
highir E; (j < k) kiimesinde olmadigindan = € E; dir.

|

Olciilebilir Kiimeler Bir 6-Cebiridir

Cebir olmaktan o-cebiri olmaya ge¢mek icin geriye yalniz sayilabilir birlesimler kaliyor.

Teorem 2.2 (Sayilabilir Birlesimin Olciilebilirligi). Olciilebilir kiimelerin sayilabilir bir toplulugunun
birlesimi 6lgiilebilirdir.

ispat.
E, olgiilebilir kiimelerin sayilabilir bir birlesimi olsun. Lemma 2.2 geregi E nin bir {Ek}Zil oleiilebilir
ayrismast vardir. A C R rastgele bir kiime olsun; Carathéodory kosulunun zor yarisi olan

m*(A) > m*(ANE)+m*(A\ E)

esitsizligini gostermek yeter (6biir yarisi alt toplamsalliktan gelir, Teorem 1.3).
Adim 1. Hern i¢in F,, = U::1 E,, élculebilirdir (Teorem 1.5) ve F,, C E’dir, yani A\ E C A\ F,,. Dis
olgiiniin monotonluguyla

m*(A) =m*(ANE,))+m*(A\ E,) >m*(ANE)+m*(A\ E).
Adwm 2. Lemma 2.1 geregi
m*(ANE,) =Y m*(ANEy)
k=1

olur. Boylece her n igin

NgE

m*(A) > Y m*(ANE,)+m*(A\E).

e
Il

1

Sol taraf n’ye bagh olmadigindan n — oo igin
m*(A) > > m* (AN Ey) + m*(A\ E).
k=1

Adim 3. ANE =], (AN Ey) oldugundan sayilabilir alt toplamsallikla (Teorem 1.3) 3°, m*(AN
E,) > m*(AN E)’dir. Bunu Adim 2'de yerine koyunca istenen esitsizlik ¢ikar; E él¢ilebilirdir.
]

Acik kiimelerin o6lciilebilirligine ge¢meden 6nce onlarin yapisini belirleyelim: her agik kiime, ayrik acik
araliklara ayrigir.

Lemma 2.3 (Acik Kiimelerin Yapisi). Bos olmayan her agik O C R kiimesi, acik araliklardan olusan
sayuabilir, ayrik bir toplulugun birlesimidir.

ispat.
Adim 1: Her noktanin en biiyiik araligi. x € O olsun. O agik oldugundan (x —r,z +r) C O olan
birr > 0 vardiwr. Genisletilmis reel sayilarda

a, =inf{a < z : (a,z] C O}, b, =sup{b >z : [z,b) C O}

tamimlayalhim ve I, = (a,,b,,) diyelim. a, <y < zisea < y ve (a,z] C O olan bir a vardr, dolayisiyla
y € O’dur; sag taraf i¢in de aynisi gegerlidir. Boylece x € I, C O dur.
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Adum 2: Ug noktalar O da degildir. a,, sonlu olsun ve a, € O varsayalim. Birs > 0 i¢in (a, — s,a, +
s) C O’dur; infimum tamimindan (a, ] C O olan bir a < a, + s vardiw. O zaman (a, — s,z] C O olur
ve bu a,,’in infimum olmasiyla celisir. Ayni akil yiiriitmeyle sonlu bir b, de O’da degildir.

Advm 3: Ayrikhik. z,y € O ve I, N I, # & olsun. a,, < a,, olsaydi, I, araligi a,’in solunda bir nokta
ile I,’e ait (dolayisiyla a,,’in saginda kalan) bir nokta icerdiginden a, € I, C O olurdu; bu Adim 2 ile
gelisir. Simetrik olarak a,, < a,, de olamaz; a, = a, dir. Aymi bigcimde b, = b, ve I, = I, bulunur. Yani
iki aralik ya aynidir ya ayriktir.

Advm 4: Sayilabilirlik. Farkli araliklanin toplulugu {I, : © € O} ayriknair ve birlesimi O dur. Her ara-
Likta bir rasyonel sayt secelim (rasyoneller yogundur); ayriklik nedeniyle farkli araliklar farkli rasyonellere
gider. Bu bire-bir esleme Q’ya gittiginden topluluk sayilabilirdir (bkz. Analiz 1: Sayilabilir Kiimeler).

|

Teorem 2.3 (Araliklar Olciilebilirdir). Her aralik olciilebilirdir.

ispat.
Adim 1: E = (a, 00) ol¢iilebilirdir. A rastgele bir kiime olsun;

m*(A) >m*(ANE)+m*(A\ E)

gosterecegiz. m*(A) = oo ise sdylenecek bir sey yoktur; m*(A) < oo olsun.
Once a ¢ A oldugunu varsayahm. A, = AN (—c0,a) = A\ E ve Ay = AN (a,00) = AN E diyelim.
A’y orten agik, sinirly araliklardan olusan sayilabilir bir {Ik}:il toplulugu alalim ve

I =1, N (—o0,a), Iy = I, N (a,0)
diyelim. Bunlar agik, sinirli araliklardir (bos olabilirler; bos olanlarin uzunlugu 0°dir ve atilabilirler). I, ile

I, U I en ¢ok a noktasinda ayrildigindan £(1)) = £(I}) + £(I}) ) dir. {I|.} ailesi A;’i, {I}] } ailesi Ay’yi
orttigiinden dis 6lgiiniin tanimiyla (Tanim 1.5)

m*(A;) +m*(A) < D LI) + Y UE)
k=1

e 1

oL,).

x>
Il
—

Bu her ortii icin gecerli oldugundan értiiler iizerinden infimum alinca m*(A;) + m*(A,) < m*(A)
bulunur.

Simdi a € A olsun ve A" = A\ {a} diyelim. a ¢ E oldugundan AN E = A’ N E’dir. Ayrica A\ E =
(A" \ E)U{a} ve here > 0 i¢cin {a} kiimesi uzunlugu 2¢ olan (a — €, a + €) araligiyla értiildiginden
m*({a}) = 0°dwr (Tanim 1.5). Buradan alt toplamsallikla m*(A\ E) < m*(A’ \ E) olur. A’ i¢in kanit-
lanan esitsizlik ve monotonlukla

m*(ANE) +m*(A\ E) < m*(A' N E) + m*(A’ \ E) < m*(4’) < m*(A).

Adwm 2: Bitiin araliklar. M bir o-cebiridir: Sonug 2.1 ile bir cebirdir ve Teorem 2.2 ile sayilabilir
birlesimlere kapalidir. Tiimleyen alarak (—oo,b] € M, sayuabilir birlesimle

(—00,b) = Q(—oo,b—%]eﬁv[,

yeniden tiimleyen alarak [a, 00) € M bulunur. Sinirly araliklar bunlanin kesisimleridir, érnegin (a,b) =
(—o0,b) N (a,00) ve [a,b] = [a,00) N (—o0, b]; yart agik araliklar da benzer bi¢imde yazilir. R ve &
zaten olciilebilirdir. Kesisimler Onerme 2.1 geregi M ’de kalwr.

]

Artik béliimiin ana sonucunu toplayabiliriz.

Teorem 2.4 (Olciilebilir Kiimelerin o-Cebiri). Olciilebilir kiimelerin toplulugu M, Borel o-cebiri B’yi
ve dis Ol¢tisii sifir olan biitiin kiimeleri iceren bir o-cebiridir.
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/Biitﬁn alt kiimeler \
M: dlciilebilir kiimeler
~N
B: Borel kiimeleri
4 N
FyveGgkimeleri — ( f
1 - . . e = i ~
acik kapali s dis 6lciisii 0 .
4 \
0,1 0, 4 \
©.2 {0 ,’ Cantor kiimesinin ‘I
‘\ Borel olmayan ]
\ bir alt kiimesi y
rasyonel sayilar (bir F,_ kiimesi) A ,
N .
. -
- J
L Gy Fos e )
\ Vitali kiimesi /

Sekil 2.1: Alt kiime ailelerinin kapsama semasi. A¢ik ve kapali kiimeler hem Fs hem Gs kiimeleridir; bunlar

Borel o-cebiri B'nin icindedir. M ise B'yi ve dis dl¢iisii sifir olan biitiin kiimeleri (kesikli bolge) icerir. Her

katmanda birer érnek: (0, 1), {0}, Q, Cantor kiimesinin Borel olmayan bir alt kiimesi ve él¢iilemeyen Vitali
kiimesi.

Ispat.

o-cebiri. M bir cebirdir (Sonug 2.1) ve sayulabilir birlesimlere kapalidir (Teorem 2.2); bu, Tanim 2.2°deki
kosullardir.

Acik kiimeler. Bos olmayan agik bir kiime, agik araliklarin sayilabilir birlesimidir (Lemma 2.3). Her
aralik olgiilebilir (Teorem 2.3) ve M sayulabilir birlesimlere kapali oldugundan her agik kiime él¢iilebilirdir.
Borel kiimeleri. M, biitiin acgik kiimeleri iceren bir o-cebiridir. B bu ozellikteki en kiigiik o-cebiri
oldugundan (Teorem 2.1) B C M “dir.

Sifir olciilit kiimeler. Dis 6l¢iisii sifir olan her kiime ol¢iilebilirdir (Teorem 1.4).

|

Yani ol¢tlebilirlik, pratikte kargilagilan her kiimeyi kapsayacak kadar genistir: acik ve kapali kiimeler, F,
ve Gj kiimeleri, onlarin sayilabilir birlesim ve kesisimleri. Iki kapsama da kesindir: Borel kiimesi olmayan
olctlebilir kiimeler vardir (Teorem 6.4) ve 6l¢iilebilir olmayan kiimeler vardir (Teorem 5.1).

Sonuc 2.2 ($F_sigma$ ve $G_delta$ Kiimeleri Olciilebilirdir). Her acik kiime, her kapali kiime, her
E, kiimesi ve her G kiimesi ol¢iilebilirdir.

ispat.
Bu kiimelerin hepsi Borel kiimesidir (Onerme 2.3, Onerme 2.4) ve B C M “dir (Teorem 2.4).
|

Dis 6lcii 6telemeyle degismiyordu (Teorem 1.2). Carathéodory kosulu yalmz dig dl¢iiyle yazildigindan
olciilebilirlik de 6telemeyle bozulmaz.

Teorem 2.5 (Olgiilebilirligin Oteleme Altinda Korunmasi). FE olciilebilirvec € Rise E + ¢ = {z +
c¢: x € E} kiimesi de dlgiilebilirdir.

ispat.
A rastgele bir kiime olsun. Oteleme bire-bir ve érten oldugundan

(A—c)NE=(AN[E+c])—c, (A=c)\E=(A\[E+c])—c
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olur. Dis élgiiniin Oteleme degismezligini (Teorem 1.2) ve E’nin dlcilebilirligini A — c test kiimesiyle
kullanirsak

m*(A)=m*(A—c)=m" ([A—c]NE)+m" ([A—c]\E)
=m" (AN[E+c])+m" (A\[E+c])

bulunur. Bu, E + c i¢in Carathéodory kosuludur.
|

Lebesgue Olciisii

Dis olcti biitiin kiimelerde tanimli ama toplamsal degildir; 6l¢tilebilir kiimelere kisitlandiginda ise sonlu
toplamsaldir (Lemma 2.1). Bu kisitlamaya ayr1 bir ad veriyoruz.

Tanim 2.8 (Lebesgue Olciisii). Dis dlciiniin élgiilebilir kiimelerin c-cebiri M ye kisitlanmasina Lebes-
gue Olciisii (Lebesgue measure) ya da kisaca 6l¢ii denir ve m ile gosterilir: E € M i¢in

m(E) = m*(E).

Yani m, m*’1n ta kendisidir; yalmiz tanim kiimesi olciilebilir kiimelerle sinirlanmigstir. Simdiye kadar
gordiiklerimizden m’nin su 6zellikleri hemen ¢ikar: her I araligi icin m(I) = £(I) (Teorem 2.3 ve Teorem
1.1); her élgiilebilir E ve ¢ € R i¢in m(E + ¢) = m(E) (Teorem 2.5 ve Teorem 1.2); ayrik 8lgiilebilir
kiimelerin sonlu birlesiminde élciiler toplanir (Lemma 2.1); ve Onerme 2.5'daki ¢ikarma 6zelligi gecerlidir.
Sayilabilir toplamsallik Toplamsallik ve Streklilik béliimiinde gelecek.

Ornek 2.3 (Bir Araliktaki Irrasyonellerin Ol¢iisii). E = [0,2] \ Q kiimesinin 8lgiilebilir oldugunu
gosterin ve m(E)’yi bulun.

Cozim.

E, =10,2] N Q sayilabilir bir kiimedir, dolayisiyla Borel kiimesidir (Onerme 2.3) ve &lgiilebilirdir
(Teorem 2.4). [0,2] de dlgiilebilir oldugundan (Teorem 2.3), M bagil tiimleyene kapali oldugu icin
(Onerme 2.1) E = [0, 2] \ E, dlciilebilirdir.

Sayilabilir bir kiimenin dig él¢iisti sifirdir: Ey = {qy, ¢y, ...} ise alt toplamsallikla (Teorem 1.3)
m*(Ey) <32 m*({g,}) = 0 olur; burada her n icin m*({g,,}) = 0'dur, ¢tinkii {g,,} her ¢ > 0 icin
uzunlugu 2¢ olan bir aralikla ortilir (Tanim 1.5). m(Ey) =0 < oo oldugundan ¢ikarma ozelligi
(Onerme 2.5) uygulanir:

m(E) = m([0,2]) — m(E,) =2 — 0 = 2.

Yani [0, 2)’nin biitiin “uzunlugu” irrasyonellerde toplanmigtir.
|

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar o-cebirlerinin kapalilik 6zelliklerini ve 6l¢iilebilir kiimelerle hesap yapmayi pekis-
tirir.

Alistirma 2.1 (Sag Isinlar1 iceren 6-Cebiri). R’nin alt kiimelerinin bir c-cebiri (a, 00) bicimindeki
biitiin araliklar iceriyorsa biitiin araliklar: icerdigini gosterin.

Cozim.

A boyle bir 6-cebiri olsun. A tiimleyene, sayilabilir birlesime ve sayilabilir kesisime kapalidir (Onerme
2.1). Araliklar1 adim adim elde edelim; a < b reel sayilardur.

Adim 1: Sol kapali isinlar. (—o0,b] = R\ (b, 00) oldugundan (—oo, b] € A’dur.

Adim 2: Sol acik 1sinlar. Argimet 6zelligiyle < b ise bir n i¢in < b — 1/n olur; dolayisiyla
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sayilabilir birlesimdir ve Adim 1 geregi .A’dadur.
Adim 3: Sag kapal1 1s1nlar. [a, 00) = R\ (—00, a) oldugundan [a, 00) € A’dur.
Adim 4: Siirhi araliklar. Her sinirli aralik bir sag 1sinla bir sol 1sinin kesisimidir:

(a,b) = (a,00) N (—00,b),
[a,b] = [a,00) N (—o0, b],
(a,b] = (a,00) N (—o0, b],
[a,b) = [a,00) N (—00,b)

Sag taraftaki kiimeler .A’da oldugundan kesigimleri de A’dadir. Tek noktal: [a, a] = [a, 00) N (—o0, a]
de ayn1 bicimde elde edilir.

Adim 5: Kalanlar. @ € A ve R = R\ g € A’dir. Sinirsiz araliklar (a, 00), [a, 00), (—00,b), (—o0, b]
ve R’dir; hepsi yukarida elde edildi. Béylece biitiin araliklar .4 dadur.

|

Alistirma 2.2 ($F_sigma$ Kiimesinin Otelemesi). Bir F, kiimesinin her 6telemesinin de bir F,
kiimesi oldugunu gosterin.

Coziim.

Adim 1: Oteleme aciklig1 korur. O acik ve y € R olsun. z € O +y ise x —y € O’dur; (z —y —
r,x —y—+7) C O olan bir r > 0 vardir. Her noktaya y ekleyince (x —r,z 4+ r) C O + y bulunur.
Dolayisiyla O + y aciktir.

Adim 2: Oteleme kapalilig1 korur. x - x + y bire-bir ve 6rten oldugundan

R\ (F+y)=R\F)+y

olur. F kapaliysa R \ F agiktir, Adim 1 geregi sag taraf agiktir; yani F' + y kapalidir.
Adim 3: Birlesimler. £ = UZO: | B, bir F; kiimesi, her F;, kapal olsun. Oteleme birlesimle yer degis-
tirir:

E+y=JE +y).

n=1
Adim 2 geregi her F,, + y kapalidir; E' + y kapal1 kiimelerin sayilabilir birlesimidir, yani bir F), kiime-
sidir.
|

Alistirma 2.3 ($G_delta$ Kiimesinin Otelemesi). Bir G kiimesinin her dtelemesinin de bir Gy
kiimesi oldugunu gosterin.

Cozim.

G= ﬂ:;l 0O,, bir G5 kiimesi, her @, acik ve y € R olsun.

Adim 1: Oteleme kesisimle yer degistirir. z € G + y ancak ve ancak z — y € G, yani her n icin
x—y € 0,, yani her n icin € 0,, + y’dir. Bylece

oo

G+y= ﬂ((?n—i-y).

n=1

Adim 2: Otelenmis kitmeler aciktir. z € 0, + yisex —y € O, ’dirve (x —y —r,x —y +7r) C O,
olan bir r > 0 vardir; buradan (z — r,x +r) C O, + y ¢cikar. Her 0,, + y agiktir.

Dolayisiyla G + y acik kiimelerin sayilabilir kesisimi, yani bir G5 kiimesidir.

|

Alistirma 2.4 (Sifir Olciilii Kiitmenin Otelemesi). Olciisii sifir olan bir kiimenin her 6telemesinin de
ol¢tistintin sifir oldugunu gosterin.
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Cozim.
E 6lgiilebilir, m(E) = 0 ve y € R olsun.
Adim 1: D1s 6l¢ii. Dis 6l¢i 6telemeyle degismez (Teorem 1.2); bu yiizden

m*(E+y) =m*(E) =m(E) =0.

Adim 2: Olgiilebilirlik ve 6l¢ii. Dis 6lciisii sifir olan her kiime 6lciilebilirdir (Teorem 1.4); dolayisiyla
E + y odlcilebilirdir. (Ayn1 sonug Teorem 2.5’den de ¢ikar.) Lebesgue 6l¢iisiiniin tanimiyla (Tanim 2.8)
m(E+y) =m*(E+y)=0olur.

|

Alistirma 2.5 (Pozitif Dis Olgiilit Sinirli Alt Kitme). m*(E) > 0 ise E’nin dis dlciisii yine pozitif
olan smurl bir alt kiimesi bulundugunu gosterin.

Coziim.

Her n i¢in E,, = E N [—n,n] diyelim. Her E, , E’nin siirl bir alt kiimesidir.

Adim 1: FE bu kiimelerin birlesimidir. Her z € R i¢in Argimet 6zelligiyle | | < n olan bir n vardr;
dolayisiyla

E = L:JlEn.

Adim 2: Celiski. Her n icin m*(E,)) = 0 oldugunu varsayalim. Sayilabilir alt toplamsallikla (Teorem
1.3)

m*(E) <> m*(E,) =0

olur; bu m*(E) > 0 ile celisir.
O hélde bir n icin m*(E,,) > 0’dir ve E,, = E N [—n, n] aranan sinirh alt kiimedir.
|

Alistirma 2.6 (Kiigiik Olgiilii Pargalara Ayirma). FE 6lciilebilir, m(E) < oo ve € > 0 olsun. E’nin,
her birinin 6l¢iisii en ¢ok € olan sonlu sayida 6l¢ilebilir kiimenin ayrik birlesimi oldugunu gosterin.

Coziim.

Fikir sudur: E’nin sinirli bir pargasi kisa araliklarla dilimlenir, geriye kalan “kuyruk” ise kiiciik olgii-
ladiir.

Adim 1: Halkalara bolme. Her £ > 1 i¢in

D, :Eﬂ( [k, —k+1)U[k—1,k) )
diyelim. Araliklar 6l¢iilebilir (Teorem 2.3) ve M bir o-cebiri oldugundan (Teorem 2.4) her D,, dl¢tlebi-
lirdir. D;’ler ayriktir, birlesimleri E’dir ve her n i¢in
UDk:Eﬂ[—n,n), U D, =FE\ [-n,n).
k=1 k=n+1
Adim 2: Kuyruk kiiciiktiir. Sonlu toplamsallik (Lemma 2.1) ve monotonlukla her n igin
Zm(Dk) =m (EN[-n,n))<m(E) < co.
k=1
Kismi toplamlar1 sinirly, terimleri negatif olmayan X m(D,,) serisi yakinsaktir; dolayisiyla kalan:

sifira gider. 3, m(Dj,) < ¢ olacak bir n segelim. Sayilabilir alt toplamsallikla (Teorem 1.3)
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oo

m (E\[-n,n))< Y m(D,)<e.

k=n+1
Adim 3: Sinirl1 parcayi dilimleme. N, Ne > 2n olan bir dogal say1olsunve¢ = 0,1, ..., N — 1 icin
J,=[-n+ie,—n+ (i+1)e) N[—n,n)

diyelim. J;’ler ayrik araliklardur, birlesimleri [—n,n)’dir ve £(J;) < €’dur. G; = E N J; dl¢iilebilirdir.
Monotonlukla m(G;) < m(J,)’dir ve araligin ol¢iisii uzunluguna esit oldugundan (Teorem 1.1)
m(J;) = £(J;) olur:

Adim 4: Sonugc. E, ayrik ve 6lciilebilir
Gy, Gy, ., Gy_1, E\[—m,n)

kiimelerinin birlesimidir. Toplam N + 1 kiime vardir ve her birinin 6l¢iisii en ¢ok £’dur.
|

Olgiilebilir kiimelerin toplulugunun sayilabilir islemlere kapali oldugunu ve Lebesgue 6lciisiinii tanim-
ladik. Siradaki béliim I¢ ve Dis Yaklasim, dlgiilebilir kiimelerin acik, kapali, G5 ve F) kiimeleriyle ne kadar
iyi yaklasilabildigini inceliyor.
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3.1

3. I¢ ve D1s Yaklasim

Olgiilebilirlik tanimi soyuttur: Carathéodory kosulu bir kiimeyi biitiin test kitmeleriyle sinar. Bu béliimde
ayn1 kavramin somut bir yizinid gorecegiz: olciilebilir bir kiime, iceriden kapali, disaridan acik bir
kiimeyle, aradaki fark olciice istenildigi kadar kiiciik olacak bicimde sikistirilabilir.

Bundan 6lg¢iilebilir kiimelerin tam tarifi ¢ikar: her biri bir G5 kiimesinden sifir 6l¢iilii bir kiime atilarak
elde edilir. Son olarak sonlu 6l¢iilii bir kiimenin, sonlu sayida ayrik acik araligin birlesimine “neredeyse”
esit oldugunu gorecegiz.

Acik ve kapal1 kiimelerle yaklasim

Bu boliimde Lebesgue ol¢lisinii, yani dis 6l¢iiniin M iizerine kisitlanigini (Tanim 2.8) kullaniyoruz:
olcilebilir E icin m(E) = m*(E). Sik bagvuracagimiz iki ara¢ sunlardir: él¢iilebilir kiimelerin sonlu ayrik
birlesiminde él¢iiniin toplamsal olmasi ve bundan ¢ikan ¢ikarma ézelligi: A C B élgiilebilir ve m(A4) <
oo ise m(B\ A) = m(B) — m(A).

Teorem 3.1 (Lebesgue Ol¢iisiiniin Diizenliligi). FE olciilebilir ve e > 0 olsun. O zaman
FCECO, m(O\ E) <e, m(E\F) <e

olacak bicimde bir kapali F' kiimesi ve bir acik O kiimesi vardir.

O\E E\F

| |
—m SR .
E ——— —— —————

Sekil 3.1: OlgiilebilirE kiimesi, i¢indeki kapali F ile disindaki agik O arasinda sikistirilir (alt satirlar ii¢ kiimeyi
ayri ayr gésterir). Ustteki seritte F'nin iki yanindaki ince parcalar E \ F, en distakiler O \ E kiimesidir;
teorem, ikisinin de él¢iistintin €'dan kiiciik segilebilecegini soyler.

ispat.
Once agik dis yaklasimi, sonra tiimleyene gecerek kapali ic yaklasimi kuracagiz.
Adim 1: m(E) < oo iken dig yaklagim. Dis él¢iiniin tamimina (Tanim 1.5) gore E’yi érten ve

> UIL,) <m(E)+e

k=1
olan agik, sinirly araliklardan olusan bir {Ik};; toplulugu vardir. O = UZil I, aciktir, E’yi icerir ve
sayilabilir alt toplamsalliktan (Teorem 1.3) m(0) < 3=, £(I;) < m(E) + € olur. m(E) < oo oldugun-

dan ¢ikarma ozelligi
m(O\ E) =m(0)—m(E) <e

verir.
Adim 2:m(E) = oo iken dis yaklasim. Her k icin E,, = E N [k, k] él¢iilebilirdirvem(E,) < 2k <
00. Adim 1'e gore E), C O, vem(0,, \ E,,) < €/2F olan agik bir O), vardir. O = Uzil Oy, agiktirve E =
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z € O\ E isex bir Oy ’ye aittir ve By, C E oldugundan x ¢ Ey; yaniO\ E C |, (O, \ Ey). Sayilabilir
alt toplamsalliktan

oo o0

m(O\E) <Y mO\E) <Y o =¢
k=1 k=1
Adim 3: Kapali i¢ yaklasim. R\ E de élgiilebilirdir. Adim 1-2"ye gire
R\ ECU, m(U\(R\E))<e
olan agik bir U vardir. F = R\ U kapalhdir ve F C E. Ayrica
E\F=EnU=U\(R\E),

dolayisiylam(E\ F) < ¢
]

Yani 6l¢iilebilir bir kiimenin sinir1 ne kadar karmasik olursa olsun, i¢ine bir kapali, disina bir acik kiime
yerlestirip aradaki “bogluklar1” 6l¢iice £’dan kii¢iik tutabiliriz.

Ornek 3.1 (Irrasyonellerden Olusan Kapali Kiime). E = [0,1] \ Q icin m(E) = 1’dir. Verilen ¢ >
0 i¢in yalniz irrasyonel sayilardan olusan ve m(F') > 1 — ¢ olan kapali bir F' C E bulun.

Cozim.
Once m(E) =1 oldugunu gorelim. [0,1] N Q sayilabilir oldugundan dis &l¢iisii sifirdir, dolayisiyla
dlgiilebilirdir; cikarma dzelligiyle (Onerme 2.5)

m(E) =m([0,1]) —m([0,1]NQ) = 1.

[0,1]1NQ = {¢;, 95, ...} bir siralama olsun. Her n i¢in

g g g
Jn:(qn—zqurﬂrm)’ UIn) = 5oz

alalm ve 0 = |, J, diyelim. O aciktir ve [0, 1]'deki biitiin rasyonelleri igerir. Alt toplamsalliktan

. € €
0) SX:IanLl :i
e

F=1[0,1]\ 0 =10,1] N (R \ O) iki kapali kitmenin kesigimi olarak kapalidir ve hicbir rasyonel icer-
mez; yani ' C E. [0,1] C F U O oldugundan

1<m(F)+m(0) <m(F)+

)

N ™

dolayistylam(F') > 1 —e/2 > 1 — . Rasyoneller [0, 1]’de yogun oldugu halde, onlardan kacan kapali
bir kiitmenin 6l¢iisti 1’e istenildigi kadar yakin olabilir.
|

Gy ve F kiimeleriyle yaklasim

Teorem 3.1'daki £’u 1/n alip sayilabilir kesigsim ve birlegime gecersek yaklagim tam hale gelir: aradaki
fark sifir 6l¢iilii olur. Burada G ve F, kiimeleri Tanim 2.6’daki anlamdadr.

Sonugc 3.1 (G-delta ve F-sigma ile Sikistirma). E olciilebilir ise
FCECQG, m(G\ E) =0, m(E\F)=0
olacak bicimde bir G5 kiimesi G ve bir F,, kiimesi F' vardr.

Ispat.
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Hern i¢in Teorem 3.1°a gore
1 1
E,CECO,, m(0,\ E) < —, m(E\E) < —
n n

olan bir kapali F,, ve bir acik O,, vardir. G = (\"__ O, bir G5, F = 7" F, bir F, kiimesidir ve F' C
ECG.
Hern icin G\ E C 0, \ Eve E\ F C E\ F, oldufundan monotonluk

m(G\E‘)<%7 m(E\F)<%

verir. n keyfi oldugundan iki 6l¢ii de sifirdr.
n

Bu sonug, 6l¢ilebilirligin sik kullanacagimiz temel tarifini verir.

Sonug 3.2 (Ol¢iilebilirligin Karakterizasyonu). E C R kiimesi ancak ve ancak bir Gg kiimesinden sifir
ol¢iilii bir kiime ¢ikarilarak elde edilebiliyorsa dlgiilebilirdir: E = G \ N, G bir G kiimesi, m*(N) = 0.

ispat.

(=) E olgilebilir olsun. Sonug 3.1'daki G igin N = G \ E dersek m(N) = 0 ve E C G oldugundan E =
G\ N.

(<) E = G\ N olsun. Gs kiimesi G bir Borel kiimesidir, dolayisiyla élgiilebilirdir (Teorem 2.4); N ise
dis élgisii sifir oldugundan élgiilebilirdir (Teorem 1.4). M bir o-cebiri oldugundan E = GN (R\ N)
olciilebilirdir.

|

Yani ol¢tilebilir kiimeler, Borel kiimelerinden yalmz sifir 6l¢iili bir “tozla” ayrilir. Ayni akil yiritme F,
tarafinda da ¢aligir: E 6l¢iilebilirdir ancak ve ancak bir F kiimesiyle sifir 6l¢iilil bir kitmenin birlesimidir.
Bu tarif M nin yapisini da tam olarak belirler: M, Borel kiimelerine sifir 6l¢iili kiimeleri ekleyip o-cebiri
islemleriyle kapatinca ortaya ¢ikan topluluktur.
Teorem 3.2 (Olciilebilir Kiimeler En Kiiciik 6-Cebiridir). M, Borel o-cebiri B’yi ve dis dlciisii sifir
olan biitiin kiimeleri iceren en kiiciik o-cebiridir.

Ispat.

8, Borel kiimeleriyle dis 6lgiisii sifir olan kiimelerin olusturdugu topluluk; A da §’yi iceren en kiigiik o-
cebiri, yani §yi iceren biitiin o-cebirlerinin kesisimi olsun.

A C M. M bir o-cebiridir, Borel kiimelerini icerir (Teorem 2.4) ve sifir dis ol¢iilii kiimeleri igerir (Teorem
1.4). Yani M, 8’yi iceren o-cebirlerinden biridir ve A’nin minimalliginden A C M.

M C A. E € M olsun. Sonug 3.2'na gére E = G \ N yazilir; burada G bir G kiimesi, m*(N) = 0. G
bir Borel kiimesi oldugundan G € § C A; N € § C A. A tiimleyen ve kesisim altinda kapali oldugundan
E=GN(R\N) e A.

Iki kapsamadan M = A.

|

Sonlu sayida aralikla yaklasim

Sonlu 6lcili bir kiime sinirsiz olabilir, sayilamaz coklukta parcadan olusabilir; yine de 6l¢ii goziiyle
bakinca, sonlu sayida ayrik acik araligin birlesiminden pek farkli degildir. Fark: 6lgmek i¢in su kavram
uygundur.

Tanim 3.1 (Simetrik Fark). A ve B kiimelerinin simetrik farki
AANB=(A\B)U(B\A)

kiimesidir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 35 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

36 Boliim 3. I¢ ve D1s Yaklasim

Yani A A B, iki kiimeden tam olarak birine ait olan noktalardir. A, B él¢iilebilir ve sonlu él¢iilii ise A U
B, ayrik AN B ve A /A B kiimelerine ayrildigindan

m(AAB) =m(A\ B) + m(B\ A) = m(AU B) — m(AN B).

Ispatta, bir énceki béliimde gésterilen su olguyu kullanacagiz: bog olmayan her agik kiime, sayilabilir
sayida ayrik agik aralifin birlesimidir (bkz. o-Cebiri ve Borel Kiimeleri).

Teorem 3.3 (Sonlu Sayida Aralikla Yaklagim). m(E) < co ve e > 0 olsun. O zaman agik, simirl ve
ayrik araliklardan olusan sonlu bir {Ik}Z:1 toplulugu vardir kill = UZ:1 I, icin

mEAU)=m(U\E)+m(E\U)<e

olur.

E — S ] I ]
I I,
1 2
U —( (—
fark —1 i i 1 H i
U\E E\U

Sekil 3.2: Diizensiz parcalardan olusan E ve iki ayrik acik araligin birlesimi U. Alt satirda simetrik farkin
iki parcasy goriliir: U \ E (yesil) araliklarin i¢inde kalan kiiciik bosluklar, E \ U (mavi) araliklarin disinda
kalan kiiciik parcalardir. Teorem, bu farkin élciisiiniin istenildigi kadar kiigiik yapilabilecegini soyler.

ispat.
Advm 1: Agik zarf. Teorem 3.1'a gére E C O ve

m(O\ E) < (1)

€
2

olan agik bir O vardir. Sonlu toplamsalliktan m(O0) = m(E) + m(O\ E) < co. E=Z isen =1 ve
£(I,) < € olan herhangi bir agik, sinirli I aralig yeter, ¢iinkii m(U A E) = {(I;) < € olur; bu yiizden
O #+ & varsayabiliriz.
Adim 2: Araliklara ayirma. O, ayrik agik araliklardan olusan sayilabilir bir {I,,} toplulugunun
birlesimidir. Her k i¢in £(I,) = m(I},) < m(0) < oo, yani araliklar ssnirlidir. Bu uzunluklarin toplami
m(0) dur:
* Alt toplamsalliktan m(0) < 3°, £(I).
* Hern i¢in ilk n araligin birlesimi O nun icindedir ve sonlu toplamsalliktan

n

zy@9=mqgg)gmw%

k=1

n— oo ile}, £(I,) < m(0).
Topluluk sonluysa U = O aliir ve (1)'den is biter. Sonsuzsa Zk £(I,) < oo oldugundan kuyruk sifira
gider; 6yle birn secelim ki

(oo}

> o) <

k=n+1

| ™

Adim 3: Tahmin. U = UZ:1 I, olsun. U C O oldugundany \ E C O\ E ve (1)denm(U \ E) < /2.
Ote yandan E C O oldugundan

E\uco\u= J 1,
k=n+1
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3.3 Sonlu sayida aralikla yaklasim 37

ve alt toplamsalliktan

Toplarsak m(U \ E) + m(E\U) < e
|

Yani sonlu 6l¢ila bir kiime, 6l¢ii goziyle, sonlu sayida araliktan olusan “basit” bir kiimeden e kadar
farklidir. Littlewood un ilk ilkesi olarak bilinen bu olgu, 6l¢iilebilir fonksiyonlar1 basamak fonksiyonlariyla
yaklasirken yeniden karsimiza ¢ikacak.

Ornek 3.2 (Stmirsiz Bir Kiimenin Araliklarla Yaklagimi). E = UZO: L (n,n+27" ) olsun.m(E) =
1 oldugunu gosterin ve € = 0, 01 i¢in Teorem 3.3'ndaki & yu acik¢a bulun.

Coziim.
Olgii. Araliklar ayriktir, ciinkii (n,n +27") C (n,n + 1). Alt toplamsalliktan m(E) < 5°°° 27" =

n=1
1. Her N igin sonlu toplamsallik ve monotonluktan

N

>y 2 =1-27N,

n=1

ve N — oo ile m(E) > 1. Demek ki m(E) = 1; E sinirsiz oldugu hélde 6l¢iisti sonludur.
Yaklasim. Uy = Uivzl(n, n+ 27") alalm. Uy C FE oldugundan Uy \ E = @&, ve

m(E\ Uy) < Z 2 =2"N,
n=N+1
27N < 0,01 kosulu N > 7 demektir (277 = 0,0078125). Dolayisiyla ilk yedi araligin birlesimi &, i¢in
m(EAU,;) < 0,01.
|

3.4 Alistirmalar

Alistirma 3.1 (Kapali ve Acik Kiimeyle Sikistirma). E C R olsun. Her € > 0 icin FF C E C O ve
m*(0 \ F) < ¢ olan bir kapali F' ve bir acik O varsa E’nin 6l¢iilebilir oldugunu gosterin.

Coziim.

Adim 1: G zarf1. Her n i¢in varsayimdan F,, C E C O, ve m*(O,, \ E,) < 1/n olan kapali E, ve
acik 0,, secelim. G = ﬂ:bo: 1 On bir G kiimesidir ve E' C G.

Adim 2: Fark sifir 6l¢iilii. Her n icin G C 0,, ve F,, C E oldugundan

G\ECO,\ECO,\F,.

Dis 6l¢iiniin monotonlugundan m*(G \ E) < 1/n; n keyfi oldugundan m*(G \ E) = 0.

Adim 3: Sonu¢. N = G\ E dersek E C G oldugundan E = G\ N. G bir G; kiimesi, m*(N) =0
oldugundan Sonug 3.2'na gore E olciilebilirdir.

|

Alistirma 3.2 (D1s Olciiyii Koruyan Zarf). m*(E) < oo olsun. E C G ve m(G) = m*(E) olan bir G
kiimesi G bulundugunu gésterin.

Coziim.

Adim 1: Acik zarflar. Sabit bir n icin dis dl¢iiniin tanimindan (Tanim 1.5) E’yi érten ve 3, £(I;,) <
m*(E) 4+ 1/n olan acik, siurh araliklar {I;;} vardir. 0, = | J . L aciktir, E’yi icerir ve alt toplamsal-
liktan (Teorem 1.3)
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38 Boliim 3. I¢ ve D1s Yaklasim

m@ﬁgzy@Q<W@D+%
k

Adim 2: Kesigsim. G = ﬂ;o: ) 0,, bir G5 kiimesidir, dolayisiyla 6l¢iilebilirdir, ve £ C G. Her n igin
E C G C 0,, ve monotonluktan

n — oo ile m(G) = m*(E).
|

Alistirma 3.3 (Zarf ile Olciilebilirlik). m*(E) < oo olsun. E’nin ancak ve ancak E C G ve m*(G'\
E) = 0 olan bir Gy kiimesi G varsa ol¢iilebilir oldugunu gésterin.

Cozim.

(=) E olclebilir ise Sonucg 3.1, E C G ve m(G \ E) = 0 olan bir G5 kiimesi G verir.

(&) Boyle bir G olsun ve N = G\ E diyelim. m*(N) = 0 oldugundan N 6lciilebilirdir (Teorem 1.4).
G bir Borel kiimesidir, dolayisiyla élciilebilirdir (Teorem 2.4). E C G oldugundan

E=G\N=Gn(R\N),

ve Olgtlebilir kiimeler bir o-cebiri olusturdugundan E ol¢iilebilirdir.
Iki yénde de m*(E) < oo varsayimi kullanilmads; karakterizasyon her E C R i¢in gecerlidir.
|

Alistirma 3.4 (Olciilemez Kiimenin A¢ik Ust Kiimesi). m*(E) < co olsun ve E &lgiilebilir olmasin.
E’yi igeren, dis 6l¢iisti sonlu ve

m*(O\ E) > m*(0) —m*(E)
olan agik bir @ kiimesi bulundugunu gosterin.

Coziim.

On not. Her O D E icin @ C EU (O \ E) oldugundan alt toplamsallik m* (@) < m*(E) +m* (O \
E) verir; yani m*(O \ E) > m*(0) — m*(FE) her zaman dogrudur. Istenen, bu esitsizligin bir O icin
kesin olmasidir.

Adim 1: Olmayana ergi. Tersine, E’yi iceren ve dis 6l¢iisii sonlu her acik O i¢in

m*(O\ E) <m*(0) —m*(E) (1)

oldugunu varsayalim.
Adim 2: Kiciitk farklar. Her n icin dig 6l¢iiniin tanimindan (Alistirma 3.2'daki gibi) £ C O, ve
m(0,) < m*(E) + 1/n olan agik bir O,, vardir; dig 6l¢iisii sonludur. (1)‘den

(0, \ B) < m(0,) —m*(E) < -

Admm 3: Celiski. G =[] 0, bir G kiimesidir, E C G ve her n icin G\ E C 0, \ E oldugundan
m*(G\ E) < 1/n, yani m*(G \ E) = 0. Alistirma 3.3’a gére E ol¢iilebilir olur; bu varsayimla celigir.
Demek ki (1)‘i saglamayan, yani istenen kesin esitsizligi saglayan bir O vardir.

]

Alistirma 3.5 (Lebesgue'in Olgiilebilirlik Tanimi). m*(E) < oo olsun. E’nin ancak ve ancak her
acik, siirli (a, b) araligi igin

b—a=m"((a,b)NE)+m" ((a,b)\E)
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3.4 Aligstirmalar 39

oluyorsa 6l¢tilebilir oldugunu gosterin.

Coziim.
(=) E olgiilebilir olsun. Carathéodory kogulunu (Tanim 1.6) A = (a, b) test kilmesine uygularsak

m* ((a,b) y=m" ((a,b)NE)+m* ((a,b)\ E)
olur. Araligin dig dl¢iisii uzunlugu oldugundan (Teorem 1.1) sol taraf b — a’dur.

(<) Kosul saglansin ve € > 0 verilsin.
Adim 1: Uzunluk toplamu kiiciik bir a¢ik zarf. Dig 6l¢iiniin tamimindan E’yi érten ve Zj 0J;) <

m*(E) + € olan acik, sl {J]} araliklar1 vardir. O = Uj J; aciktir ve sayilabilir sayida ayrik acik

{1},} araliginn birlesimidir. Her .J; baglantili oldugundan tam olarak bir J; nin icinde kalir. Ayrica her
I, icinde kalan J;’lerin birlesimidir: z € I, ise  bir J; ye aittir; bu J; bir I;, icinde kaldigindan z €
I, N I, olur ve ayriklik k" = k verir, yani J; C I;. Alt toplamsalliktan (Teorem 1.1 ile birlikte)

£(I) = m* (1) < Z E(Jj)v

J;CI,,
ve k lizerinden toplarsak (her J; tek bir toplamda sayilir)

> un) <> ) <m*(E) +e. (1)
k J

Ozellikle her I, sinirli bir acik araliktir.
Adim 2: Kosulu par¢alara uygulama. Her I, icin varsayimdan

O\ E =, (I \ E) ve E =J, (I, N E) oldugundan alt toplamsallik

m O\ B) < S mH (L \ B),  m'(E)< S m*(l,NE)
k k

verir. (1)‘den Y k £(I,,) sonlu oldugundan toplamlar terim terim ayrilabilir:
m O\ E) <Y UI) =Y m*(L,NE) <Y (I,) —m*(E) <.
k k k

Adim 3: Olgiilebilirlik. € = 1/n icin elde edilen ac¢ik kiimeye O, diyelim: E C O,, m*(0,, \ E) <
1/n. G=[ 0, bir Gs kiimesidir, E C G ve her n i¢in m*(G'\ E) <m*(0, \ E) < 1/n; yani
m*(G \ E) = 0. Alistirma 3.3’a gore E ol¢iilebilirdir.

]

Alistirma 3.6 (Acik Kiimelerle Dis Ol¢ii). Her A C R icin
m**(A) = inf{ m*(0) : 0 D A,0 ack} € [0, 0]

olsun. m** kiime fonksiyonunun dig 6l¢ii m* ile iliskisini belirleyin.

Coziim.

Her A icin m**(A) = m*(A) oldugunu, yani iki kitme fonksiyonunun ayni oldugunu gésterelim.
m*(A) < m**(A). A’y1 igeren her acik O igin monotonluktan m*(A4) < m*(0). Yani m*(A) infi-
mumu alinan kiimenin bir alt smiridir ve m*(A) < m*™(A).

m**(A) < m*(A). m*(A) = oo ise aciktir. m*(A4) < 0o ve £ > 0 olsun. Dis dl¢iiniin tanimindan
A'y1 érten ve 3, £(I;) <m*(A) + € olan agik, siirli {1} araliklari vardir. O = J, I, aciktir, A’y1
icerir ve alt toplamsalliktan

m*(A) <m*(0) < Y (1) < m*(A) +e.
k
¢ keyfi oldugundan m**(A) < m*(A).
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Sonug: m*™* = m*. Dig 6l¢ii, agik ist kiimelerin 6lgiileriyle disaridan tam olarak yaklagilir; bu yaklasim
yalniz 6l¢ilebilir kiimeler icin degil, her kiime icin gecerlidir.
|

Alistirma 3.7 (Kapali Kiimelerle i¢ Olgii). Her A C R icin

m*™**(A) =sup{m*(F): F C A, F kapali} € [0, o]

olsun. m** kiime fonksiyonunun dis 6l¢cii m* ile iliskisini belirleyin.

Cozim.

Gosterecegimiz iligki: her A i¢in m***(A) < m*(A); A slgiilebilir ise esitlik vardir; m*(A4) < oo ise
esitlik ancak ve ancak A olciilebilir oldugunda vardir. Dolayisiyla esitsizlik kesin olabilir. (& kapali
oldugundan supremum bos olmayan bir kiime tizerinden alinir.)

Adim 1: m*** < m*. F C A ise monotonluktan m*(F') < m*(A); supremuma gecilir.

Adim 2: Sonlu 6lg¢iilii 6l¢iilebilir kiime. A lciilebilir, m(A) < oo ve € > 0 olsun. Teorem 3.1'a gére
F C Avem(A\ F) < € olan kapal1 bir F' vardir. Cikarma 6zelliginden

m(F) =m(A) —m(A\ F) > m(A) —e.

Dolayisiyla m**(A) > m(A) — e ve e — 0 ile m**(A) = m(A).
Adim 3: Sonsuz 6lciilii 6lciilebilir kitme. m(A) = co olsun. Tam sayilar j i¢in A; = AN [7,7+
1) dlgiilebilir, ayrik ve A = Uj A;. Alt toplamsalliktan co = m(A) < ZjeZ m(A;), yani bu toplam

raksar. k£ € N i¢in sonlu toplamsallik ve monotonluktan

k—1
m (AN[—kk) )= m(A,) oo
j=—k

AN[—k,k) sonlu dlciili ve &lciilebilir oldugundan Adim 2'ye gére icinde m(F,) >m (AN
[k, k) ) — 1 olan kapali bir F, C A vardir. Bu yiizden m**(A) = oo = m(4).

Adim 4: Sonlu dis é6l¢ciide esitlik 6lciilebilirlik demektir. m*(A4) < oo ve m*™**(A) = m*(A) olsun.
Her n i¢cin m(F;,) > m*(A) — 1/n olan kapal bir F, C A secelim ve H = F, diyelim; H bir F,
kiimesidir, H C A ve m*(A) > m(H) > m(F,) oldugundan m(H) = m*(A). Alistirma 3.2’a gore
A C G ve m(G) = m*(A) olan bir Gy kiimesi G vardir. H C G ve m(H) < oo oldugundan ¢ikarma
ozelligi

m(G\ H)=m(G)—m(H)=0

verir. A\ H C G\ H oldugundan m*(A\ H) =0, yani A\ H ol¢iilebilirdir (Teorem 1.4). O halde
A= HU/(A\ H) olgiilebilirdir.

Adim 5: Kesin egitsizlik. Teorem 5.1'ye gore [0, 1]’in él¢iilemez bir alt kiimesi A vardir; m*(A) <
1 < 0o. Adim 4’e gére m***(A) < m*(A).

Sonug: m™** bir “i¢ 6l¢it”dir; m*** < m* ve sonlu dis 6l¢iili kiimeler arasinda esitligin gectigi kiimeler
tam olarak olciilebilir kiimelerdir. Dis 6l¢ti sonsuz olunca esitlik 6l¢iilebilirligi gerektirmez: A yuka-
ridaki 6lgillemez kiime ise A U [2,00) dlgiilemezdir (6l¢iilebilir olsaydi [0, 1] ile kesisimi olan A da
olgiilebilir olurdu), ama [2, k] kapal alt kiimeleri

m™* (AU[2,00) )=co=m" ( AU[2,00))

verir.

Olgiilebilir kiimeleri artik hem soyut kosuluyla hem de somut yaklagimlariyla taniyoruz. Siradaki adim,
Lebesgue 6l¢iisiiniin sayilabilir ayrik birlesimlerde toplamsal oldugunu ve artan ya da azalan dizilerde
stirekli davrandigini géstermek: Toplamsallik ve Streklilik.
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4.1

4. Toplamsallik ve Siireklilik

Olgiilebilir kiimelerin bir o-cebiri olusturdugunu ve bu oc-cebirinin her aralig1 icerdigini biliyoruz. Bu
bolimde dig ol¢liyt 6l¢iilebilir kiimelere kisitladigimizda kazandigimiz asil 6zelligi kanitliyoruz: ayrik
olctlebilir kiimeler tizerinde dis 6l¢ii artik yalniz alt toplamsal degil, tam anlamiyla toplamsaldur.

Bu toplamsalliktan iki kullanigh sonug ¢ikar: 6l¢tiniin artan ve azalan kiime dizileri boyunca siirekliligi ve
Borel-Cantelli lemmasi. Lemma, “sifir 6l¢iilii bir kitme disinda” demenin kisa yolu olan hemen her yerde
kavramini dogal olarak ortaya ¢ikarir.

Sayilabilir Toplamsallik

Once iki kiiciik gozlemle baglayalim; ikisi de dlciilebilirlik taniminin dogrudan sonucudur. Olciilebilir bir

E kiimesinin ol¢tisit m(E) = m*(E) dir (bkz. Tanim 2.8).

+ Sonlu toplamsallik. F, ..., E, ayrik ve lciilebilir ise m (UZ: B )= ZZ: | M(E}) dir. Gergekten,
U, = UZ: , B icin Carathéodory kosulunu (Tanim 1.6) E,, kiimesine ve test kiimesi U, ye uygularsak,
ayriklik sayesinde U, N E, = E, ve U, \ E,, = U,_; olur; dolayisiyla m(U,)) = m(E,)) + m(U,,_;)
dir ve timevarim sonucu verir.

+ Cikarma ozelligi (excision property). A C B olgiilebilir ve m(A) < oo ise m(B\ A) = m(B) —
m(A) dir. Ciinkit B= AU (B \ A) ayrik birlesimdir; sonlu toplamsalliktan m(B) = m(A) + m(B '\
A) olur ve m(A) sonlu oldugundan ¢ikarilabilir.

Teorem 4.1 (Olgiiniin Sayilabilir Toplamsallig1). Lebesgue olciisii sayilabilir toplamsaldir (countably
additive): {Ek}zil ayrik olgiilebilir kiimelerden olusan bir topluluksa

m (kL:Jl E, ) = ;m(Ek).

ispat.

Birlesim olciilebilirdir, ciinkii 6lciilebilir kiimeler bir o-cebiridir (Teorem 2.4). Iki esitsizligi ayri ayri goste-
ririz.

Adwm 1 (<). Dis 6lgtiniin sayilabilir alt toplamsalligindan (Teorem 1.3)

m <kL:Jl E, ) < ;m(Ek)

Adim 2 (>). Hern igin UZ:I E, C Uzil E,, oldugundan dis 6l¢iiniin monotonlugu ve sonlu toplamsallik
k=1 k=1 k=1

verir. Sol taraf n den bagimsizdir; n — oo igin sag taraf serinin toplamina gider ve istenen esitsizlik ¢ikar.
Iki advm birlikte esitligi verir.
|

Yani ayrik ol¢iilebilir parcalara bolinmis bir kiitmenin 6l¢iisii, pargalarin 6l¢iilerinin toplamidir; sayilabilir
sonsuz sayida parca olsa bile.
Bu sonug, en bastan aradigimiz kiime fonksiyonunun gercekten var oldugunu soyler.

Teorem 4.2 (Lebesgue Olciisiiniin Temel Ozellikleri). Lebesgue olciilebilir kiimelerin M o-cebiri
tizerinde tanimli m kiime fonksiyonu her aralifa uzunlugunu atar, oteleme degismezdir ve sayilabilir
toplamsaldr.
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42 Boliim 4. Toplamsallik ve Siireklilik

Ispat.

Her aralik élgiilebilirdir (Teorem 2.3) ve dis olgiisii uzunlugudur (Teorem 1.1); dolayisiyla m(I) = £(I).
Olgiilebilir E ve y € R icin E + vy olciilebilirdir (Teorem 2.5) ve dis dl¢iiniin ételeme degismezliginden
(Teorem 1.2) m(E +y) = m*(E +y) ile m*(E) = m(E) esit olur. Sayilabilir toplamsallik ise Teorem
4.1 ile kanitland.

|

Olc¢iiniin Siirekliligi
Sayilabilir toplamsallik, i¢ ice gecen kiime dizilerinde 6l¢iiniin limitle yer degistirebilecegini sdyler. Once
i¢ ice dizileri adlandiralim.

Tanmim 4.1 (Artan ve Azalan Kiime Topluluklar1). Kimelerin {Ek}ii , toplulugu her k icin E}, C
E, ., ise artan (ascending), her k icin £, C E|, ise azalan (descending) adini alir.

Yani artan toplulukta kiimeler biiyliyerek birlesimlerine, azalan toplulukta kiiciilerek kesigimlerine yak-
lagir.

Teorem 4.3 (Ol¢iiniin Siirekliligi). (i) {Ak}iozl olgiilebilir kiimelerin artan bir topluluguysa
(o)
m(leL;JlAk)zleIgom(Ak). (1)

(ii) {Bk}iil olciilebilir kiimelerin azalan bir toplulugu ve m(B;) < oo ise

oo

m (k:1 B, ) = lim m(By). (2)

ispat.
Monotonluktan m(A,,) artan, m(B,,) azalan bir dizidir; bu yiizden iki limit de [0, co] i¢inde vardir.
(i) kismu. Bir k i¢in m(A,,) = oo ise monotonluktan sonraki biitin m(A;) ve birlesimin olgiisii oo olur;
(1) iki tarafi da oo olarak saglanmir. Bu yiizden her k i¢in m(A;,) < oo varsayahm. Ay = & alp her k >
1 igin

Co = AR\ Ay

tamimlayalim. Topluluk artan oldugundan C, ler ayrik, dlciilebilir ve U:ozl C, = U;ozl Ay, dir: herx €
(J Ay, ait oldugu ilk A;, nin Cy, sina diiser.
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4.2 Olgiiniin Siirekliligi 43

Sekil 4.1: Artan A; S A, S A, kiimeleri ve aralarindaki halkalar Cy = A \ Aw_;. Halkalar ayriktir ve ilk
n tanesinin birlesimi A, 'dir; bu yiizden birlesimin ol¢iisii halkalarin él¢iileri toplamidir.

Sayuabilir toplamsalliktan (Teorem 4.1) ve ¢ikarma ézelliginden (A;,_; C A, m(A4;_1) < 00)

m (U4 )= m(@) = tim 3 [m(4) —m(4, ;)]
k=1 k=1 k=1
= lim [ m(4,) —m(4,) | = lim m(4,)

n—oo n—oo

bulunur; son adimda toplam i¢ ice sadelesir ve m(Ay) = m(&) = 0 dir.

(ii) kismu. Her k i¢in D, = B, \ By, tamumlayalim. { B} azalan oldugundan { D, } él¢iilebilir kiimelerin
artan bir toplulugudur ve

UD.=B.\[]B:
k=1 k=1

dir. (i) kismindan m (|J Dy ) = lim, m(Dy,) olur. B, C By ve m(By,) < m(B,) < oo oldugundan
cikarma ézelligim(D,,) = m(B;) — m(By,) verir. Ayni ézellik (| B;, C B, kiimesine uygulanirsa

m(B) < m ([ B) = Jim [ m(B) - m(B,) |

elde edilir. m(By ) sonlu bir sayi oldugundan iki taraftan ¢ikanilabilir; bu da (2) dir.
|

Yani 6l¢i, artan dizilerde birlesime, azalan dizilerde de (ilk kiimenin 6l¢iisii sonlu olmak sartiyla) kesigime
stirekli bicimde gecer. m(B;) < oo kosulunun atilamayacag: alistirmalarda goriilecek.

Ornek 4.1 (Azalan Araliklarin Kesisimi). B, = [0, 1/k] icin 6lciiniin siirekliligini kullanarak m({0})
degerini bulun.

Cozim.
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B,.,1 C By, oldugundan topluluk azalandir, m(B;) =1 < oo dir ve ﬂzoz By ={0} du. Olgiiniin
stirekliliginin (Teorem 4.3) (ii) kismindan

m({0}) = lim m(B;) = lim

Bu, tek noktanin dis 6l¢iistiniin sifir olmasiyla uyumludur.
u

Borel-Cantelli Lemmasi ve Hemen Her Yerde

Olgiisii sifir olan kiimeler &l¢ii acisindan gériinmezdir. Bu yiizden bir 6zelligin sifir 6lciilii bir kiime disinda
saglanmasi cogu zaman her yerde saglanmasi kadar ige yarar.

Tanim 4.2 (Hemen Her Yerde). FE olciilebilir bir kiitme olsun. E nin noktalar1 hakkindaki bir 6zellik,
m(E,) = 0olanbir E; C E kimesi disinda, yaniher z € E'\ E, i¢in saglaniyorsa, bu 6zellik E tizerinde
hemen her yerde (almost everywhere) saglanir denir. Bu durumda “hemen her = € F i¢in” de denir.

Yani istisna noktalar olabilir, ama bunlar sifir él¢iilii bir kitmeyi asmaz. Ornegin Xo = 0h.h.y. dir, ¢iinkit
Q sayilabilir oldugundan o6lciisti sifirdur.
Lemma 4.1 (Borel--Cantelli Lemmasi). {E}}*  olcilebilir kiimelerin 3 m(E}) < oo kosulunu

saglayan sayilabilir bir toplulugu olsun. Bu durumda hemen her x € R, E,, kiimelerinin en fazla sonlu
tanesine aittir.

ispat.
Advm 1: Kotii noktalar kiimesi. Sonsuz sayida E,, ya ait noktalarin kiimesi

s= (YA

dir:x € L olmasi, hern igin x in birk > n ile E}, ya ait olmasi, yani x in sonsuz sayida E;, da bulunmas:
demektir. L élgiilebilirdir (Teorem 2.4). Géstermemiz gereken m(L) = 0 dur.
Adim 2: Kuyruk kitmeleri. F,, = U:in E,, olsun. Sayabilir alt toplamsalliktan (Teorem 1.3)

m(F,) < Zm(Ek) < o0
k=n

dir. Ayrica F}, | C F,,, yani {F,} azalandir ve m(F}) < oo dir.
Adum 3: Siireklilik. Olgiiniin siirekliliginin (Teorem 4.3) (i) kismindan

m(L) = nh_)rgo m(F,) < ngglo;m(Ek) =0

bulunur; son esitlik, yakinsak bir serinin kuyruklarimin sifira gitmesidir. Dolayisiyla m(L) =0 ve L
disindaki her nokta en fazla sonlu tane E, ya aittir.
]

Yani toplam o6l¢iisii sonlu olan bir kiime dizisinde, sonsuz kez tekrar tekrar “yakalanan” noktalar ihmal
edilebilecek kadar azdir.

Ornek 4.2 (Rasyonellere Hizli Yaklagim). {qk}:i , rasyonel sayilarin bir siralamas: olsun. Hemen
her z € Ricin | z — q;, | < 1/k? esitsizliginin yalniz sonlu sayida k icin saglandigini gosterin.

Coziim.
E, = (q, — 1/k?, q;, + 1/k?) acik araliklan dlciilebilirdir ve m(E,) = 2/k? dir. Buna gore
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> 1 7
k=1 k=1

dur. Borel-Cantelli lemmasindan (Lemma 4.1) hemen her x yalniz sonlu sayida E}, ya aittir. ¢ € E), ise
tam olarak | z — g, | < 1/k? demek oldugundan istenen sonug budur.

Oysa her E|, bir rasyonel sayiy1 merkez alir ve rasyoneller R de yogundur; yani | J . Er yogun bir acik
kiimedir. Buna ragmen noktalarin neredeyse hicbiri bu araliklara sonsuz kez diismez.

]

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalar toplamsalligin ve siirekliligin temel kullanimlarim pekistirir.
Alistirma 4.1 (Birlesim ve Kesisimin Olgiisii). E; ve E, sonlu élgiilii dlciilebilir kiimeler olsun.
Asagidaki esitligi gosterin:
m(Ey U Ey) + m(Ey N Ey) =m(E)) +m(Ey).
Cozim.

Adim 1: Ayrik parcalar. E, \ E,, E; N E, ve E, \ E; kiimeleri 8l¢iilebilir (c-cebiri 6zelligi, Teorem
2.4) ve ikiser ikiger ayriktir. Ayrica

E,UE, = (E,\ Ey) U(E;NEy)U(E,\ Ey),
E, = (EI\EQ)U(EI mEQ)a E, = (E2\E1)U(E1 QEQ)

dir.
Adim 2: Toplamsallik. Sonlu toplamsalliktan (Teorem 4.1) a = m(E; \ E;), c = m(E; N E,), b=
m(E, \ E;) yazarsak

m(E,UE,) =a+c+Db, m(E,) =a+c, m(Ey) =b+c

olur. Bu sayilar F, E, sonlu 6l¢iili oldugundan sonludur.
Adim 3: Sonug. Buna gore

m(E, UEy)) +m(E;NEy) =a+b+2c=m(E,)+m(E,).

Alistirma 4.2 (Siireklilikte Sonluluk Kosulu). Olciiniin siirekliligi teoreminin (ii) kismindaki
m(B;) < oo kosulunun atilamayacagini gosterin.

Cozim.
Kosul saglanmadigida m ([, By ) = lim;, m(B},) esitliginin bozuldugu bir azalan topluluk vermek
yeter. B, = [k, c0) alalim.

« Her By, bir aralik oldugundan 6l¢iilebilirdir ve B, ; C By, dir; topluluk azalandr.

« Her k i¢in B,, uzunlugu n olan [k, k + n] araliklarin icerir; monotonluktan m(B,,) > n her n igin,
yani m(B;,) = oo dur. Dolayisiyla lim;, m(B,,) = cc.

» Hicbir  her B, da bulunamaz, ¢iinkii £ > x i¢in z ¢ B, dir. Boylece ﬂ;‘; | Br = & ve élctsii 0 dur.

Sonug olarak

m(ﬁBk)zo#m:éLI{}om(Bk)

olur. Burada eksik olan tek varsayim m(B;) < oo dur; demek ki bu kosul teoremden atilamaz.
|
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Alistirma 4.3 (Ayrik Olgiilebilir Kiimelerle Kesisimin Dis Olgiisii). {Ek};i L ayrik 6l¢ilebilir
kiimelerin sayilabilir bir toplulugu olsun. Her A C R i¢in

m* (Aﬂ [j Ek)zim*(AﬂEk)
k=1 k=1

oldugunu kanitlayin.

Cozim.
Adim 1: Sonlu durum. Her n igin

n

m*(AﬂUEk):zn:m*(AﬂEk)
k k=1

=1

esitligini n iizerinden tiimevarimla gosterelim. n = 1 icin agiktir. » — 1 icin dogru olsun ve U,, =
UZ: | By, diyelim. E, Slciilebilir oldugundan Carathéodory kosulunu (Tanim 1.6) test kiimesi AN U,
ile yazariz:

m*(AnU,)=m*(AnU,NE,)+m* (ANU,\E,).
Ayrikliktan U, N E, = E, ve U, \ E, = U,_; dir. Béylece
m* (ANU,)=m*(ANE,)+m*(ANnU,_,),

ve tiimevarim varsayimi sonlu durumu verir.
Adim 2: > esitsizligi. Her nicin ANU, C AN U:; , By oldugundan dis Sl¢iiniin monotonlugu ve
sonlu durum

m* (Am DEk)zzn:m*(AﬂEk)
k=1 k=1

verir. Sol taraf n den bagimsizdir; n — oo alinirsa sag taraf serinin toplamina gider.
Adim 3: < esitsizligi.

an e = Deane
k=1 k=1

oldugundan sayilabilir alt toplamsallik (Teorem 1.3)

oo

m*(AﬁUEk)gim*(AﬂEk)
k k=1

=1

verir. Iki esitsizlik birlikte istenen esitliktir.
A = R 6zel durumu, 6l¢tintin sayilabilir toplamsalligidir.
|

Alistirma 4.4 (Sayilabilir Toplamsal Kiime Fonksiyonunun Temel Ozellikleri). ', R nin alt
kiimelerinin bir 6-cebiri; m’ : M’ — [0, oo] sayilabilir toplamsal ve m’ (&) = 0 olan bir kiime fonksiyonu
olsun. m’ niin sonlu toplamsal, monoton ve sayilabilir monoton oldugunu ve ¢ikarma 6zellifine sahip
oldugunu gosterin.

Coziim.

Asagida biitiin kiimeler M niin elemanidir; o-cebiri tiimleme, sayilabilir birlesim ve dolayisiyla fark
ile kesigim altinda kapali oldugundan kurulan her kiime de M dadir.

Sonlu toplamsallik. E, ..., E ayrik olsun. k£ > n icin E; = & alirsak {Ek};i | ayrik bir topluluk
olur ve birlesimi UZ:1 E,, dir. Sayilabilir toplamsallik ve m’ (@) = 0 ile

m (B ) =Y m B+ Y m(@) =3 m' (),
k=1 k=1 k=1

k>n
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Monotonluk. A C Bise B= AU (B\ A) ayrik birlegsimdir. Sonlu toplamsalliktan
m’(B) = m'(A) +m'(B\ A) > m/(4),

ciinkii m’(B\ A) > 0 dir.

Cikarma o6zelligi. A C B ve m’(A) < oo ise yukaridaki esitlikten m’(A) sonlu oldugu i¢in ¢ikarila-
bilir: m’ (B \ A) = m’(B) —m’(A).

Sayilabilir monotonluk. E C U;O: L By olsun; m’(E) < > oo, m/(Ey) oldugunu gosterelim. Toplu-
lugu ayrik hale getirelim:

k—1
G,=E, G, =E\[JE, (k>2).
j=1

G, lar ayriktir (bir nokta, ait oldugu ilk E;, nin G, sindadir), G, C E, dir ve Uk G,=U , B dir.
Monotonluk, sayilabilir toplamsallik ve yine monotonluk ile

m/(E) <m/ (G G, ) =Y "m/(G) <Y m'(Ey).
k=1 k=1 k=1

Alistirma 4.5 (Sayilabilir Toplamsal Kiime Fonksiyonunun Siirekliligi). ', R nin alt kiimele-
rinin bir 6-cebiri; m’ : M’ — [0, o0o] sayilabilir toplamsal ve m’ (&) = 0 olan bir kiime fonksiyonu olsun.
m’ niin Lebesgue dl¢iisiiyle ayn siireklilik 6zelliklerine sahip oldugunu gosterin.

Cozim.

Gostermemiz gereken, dl¢iiniin siirekliligindeki (Teorem 4.3) iki esitligin m” icin de gegerli olmasidur.
O teoremin ispat1 Lebesgue 6l¢iisiiniin yalniz su 6zelliklerini kullanir: sayilabilir toplamsallik, mono-
tonluk, ¢ikarma 6zelligi ve bos kiimenin 6l¢iistiniin sifir olmasi. Bunlarin hepsi m” i¢in vardir (Alistirma
4.4). Adimlar1 m’ i¢in yazalim.

Artan topluluk. {A4,} C M artan olsun. Bir k i¢cin m’(A;) = oo ise monotonluktan iki taraf da oo
dur. Aksi halde Ay = @ ve C, = A, \ A;_; alalim. C, lar M’ niin ayrik elemanlaridir ve birlegimleri
U L A,, dir. Sayilabilir toplamsallik ve ¢ikarma 6zelliginden

m’ (kL:Jl Ay ) = ;m/(ck) = nlgTolo

= lim [m/(4,) —m

NgE

[ m/(Ay) —=m/ (A1) ]

=
Il

(2)] = lim m'(A4,).

n—0o0

~

Azalan topluluk. {B,} C M’ azalan ve m’(B;) < oo olsun. D, = B, \ B,, artan bir topluluktur ve
SJ . Dk = By \ [, By, dir. Monotonluktan her By ile (), By, sonlu dl¢iiliidiir; cikarma 6zelligi ve artan
urum

W (By) —m! (fj B.)= lim [m/(B) ~m'(B,) |

verir. m/ (B ) sonlu oldugundan iki taraftan cikarilir ve m” (), By, ) = lim;, m’(B;,) elde edilir.
|

Alistirma 4.6 (Siireklilik ve Sayilabilir Toplamsalligin Denkligi). M’, R nin alt kiimelerinin bir
o-cebiri; m’ : M’ — [0, 00], m' (&) = 0 olan sonlu toplamsal bir kiime fonksiyonu olsun. m’ niin sayila-
bilir toplamsal olmasinin, dl¢iintin siirekliligi teoremindeki iki stireklilik 6zelligine sahip olmasina denk
oldugunu gosterin.

Cozim.

Sayilabilir toplamsallik = siireklilik. m’ sayilabilir toplamsal ise m’ niin iki siireklilik 6zelligine
de sahip oldugu 6nceki alistirmada (Alistirma 4.5) gosterildi.
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Siireklilik = sayilabilir toplamsallik. m’ sonlu toplamsal olsun ve artan topluluklar igin siirekli
olsun (yalniz bu yar1 kullanilacak). {Ek}:; , € M’ ayrik bir topluluk olsun ve

k=1
diyelim. {A,,} artandir ve Un A, =U i dir. Siireklilik ve sonlu toplamsalliktan

m’ (G E, ) = lim m’(4,)

=1 n—00
n (o)
= lim Zm/<Ek) = Zm/(Ek)
e k=1

bulunur; son esitlik, terimleri negatif olmayan bir serinin toplaminin kismi toplamlarin limiti olmasidir.
Demek ki m’ sayilabilir toplamsaldur.

Boylece sonlu toplamsallik varsayimi altinda sayilabilir toplamsallik ile siireklilik denktir. Lebesgue
6l¢iisti bunun 6zel bir durumudur.

|

Alistirma 4.7 (Arzela Lemmasi). {Ek}lii ,» [a, 0] nin dlciilebilir alt kiimelerinden olusan bir topluluk
olsun ve bir § > 0 i¢in her k da m(E},) > § olsun. Sonsuz sayida E,, ya ait bir z € [a, b] bulundugunu
gosterin.

Coziim.

Adim 1: Kuyruk kiimeleri. Her n i¢in £, = Uzin E, olsun. F,, olciilebilirdir, F,, ; C F;, dir ve
E, C [a,b] oldugundan m(F;) < b— a < oo dur. Ayrica E,, C F, oldugundan monotonluk m(F,) >
m(E,) > § verir.

Adim 2: Siireklilik. {F;, } azalan ve m(F, ) sonlu oldugundan dl¢iintin siirekliliginin (Teorem 4.3) (ii)
kismi

m(Dan): lim m(F,) >0 >0

n—oo

verir. Pozitif 6l¢iili kiime bos olamaz; bir x € ﬂ:f: | B secelim. z € Fy C [a, b] dir.

Adim 3: Sonsuz kez ait olma. Her n i¢in x € F,, yani « € E}, olacak bir k¥ > n vardir. z yalniz
sonlu sayida F, ya ait olsaydi, bunlarin en biiyiik indisi NV olmak {izere x ¢ Fj_ ; olurdu; bu ¢eligkidir.
Dolayisiyla o sonsuz sayida E, ya aittir.

Bu sonug¢ Borel-Cantelli lemmasinin bir tiir kargitidir: orada 6lgiiler toplami sonlu oldugu i¢in nere-
deyse hicbir nokta sonsuz kez yakalanmaz, burada 6l¢tiler asagidan sinirli ve kiime sinirli oldugu igin
bazi noktalar sonsuz kez yakalanir.

|

Olgiiniin bu kadar iyi davranmasi, her kiimenin élciilebilir olup olmadig1 sorusunu giindeme getirir.
Siradaki bélitm Olciilemez Kiimeler ve Vitali Kiimesi, yanitin olumsuz oldugunu gésteriyor.
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5.1

5. Olciillemez Kiimeler ve Vitali Kiimesi

Simdiye kadar 6l¢ilebilir kiimelerin ne kadar zengin bir aile olusturdugunu goérdiik: araliklar, acik ve
kapali kiimeler, bitiin Borel kiimeleri 6l¢iilebilirdir. Dogal soru sudur: 6l¢iilemez bir kiime var midir?
Yanit hi¢ de acik degildir.

Bir ugta durum nettir: dis 6l¢iisi sifir olan bir kiimenin her alt kiimesinin de dis 6l¢iisti sifirdir, dolayisiyla
Teorem 1.4 geregi her alt kiimesi 6l¢iilebilirdir. Bu béliimde 6biir ucun tam tersine davrandigini géstere-
cegiz: dig 6l¢iisii pozitif olan her kiimenin dl¢iilemez bir alt kiimesi vardur.

Rasyonel Denklik ve Se¢cme Kiimeleri

Olgiilemez kiimeyi kurmak igin reel sayilar, aralarindaki farkin rasyonel olup olmamasia gére gruplara
ayiracagiz.

Tanim 5.1 (Rasyonel Denklik). E C R bos olmayan bir kiime olsun. z,y € E icin z —y € Q ise
ile y’ye rasyonel denk denir ve  ~ y yazilir. Bu bagintiya E' tizerindeki rasyonel denklik (rational
equivalence) bagintisi denir.

Yani iki nokta, biri 6tekinden rasyonel bir 6teleme ile elde edilebiliyorsa denktir. Bu baginti yansimali (x —
x = 0), simetrik (z —y € Q = y — z € Q) ve gecislidir (iki rasyonelin toplami rasyoneldir); dolayisiyla
bir denklik bagintisidir ve E’yi ayrik denklik simiflarina ayirir. € E’nin simifi E N (z + Q) kiimesidir.

Ornek 5.1 (Reel Dogrudaki Denklik Siniflar1). R iizerindeki rasyonel denklik bagintisinin siniflarmi
betimleyin ve sinif sayisinin sayilamaz oldugunu gosterin.

Cozim.

z € Rnin smifi z + Q = {z + q : ¢ € Q} kiimesidir. Ornegin 0’m siifi Q'nun kendisi, v/2'nin simfi
V2 + Q’dur ve bu iki siuf ayriktir.

Her sinif, g = x + q eslemesiyle Q ile birebir eslendiginden sayilabilirdir. Siniflar sayilabilir ¢coklukta
olsaydi R sayilabilir ¢oklukta sayilabilir kitmenin birlesimi, yani sayilabilir olurdu (bkz. Analiz 1:
Sayilabilir Kiimeler). Bu, R’nin sayilamaz olmasiyla ¢elisir; o halde siniflar sayilamaz ¢okluktadir.

|

Sayilamaz ¢oklukta sinifin her birinden birer eleman se¢mek i¢in somut bir kural yoktur; bu se¢imi se¢me
aksiyomu garanti eder.
Tanim 5.2 (Se¢cme Aksiyomu). Bos olmayan kiimelerden olugan her {Ai}z‘e ; ailesiicin, her i € I'ya

A;’nin bir elemanim kargilik getiren bir f fonksiyonu vardir: her ¢ igin f(i) € A;. Bu ilkeye secme
aksiyomu (axiom of choice) denir.

Yani ailenin her kiimesinden ayni anda birer eleman secilebilir; aile sonsuz, hatta sayilamaz olsa bile.

Tanim 5.3 (Se¢cme Kiimesi). E C R bos olmayan bir kiime olsun. Rasyonel denkligin her denklik
sinifindan tam olarak bir eleman iceren €, C E kiimesine, E tizerindeki rasyonel denklik i¢in bir secme
kiimesi (choice set) denir.

Yani € ’nin farkli iki eleman1 hicbir zaman rasyonel denk degildir ve E’nin her noktasi Cz’nin bir elema-
nina rasyonel denktir. Se¢me aksiyomunu smiflar ailesine uygulamak, boyle bir kiimenin var oldugunu
verir.

Tanim 5.4 (Vitali Kiimesi). [0, 1] tizerindeki rasyonel denklik i¢in bir se¢gme kiimesine Vitali kiimesi
denir.
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50 Boliim 5. Olgiilemez Kiimeler ve Vitali Kiimesi

Yani Vitali kiimesi, [0, 1]’deki her “rasyonel 6teleme simifinin” tek bir temsilcisidir. Asagida gorecegimiz
gibi, bu kiime ol¢tilemezdir.
Se¢me kiimesinin iki temel 6zelligi, 6l¢iilemezlik ispatinin iskeletini olusturur:

Onerme 5.1 (Se¢me Kiimesinin Rasyonel Otelemeleri). Cg, E iizerindeki rasyonel denklik igin bir
se¢me kiimesi olsun. O zaman

1. {Cx+ q}qEQ ailesi sayilabilir ve ayriktir,

Ispat.

(1) Aile Q ile indislendiginden sayilabilirdir. ¢ # q’ iken bir z hem Cy, + q hem Cg + ¢’ iginde olsun: x =
ct+qg=c +¢q,c,c/ €Cqh. Ozamanc—c =q —q € Q, yanic ~ . Segme kiimesi her siniftan tek
eleman icerdiginden ¢ = ¢, buradan q = ¢’ ¢ikar; geliski.

(2)x € E isex birc € Cg’yerasyonel denktirq=x—c€Qvex =c+qg€Cr+q. N

Vitali Teoremi

Olgiilemezlik ispatinin anahtari su gézlemdir: sinirli bir bélgeye sonsuz sayida ayrik ve birbirinin dtele-
mesi olan kiime sigdirilabiliyorsa, bu kiimelerin 6l¢iisii sifir olmak zorundadir.

Lemma 5.1 (Vitali Lemmasi). E simirli ve olgilebilir bir kiime olsun. {E + A} ,c, ailesi ayrik olacak
bigimde sayuabilir sonsuz ve stnirl bir A C R kiimesi varsa m(E) = 0’dir.

Ispat.

Her E + X dlgiilebilirdir (Teorem 2.5) ve teleme dis 6lgiiyii korur (Teorem 1.2), dolayisiyla m(E + X) =
m(E).

E C [—a,a] ve A C [—b,b] olsun. O zaman

UE+X) Cl-a—ba+1]
AEA

siurly ve dlgiilebilir bir kiimedir; olgiisii en cok 2(a + b) ‘dir. Aile ayrik ve sayilabilir oldugundan sayiabilir
toplamsallik (Teorem 4.1) ile

Zm(E)zm(U(E—i—)\))SQ(a—i—b)<oo.

AEA AEA

Solda aynim(E) > 0 sayisi sonsuz kez toplaniyor. Bu toplam ancak m(E) = 0 ise sonludur. m

Teorem 5.1 (Vitali Teoremi). E C R ve m*(E) > 0 ise E iizerindeki rasyonel denklik icin her segme
kiimesi élciilemezdir. Ozel olarak E ’nin élciilebilir olmayan bir alt kiimesi vardur.

Ispat.

Cg, bir segme kiimesi olsun (segme aksiyomu varligini garanti eder). Cy, 'nin olgiilebilir oldugunu varsayip
celiski elde edecegiz.

Adim 1: m(Cg) = 0. n € N i¢cin C, = C N [—n, n] kiimesi, iki l¢ilebilir kiimenin kesisimi olarak
olciilebilir (Teorem 2.4) ve stnirlidir. A = Q N [0, 1] sayilabilir sonsuz ve ssirhdir. C,, C Cp, ve Onerme 5.1
geregi{C, + q}qu ailesi ayriktir. Vitali Lemmast (Lemma 5.1) ilem(C,,) = 0.Cg = |J  C,, oldugundan
sayuabilir alt toplamsallik (Teorem 1.3) ile

m(Cg) < im(CR) =0.
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[-n,n+1]
| 1
1 1
C +0 ° o0 o o0 00 :
I I
1 1
C,+1/3 : o o0 o o0 00 !
I |
C,+2/3 | o o0 o o0 00 :
1 1
1 1
1 1
C, +1 : o o0 o o000
I I
1 1
birlesim ) 000 0000 0000 000 © 0000 0000 0000 0000 '
1

Sekil 5.1: C, S [-n, n] kiimesinin [0, 1]'deki birkac rasyonel sayi kadar 6telemeleri (sematik). Otelemeler
ikiser ikiser ayriktir ve hepsi [-n, n + 1] araliginda kalir. Sonsuz sayida ayrik kopyanin él¢iileri toplami
2n + 1'i asamayacagindan m(C,) = 0 olmak zorundadir.

Adim 2: Celiski. Onerme 5.1 geregi E C UqEQ(C’E + q). Dis élciiniin monotonlugu, sayilabilir alt
toplamsalligi (Teorem 1.3; Q sayilabilirdir) ve Gteleme degismezligi (Teorem 1.2) ile

0<m*(E) <Y m*(Cp+q) =) m(Cy)=0.
qeQ q€Q

Bu celiski Cr; 'nin olgiilemez oldugunu gosterir. C, C E oldugundan E’nin élgiilemez bir alt kiimesi vardr.
]

Yani pozitif dig 6l¢tlii her kiime dlciilemez alt kiitmeler barindirir; 6zel olarak her Vitali kiimesi 6l¢iile-
mezdir. Sifir dig ol¢tilit kiimelerle birlikte diisiintildiigiinde tablo tamamlanir: bir kiimenin biitiin alt
kiimelerinin 6l¢iilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul, dis 6l¢iistiniin sifir olmasidir.

Olgiilemez kiimelerin varligi, dis 6lciiniin biitiin kiimeler iizerinde toplamsal olamayacagini da gésterir.

Sonugc 5.1 (D1s Ol¢ii Toplamsal Degildir). AN B = & ve
m*(AU B) < m*(A) + m*(B)
olacak bicimde A, B C R kiimeleri vardur.
ispat.
Aksini varsayalim: ayrik her A, B icinm*(A U B) = m*(A) + m*(B) olsun (sayilabilir alt toplamsallik

“<” yoniinii her zaman verdiginden, esitsizlifin basarisiz olmast esitlik demektir).
Rastgele bir E C R alalim. Her A C R icin AN E ile AN E° ayriktir ve birlesimleri A’dir; varsayim

geregi

m*(A) = m* (AN E) +m*(AN E°).
Bu, E’nin Carathéodory kosulunu (Tanim 1.6) saglamasi demektir. O halde her kiime él¢iilebilir olur. Oysa
Teorem 5.1 geregi [0, 1]’in (m* ([0, 1]) = 1 > 0) dlgiilemez bir alt kiimesi vardir; geliski. m

Yani dis 6l¢ii, ayrik kiimelerde bile toplamsal olmayabilir; toplamsallig1 ancak 6l¢iilebilir kiimelerle sinir-
ladigimizda kazaniriz. Carathéodory kosulu tam da bu toplamsallig1 saglayan kiimeleri secer.

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalar rasyonel denklik bagintisini ve segme kiimelerinin bityiikligiini inceler.
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Aligtirma 5.1 (Rasyonel Denklik Bir Denklik Bagintisidir). Bog olmayan her E C R iizerinde
rasyonel denkligin bir denklik bagintis1 oldugunu gosterin.

Cozim.

x,y,2 € Eolsunve x ~ y < x — y € Q oldugunu hatirlayalim. Ug ézelligi sirayla denetleyelim.
Yansima.z —z =0 € Q, yaniz ~ z.

Simetri.x ~yisex —y=q € Q;ozamany —z = —q € Q, yani y ~ z.

Gecisme. x ~ y ve y ~ z ise x —y = q; Ve y — 2 = ¢, rasyoneldir. Q toplamaya goére kapali oldu-
gundan

r—z=(@—-y)+Yy—2 =q¢ +q¢€Q,

yani x ~ z.

Ug 6zellik de saglandigindan rasyonel denklik E iizerinde bir denklik bagintisidir. Ispatta E’nin hicbir
ozelligi kullanilmads; yalniz Q'nun toplamsal bir grup oldugu kullanildi.

|

Aligtirma 5.2 (Rasyonel Sayilarda Se¢cme Kiimesi). Q tizerindeki rasyonel denklik i¢in agik bir se¢gme
kiimesi bulun.

Cozim.

Iki rasyonel sayinin farki her zaman rasyoneldir; dolayisiyla Q'nun her iki elemani rasyonel denktir.
Yani QQ tizerinde bagintinin tek bir denklik sinifi vardir: Q nun kendisi.

Se¢me kiimesi her siniftan tam bir eleman icermelidir; tek smif oldugundan tek elemanl her {q,} (g, €
Q) kiimesi bir secme kiimesidir. Ornegin

Bu kiime tek nokta oldugundan dis dl¢iisii sifirdir ve 6lgiilebilirdir; bu, Teorem 5.1 ile ¢elismez, ¢linkii
m*(Q) = 0’dr.
|

Alistirma 5.3 (Irrasyonel Sayilarda Secme Kiimesi). R\ Q iizerindeki rasyonel denklik siniflarmi
betimleyin. R \ Q i¢in her se¢gme kiimesine 0 eklenince R i¢in bir se¢me kiimesi elde edildigini ve bu
yiizden R \ Q i¢in her se¢gme kiimesinin él¢iilemez oldugunu gésterin.

Cozim.
Siniflar. z irrasyonel olsun. ¢ € Q i¢in = + g de irrasyoneldir; aksi halde z = (x + ¢) — g rasyonel
olurdu. Demek ki z + Q C R\ Q ve ’in R \ Q icindeki simufi

R\QN(z+Q=2+Q

kiimesinin tamamidir. Béylece R \ Q’nun siniflar, z irrasyonel olmak tizere z + Q kiimeleridir.

R icin se¢gme kiimesi. R tizerindeki siniflar z + Q (z € R) kiimeleridir. z rasyonelse z + Q = Q olur;
z irrasyonelse sinif tiimiiyle irrasyonellerden olugur. Yani R’nin siniflari, Q ile R \ Q’nun siniflaridir.

S, R\ Q i¢in bir se¢me kiimesi olsun. S her irrasyonel siniftan tam bir eleman igerir ve hi¢ rasyonel
icermez; 0 ise Q smifinin tek temsilcisidir. Dolayisiyla .S U {0}, R’nin her sinifindan tam bir eleman
icerir, yani R icin bir se¢cme kiimesidir.

Olgiilemezlik. m*(R) = 0o > 0 oldugundan Teorem 5.1 geregi S U {0} dlciilemezdir. S dlciilebilir
olsaydi, {0} dig 6lciisit sifir oldugundan élgiilebilir (Teorem 1.4) ve S U {0} iki olgiilebilir kiimenin
birlesimi olarak 6l¢iilebilir olurdu (Teorem 1.5). Bu ¢eliski S nin 6l¢iilemez oldugunu gosterir.

Sonug olarak Q’dan farkli olarak R \ Q i¢in se¢me kiimesi, R i¢in olanlar kadar “vahsi”dir; varligi segme
aksiyomuna dayanir ve somut bir formiille yazilabilecek bir se¢gme kiimesi beklenmemelidir.

|

Alistirma 5.4 (Reel Sayilarda Irrasyonel Denklik). z,y € R icin x — y irrasyonel ya da sifir ise x ile
y’ye irrasyonel denk diyelim. Bu baginti R {izerinde bir denklik bagintis1 midir?
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Cozim.

Bagintiy1 z ~ y ile gosterelim.

Yansima ve simetri saglanir. x — x = 0 oldugundan x ~ x. x — y irrasyonel ya da sifirsa y — x =
—(z — y) de dyledir, yaniz ~ y = y ~ .

Gec¢isme bozulur. x =0,y = V2, z =1 alalim.

cx—y= -2 irrasyoneldir, yani 0 ~ V2.
« y— 2z = /2 — 1 irrasyoneldir (rasyonel olsayd: v/2 de rasyonel olurdu), yani v/2 ~ 1.
+ Oysa z — z = —1 rasyoneldir ve sifir degildir, yani 0 # 1.

Dolayisiyla irrasyonel denklik R iizerinde bir denklik bagintisi degildir. Sorunun kaynagy, irrasyonel
sayilarin toplamaya gore kapali olmamasidir: iki irrasyonelin toplami rasyonel olabilir.
|

Alistirma 5.5 (Rasyonel Sayilarda Irrasyonel Denklik). x — y irrasyonel ya da sifir ise z ile 3’ye
irrasyonel denk diyelim. Bu bagint1 Q tizerinde bir denklik bagintist midir?

Coziim.
z,y € Qise x — y rasyoneldir, dolayistyla hicbir zaman irrasyonel olamaz. Bu ytizden x — y “irrasyonel
ya da sifir” kogulunu yalniz x — y = 0 iken saglar:

TRYST=Y.

Yani Q tizerinde irrasyonel denklik esitlik bagintisidir. Esitlik yansimali, simetrik ve gecislidir; dolay1-
siyla bu bagint1 Q iizerinde bir denklik bagintisidir. Denklik siniflar tek elemanli {g} kiimeleridir.
|

Alistirma 5.6 (Secme Kiimesi Sayilamazdir). m*(E) > 0 ise E iizerindeki rasyonel denklik i¢in her
secme kiimesinin sayilamaz oldugunu gosterin.

Cozim.

Cp, E icin bir se¢me kiimesi olsun ve sayilabilir oldugunu varsayalim.

Adim 1: E sayilabilir olur. E’nin her noktasi bir ¢ € Cp’ye rasyonel denk oldugundan, yani bir ¢ €
Q i¢in ¢ + ¢ bi¢iminde yazildigindan

EC U (Cp +q).
q€Q

Her Cg + g, Cg ile birebir eslendiginden sayilabilirdir; Q sayilabilir oldugundan sagdaki birlegim,
sayilabilir coklukta sayilabilir kiimenin birlesimi olarak sayilabilirdir. Sayilabilir bir kiimenin alt kiimesi
olan E de sayilabilirdir.

Adim 2:m*(E) = 0.Here > Oicin {z} C (x — /2,2 + ¢/2) oldugundan m*({z}) < ¢; dolayisiyla
m*({z}) = 0. E = {x, z,, ...} ise sayilabilir alt toplamsallik (Teorem 1.3) ile

m*(B) < 3 m*({z}) = 0.
k

Bu, m*(E) > 0 varsayimiyla ¢elisir. O halde Cf, sayilamazdur.

Ayni sonug Vitali Teoremi (Teorem 5.1) ile de elde edilir: sayilabilir bir kiime Adim 2'deki gibi sifir
dis 6l¢tilidiir, dolayisiyla lciilebilirdir (Teorem 1.4); oysa C, 6l¢iilemezdir. Yukaridaki dogrudan yolun
ustinligi, 6l¢iilemezlik teoremine hi¢ bagvurmamasidir.

u

Olgiilemez kiimeler segme aksiyomuna dayanan, gozle gérillemeyen nesnelerdir. Sonraki bsliimde ise
tamamen somut bir kurulumla sasirtic1 bir kiime ve fonksiyon elde edecegiz: Cantor Kiimesi ve Cantor
Fonksiyonu.
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6.1

6. Cantor Kiimesi ve Cantor Fonksiyonu

Bu bsliimde iki klasik 6rnek kuruyoruz. Birincisi Cantor kiimesidir: 6l¢iisii sifir oldugu halde [0, 1] kadar
kalabalik, yani sayilamaz bir kiime. Ikincisi Cantor-Lebesgue fonksiyonudur: siirekli ve artan, 0’dan 1’e
cikan, ama tiirevi 6l¢iisii 1 olan bir kiimede sifir olan bir fonksiyon.

Bu iki nesneyi bir araya getirince, Lebesgue 6l¢tilebilir olup Borel kiimesi olmayan bir kiime de elde ederiz.
Boylece Borel kiimelerinin, dl¢iilebilir kiimelerin gercekten daha kiigiik bir ailesi oldugu ortaya ¢ikar.

Cantor Kiimesi

Cantor kiimesi, [0, 1] aralifindan her adimda kalan araliklarin acik orta ticte birlerini atarak elde edilir.

Tanim 6.1 (Cantor Kiimesi). C, = [0,1] olsun. C;_; ayrik kapali araliklarin sonlu bir birlesimi olarak
elde edilmisse, bu araliklarin her birini {i¢ es parcaya boliip ortadaki acik parcay: atarak C, kiimesini
tanimlariz. Ornegin

S O 1 O O T T B

Cantor kiimesi (Cantor set)

kiimesidir. C,’yi olusturan kapali araliklara k-inci agamanin Cantor araliklar: denir.

toplam uzunluk

c, 1
C, — S /3
c, mmm— — — ——
c, m mm = = I Y
c, nm ma o 1o EE BE g6

Sekil 6.1: Cantor kiimesinin ilk asamalar1. Her adimda kalan kapali araliklarin acik orta tigte biri atilir;
Ci, uzunlugu 3 *olan 2¥kapali araliktan olusur ve toplam uzunlugu (2/3)* sifira gider.

Yani Cantor kiimesi, orta iicte bir atma islemi sonsuza kadar siirdiiriildiigiinde geriye kalan noktalardir.
Asamalar uizerinde tiimevarimla iki 6zellik hemen goriliir:

. {Ck};“; 1> [0,1]'in kapal alt kiimelerinden olusan azalan bir dizidir: G, C .
« C,, her birinin uzunlugu 3% olan 2* tane ayrik kapali araligin birlesimidir ve C}, 'nin her Cantor aralig1,
Cj41’in tam iki Cantor araligini icerir.

Teorem 6.1 (Cantor Kiimesinin Temel Ozellikleri). Cantor kiimesi C kapali, sifir ol¢iilii ve sayilamaz
bir kiimedir.

ispat.
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Adim 1: Kapalilik ve él¢ii. Her C;, sonlu sayida kapali araligin birlesimi oldugundan kapaldir;
kapali kiimelerin kesisimi de kapali oldugundan C kapalidir. Kapali kiimeler Borel kiimesi, dolayisiyla
olciilebilirdir (Teorem 2.4). C), uzunlugu 37 olan 2% ayrik araligin birlesimi oldugundan, él¢iiniin sonlu
toplamsalligi (Teorem 4.1) ile

o\ k
m(Cy) = 2 . 37k — (§> .
Her k i¢in C C C,, oldugundan monotonluktan m(C) < (2/3)* olur; k — oo icin m(C) = 0 bulunur.
Advm 2: Sayilamazlik. Aksini varsayalim ve C' = {ck}Zil bir numaralama olsun. C,’in iki Cantor
araligi ayrik oldugundan en az biri ¢, ’i icermez; bunu F, ile gosterelim. F tam iki Cantor aralig1 (C; ’nin)
icerir ve bunlardan en az biri c,’yi icermez; bu aralik F, olsun. Bu sekilde devam ederek her k igin su
ozellikleri tasiyan F,, araliklari elde ederiz:

* F,, Gy nin bir Cantor araligidir; dolayisiyla kapali ve sinirlidir ve F, C Cy;
* B C B
‘o & B

I¢ ice kapalr ve sinirly araliklarin kesisimi bos degildir (bkz. Analiz 1: I¢ Ice Araliklar Teoremi). O halde bir
T € ﬂk B, vardir ve

k=1 k=1

Numaralama C’nin tamamini kapsadigindan bir n igin x = ¢,, olur. Ama x € F, iken c,, ¢ E,,; celiski.
Demek ki C sayilamaz.
]

Yani 6l¢ii, “ka¢ nokta var” sorusuna degil “ne kadar yer kapliyor” sorusuna cevap verir: C' sayilamaz
coklukta nokta icerir ama hig yer kaplamaz. Cantor kiimesinin bir bagka yonii de “delikli” olusudur; bunu
ifade eden kavram agagidadir.

Tanim 6.2 (Hicbir Yerde Yogun Kiime). A C R olsun. Bos olmayan her U acik kiimesi, A’dan ayrik
ve bos olmayan bir agik alt kiime igeriyorsa A’ya hicbir yerde yogun degil (nowhere dense) denir.

Yani A hangi agik kiimeye bakilirsa bakilsin orada bir “bosluk” birakir. Cantor kiimesinin bu 6zelligi
tagidigini alistirmalarda gorecegiz.
Orta parcalar1 daha hizli kiigtilterek, Cantor kiimesine benzeyen ama pozitif 6l¢iilii kiimeler de kurulabilir.

Tanim 6.3 (Genellestirilmis Cantor Kiimesi). 0 < o < 1 olsun. Fj = [0, 1] ile baslayalim. n-inci
asamada, F],_;’i olusturan 2"~ ! kapali araligin her birinden, o aralikla ayn1 orta noktali ve uzunlugu
037" olan acik aralig1 atarak F),'yi elde edelim.

F:ijn

kiimesine genellestirilmis Cantor kiimesi (generalized Cantor set) denir.

Yani Cantor kiimesindeki “orta tigte bir” yerine her asamada toplam boyu daha kiiciik parcalar atilir.

F,’deki araliklarin ortak uzunlugu L,, ise L,, = £ (L,, ; — a3™") olur; timevarimla

2 n—1

L,=2"1—-a)4+a3™

bulunur. Buradan L,, > a3™™ > a3~ (1) cikar; yani bir sonraki asamada atilacak aralik kalan araligin
icine sigar ve inga iyi tanimlidir.
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Cantor-Lebesgue Fonksiyonu

Simdi Cantor kiimesinin tiimleyeni {izerinde basamak basamak yiikselen, sonra bogluklar1 doldurarak
[0, 1]’e yayilan bir fonksiyon kuracagiz.
Her k icin 0, = [0,1] \ C}, olsun; bu, ilk k£ asamada atilan

1+2+- 21 =2F_1

tane ayrik acik araligin birlesimidir. O = Uzi | Oy dersek De Morgan kurallarmdan C' = [0, 1] \ O olur.

O, ’nin araliklarmi soldan saga siralayalim. C,’nin 2% Cantor araligi ile ) 'nin 2% — 1 aralig1 sirayla
birbirini izler: en solda ve en sagda birer Cantor araligi, her iki ardisik atilmig aralik arasinda tam bir
Cantor araligi vardr. (k 4 1)-inci asamada her Cantor araligimn ortasi atildigindan, O, , ’de yeni araliklar
eskilerle tek tek sira degistirerek yerlesir: ¢, 'nin soldan j-inci araligi, 0, ;’in soldan 2j-inci aralig1 olur.

Tanim 6.4 (Cantor--Lebesgue Fonksiyonu). Cantor-Lebesgue fonksiyonu (Cantor-Lebesgue
function) ¢ : [0,1] — R sdyle tanimlanir.

- O iizerinde: z, O, nin soldan j-inci araligindaysa ¢(z) = j/2F.
+ C iizerinde: p(0) = 0ve z € C \ {0} i¢in

o(z) = sup{ep(t) : t € 0N [0,2)}.
Ilk iki asamada atilan ii¢ aralikta

1/4z € (1/9,2/9) ise,
p(z) =< 2/4x € (1/3,2/3) ise,
3/4x € (7/9,8/9) ise .

¢
3/4
3/4
1/2
1/2 1
1/4
1/4
) X
0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

Sekil 6.2: Cantor-Lebesgue fonksiyonunun grafigi. Kalin basamaklar O,'iin yedi araligidir; ¢ bunlarda
soldan saga 1/8, 2/8, ..., 7/8 degerlerini alir. Sonraki asamalar aradaki bogluklara giderek daha kisa basa-
maklar ekler; ¢ siirekli ve artandir ama bitiin yiikselisi sifir 6l¢iilit Cantor kiimesi tizerinde gerceklesir.
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Yani ¢, ) nin 2% — 1 araliginda soldan saga 1/2% 2/2% ... (2F —1)/2* degerlerini alan bir basamak
fonksiyonudur ve C’nin noktalarinda soldaki basamaklarin yiiksekligine esitlenir. Tanim tutarhdir:
O, ’nin j-inci araligt O, ;’in 2j-inci aralig oldugundan, o araliga iki asamada verilen degerler j/2% =
2j/2F+1 olarak cakisir. C' \ {0}’da supremumu alinan kiime de bos degildir: z € C ve 37% < x ise z >
2-3 % olur ve (37%,2-37%) C O aralig1 2’in solunda kalir.

Teorem 6.2 (Cantor--Lebesgue Fonksiyonunun Ozellikleri). Cantor-Lebesgue fonksiyonu ¢ :
[0,1] — R artan, siireklidir ve [0,1]’i [0, 1]’in iizerine gétiiriir. ¢, Cantor kiimesinin [0, 1] 'deki tiimleyeni
olan O agik kiimesinin her noktasinda tiirevlenebilirdir ve

@ =0 0 tizerinde, m(0)=1, (1) > ¢(0).

Ispat.

Adim 1: O iizerinde artanlik. s <t ve s,t € O olsun. {0, } artan oldugundan s,t € O,, olan bir k
vardir. s ile t ayni araliktaysa @(s) = @(t); degilse s ’nin araligi soldadir ve p(s) < p(t).

Adim 2: [0, 1] iizerinde artanlik. © < y olsun.

cz,y€CiseON[0,z) CON[0,y) oldugundan p(z) < o(y) (x = 0 ise p(z) = 0 ve p > 0 oldugun-
dan yine dogru).

cze0,yeCisex € ON|0,y) oldugundan p(x) < ¢(y).

cexzeC,yeQise ON[0,x) teki her t icint <y ve Adim 1 geregi p(t) < p(y); supremum alinarak
p(z) < p(y) (@ = 0ise p(0) = 0 < @(y), ¢iinkii ¢ > 0).

e z,y € O durumu Adim 1'dir.

Adim 3: Degerler. ©’nin O’daki degerleri (0,1) aralifindadir; supremumlar da [0, 1] dedir, yani
©([0,1]) C[0,1]. Ayrica her k ve 1 < j < 2% —1 icin j/2F degeri alimr. Bu ikili kesirler [0, 1] de
yogundur.1 € C ve O N [0,1) = O oldugundan

—— =1>0=¢(0).

Advm 4: Sureklilik.  bir x, noktasinda siireksiz olsun. Artan fonksiyonlarin tek yonlii limitleri vardir;
siireksizlik ancak bir sigrama olabilir, 6rnegin p(zy) < ¢(x) (sagdan sigcrama durumu aynidir). Artan-
liktan © < z icin p(z) < (zg), T > x¢ icin p(x) > () olur. Dolayisiyla ( p(zq), (zo) ) agik
aralifi @ 'nin hi¢bir degerini icermez. Oysa bu aralik [0, 1]’in bos olmayan agik bir alt araligidir ve Adim
3 geregi ¢ nin degeri olan bir 5 /2 ikili kesrini icerir; celiski. O halde ¢ siireklidir.

Adim 5: Ortenlik. ¢ siirekli, p(0) = 0 ve p(1) = 1 oldugundan Ara Deger Teoremi (bkz. Analiz 1: Ara
Deger Teoremi) hery € [0, 1] degerinin alindigini verir. Adim 3 ile birlikte p([0,1]) = [0, 1].

Adim 6: Tiirev. x € O ise x, iizerinde ¢ nin sabit oldugu agik bir araliga aittir; bu yiizden ¢’ (x) vardir
ve 0°dur. Son olarak Teorem 6.1 geregi m(C) = 0 oldugundan m(0) = m([0,1]) — m(C) = 1.

|

Yani ¢ biitiin yiikselisini 6l¢iisii sifir olan C' kiimesinde yapar: hemen her yerde tiirevi 0 oldugu hélde
0’dan 1’e ¢ikar. Bu, “tirevi hemen her yerde sifir olan siirekli fonksiyon sabittir” sanisinin yanlis oldugunu
gosterir.

Borel Olmayan Olgiilebilir Bir Kiime

p’ye 6zdeslik fonksiyonunu eklersek, Cantor kiimesini ol¢iisii 1 olan bir kiitmeye sisiren, kesin artan
stirekli bir fonksiyon elde ederiz.

Teorem 6.3 (Cantor Kiimesini Sisiren Fonksiyon). ¢ Cantor-Lebesgue fonksiyonu olsun ve 1) :
[0,1] — R fonksiyonunu

P(z) =p(z)+z  (z€l0,1])
ile tanimlayalim. 1, [0,1]’i [0, 2] 'nin iizerine gétiiren kesin artan, siirekli bir fonksiyondur ve

* (i) Cantor kiimesini pozitif 6l¢iilii bir élgiilebilir kiimeye gotiiriir: m(¢¥(C)) = 1;
* (ii) Cantor kiimesinin 6lgiilebilir bir alt kiimesini dl¢iilemeyen bir kiimeye gotiiriir.
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Ispat.

Adim 1: Temel ozellikler. o artan, x — z kesin artan oldugundan 1) kesin artandir; iki siirekli fonksi-
yonun toplami olarak siireklidir. 1(0) = 0, (1) = 2 oldugundan Ara Deger Teoremi 1([0,1]) = [0, 2]
verir. Kesin artanhk 1 °yi birebir yapar; yani, [0, 1] ’den [0, 2] 'ye bir birebir ortendir.

Adim 2: ¢(O)’nun élgiisii. [0,1] = C U O ayrik birlesim ve 1 birebir érten oldugundan

[0,2] = ¥(C)UY(O) (ayrik birlegim) . (1)

LY° | atma isleminde atilan biitiin acik araliklarin bir numaralamasi olsun; O = 1., I iizerinde
kS p—1 ) ¢ g1k Pl
bir ¢;, sabitine esit oldugundan

V(L) = I + ¢,

yani ¥(I,), I, ile ayni uzunlukta bir agik araliktir. v birebir oldugundan {¢(I},)} ayriktir. Bu yiizden
Y(0) agiktir ve sayilabilir toplamsalliktan (Teorem 4.1)

m@(©O) = S L(1) = S (1) = m(©) = 1.
k=1 k=1

Adum 3: (i)‘nin ispati. C kapali ve sinirly, dolayisiyla kompakt oldugundan 1(C) de kompakttir (bkz.
Analiz 1: Kompakt Kiimenin Siirekli Goriintiisii); yani kapali ve él¢iilebilirdir. (1)’den ve sonlu toplamsal-
Liktan

m($(C)) = m([0,2)) —m((0)) =2 —1 = 1.

Advm 4: (ii) nin ispati. m((C)) = 1 > 0 oldugundan, pozitif dis 6l¢iilii her kiimenin dlgiilemeyen bir
alt kiimesi vardir sonucu (Teorem 5.1) bir W C 4(C) élgiilemeyen kiimesi verir. A = 1y~ (W) olsun. A C
C oldugundan m*(A) < m(C) = 0; dis olgiisii sifir olan kiime élgiilebilir oldugundan (Teorem 1.4) A
olgiilebilirdir. 1) érten oldugundan (A) = W élgiilemezdir.

|

Yani stirekli, hatta kesin artan bir fonksiyon bile 6l¢iilebilir bir kiimeyi 6l¢iilemeyen bir kiimeye gotire-
bilir. Aynm1 A kiimesi, Borel kiimelerinin 6l¢iilebilir kiimelerin tamamini kapsamadigin da gosterir.

Teorem 6.4 (Borel Olmayan Olciilebilir Kiime). Cantor kiimesinin, Borel kiimesi olmayan olciilebilir
bir alt kiimesi vardir. Dolayisiyla B C M.

ispat.

1, W ve A = =1 (W) énceki teoremdeki gibi olsun (Teorem 6.3). A C C élgiilebilirdir; A’nin Borel kiimesi
olmadigini gosterecegiz. g = =1 : [0,2] — [0, 1] olsun.

Adim 1: Kapali kiimelerin ters goriintiisii. ' C R kapali olsun. 1 birebir érten oldugundan

g (F)={y€0,2]: g(y) € F} = (FN0,1]).

FN0,1] kapalr ve simirly, yani kompakttir; siirekli ¢ altindaki gérintiisii de kompakt, dolayisiyla
kapalidir. Yani g~ (F) bir Borel kiimesidir.
Adim 2: Borel kiimelerinin ters goriintiisit. © = {B C R : g~ !(B) € B} olsun. ¥ bir o-cebiridir:

g H(R)=1[0,2] € B;
eBeXiseg '(R\B)=10,2]\ g (B) € B;
e B, € X ise ters goriintii birlesimle yer degistirdiginden g~ (U,Br )€ B

Adim 1’e gore X biitiin kapali kiimeleri, tiimleyen alinarak da biitiin agik kiimeleri icerir. B agik kiimeleri
iceren en kiiciik o-cebiri oldugundan (Tanim 2.5) B C X olur: her Borel kiimesinin g altindaki ters
gorintiisi Borel kiimesidir.

Adim 3: Sonug. A bir Borel kiimesi olsaydi Adim 2’den g~ (A) = 1(A) = W bir Borel kiimesi, dolay1-
styla olciilebilir (Teorem 2.4) olurdu. Bu, W ’nin él¢iilemez olusuyla gelisir. O halde A élgiilebilir ama Borel
degildir ve B + M.

|
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Siirekli fonksiyonlar 6l¢iilebilirligi korumasa da, daha giiclii bir diizenlilik kosulu altinda durum degisir.

Tanim 6.5 (Lipschitz Fonksiyon). f: [a,b] — R olsun. Her u, v € [a, ] i¢in
| f(u) = flv) [<clu—v]|

olacak bicimde bir ¢ > 0 sabiti varsa f’ye Lipschitz fonksiyon denir.

Yani f, iki nokta arasindaki uzaklig: en fazla c katina ¢ikarir. Bu yiizden kiigiik kiimeleri kiigiik kiimelere
gotiriir; alistirmalarda Lipschitz fonksiyonlarin sifir 6l¢iilit kiimeleri sifir 6l¢iil, olciilebilir kiimeleri
olciilebilir kiimelere gotiirdiigiinii gorecegiz. v ise Lipschitz degildir: sifir 6l¢tilii C’yi 6l¢iisii 1 olan bir
kiimeye gotiirir.

Alistirmalar

Asagidaki sorular siirekli fonksiyonlarin kiimeleri nasil tasidigini ve Cantor tipi kiimelerin beklenmedik
ozelliklerini inceler.

Alistirma 6.1 (Kesin Artan Siirekli Fonksiyonun Tersi). f : [a,b] — R siirekli ve kesin artan olsun.
f7t:[f(a), f(b)] — R fonksiyonunun siirekli oldugunu gésterin.

Coziim.

Adim 1: £~! tamimlidir. f kesin artan oldugundan birebirdir ve f([a,b]) C [f(a), f(b
Teoremi geregi f(a) ile f(b) arasindaki her deger alinir; yani f, [a,b]’'den [f(a), f(
ortendir ve g = =1 : [f(a), f(b)] = [a, b] tamimlidur.

Adim 2: Dizisel siireklilik. y,, — y olan [f(a), f(b)]’deki bir dizi alahm; z,, = ¢(y,,), ¢ = g(y) olsun.
x,, — x olmadigini varsayalim. O zaman bir € > 0 ve her terimi | Ty, —T | > € kosulunu saglayan bir
(z,,,) alt dizisi vardr. Bu alt dizi [a, b]'de smirl oldugundan Bolzano-Weierstrass teoremiyle yakinsak
bir alt dizisi vardur; limiti " olsun. [a, b] kapali oldugundan =’ € [a,b] ve | " —z | > €, yani 2’ # .

Adum 3: Celiski. f siirekli oldugundan bu alt dizi boyunca f(z,, ) — f(z’). Ote yandan f(z,, ) =
Y, — Yy = f(x). Limit tek oldugundan f(z’) = f(z); f birebir oldugundan z’ = z. Bu celiski z,, —
x oldugunu, yani g’nin y’de siirekli oldugunu gosterir. y keyfi oldugundan f~ siireklidir.

|

)]. Ara Deger
b)]'ye birebir

Aligtirma 6.2 (Siirekli Fonksiyon ve Kapali Kiimeler). f : [a,b] — R siirekli olsun. f’nin [a, b]'nin
kapal1 alt kiimelerini kapali kiimelere gotiirdiigiinii gosterin.

Coziim.

F C [a,b] kapali olsun. F' sinirli ([a, b]'nin i¢inde) ve kapali oldugundan Heine-Borel teoremi geregi
kompakttir. Kompakt bir kiimenin siirekli gériintiisii kompakttir; dolayisiyla f(F') kompakttir. Yine
Heine—Borel teoremi geregi R’nin kompakt alt kiimeleri kapalidir. O halde f(F') kapalidir.

|

Aligtirma 6.3 (Siirekli Fonksiyon ve F-sigma Kiimeleri). f : [a,b] — R siirekli olsun. f’nin [a, b] nin
E alt kiimelerini F, kiimelerine gotiirdiigiini gosterin.

Coziim.
E C [a,b] bir F, kiimesi olsun: E = UZ’;l E,, her F, kapal.. F;, C E C [a,b] oldugundan her F,,

[a, b]’nin kapal bir alt kiimesidir ve Alistirma 6.2 geregi f(F) kapalidir. Gériintii birlesimle yer degis-
tirir:

f(B)=f (ng ) = Qf(Fk»

Bu, sayilabilir coklukta kapali kiimenin birlesimidir; yani f(E) bir F, kiimesidir.
]
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Alistirma 6.4 (Siirekli Fonksiyon ve Olgiilebilir Kiimeler). f : [a,b] — R siirekli olsun. f 6lciilebilir
kiimeleri her zaman o6l¢iilebilir kiimelere gotiiriir mii?

Cozim.

Hayur. [a,b] = [0,1] alalm ve f = 1, yani ¢(z) = ¢(x) + « olsun; burada ¢ Cantor-Lebesgue fonk-
siyonudur. Teorem 6.3 geregi 9 siireklidir ve Cantor kiimesinin Gyle bir A alt kiimesi vardir ki A
olciilebilir (dis 8l¢iisii sifir oldugu igin), ama ¢(A) = W dl¢iilemezdir. Dolayisiyla siirekli bir fonksiyon
olciilebilir bir kiimeyi 6l¢iilemeyen bir kiimeye gotiirebilir.

Bu, Alistirma 6.3 ile ¢elismez: siirekli fonksiyonlar F, kiimelerini korur, ama sifir 6l¢iili kiimeleri
korumayabilir. Nitekim ), sifir 6l¢iilii C"yi 6lgiisti 1 olan 9(C')’ye gotiiriir.

|

Alistirma 6.5 (Lipschitz Fonksiyon ve Sifir Ol¢iilii Kiitmeler). f : [a,b] — R Lipschitz olsun (Tanim
6.5). f’nin siirekli oldugunu ve sifir 6l¢iilii kitmeleri sifir 6l¢iili kiimelere gotirdiigiinii gosterin.

Cozim.

¢ > 0 Lipschitz sabiti olsun.

Adim 1: Siireklilik. ¢ = 0 ise f sabittir, dolayisiyla siireklidir. ¢ > 0 ise € > 0 i¢in § = ¢/c¢ alalim:
|u—v|<diken| f(u) — f(v) | <c|u—wv|<e Yani f (hatta dizgiin) sireklidir.

Adim 2: Bir araligin gériintiisii. J C [a, b] bir aralik olsun. u,v € Jicin| f(u) — f(v) | < cf(J) ol-
dugundan sup f(J) —inf f(J) < c€(J); yani f(J), uzunlugu c £(J) olan bir kapali aralifin icindedir.
Araligin dis 6l¢iisti uzunlugu oldugundan (Teorem 1.1) ve dig 6l¢ii monoton oldugundan m*(f(J)) <
cl(J).

Adim 3: Sifir 6lciilii kiimeler. E C [a, b] ve m*(E) = 0 olsun. € > 0 verilsin. Dis 6l¢iiniin tanimin-
dan (Tamm 1.5) E C |J, I ve 3, £(I};) < € olan acik araliklar vardir. J, = I, N [a, b] birer araliktir
(bos olabilir), £(Jy,) < £(I;) ve E C {J, Ji. Buradan f(E) C U, f(J;) olur ve sayilabilir alt toplam-
sallik (Teorem 1.3) ile Adim 2'den

m*(F(B) < S m*(F(7) < e > €(T,) < ce.
k=1 k=1

¢ keyfi oldugundan m*(f(E)) = 0; dis 6lcisii sifir olan kiime olgiilebilir oldugundan (Teorem 1.4)
m(f(E)) = 0.

Alistirma 6.6 (Lipschitz Fonksiyon ve Olgiilebilir Kiimeler). f : [a,b] — R Lipschitz olsun. f’nin
dl¢iilebilir kiimeleri él¢iilebilir kiimelere gétiirdiigiinii gosterin. (Ipucu: énceki alistirmalar ve dl¢iiniin ig
yaklagim 6zelligini (Teorem 3.1) kullanin.)

Cozim.

Adim 1: Kiimeyi ayirmak. E C [a, b] 6lciilebilir olsun. I¢ten yaklagim teoremine gére (Teorem 3.1)
her ni¢in F, C Evem(E \ F;,) < 1/n olan bir kapali F,, kiimesi vardwr. F' = | F, bir F;, kiimesidir,
FCEvehernicin E\ F C E\ E, oldugundan m(E\ F) < 1/n;yanim(E\F)=0.Z=FE\ F
dersek

E=Fuz, [f(E)=[f(F)Uf(2).

Adim 2: Iki parcanin goriintiisii. f Lipschitz oldugundan siireklidir (Alistirma 6.5). Alistirma 6.3
geregi f(F) bir F, kiumesidir; F, kiimeleri Borel kiimesi oldugundan ol¢iilebilirdir (Teorem 2.4).
m(Z) = 0 oldugundan Alistirma 6.5 geregi f(Z) sifir dlgiiliidiir, dolayisiyla 6lgiilebilirdir.

Adim 3: Sonug. iki 6lciilebilir kiimenin birlesimi 6lciilebilir oldugundan f(E) dlciilebilirdir.

|

Alistirma 6.7 (Genellestirilmis Cantor Kiimesi Kapalidir). 0 < o < 1 ve F genellestirilmis Cantor
kiimesi olsun (Tanim 6.3). F’nin kapali oldugunu gosterin.
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Cozim.

Adim 1: Insa her asgamada yapilabilir. F,, uzunlugu L,, olan 2" ayrik kapali araligin birlesimi olsun
(Ly = 1). n-inci asamada uzunlugu L,,_; olan her araliktan uzunlugu a3~" olan orta acik parca atilinca
uzunlugu

L,=-(L, ,—a3™)

n—1
olan iki kapali aralik kalir. Tiimevarimla L,, = 27"(1 — ) + @3~ ™ oldugu gériiliir: n = 0 i¢in Ly =
1; formil n — 1 i¢in dogruysa

1

L, = 5(2*<n*1>(1 —a) + a3~V —a3™")

1
=271 —a)+;-a37"(3-1)=27"(1~a) +a3™".

Buradan L,, > a3~ > a3~ ("*Y); yani (n 4 1)-inci asamada atilacak parga her araligin icine sigar ve
kalan iki araligin uzunlugu pozitiftir.

Adim 2: Kapalilik. Her F,, sonlu sayida kapali araligin birlesimi oldugundan kapalidir. Kapali kiime-
lerin herhangi bir ailesinin kesisimi kapali oldugundan F' = ﬂn E;, kapahdir.

Alistirma 6.8 (Genellestirilmis Cantor Kiimesinin Tiimleyeni Yogundur). 0 < a < 1 ve F genel-
lestirilmis Cantor kiimesi olsun. [0, 1] \ F' kiimesinin [0, 1]’de yogun oldugunu gosterin.

Coziim.

x € [0,1] ve € > 0 verilsin; (z — &,z + )’un [0, 1] \ F’nin bir noktasin: icerdigini gosterecegiz.

x ¢ F ise 2’in kendisi uygundur. z € F olsun. F,’nin araliklarinin uzunlugu L,, i¢in L,, = %(Ln_1 —
a3™) < %Ln—l oldugundan L, < 27" ve L,, = 0. L,, < € olan bir n secelim. z € F' C F,, oldugun-
dan z, F, ’nin uzunlugu L,, olan bir J araligindadir ve J C (x — &,2 + €). (n + 1)-inci asamada J’nin
ortasindan acik bir aralik atilir; bu araligin noktalari [0, 1] \ F’dedir ve J’nin, dolayisiyla (z — e,z +
€)’un i¢indedir.

Baylece [0, 1])’in her noktasinin her komsulugu [0, 1] \ F’yi keser; yani [0, 1] \ F, [0, 1]’de yogundur.
|

Alistirma 6.9 (Genellestirilmis Cantor Kiimesinin Olciisii). 0 < «a < 1ve F genellestirilmis Cantor

kiimesi olsun. m(F) = 1 — o oldugunu gésterin.

Cozim.
Adim 1: Tiimleyen, atilan araliklarin birlesimidir. De Morgan kurallarindan

[0, 1]\ F =

(@

(10,1\E, ),

n=1

ve [0,1] \ F,,, ilk n asamada atilan acik araliklarin birlesimidir. Yani [0, 1] \ F, biitiin agamalarda atilan
acik araliklarin birlesimidir; bu araliklar ikiser ikiser ayriktir.

Adim 2: Atilan toplam uzunluk. n-inci asamada 2" ! araligin her birinden uzunlugu a3~" olan bir
parca atilir. Sayilabilir toplamsalliktan (Teorem 4.1)

n=1 n=1

o« 1

3 1-2/3

Q.

Adim 3: Sonug. F kapali oldugundan él¢iilebilirdir ve [0, 1] = F U ([0, 1] \ F') ayrik birlesimdir. Sonlu
toplamsalliktan
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m(F) =m([0,1]) —m([0,1]\ F) =1 —a.

Alistirma 6.10 (Siur1 Pozitif Olciilii Acik Kiime). Siniri pozitif 6lciilii olan bir agik U C R kiimesi
bulundugunu gésterin. (Ipucu: bir genellestirilmis Cantor kiimesinin tiimleyenini diisiiniin.)

Coziim.

0 < a < 1 sabitleyelim, F' genellestirilmis Cantor kiimesi olsun ve U =R\ F diyelim. F' kapali
oldugundan (Alistirma 6.7) U aciktir. Acik bir kiimenin siur1 U = U \ U’dur.

Adim 1: U = R. [0,1] disindaki noktalar U’dadir. [0, 1]’in her noktasi, [0,1] \ F C U kiimesinin
kapanigindadir, ¢iinkii bu kiime [0, 1]’de yogundur (Alistirma 6.8). Dolayisiyla her reel say1 U’nun
kapanigindadir.

Adim 2: Sinirin dlgiisit. U = R\ U = F olur ve Aligtirma 6.9 geregi

m(OU) =m(F)=1—a > 0.

Yani U, siur1 pozitif 6l¢ili bir agik kiimedir.
|

Alistirma 6.11 (Cantor Kitmesi Hicbir Yerde Yogun Degildir). Cantor kiimesinin hicbir yerde yogun
olmadigini (Tanim 6.2) gosterin.

Cozim.

U bos olmayan bir acik kiime olsun. Bir z € U ve (z — ¢,z 4+ ¢) C U olan bir € > 0 secelim; 37% <
2¢ olan bir k alalim.

Adim 1: (x — e,z + €), Cy’nin icinde degildir. Tersine, bu aralik C;’nin i¢inde olsun. C}’nin
iki ayr1 Cantor araliginin noktalarini iceremez: igerseydi, aralik oldugu icin bu iki Cantor araliginin
arasindaki (atilmis) boslugun noktalarini da igerirdi ve bu noktalar C,’de degildir. O halde aralik tek
bir Cantor araligmin icindedir ve uzunlugu 2¢ < 37* olurdu; bu, k’nin segimiyle celisir.

Adim 2: Aranan acik kiime. V = (z — ¢,z + €) \ C,, olsun. C,, kapali oldugundan V" agiktir, Adim
1 geregi bos degildirve V C U. C C Gy, oldugundan VN C = @.

Boylece bos olmayan her agik kiitme, C’den ayrik, bos olmayan bir acik alt kiime igerir; yani C' higbir
yerde yogun degildir.

|

Alistirma 6.12 (Borel Kiimesinin Ters Gériintiisii). f : [a,b] — R siirekli ve B bir Borel kiimesi
olsun. f~1(B)’nin bir Borel kiimesi oldugunu gosterin.

Cozim.

Adim 1: Kapali kiimeler. F C R kapali olsun. f~1(F) = {z € [a,b] : f(z) € F} kapalidir: z,, €
f~Y(F) ve x, — z ise [a,b] kapali oldugundan z € [a, b], siireklilikten f(z,,) — f(z) ve F kapal
oldugundan f(z) € F. Yani f~!(F) kapali, dolayistyla Borel kiimesidir.

Adim 2: Ters goriintiisii Borel olan kiimeler. ¥ = { B C R : f~!(B) € B} olsun. ¥ bir o-cebiridir:

« fYR) = [a,b] € B;
« BeXise f1(R\ B) =[a,b]\ f}(B) € B
« B, € X ise ters goriintii birlesimle yer degistirdiginden f~1 (Uk B, )€ B

Adim 3: Sonug. Adim 1’e gore ¥ biitiin kapali kiimeleri icerir; o-cebiri oldugu icin tiimleyenlerini,
yani biitiin agik kiimeleri de igerir. B acgik kiimeleri igeren en kiigiik o-cebiri oldugundan (Tanim 2.5)
B C ¥. Demek ki her Borel kiimesi B icin f~*(B) bir Borel kiimesidir.

]

Olgii teorisinin temel kiimeleri ve 6rnekleri boylece tamamlandi. Siradaki béliimde bakisimizi kiimelerden
fonksiyonlara geviriyor ve Olciilebilir Fonksiyonlar kavramini tanimliyoruz.
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7.1

7.2

7. Olciilebilir Fonksiyonlar

Lebesgue integralini kurmak i¢in, tizerinde integral alacagimiz fonksiyonlarin 6l¢iiyle uyumlu olmasi
gerekir: “ f’nin ¢’den kiigiik oldugu yer” dedigimiz her kiime 6l¢ilebilir olmalidir. Bu béliimde bu kosulu
saglayan fonksiyonlari, yani 6lciilebilir fonksiyonlar: tanimhiyoruz.

Ardindan bu sinifin ne kadar genis ve kararli oldugunu gériiyoruz: siirekli fonksiyonlar, monoton fonksi-
yonlar, bunlarin toplamlari, ¢arpimlari, maksimum ve minimumlar: 6l¢iilebilirdir. Tek siirpriz bileskedir;
iki 6l¢iilebilir fonksiyonun bileskesi 6l¢iilebilir olmayabilir.

Genisletilmis Reel Sayilar ve Ters Goriintii

Fonksiyonlarin +00 degerini de alabilmesine izin veriyoruz; limitler ve integraller i¢cin bu esneklik
gerekecek.

Genigletilmis reel sayilar (extended real numbers) kiimesi R = R U {400} dur; her z € R i¢in —oo <
x < oo kabul edilir. Ayn1 E kiimesinde tanimli 4, g : E — R icin “E {izerinde h < ¢” yazmak, her z € E
icin h(z) < g(x) demektir.

Tanim 7.1 (Artan Fonksiyon Dizisi). { fniE— E} bir fonksiyon dizisi olsun. Her n i¢in E iizerinde
fr < fn41 ise diziye artan (increasing) denir.

Yani dizinin her noktadaki degerleri n biiytiditk¢e azalmaz.
Olgiilebilirlik tamamen ters goriintiilerle ifade edilecek. Ters goriintiiniin iyi yani, kiime islemleriyle yer
degistirmesidir: f : X — Y ve {Y}} Y’nin alt kiimelerinden olugan bir topluluk ise

AEN’
1 (ALGJAYA ) = AEUAf*l(YA), f1 (Qm ) = Qf*l(m,

ve fFH(Y\A) =X\ f1(A) olur.

Olciilebilir Fonksiyon

Tanimda yalmiz bir tiir kiimeyi, “f’nin ¢’nin altinda kaldig1 yer”i 6lgiilebilir olmaya zorluyoruz; gerisi
bundan ¢ikacak.

Tanim 7.2 (Olgiilebilir Fonksiyon). E C R 6lgiilebilir ve f : E — R olsun. Her ¢ € R i¢in
{zeFE: f(z)<c}

kiimesi 6l¢tilebilir ise f’ye Lebesgue olciilebilir ya da kisaca ol¢iilebilir (measurable) fonksiyon denir.
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66 Béliim 7. Olgiilebilir Fonksiyonlar

y=fix)

tf<cl

Sekil 7.1: Bir fgrafigi ve y = ¢ dogrusu. Grafigin dogrunun altinda kaldig1 noktalar x ekseninde kalin
parcalar olarak isaretlidir; bunlarin birlesimi {f < ¢} kiimesidir. fnin 6l¢iilebilir olmasi, her ¢ i¢in bu
kiimenin 6l¢iilebilir olmasidir.

Yani f’nin grafigini hangi ylikseklikte yatay bir cizgiyle kesersek keselim, grafigin ¢izginin altinda kaldig1
noktalar ¢lgiilebilir bir kitme olusturur. Kisalik icin {z € E : f(z) < ¢} yerine {f < ¢} yazacagiz.

» o«

“<” yerine “<”, “>” ya da “>” kullanmak bir sey degistirmez; iistelik her araligin ters goriintiisii de
ol¢tilebilir olur.

Teorem 7.1 (Ol¢iilebilirligin Denk Kosullar1). FE élgilebilir ve f : E — R olsun. Asagidakiler denktir:

* (i) herc € R igin {f > c} olgiilebilirdir;

* (ii) herc € R icin { f > c} ol¢iilebilirdir;
e (iii) herc € R igin {f < c} élgilebilirdir;
e (iv) herc € R igin {f < c} élgiilebilirdir.

Bu kosullar saglandiginda { f = oo} ile { f = —oo} kiimeleri ve her I C R aralig icin f~1(I) élgiilebilirdir.

Ispat.

Olgiilebilir kiimeler bir o-cebiri olusturur (Teorem 2.4); asagida yalniz tiimleyen ile sayilabilir birlesim ve
kesisim kullanilvyor.

Adim 1: Tiimleyenler. {f < c} = E\ {f > c} ve {f > ¢} = E\ {f < ¢} oldugundan, E olgiilebilir
oldugu igin (i) ile (iv) ve (ii) ile (iii) denktir.

Adim 2: (iii) ile (iv). f(z) < c olmasy, her k icin f(x) < ¢ + 1/k olmasina; f(x) < ¢ olmasi da bir k
icin f(x) < ¢ — 1/k olmasina denktir (bu, f(x) = t00 i¢in de dogrudur). Yani

<= (F<er k), {F<ar=J{f<ec 1k}
k=1 k=1

Birincisi (iii) ‘ten (iv)’i, ikincisi (iv) ten (iii)’ti verir. Adim 1 ile birlikte dort kosul denktir.
Adim 3: Sonsuz degerler. {f = oo} = (| {f > n} ve{f = —oo} =( {f < —n} oliilebilirdir. Do-
layisiyla f’nin sonlu oldugu kiime de élgiilebilirdir:

fHR)=E\ ({f=00}U{f=—00}).

Adum 4: Araliklar. Bos olmayan her I C R aralify, R, (a,0) ya da [a, 00) bi¢imindeki bir kiime ile R,
(—00,b) ya da (—oo, b] bi¢imindeki bir kiimenin kesisimidir. Bu 1sinlarin ters goriintiileri 6lgiilebilirdir;
ornegin

F7 ((a,00) )= {f > a} N (),

ve diger iicii de ayni bicimde (ii), (iii), (iv) ile yazilr. Ters goriintii kesisimle yer degistirdiginden f~*(I)
iki 6lgiilebilir kiimenin kesisimidir. [ = & ise f1(I) = @.
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Yani 6l¢iilebilirligi sinarken dort esik kiimesinden hangisi isimize geliyorsa onu kullanabiliriz.
Reel degerli fonksiyonlarda araliklar yerine agik kiimelere de bakilabilir; bu, 6l¢iilebilirligi suireklilikle
karsilagtirmanin en kisa yoludur.

Teorem 7.2 (Acik Kiimelerin Ters Goruntiisit). F olgiilebilir ve f : E — R olsun. f’nin dlgiilebilir
olmast icin gerek ve yeter kosul, her O acik kiimesi icin f~1(O) nun élgilebilir olmasidur.

ispat.

Yeterlik. (—oo, ¢) agik oldugundan {f < c} = f~! ( (—o0,¢) ) olcilebilirdir.

Gereklik. f olgiilebilir ve O agik olsun. O = & ise soylenecek bir sey yok. Aksi halde O, acik araliklardan
olusan sayilabilir bir {I.} toplulugunun birlesimidir (Lemma 2.3). O zaman

1o =1
k

olur. Her f~1(I,,) Teorem 7.1 geregi él¢iilebilir, sayilabilir birlesimleri de dlgiilebilirdir.
]

Yani olciilebilirlik, siirekliligin “acik kiimenin ters goriintisii agiktir” taniminin zayiflatilmig halidir: agik
yerine 6lciilebilir istenir. Bu yiizden su sonug dogaldir.

Sonug 7.1 (Siirekli Fonksiyonlar Olgciilebilirdir). E olciilebilir ise siirekli her f : E — R fonksiyonu
ol¢uilebilirdir.

ispat.
O agik olsun. Her x € f~1(0) icin f(x)’in O icinde bir komsulugu vardir; f x ’te siirekli oldugundan

olacak bir 6, > 0 bulunur (bkz. Analiz 1: Siireklilik). U = UwEf_l(O (x — 8,z + 0,) acik bir kiimedir ve

)
YO =EnU.

araliginda olup f ile O’ya gittigi i¢in dogrudur. Acgik kiimeler él¢iilebilir oldugundan (Teorem 2.4) ENU
olciilebilirdir; Teorem 7.2 sonucu verir.
|

Gergekten, “C” her x kendi aralifinda oldugu i¢in, “2” ise E N U 'nun her noktas: bir (x — §,,x + ¢,,)

Kisitlama ve Hemen Her Yerde Esitlik

Olgiilebilirlik yerel bir 6zelliktir: tanim kiimesini 6l¢iilebilir parcalara béliip her parcada ayr1 ayr1 sinana-
bilir. Sifir 6l¢iilii parcalar ise hi¢ 6nemsizdir.

Teorem 7.3 (Kisitlama ve Parcalara Ayirma). A ve B élgilebilin E= AU B ve f : E — R olsun.
f’nin ol¢iilebilir olmast icin gerek ve yeter kosul, f’nin A’ya ve B’ye kisitlamalarinin 6lgiilebilir olmasidir.
Ozel olarak Ey C E vem(E \ E;) = 0 ise

f:E =R &lgilebilir & f|  dlciilebilir . (1)

ispat.
Gereklik. f olciilebilir ise her ¢ icin
{zed: fa)<ct={z€E: flz)<c}nA

iki olciilebilir kiimenin kesisimidir. B icin de aynisi gegerlidir.
Yeterlik. Iki kisitlama da 6lciilebilir ise her c icin
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{zeE:fz)<c}={z€A: f(z)<c}U{zeB: f(x)<c}

iki ol¢iilebilir kitmenin birlesimidir.

Ozel durum. E\ E,"in dis olgiisii sifirdir; monotonluktan her alt kiimesinin de dis élgiisii sifirdur,
dolayisiyla her alt kiimesi olgiilebilirdir (Teorem 1.4). Buradan Ey = E \ (E \ E,) dlgiilebilirdir ve E \
E, iizerinde tanimli her fonksiyon olgiilebilirdir. llk kismi A = E,,, B = E \ E, ile uygularsak (1) ¢ikar.
|

Yani bir fonksiyonu sifir 6l¢iilii bir kitmede nasil degistirirsek degistirelim 6l¢tilebilirligi degismez. Bu iki
gozlemi birlestirince siirekliligi oldukca gevsetebiliriz.

Sonuc 7.2 (Siireksizlikleri Sifir Ol¢iilii Fonksiyon). E olciilebilir, f : E — R ve D, f’nin siirekli
olmadigi noktalarin kiimesi olsun. m*(D) = 0 ise f dl¢iilebilirdir.

Ispat.

D élgiilebilirdir (Teorem 1.4), dolayisiyla E \ D de él¢iilebilirdir. f, E \ D ’nin her noktasinda E iizerinde
sireklidir; komsu noktalart E'\ D ile sinirlamak siireklilik kosulunu bozmadigindan f|p, p sireklidir ve
Sonug 7.1 geregi olgiilebilirdir. m ( E'\ (E'\ D) ) = m(D) = 0 oldugundan Teorem 7.3'daki (1) f’nin
olgiilebilir oldugunu verir.

]

Monoton fonksiyonlar da 6lciilebilirdir; bunu siireksizlik noktalarini saymadan, dogrudan gorebiliriz.

Ornek 7.1 (Monoton Fonksiyonlar). I bir aralik ve f : I — R artan olsun. f nin élgiilebilir oldugunu
gosterin.

Coziim.

ceRveS={zel:f(z)<clolsunzeSveyel y<uzise fy) < f(z) <c yaniy € S.Bu-
radan S bir araliktir (belkibos): u < w < vvewu,v € Sisew € I (¢iinkii I aralik) ve w < v oldugundan
w € S. Araliklar olciilebilir oldugundan (Teorem 2.3) f 6lgtlebilirdir. Azalan f icin ayni akil yiiritme
S’nin yukar1 dogru kapali oldugunu, yine bir aralik oldugunu gosterir.

|

Hemen her yerde (Tanim 4.2) ayni1 olan fonksiyonlar ol¢iilebilirlik acisindan ayirt edilemez.
Sonuc 7.3 (Hemen Her Yerde Esit Fonksiyonlar). E olciilebilir, f,g: E — R ve E iizerinde f =
g h.h.y. olsun. f olgiilebilir ise g de 6l¢iilebilirdir.
ispat.
f ile g’nin farkl oldugu noktalar, élgiisii sifir olan bir N C E kiimesinin igindedir. Ey = E'\ N igin
m(E\ Ey) =0 ve f|p = g|g,- (1) dnce f’ye uygularsak bu ortak kisitlama élgiilebilirdir; sonra g’ye
uygularsak g ol¢iilebilir olur.
|

Bu yiizden ortak tanim kiimeli ve hemen her yerde esit iki 6lgiilebilir fonksiyonu ¢ogu zaman ayni
fonksiyon sayariz.

Toplam, Carpim ve Karakteristik Fonksiyon

Olgiilebilir fonksiyonlar cebirsel islemlere kapalidir. Ispatin anahtari, iki sayinin arasma her zaman bir
rasyonel say1 sigdirabilmektir.
Teorem 7.4 (Dogrusal Birlesim ve Carpim). f,g: E — R él¢iilebilir ve o, 5 € R olsun. O zaman

e (Dogrusallik) o.f + Bg : E — R délciilebilirdir;
e (Carpim) fg : E — R ol¢iilebilirdir.
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7.4 Toplam, Carpim ve Karakteristik Fonksiyon 69

ispat.

Adim 1: Skaler kat. o. = 0 ise a.f = 0 ve {0 < ¢} kiimesi E ya da @’dir.a > 0 ise {af <c} ={f <
c/at;a < 0ise{af <c}={f>c/a} vebukiime Teorem 7.1 geregi dl¢iilebilirdir.

Advm 2: Toplam. f(z) + g(z) < ¢ olsun. O zaman f(z) < ¢ — g(x) ve rasyonel sayilar yogun oldu-
gundan

flz) <qg<c—g(x)

olan bir ¢ € Q vardwr. Tersine f(z) < q ve g(x) < ¢ — q ise f(z) + g(x) < c. Demek ki

{frg<ad=U(F<anfg<e-a)

q€Q
ve bu, élciilebilir kiimelerin sayilabilir bir birlesimidir. Advm 1 ile birlikte a.f + Bg = (af) + (Bg) olgiile-
bilirdir.
Adim 3: Kare.c <0 ise {f?> < c} =@.c > 0 ise

{fP<ct=F"((=Ve,Ve))

bir araligin ters goriintisiidiir ve Teorem 7.1 geregi ol¢iilebilirdir.
Adwm 4: Carpim. Her noktada

fg=

N | =

[(f+9)?—f*—3°]

oldugundan fg, Adim 2’ye gore olciilebilir olan fonksiyonlarin karelerinin (Adim 3) dogrusal birlesimidir
(Adim 1 ve 2).
|

Yani olciilebilir reel degerli fonksiyonlar, toplama ve ¢carpmaya gore kapali bir fonksiyon uzay1 olusturur.
Teorem, degerleri R’de olan ama hemen her yerde sonlu fonksiyonlara da uzanir. f, g : E — R 6lciile-
bilir ve hemen her yerde sonlu ise, f ile g’nin ikisinin de sonlu oldugu E, kiimesi dl¢tilebilirdir (Teorem
7.1, Adim 3) ve m(E \ E;) = 0 olur. f ‘ B, Ve g‘ By (1) geregi 6lcilebilir ve reel degerli oldugundan f + g
ve fg, E, tizerinde tanumli ve ol¢iilebilirdir; co — oo gibi anlamsiz ifadelerin ¢ikabilecegi E \ E, izerinde
nasil tanimlanirlarsa tanimlansinlar (1) geregi 6l¢tilebilir kalirlar.

En basit olgiilebilir fonksiyonlar, bir kiimeyi “isaretleyen” fonksiyonlardir.

Tanim 7.3 (Karakteristik Fonksiyon). A C Rolsun. x4 : R - R,

1,z € A,

fonksiyonuna A’nin karakteristik fonksiyonu (characteristic function) denir.

Yani x 4, A'nin icinde 1, diginda 0 degerini alir.

Onerme 7.1 (Karakteristik Fonksiyonun Olgiilebilirligi). x 4 nin olciilebilir olmast icin gerek ve yeter
kosul A’nin olciilebilir olmasidir.

Ispat.
X 4 yalniz 0 ve 1 degerlerini aldigindan

g, ¢<0,

{xa<c}=<R\A,0<ec<1,

R, c> 1
A dlgiilebilir ise ii¢ kiime de élgiilebilirdir. Tersine x 4 6lciilebilir ise ¢ = 1/2 i¢in R\ A, dolayisiyla A
olciilebilirdir.
|
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Olgiilemez kiimeler var oldugundan (Teorem 5.1), 6lciilebilir olmayan fonksiyonlar da vardir: V élgiilemez
ise Xy olcilebilir degildir.

Bileske

Siireklilik ve tiirevlenebilirlik bilegke altinda korunur. Olgiilebilirlik ise korunmaz; bunu Cantor kiimesini
sisiren 1 fonksiyonuyla (Teorem 6.3) gériiyoruz.

Ornek 7.2 (Olciilebilir Olmayan Bileske). R iizerinde tanimls, 6l¢iilebilir iki reel degerli fonksiyonun
bilegkesinin 6l¢iilebilir olmayabilecegini gdsterin.

Coziim.

Adim 1: Malzeme. ¢ : [0,1] — [0,2], ¥(x) = p(x) + x siirekli ve kesin artan bir 6rtendir; [0, 1]’in
oyle olgiilebilir bir A alt kiimesi vardir ki ¢(A) ol¢tlebilir degildir (Teorem 6.3).

Adim 2: 9’yi R’ye genisletme.

~ z, x <0,
P(z) = ¥(z), 0<z <1,
z+1l,z>1

olsun. ¥(0) = 0 ve (1) = 2 oldugundan pargalar uc noktalarda birlesir; 1, R’den R’ye siirekli, kesin
artan bir 6rtendir. Tersi

Y, Yy
P Hy) = 4 ¥ (y),0
y—1, y

)

VIN A

0,
y <2,
2

fonksiyonudur. Kesin artan siirekli bir fonksiyonun tersi siirekli oldugundan (Alistirma 6.1) 1 siirek-
lidir ve parcalar y = 0, y = 2’de birlestigi i¢cin ¢y~ siireklidir. Sonuc 7.1 geregi olctilebilirdir.

Adim 3: Bileske. A ¢lgiilebilir oldugundan x 4 6lciilebilirdir (Onerme 7.1). f = x 4 o %! olsun. Her
y icin

fly)=1ed ' (y) € Aoy e d(4) =y(A),

yani f = xy(a)- ¥ (A) élciilebilir olmadigindan Onerme 7.1 geregi f olgiilebilir degildir.
]

Yani sorun igteki fonksiyondadir: dlciilebilir A kiimesinin stirekli ¢! altindaki ters goriintiisii, olciile-
meyen ¥ (A) kiimesidir. Siirekli fonksiyon dista oldugunda ise boyle bir sorun ¢ikmaz.

Teorem 7.5 (Siirekli Fonksiyonla Bileske). f: E — R dlciilebilirveg : R — R siirekliisego f : E —
R olciilebilirdir.

ispat.
O agik olsun. g siirekli oldugundan g=1(0) agiktir. f dlgiilebilir oldugundan Teorem 7.2 geregi

(ge /) HO)=f"(9710))

olgiilebilirdir. Yine Teorem 7.2 geregi g o f olgiilebilirdir.
|

Sonug 7.4 (Mutlak Deger ve Kuvvetler). f: E — R élciilebilirise | f | ve herp > 0 igin | f |P olgiile-
bilirdir. Gergektent + | t |P fonksiyonu R iizerinde siireklidir ve Teorem 7.5 uygulanur.

Maksimum, Minimum, Pozitif ve Negatif Kisim

Sonlu sayida fonksiyonun noktasal maksimumu ve minimumu da 6l¢iilebilirdir; bundan her fonksiyonu
negatif olmayan iki fonksiyonun farki olarak yazma olanagi dogar.
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Tanim 7.4 (Maksimum ve Minimum Fonksiyonu). f,,..., f, : E — R olsun. Her z € E icin

max{fh ) fn}(x) = max{fl (l‘), R fn(m)}

ile tanimli fonksiyona bu fonksiyonlarin maksimumu denir; minimum min{f;, ..., f,,} aym bicimde
tanimlanir.

Yani maksimum ve minimum nokta nokta alinir.
Onerme 7.2 (Maksimum ve Minimumun Olgilebilirligi). f,..., f, : E — R olgiilebilir ise
max{ fy,..., [} vemin{fy, ..., f,,} olciilebilirdir.

ispat.
Sonlu ¢oklukta sayinin maksimumu c’den ancak hepsi c’den kiiciikse kiigiiktiir; minimumu ise en az biri
c¢’den kiiciikse kiiciiktiir. Dolayisiyla

fmasx{fy, o £} < ¢} = () <}
k=1

{min{f;, ..., f,} <c} = Q{fk < c},

ve bunlar o6l¢iilebilir kiimelerin sonlu kesisimi ve birlesimidir.
|

Tanim 7.5 (Pozitif ve Negatif Kistm). f: F — R olsun. E iizerinde
f+ :max{f,O}, fﬁ :max{—f,O}

ile tanimli fonksiyonlara f’nin pozitif kismui (positive part) ve negatif kismi (negative part) denir.

Yani f*, f’nin sifirin {istiinde kalan kismini, f~ ise sifirin altinda kalan kisminm mutlak degerini tutar;
ikisi de negatif degildir.

Onerme 7.3 (Pozitif ve Negatif Kismin Ozellikleri). f: E — R olcilebilir ise f* ve f~ olciilebilirdir
ve E iizerinde

f=rr=r Ifl=r+f.

Ispat.

Ol¢iilebilirlik. Sabit 0 fonksiyonu élgiilebilirdir ve {—f < c} = {f > —c} oldugundan (Teorem 7.1) — f
de élciilebilirdir. Onerme 7.2 sonucu verir.

Esitlikler. f(z) > 0 ise f*(z) = f(z) ve f(z) = 0; f(z) < 0ise fT(x) =0 ve f (z) = —f(x). Her
iki durumda da f*(z) ile f~(x)’ten en az biri sifirdir (boylece co — oo ortaya ¢ikmaz) ve iki esitlik
dogrudan saglanir.

|

Yani her 6l¢iilebilir fonksiyon, negatif olmayan iki 6lciilebilir fonksiyonun farkidir. integrali énce negatif
olmayan fonksiyonlar i¢in kurup sonra bu ayrisimla genisletecegiz.

Borel Olciilebilirlik

Tanimdaki “6l¢iilebilir kiime” yerine “Borel kiimesi” (Tanim 2.5) koyarsak daha dar ama bileske agisindan
daha iyi davranan bir sinif elde ederiz.

Tanim 7.6 (Borel Olgiilebilir Fonksiyon). E bir Borel kiimesi ve f : E — R olsun. Her ¢ € R icin
{z € E: f(z) < ¢} bir Borel kiimesi ise f’ye Borel 6l¢iilebilir (Borel measurable) denir.
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Yani olciilebilirlik tanimi aynen durur, yalniz kiimelerden daha fazlasi istenir. Bu simifin 6zellikleri aligtir-
malarda ele aliniyor.

Alistirmalar

Asagidaki sorular tanimin smurlarini yoklar ve bilegkeyle ilgili iki olumlu sonug verir.

Alistirma 7.1 (Birlesim Uzerinde Siireklilik). A ve B olgiilebilir kiimeler ve f : AU B — R olsun.
f’nin stirekli olmasi, A’ya ve B’ye kisitlamalarinin siirekli olmasina denk midir?

Coziim.

Denk degildir; yalniz bir yon dogrudur.

Dogru yon. f strekli ise kisitlamalar1 da siireklidir. Gergekten z € A ve € > 0 verilsin. f x’te stirekli
oldugundany € AUB,|y— =z | < diken| f(y) — f(z) | < e olan bir § > 0 vardir; bu kosul 6zellikle
her y € A i¢in gecerlidir. B i¢in de aynisi dogrudur.

Yanlhs yon. A = [0,1], B = (1,2] ve f = xg olsun; AU B = [0,2]. f|; = 0 ve f|z = 1 sabit, dolay1-
siyla stireklidir. Ama z,, =1+ 1/n € Bi¢inz,, — 1 iken

flz,) =1+ 0=f(1),

yani f, 1 noktasinda siirekli degildir.

Olciilebilirlik parcalara ayrilarak sinanabilir (Teorem 7.3); siireklilik ise stnanamaz, ciinkii parcalarm
birlestigi noktalarda iki tarafi birlikte kontrol etmek gerekir.

|

Alistirma 7.2 (Genigsletilmis Degerli Fonksiyonun Skaler Kati). h: E — R olciilebilir ve o € R
olsun. 0 - (+00) = 0 kuraliyla ah : E — R fonksiyonunun &lgiilebilir oldugunu gosterin.

Cozim.

¢ € R sabitleyelim ve {i¢ durumu ayiralim.

a = 0. Kural geregi ah = 0 ve {0 < ¢} kiimesi ¢ > 0 ise E, ¢ < 0 ise &’dir; ikisi de dlgiilebilir.
a > 0.a- (+00) = 400 oldugundan, h(z) sonlu da sonsuz da olsa

ah(z) < c< h(z) < c/a.

Yani {ah < ¢} = {h < ¢/a} 6lgiilebilirdir.
a < 0.Bukez a - (£00) = Foo ve negatif bir sayiyla bolmek esitsizligi ¢evirir:

ah(z) < c< h(z) > c/a.

{h > ¢/a} kiimesi Teorem 7.1 geregi 6l¢iilebilirdir.
Her durumda {ah < c} dlciilebilir oldugundan ah dl¢iilebilirdir.
|

Alistirma 7.3 (Mutlak Degeri ve Karesi Olgiilebilir Fonksiyon). Olciilebilir bir A kiimesi iizerinde,
kendisi 6l¢iilebilir olmadigi halde | f | ve f2 &lciilebilir olan bir f : A — R 6rnegi verin.

Cozim.
A =[0,1] alalim. m([0,1]) = 1 > 0 oldugundan [0, 1)’in 6l¢iilebilir olmayan bir V' alt kiimesi vardir
(Teorem 5.1). Isaretini V’ye gore segen

1, z€V,
f<””>:{_1,xe[o,1]\v

fonksiyonunu tanimlayalim.

| £ | ve f? olgiilebilir. Her noktada | f | = f2 = 1; sabit fonksiyonlar siireklidir, dolayisiyla dlciile-
bilirdir (Sonuc 7.1).

f olciilebilir degil. {f <0} = [0,1] \ V olur. Bu kiime l¢iilebilir olsayd: V' = [0,1] \ ([0,1]\ V")
de o6l¢iilebilir olurdu; celiski. Demek ki f 6l¢iilebilir degildir.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 72 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7.8 Alistirmalar 73

Aligtirma 7.4 (Yakinsaklik Kiimesi). F olgiilebilir ve {f,, : E — R} dlgiilebilir fonksiyonlarin bir
dizisi olsun. E, {f, (z)} dizisinin bir reel sayiya yakinsadigir « € E noktalarinin kiimesi olsun. E,
oOl¢iilebilir midir?

Cozim.

Evet. Fikir, yakinsaklig1 limiti anmadan, Cauchy 6l¢iitiiyle ve sayilabilir ¢coklukta kosulla yazmaktir.
Adim 1: Kiime esitligi. R tam oldugundan bir reel say:1 dizisi ancak ve ancak Cauchy dizisiyse bir
reel sayiya yakinsar. Yani « € E, olmasi, her k > 1 i¢in 6yle bir IV bulunmasidir ki her m,n > N icin
| fo(x) — fn(z) | <1/k olsun. “Her” kesisime, “vardir” birlesime karsilik geldiginden

o0

Ey = ﬂ U ﬂ Ek,m,n,

k=1 N=1 m,n>N
burada

Adim 2: Pargalar olciilebilir. f, — f,,, olciilebilirdir (Teorem 7.4) ve mutlak degeri de 6l¢iilebilirdir
(Sonug 7.4). Dolayisiyla her Ej ,, ,, 6l¢iilebilirdir.

Adim 3: Sonug. E, olciilebilir kiimelerden sayilabilir kesisim ve birlesimlerle elde edildiginden
olctilebilirdir (Teorem 2.4).

|

Aligstirma 7.5 (Sayilabilir Coklukta Siireksizlik). E olcilebilir ve f: E — R, sayilabilir ¢coklukta
nokta disinda siirekli olsun. f’nin dlciilebilir oldugunu gosterin.

Cozim.

D, f’nin siirekli olmadigi noktalarin kiimesi olsun; D sayilabilirdir.

Adim 1: m*(D) = 0. D = {d,,d,, ...} olsun. Her tek noktali kiime, uzunlugu 0 olan [d,, d;;] arali-
g1dir ve dis 6l¢tisti 0°dir (Teorem 1.1). Sayilabilir alt toplamsalliktan (Teorem 1.3)

m*(D) < 3" m*({d}) = 0.
k

Adim 2: Sonug. Sireksizlik kiimesi sifir 6l¢iilii oldugundan Sonug 7.2 geregi f 6l¢iilebilirdir.
|

Alistirma 7.6 (Seviye Kiimeleri Olgiilebilir Fonksiyon). E élgiilebilir ve f : E — R, her ¢ € R icin
f71(c) kiimesi 6lciilebilir olan bir fonksiyon olsun. f &lciilebilir olmak zorunda midir?

Coziim.

Hayir. Birebir bir fonksiyonun her seviye kiimesi en fazla bir noktadir ve bu tek bagma hicbir bilgi
vermez.

Adim 1: Ornek. E = (0, 1) alahm. m((0,1)) = 1 > 0 oldugundan (0, 1)’in él¢iilebilir olmayan bir V'
alt kiitmesi vardir (Teorem 5.1).

x, x€V,
f<x):{—a:7x€ (0,H)\V

olsun. f, V’yi (0,1)’in igine, (0,1) \ V’yi (—1,0)’1n i¢ine birebir gotiiriir; bu iki goriintii ayrik oldu-
gundan f birebirdir.

Adim 2: Seviye kiimeleri 6l¢iilebilir. f birebir oldugundan her c i¢in f~!(c) ya bostur ya da tek
noktalidir. Her iki durumda da dis dlctisii sifirdir ve dlciilebilirdir (Teorem 1.4).

Adim 3: f dlgiilebilir degil. V’nin noktalarinda f > 0, geri kalaninda f < 0 oldugundan {f > 0} =
V. Bu kiime olciilebilir degildir; Teorem 7.1 geregi f olciilebilir degildir.
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Aligtirma 7.7 (Rasyonel Egikler). F olgiilebilir ve f : E — R, her rasyonel cigin {z € E : f(z) > ¢}
kiimesi 6l¢tilebilir olan bir fonksiyon olsun. f 6lciilebilir olmak zorunda midir?

Coziim.
Evet. Rasyonel esikler biitiin reel egikleri belirler.
¢ € R keyfi olsun. Iddia:

{f>ct=UJ{r>ak

q€Q

q>c
2% f(z) > qg>cise f(x) >c. “C” f(x) > c ise rasyonel sayilarin yogunlugundan ¢ < ¢ < f(z)
olan bir ¢ € Q vardir; bu g igin z € {f > q}.
Sag taraf 6lciilebilir kiimelerin sayilabilir bir birlegimidir, yani her ¢ € R i¢in {f > ¢} ol¢iilebilirdir.
Teorem 7.1 geregi f Ol¢iilebilirdir.
|

Alistirma 7.8 (Sifirla Genisletme). E olgiilebilir ve f : £ — R olsun. z € E icin f@)=f(z).z ¢ E
icin f(z) = 0 ile tanimli f : R — R fonksiyonunun él¢iilebilir olmasinin, f’nin él¢iilebilir olmasina denk
oldugunu gosterin.

Coziim. R R
¢ € R sabitleyelim. E disinda f = 0 oldugundan, oradaki noktalar { f< c}’ye ancak ¢ > 0 ise girer:

A _ J{f<el c <0,
{f<c}_{{f<c}U(R\E),c>0.

f olciilebilir ise. {f < ¢} ve R\ E odlciilebilir oldugundan her iki durumda { f< c} ol¢iilebilirdir;
yani f Olculebilirdir.

f olgiilebilir ise. {f < ¢} = { f< c} N E iki élciilebilir kiimenin kesisimidir; yani f 8lciilebilirdir.
(Bu da Teorem 7.3'min bir 6zel durumudur.)

E’nin 6l¢iilebilir olmas: gereklidir: él¢illemeyen bir E tizerinde f = 0 alinirsa f = 0 olcilebilir, ama
tanim kiimesi 6l¢ilebilir olmadigindan f olciilebilir fonksiyon sayilmaz.

|

Alistirma 7.9 (Borel Kiimelerinin Ters Goriintiisit). F olciilebilir ve f : E — R olsun. f’nin 6l¢iile-
bilir olmasi icin gerek ve yeter kosulun, her A Borel kiimesi i¢in f~!(A) nin 6lciilebilir olmas1 oldugunu
gosterin.

Cozim.
Yeterlik. (—oo, ¢) acik, dolayisiyla Borel kiimesidir; {f < ¢} = f~1 ( (=00, ¢) ) dlctlebilirdir.
GereKklik. f olciilebilir olsun ve
Y={ACR: f1(A) olgilebilir}
diyelim. X bir o-cebiridir:
- f7Y(R) = E olgiilebilir, yani R € ¥;
« AeYise f IR\ A) =E\ f1(A) dlciilebilir;
« A, €Xise f1 (U, 4 ) =U, f71(A,) élgiilebilir.
Teorem 7.2 geregi her agik kiime ¥’dadir. B, acik kiimeleri iceren en kii¢iik 6-cebiri oldugundan (Tanim

2.5) B C Y. Yani her Borel kiimesi A icin f~1(A) 6lciilebilirdir.
|
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Alistirma 7.10 (Borel Olgiilebilir Fonksiyonda Araliklarin Ters Gériintiisii). f: E — R Borel
dlciilebilir olsun (Tanim 7.6). Her I araligt icin f~!(I) nin bir Borel kiimesi oldugunu gosterin.

Cozim.

Teorem 7.1'm ispatini, “6l¢iilebilir” yerine “Borel” diyerek tekrarliyoruz; kullanilan tek sey B’nin bir
o-cebiri olmasi ve E € B olmasidir.

Adim 1: Dort esik kitmesi. Her ¢ icin {f < ¢} € B verildi. Buradan

(f2a=B\{f<c), {f<ci=(){f<ctl/k}
k=1

ve {f > ¢} = E\ {f < ¢} Borel kiimeleridir.

Adim 2: Araliklar. f reel degerli oldugundan f~!(R) = E. Bos olmayan her I arahig, R, (a, o),
[a, 00) kiimelerinden biriyle R, (—oc0,b), (—oo,b] kiimelerinden birinin kesigimidir. Bunlarin ters
goruntileri sirasiyla E, {f > a}, {f > a}, {f < b}, {f < b}’dir ve Adim 1'e gore Borel kiimeleridir.
f71(I) bunlardan ikisinin kesisimi oldugundan Borel kiimesidir; f~ (&) = @ da dyledir.

|

Alistirma 7.11 (Borel Olgiilebilir Fonksiyonlarin Toplami1 ve Carpimi). f,g: E — R Borel 6lcii-
lebilir ve a, 8 € R olsun. af + Bg ve fg fonksiyonlarinin Borel 6l¢iilebilir oldugunu gosterin.

Cozim.

Teorem 7.4'in dort adimini Borel kiimeleriyle tekrarliyoruz.

Adim 1: Skaler kat. « = O ise {a.f < ¢}, Eyada @’dir. « > Oise {af < c} = {f < c/a};a < Oise
{af < ¢} ={f > ¢/a} ve bu kiime Alistirma 7.10 geregi Borel kiimesidir.

Adim 2: Toplam. Rasyonel sayilarin yogunluguyla

{f+g<6}=U({f<q}ﬂ{g<c—q})7

q€Q

Borel kiimelerinin sayilabilir birlesimidir. Adim 1 ile af + g Borel 6l¢iilebilirdir.

Adim 3: Kare. ¢ <O ise {f> <c} =@ c>0ise {f* <c}=f" ((—/c,/c) ) vebu, Alstirma
7.10 geregi Borel kiimesidir.

Adim 4: Carpim. fg = % [ (f+9)?2—f*—¢° ] oldugundan Adim 1-3 fg’nin Borel olciilebilir
oldugunu verir.

|

Alistirma 7.12 (Borel Olgiilebilirlik Lebesgue Olgiilebilirligi Gerektirir). Borel olciilebilir her
fonksiyonun Lebesgue olciilebilir oldugunu gosterin.

Coziim.

f+ E — R Borel o6lgiilebilir olsun. Her Borel kiimesi 6l¢ilebilirdir (Teorem 2.4). Dolayisiyla tanim
kiimesi F olgiilebilirdir ve her ¢ i¢in Borel kiimesi olan {f < ¢} élgiilebilirdir. Bu tam olarak Tanim
7.2"un kosuludur.

|

Alistirma 7.13 (Borel Olciilebilir Fonksiyonda Borel Kiimelerin Ters Goriintiisii). f: E — R
Borel él¢iilebilir ve B bir Borel kiimesi olsun. f~!(B)’nin bir Borel kiimesi oldugunu gésterin.

Coziim.

Y={ACR: f1(A) € B} olsun.

Adim 1: X bir o-cebiridir. f '(R)=E € B. A€ Lise f}(R\ A) = E\ f(A), iki Borel kiime-
sinin fark: olarak Borel kiimesidir. 4; € ¥ ise

U Ua) =4y e B
k k

Acgik Matematik - acik-matematik.com 75 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

76 Béliim 7. Olgiilebilir Fonksiyonlar

Adim 2: Acik kitmeler ¥’dadir. Her acik aralik Alistirma 7.10 geregi ¥.’dadir. Bos olmayan her agik
kiime, acik araliklarin sayilabilir bir birlesimidir (Lemma 2.3); Adim 1'e gére Y’'dadir. (@) = @
oldugundan bos kiime de ¥’dadur.

Adim 3: Sonug. B, acik kiimeleri igeren en kiigiik o-cebiri oldugundan (Tanim 2.5) B C ¥. Yani B €
Bise f1(B) € B.

]

Alistirma 7.14 (Borel Olgiilebilir Fonksiyonlarin Bileskesi). f: E — R ve g : D — R Borel 6lcii-
lebilir ve g(D) C E olsun. f o g : D — R fonksiyonunun Borel 8l¢iilebilir oldugunu gosterin.

Cozim.
f o g’nin tanim kiimesi D, g Borel dl¢iilebilir oldugundan bir Borel kiimesidir.c € Rve S = {z € E :
f(z) < ¢} olsun; S bir Borel kiimesidir. g(D) C F oldugundan

{yeD: flg(y) <c}={yeD:g(y) €S} =g1(9).

Alistirma 7.13 geregi g altinda Borel kiimesinin ters goriintiisii Borel kiimesidir. Yani {f o g < ¢} € B
ve f o g Borel dlciilebilirdir.
]

Alistirma 7.15 (Borel ve Lebesgue Olciilebilir Fonksiyonun Bileskesi). f: E — R Borel &lgiile-
bilir, g : D — R Lebesgue 6lgiilebilir ve g(D) C E olsun. fog: D — R fonksiyonunun Lebesgue
olciilebilir oldugunu gosterin.

Cozim.
D, g élgiilebilir oldugundan élgiilebilirdir. ¢ € Rve S = {z € E : f(z) < c} olsun; f Borel él¢iilebilir
oldugundan S bir Borel kiimesidir. Onceki ¢oziimdeki gibi

{feg<ct=g(9).

Alistirma 7.9 geregi olciilebilir bir fonksiyon altinda Borel kiimesinin ters gériintiisii 6l¢iilebilirdir. Yani
f o g dlctilebilirdir.

Siranin 6nemi: digtaki fonksiyonun Borel 6l¢iilebilir olmasi gerekir. Distaki yalniz Lebesgue 6l¢iilebilir
oldugunda S Borel kitmesi olmayabilir ve sonug ¢oker (Ornek 7.2).

]

Alistirma 7.16 (Icte Siirekli Fonksiyonlu Bileske). f: R — R olciilebilir ve g : R — R siirekli olsun.
f o g bileskesi 6l¢iilebilir olmak zorunda midir?

Cozim. ~
Hayir. Ornek 7.2 tam olarak bu durumu kurar: ) Cantor kiimesini sisiren fonksiyon (Teorem 6.3), v
onun R’ye siirekli, kesin artan genislemesi ve A C [0, 1], 9(A) 6l¢iilebilir olmayan olgiilebilir bir kiime
olsun.

« [ = xa 6lciilebilirdir, ¢iinkii A dlgiilebilirdir (Onerme 7.1).
« g = ¢!, Riizerinde siireklidir.
* fog =Xy Olilebilir degildir, ¢iinkii 1(A) dlciilebilir degildir.

Siirekli fonksiyon dista oldugunda ise bileske her zaman 6lciilebilirdir (Teorem 7.5); fark, g~ ’in acik
kiimeleri agik kiimelere gotiirmesi, ama ol¢tilebilir kiimeleri 6l¢iilebilir kiimelere gotiirmek zorunda
olmamasdir.

|

Alistirma 7.17 (Tersi Lipschitz Olan Fonksiyonla Bileske). f : [a,b] — R siirekli, kesin artan ve
tersi Lipschitz (Tanim 6.5) olan bir fonksiyon olsun. g : R — R dlciilebilir ise g o f : [a,b] — R fonksi-
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yonunun lciilebilir oldugunu gosterin. (Ipucu: Lipschitz bir fonksiyonun F, kiimelerini ve sifir dlciilii
kiimeleri nereye gétiirdiigiine bakin.)

Cozim.

¢ = f(a),d = f(b) olsun. f siirekli ve kesin artan oldugundan Ara Deger Teoremi ile [a, b]yi [c, d]'nin
tizerine birebir gétiiriir. h = f~1 : [c,d] — [a,b] olsun; varsayim geregi bir L > 0 igin | h(u) —
h(v) |[<L|u—v]|.

Adim 1: Problemi h’ye aktarma.t € Rve S = {y € R : g(y) < t} olsun; S él¢iilebilirdir. z € [a, b]
icin g(f(z)) < t olmasi1 f(x) € S N [c, d] olmasidir; f ile h birbirinin tersi oldugundan

{z €la,b]: g(f(z)) <t}=h(SN[cd]).

O halde h'nin [c, d]’nin 6l¢iilebilir alt kiimelerini dl¢iilebilir kiimelere gotirdiigiini gostermek yeter.
Adim 2: Sifir 8l¢iilis kitmeler. Z C [c,d], m(Z) = 0vee > Oolsun. Z'yi ), £(I;) < € olan acik I,
araliklariyla ortelim. J,, = I, N [¢, d] bir araliktir ve u, v € J), i¢in

| h(uw) = h(v) | < L uw—v| <L),

yani h(Jy), uzunlugu en fazla L £(1};) olan bir kapali araligin icindedir. h(Z) C (J, h(J;) oldugundan
monotonluk, sayilabilir alt toplamsallik (Teorem 1.3) ve Teorem 1.1 ile

m* (h(Z)) <Y LLI,) < Le.
k

¢ keyfi oldugundan m*(h(Z)) = 0.

Adim 3: F, kiimeleri. F' C [c, d] kapali ise sinirli ve kapali, yani kompakttir; b siirekli (Lipschitz)
oldugundan h(F') kompakt, dolayisiyla kapalidir. Gériintii birlegimle yer degistirdiginden [c, d]'nin F,
alt kiimelerinin goriintileri F kiimeleridir.

Adim 4: Olgiilebilir kiimeler. M C |[c, d] dlciilebilir olsun. Sonu¢ 3.1 geregi F C M vem(M \ F) =
0 olan bir F kiimesi F' vardir. O zaman

h(M) = h(F) Uh(M \ F).

Adim 3’e gére h(F) bir F, kiimesi, dolayisiyla él¢iilebilir (Teorem 2.4); Adim 2'ye gére h(M \ F) sifir
olcili, dolayisiyla 6l¢iilebilirdir (Teorem 1.4). Birlesimleri 6l¢iilebilirdir.

Adim 5: Sonug. S N [c, d] dlciilebilir oldugundan Adim 4’e gére h(S N [c,d]), yani {go f < t} dl¢iile-
bilirdir. [a, b] dl¢iilebilir oldugundan g o f 8l¢iilebilirdir.

|

Olgiilebilir fonksiyonlarin cebirsel islemlere kapali oldugunu gérdiik. Siradaki boliim Noktasal Limitler
ve Yaklasim, bu sinifin limit almaya da kapali oldugunu ve her dl¢iilebilir fonksiyona basit fonksiyonlarla
yaklasilabildigini gosteriyor.
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8.1

8. Noktasal Limitler ve Yaklasim

Bir fonksiyon dizisinin bir fonksiyona “yakinsamasi” bir¢ok farkli bicimde anlagilabilir. Bu béliimde en
dogal olanini, noktasal yakinsaklig: ele aliyoruz ve 6l¢iilebilirligin bu limit altinda korundugunu gosteri-
yoruz; sureklilik ve Riemann integrallenebilirlik i¢cin durum boyle degildir.

Ardindan Lebesgue integralinin yapi taslari tanitiyoruz: yalniz sonlu sayida deger alan 6l¢iilebilir fonk-
siyonlar, yani basit fonksiyonlar. Bolimiin ana sonucu, her 6l¢iilebilir fonksiyonun basit fonksiyonlarin
noktasal limiti oldugudur.

Noktasal Yakinsaklik

Once iki yakinsaklik kavramini ayiralim; ikincisi yalniz alistirmalarda ve karsilagtirma icin kullanilacak.

Tanim 8.1 (Noktasal Yakinsaklik). { fn BE— E} bir fonksiyon dizisi ve f : E — R olsun. Her 2 €
FE icin

lim f,(z) = f(z)

n—oo

ise {f,,} dizisi F tizerinde f ye noktasal yakinsar (converges pointwise) denir ve {f,,} — f yazilir.

Yani her nokta ayr1 ayr1 incelenir; = sabitken { f,,(x)} say1 dizisi f(z) e yakinsar.

Tamim 8.2 (Diizgiin Yakinsaklik). {f,,: E — R} ve f: E — R olsun. Her € > 0 i¢in bir N indisi
varsa ki

n>N ve e E=| f(z)—f,(x) |<e

olur, {f,,} dizisi F iizerinde f ye diizgiin yakinsar (converges uniformly) denir.

Yani IV yalniz € a baghdir, noktaya bagl degildir. Diizgiin yakinsaklik noktasal yakinsaklig1 gerektirir;
tersi dogru degildir.

Ornek 8.1 (Siireksiz Noktasal Limit). [0, 1] iizerinde f, () = 2™ olsun. Noktasal limiti bulun; yakin-
sakligin diizglin olmadigini ve limitin 6l¢tilebilir oldugunu gosterin.

Coziim.
Noktasal limit. 0 < z < 1ise 2™ — 0, x = 1 ise 2™ = 1 dir. Dolayisiyla { f,,} noktasal olarak

0,0<x <1,
f(x)_{l,:czl

fonksiyonuna yakinsar. Her f,, siirekli oldugu halde f, z = 1 de siireksizdir.
Diizgiin degil. z, = 27/" € [0,1) noktasinda f,(z,) = 1 ve f(z,) = 0 dir. Buna gore her n icin
supjo 1y f—fu | = 1 olur; € = 1 icin uygun bir N bulunamaz.
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80 Boliim 8. Noktasal Limitler ve Yaklasim

0 limit f 1

Sekil 8.1: x, 22, x°, x*° grafikleri ve noktasal limit f(turuncu): [0, 1) iizerinde 0, x = 1'de 1. Isaretli noktalar
X, = 277" degerleridir; her f, orada 1/2 degerini alir ve bu noktalar 1'e kayar. Bu ylizden sup |f - f;| hicbir
zaman 1/2'nin altina inmez.

Olgiilebilir. f = Xy, dir. Her ¢ i¢in {2 € [0,1] : f(z) > ¢} kiimesi &, {1} ya da [0, 1] dir; ticii de
Olciilebilirdir.
|

Riemann integrallenebilirlik de noktasal limitte kaybolabilir: [0, 1] deki rasyonel sayilar q;, g5, ... diye
siralanir ve f,, = x4, . o,y alinirsa her f, Riemann integrallenebilir, ama limit xgno ;] degildir. Olgiile-
bilirlik ise korunur.

Teorem 8.1 (Olciilebilir Fonksiyonlarin Noktasal Limiti). { foni E— E} olgiilebilir fonksiyonlarin
bir dizisi olsun ve E iizerinde hemen her yerde (Tanim 4.2) f : E — R fonksiyonuna noktasal yakinsasin. O
zaman f olciilebilirdir.

Ispat.

Olgiilebilirligin denk kosullarindan (Teorem 7.1) herc € Rigin {z € E : f(z) < ¢} kiimesinin élciilebilir
oldugunu gostermek yeter.

Adum 1: Istisna kiimesini ayumak. Z C E, m(Z) = 0 olan ve disinda f,,(z) — f(x) olan kiime
olsun; E' = E'\ Z olgiilebilirdir.

{reE:fx)<ct={z€FE :fx)<ctU{zeZ: f(z)<c}

yazalim. Tkinci kiime sifir 6l¢iilii Z nin alt kiimesidir, dus élciisii sifirdir ve bu yiizden élciilebilirdir (Teorem
1.4). Geriye birinci kiimeyi incelemek kalir.
Adim 2: Limit kosulunu kiimelere cevirmek. x € E’ icin sunu gosterelim:

1
f(z) <c<3In,k oyle ki ijk:fj(x)<c—ﬁ.

(=) f(z) < cise f(z) < ¢ — 1/n olacak birn vardwr (f(x) = —oo ise her n uygundur). Limitic — 1/n
den kiiciik olan {fj(m)} dizisinin terimleri bir k indisinden sonra ¢ — 1/n den kiigiiktiir. (<) Her j > k
igin f;(x) < ¢ —1/n ise limite gecerek f(x) < ¢ —1/n < c bulunur.

Adim 3: Olgiilebilirlik. Adim 2 su esitligi verir:
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o0

{z el flz)<c}= U m{xGE”:fj(m)<c—%}.

n,k>1 j=k

Sagdaki her kiime, olgilebilir {x € E : f;(x) < c—1/n} kiimesiyle E’ niin kesisimidir. Olgiilebilir
kiimeler bir o-cebiri oldugundan (Teorem 2.4) sayilabilir kesisim ve birlesim de dlciilebilirdir.
|

Yani siirekliligin ve Riemann integrallenebilirligin aksine ol¢iilebilirlik noktasal limitle, hatta sifir 6l¢iilii
bir kiime disindaki noktasal limitle korunur.

Basit Fonksiyonlar

Riemann integrali basamak fonksiyonlariyla kurulur. Lebesgue integralinde aymi rold, olciilebilir kiime-
lerin karakteristik fonksiyonlarmnin dogrusal birlesimleri oynar.

Tanim 8.3 (Basamak Fonksiyonu). h:[a,b] = Rolsun. [a,b] ninbira =2y <z; <..<z, =b

boliintiisti (partition) varsa ki h her (x;_;, x;) acik aralifinda sabittir, h ye basamak fonksiyonu (step
function) denir.

Yani h sonlu sayida aralik tizerinde sabittir; bolintii noktalarindaki degerleri keyfidir.

Tanim 8.4 (Basit Fonksiyon). Olgiilebilir ve yalniz sonlu sayida deger alan reel degerli bir ¢ : E — R
fonksiyonuna basit fonksiyon (simple function) denir.

Yani basit fonksiyon, F yi sonlu sayida 6l¢tilebilir pargaya boliip her parcada sabit olan fonksiyondur. Her
basamak fonksiyonu basittir, ama xgno,1) basit olup basamak fonksiyonu degildir.

Tanim 8.5 (Yaribasit Fonksiyon). Olgiilebilir ve yalniz sayilabilir sayida deger alan reel degerli bir
fonksiyona yaribasit (semisimple) denir.

Yani yaribasit fonksiyonlar, basit fonksiyonlarda “sonlu” kogulunun “sayilabilir” diye gevsetilmesiyle elde
edilir.
Onerme 8.1 (Basit Fonksiyonlarin Cebirsel Kapamis1). A C E olgiilebilirse x 4 basittir. o, ) basit

vea, B € R ise ap + 1, b ve max{p, v} de basittir. Ozellikle dlgiilebilir kiimelerin karakteristik fonksi-
yonlarinin dogrusal birlesimleri ve ¢carpimlari basittir.

Ispat.

Karakteristik fonksiyon. x 4 yalniz 0 ve 1 degerlerini alir. Her c i¢in {z € E : x 4(x) > ¢} kiimesi,
c<0iseE,0<c<1liseA,c>1ised duwr;iici de olgiilebilirdir.

Deger sayisi. p nin degerleri {al, ceey ap}, 1 ninkiler {b17 iy bq} ise ap + B, w1 ve max{p, Y} nin
degerleri sirasiyla aa; + Bb;, a;b; ve max{ai, bj} bicimindedir; en fazla pq tanedir.

Olgiilebilirlik. Dogrusal birlesim ve carpim Teorem 7.4 ile dl¢iilebilirdir. Maksimum icin her c de

{max{p, ¥} > c} = {p>ctU{p>c}

iki olciilebilir kiimenin birlesimidir.
|

Bir basit fonksiyonu karakteristik fonksiyonlar cinsinden yazmanin tercih edilen bir yolu vardir.
Tanim 8.6 (Kanonik Gosterim). ¢ : E — R basit olsun ve birbirinden farkli ¢, ..., ¢,, degerlerini alsin.
E,={z € E:px)=c,}icn

n
Y= Z ¢y Xg, (B izerinde)
k=1
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yazilisina ¢ nin kanonik gosterimi (canonical representation) denir.

Yani kanonik gosterimde E}, lar ayriktir, birlesimleri E dir ve ¢;, lar farklidir; bu ti¢ 6zellik g6sterimi
(terim siras1 diginda) tek kilar, ¢iinkii ¢ tam E), tzerinde ¢, degerini alir. B}, = {p > ¢} N {p < ¢}
oldugundan her E, 6l¢tilebilirdir.

Ornek 8.2 (Kanonik Gosterimi Bulmak). R iizerinde ¢ = X[0,2] T X1,3) basit fonksiyonunun kanonik
gosterimini yazin.

Cozim.
Her z i¢in (), z i igeren aralik sayisidir; degerler 0, 1, 2 dir. Iki aralikta birden bulunan noktalar [1, 2],
yalniz birinde bulunanlar [0, 1) U (2, 3] tiir. Buna gore

¢=0-xg, +1 Xponues +2 X2 E, =R\[0,3].

Verilen yazilista [0, 2] ve [1, 3] ayrik olmadigindan o yazilig kanonik degildir.
|

Basit Yaklasim

Sinirh bir 6l¢iilebilir fonksiyonu, deger kiimesini kiiciik araliklara bolerek alttan ve tistten basit fonksi-
yonlarla sikistirabiliriz. Riemann’in tanim kiimesini b6lmesinin aksine burada bélinen, deger kiimesidir.

Lemma 8.1 (Basit Yaklasim Lemmasi). f : E — R dl¢iilebilir ve sinirli olsun. Here > 0 i¢in E iizerinde
Y < f<Y, ve 0Ky, —p, <c¢
kosullarini saglayan ¢_, v, : E — R basit fonksiyonlar: vardir. Ayrica f > 0 ise o, > 0 secilebilir.
ispat.
Adim 1: Deger araligini bolmek. f(E) C [c,d) olacak sekilde bir sitmirli [c, d) aralifi segelim (f > 0
ise ¢ = 0 alinr). [c, d] nin
c=Y <Y < <Yp1<Yp=d  Y—yp1<e (1<k<n)
bir boliintistinii alalim ve 1 < k < n icin

I = [Yr—1,Yr) By =) = {1 < F <wi}

tanimlayalim. f olgiilebilir oldugundan her E,, dlgiilebilirdir; I, lar ayrik olup [c, d) yi orttigiinden E,
lar da ayriktir ve birlesimleri E dir.
Adim 2: Alt ve iist fonksiyon.

n n
Y= UpaXp, Vo= UkXg,
k=1 =1

olsun. Bunlar él¢iilebilir kiimelerin karakteristik fonksiyonlarinin dogrusal birlesimleri oldugundan basit-
tir (Onerme 8.1).
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RN ING

t
N

Sekil 8.2: Deger araliiy, <y, <... <y4 noktalariyla boliniir. Ex = {yi_; < f <y} kitmeleri alttaki satirlarda
goriliir; birkag araliktan olusabilirler. ¢. her Ex iizerinde yi_,, Y ise y« deferini alwr; ikisi £'yi alttan ve
tistten bir serit genisligi icinde sikistirir.

Adim 3: Yaklasim. x € E ise x tam bir E}, ya aittir ve orada
() = Yy < f(2) <yp = Ye(2)

olur; dolayisiyla ¥ (z) — p.(z) =y, — Y_1 farks negatif degildir ve £ dan kiigiiktiir. ¢ = 0 secildiyse
@, nin degerleriyy, ...,y,_, > 0 dir.
u

Yani sinurl: 6l¢iilebilir bir fonksiyon, istenen incelikte iki basit fonksiyonun arasina sikigtirilabilir; f ile bu
fonksiyonlarin fark: her yerde € dan kii¢iiktiir.
Sinirsiz fonksiyonlar ve sonsuz 6l¢iilii tanim kiimeleri i¢in, sifirdan farkli oldugu yeri kiiciik tutacagz.

Tanim 8.7 (Sonlu Destekli Fonksiyon). Olciilebilir bir f : E — R fonksiyonu, sonlu 6lgiilii bir E, C
E kiimesinin diginda sifirsa, yani m(E,) < oo ve E \ E, tizerinde f = 0 ise, f ye sonlu destekli (of
finite support) denir.

Yani sonlu destekli bir fonksiyonun sifirdan farkli oldugu kiime sonlu 6l¢iilii bir kiitmenin iginde kalir.

Teorem 8.2 (Basit Yaklasim Teoremi). f: E — R olciilebilir olsun. E iizerinde f ye noktasal yakin-
sayan ve her n igin

| o, | <| f| (E tizerinde)

kosulunu saglayan, sonlu destekli basit fonksiyonlardan olusan bir {y,, : E — R} dizisi vardir. f > 0 ise
{©,} ayrica artan ve her @,, > 0 secilebilir.

Ispat.

Once f > 0 durumunu kanitlayip genel durumu ona indirgeyecegiz.

Adim 1: Kesme ve lemma (f > 0). Hern icin E,, = {z € E : f(z) < n} dlgilebilirdir. Kisitlama ile
parcalara ayirma Onermesine gore f nin E, ye kisitlamasi él¢iilebilirdir ve 0 < f < n sagladigindan
sirlidir. Basit yaklasim lemmasini (Lemma 8.1) € = 1/n ile uygulayp, f > 0 oldugundan ¢, >0
secerek E,, iizerinde 0 < ¢, < f <, vet),, — @, < 1/n olan basit @,,,1,, buluruz. Buradan
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1
0, <f ve 0 f—o, <V, —¢,<— (E,, tzerinde). (1)
n

©, yi f(x) > n olan noktalarda ¢, (xz) = n diyerek biitin E ye genisletelim. Genisletilmis ,, sonlu
sayida deger alir ve her c icin {¢p,, > c} kiimesi, E, deki dlgiilebilir {¢,, > c} kiimesiyle (n > c ise)
olciilebilir { f > n} kiimesinin birlesimidir; yani ¢,,, E iizerinde basittir. Ayrica E iizerinde 0 < ,, <
f dir.

Adum 2: Noktasal yakinsaklik. z € E olsun. f(x) = oo ise hern igin ¢, (x) = n — oco. f(x) < oo ise
hern > f(z) icinz € E,, olurve (1)den0 < f(x) — ¢, () < 1/n bulunur. Her iki durumda ¢, (x) —
f(2).

Adwm 3: Artanlik ve sonlu destek. Her n igin
en = max{(pl? ) (pn} " XEN[—n,n]

tanimlayalim. Onerme 8.1 geregi 0,, basittir. Iki carpan da negatif olmayp n ile artan oldugundan {0, }
artandirve 0 < 0,, < f dir. 8,,, él¢iisii en ¢ok 2n olan E N [—n, n] disinda sifirdir; yani sonlu desteklidir.
Son olarak sabit bir z iginmn > | = | olunca

pn(z) <0,(z) < f(z)

olur ve Adim 2'den 0,,(x) — f(x) ¢ikar. Béylece {6,,}, f > 0 icin istenen dizidir.

Adim 4: Genel durum. f* = max{f,0} ve f~ = max{—f,0} olsun. Her c i¢in {f* > c} kiimesi
c>0ise {f>c} c<O0ise E dir; f~ i¢in de benzer oldugundan ikisi de negatif olmayan élciilebilir
fonksiyonlardir ve

==, 1frl=fr+f

dir. Adim 3% f* ve f~ ye uygulayarak 0 < 6t < f*,6F — f* olan sonlu destekli basit 0}, 0, bulalim
vep, = 0 — 0 diyelim. p,, basittir ve iki sonlu 6l¢iilii kiimenin birlesimi disinda sifirdir. Her z te f ()
ile f~(z) ten en az biri sifirdir; 0 zaman karsilik gelen 0 (z) de sifirdir. Dolayisiyla co — oo belirsizligi

dogmaz,

pn(x) = fH(2) = f7(x) = f(x) ve |, |<Op+0,<[f].

Yani her 6l¢ulebilir fonksiyon, sonlu destekli basit fonksiyonlarin noktasal limitidir; negatif olmayan
fonksiyonlara alttan artarak yaklagilabilir. Lebesgue integrali tam da bu yaklasim iizerine kurulacak.

Aligstirmalar

Asagidaki alistirmalar dizgiin yakinsakligy, basit yaklasimin gesitlerini ve olciilebilirligin limitlerle
korunmasimi pekistiriyor.

Alistirma 8.1 (Dini Teoremi). {f, : [a,b] — R} siirekli fonksiyonlarin artan bir dizisi olsun ve siirekli
bir f: [a,b] — R fonksiyonuna noktasal yakinsasin. Yakinsakligin [a,b] iizerinde diizgiin oldugunu
gosterin. (Ipucu: € > 0 icin E,, = {x € [a,b] : f(z) — f,(z) < €} kiimelerini inceleyin ve Heine-Borel
teoremini kullanin.)

Coziim.
€ > 0 verilsin. Dizi artan ve f ye yakinsak oldugundan her z ve her n icin f,, () < f(z) dir.
Adim 1: Acik ortii. Her n icin

E, ={z€a,b]: f(z)— f,(z) <e}

olsun. f — f,, siirekli oldugundan E,, (—o0,¢) acik aralifinin ters géruntiisiidiir; yani bir O, agik
kamesi icin E,, = O, N [a, b] dir (bkz. Analiz 1: Stireklilik). f,, < f,,; oldugundan f—f, ., < f—
fove E, CE,, dir. Her z i¢in f, (z) — f(z) oldugundan bir n de f(z) — f,(z) < e, yaniz € E,,
olur. Buna gére {0, }, [a, b] nin acik bir ortiistidiir.
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Adim 2: Sonlu alt értii. [a, b] kapali ve sinirli oldugundan Heine-Borel teoremine gore kompakttir
(bkz. Analiz 1: Kompaktlik ve Heine-Borel); dolayisiyla sonlu tane O, , ..., C?np kiimesi [a, b] yi 6rter.

N = max{nl, cey np} alirsak E,, ler artan oldugundan

[a,b] = E, U..U E, =Ey.

Adim 3: Diizgiinliik. n > N ve z € [a,b)] icin fy(z) < f,(z) < f(z) ve z € E oldugundan
0< fz) = fulz) < fl2) = fn(z) <e

N yalniz € a baghdir; yakinsaklik dizgiindiir.
|

Alistirma 8.2 (Yaribasit Fonksiyonlarla Diizgiin Yaklasim). f: E — R olciilebilir olsun. E tizerin-
de f ye diizgiin yakinsayan yaribasit fonksiyonlardan olusan bir dizi bulundugunu gésterin.

Cozim.

Fikir, deger eksenini 1/n uzunluklu araliklara bolmektir; f sinirsiz olabileceginden sayilabilir sonsuz
aralik gerekir.

Adim 1: Tanim. n > 1 ve k € Z i¢in

E+1
<_

k k
En,k:{xEE:ﬁSf(x) n g fn:ZﬁXEnk
keZ

olsun. f reel degerli oldugundan her z, k = [nf(z)] icin tam bir E,, ; ya aittir; toplam her noktada
tek terimlidir ve f,, = |nf]/n dir.
Adim 2: Yaribasitlik. Her

E,p={f2k/n}n{f <(k+1)/n}
kiimesi ol¢iilebilirdir. f,, nin degerleri {k/n : k € Z} sayilabilir kiimesindedir. Her ¢ i¢in

{.’EEE:fn(.’L‘)<C}: U En,k

k:k/n<c
olcilebilir kiimelerin sayilabilir birlesimidir; dolayisiyla f,, 6l¢tilebilir ve yaribasittir.
Adim 3: Diizgiin yakinsaklik. z € E,, ; ise f,,(z) = k/n < f(z) < (k+1)/n, yani
1
0< @)~ ful) < (zEB)

Sinir x ten bagimsizdir; {f,, }, E tizerinde f ye diizgiin yakinsar.
]

Aligtirma 8.3 (Biiyiik Bir Kiimede Sinirlilik). m(E) < co ve f : E — R 6l¢iilebilir olsun. Her ¢ >
0 i¢in f nin E; iizerinde sinirli oldugu ve m(E \ E;) < ¢ saglayan 6l¢iilebilir bir £, C E bulundugunu
gosterin.

Cozim.
Adim 1: Artan kiimeler. Her £ igin

Ey={zcE:| f(x) [<k}={f<kn{f>—k}

olciilebilirdir ve £}, C E,_; dir. f reel degerli oldugundan her z i¢in | f(z) | < k olacak bir k vardir;
yani (J, By = E.

Adim 2: Siireklilik. Olgiiniin siirekliliginden (Teorem 4.3) m(E,) — m(E) dir. m(E) < oo oldugun-
dan ¢ikarma 6zelligi

m(E\ Ey) = m(E) —m(Ey) — 0
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verir.

Adim 3: Secim. m(E \ E,) < € olan bir k secip E, = E;, alalm. E, tzerinde | f | < k, yani f
siirhdir.

]

Alistirma 8.4 (Bityiik Bir Kiimede Diizgiin Basit Yaklasim). m(E) < oo ve f : E — R 6lgiilebilir
olsun. Here > Oi¢cinm(E \ E;) < € olan élgiilebilir bir E, C FE ve Ej, iizerinde f ye diizgiin yakinsayan
basit fonksiyonlardan olusan bir {¢,, : E — R} dizisi bulundugunu gésterin.

Coziim.

Adim 1: Sinirhi parca. Onceki aligtirmaya (Alistirma 8.3) gére m(E \ E;) < € olan ve iizerinde f nin
smirli oldugu ol¢tilebilir bir £, C E vardir.

Adim 2: Lemma. f nin E, ya kisitlamasi sinirli ve élciilebilirdir. Basit yaklagim lemmasini (Lemma
8.1) e = 1/n ile uygulayarak E, iizerinde ¢,, < f <4, ve 1, — @,, < 1/n olan basit @,,, 1, buluruz.
Buradan E, tizerinde 0 < f — ¢, < 1/n.

Adim 3: E ye genisletme. ¢,,, E, iizerinde ¢,, ye, E \ E, tizerinde 0 a esit olsun. ¢,, sonlu sayida
deger alir ve her ¢ i¢in {¢,, > c} kiimesi {@,, > c} ile (yalmz ¢ < 0 iken) E \ E, kiimesinin birlesi-
midir; yani ¢,,, E Gizerinde basittir.

Adim 4: Diizgiinliik. sup,.p | f(z) — ¢, () | < 1/n — 0; yani {¢,}, E, izerinde f ye diizgiin
yakinsar.

|

Alistirma 8.5 (Karakteristik Fonksiyonun Basamak Fonksiyonuyla Yaklasimi). E C [a, b] ol¢i-
lebilir ve f = x g : [a,b] = R olsun. Her £ > 0 icin E,, lizerinde h = f ve m([a,b] \ E;) < € olacak
sekilde olciilebilir bir E, C [a, b] ve bir h : [a, b] — R basamak fonksiyonu bulundugunu gosterin.

Coziim.
Adim 1: Araliklarla yaklasim. m(E) < b — a < oo dir. Teorem 3.3 geregi ayrik, sinurly, agik I, ..., I,
araliklar1 vardir ki & = U:: | i i¢in

m(EAU) <e.

Adim 2: Basamak fonksiyonu. h = x;, nun [a, b] ye kisitlamasi olsun. a, b ve (a, b) ye diigen biitiin
I, u¢ noktalarim siralayarak a = 2y < z; < ... < z,,, = b boluntisini kuralm. Bir J = (z,_4,x;)
agik aralif hicbir I, = (e, §) u¢ noktasin icermez. J bir I, y1 keserse o < z; _; ve z; < 8 olmak
zorundadir, yani J C I, dir. Dolayisiyla J ya & nun i¢indedir ya da onunla ayriktir; A, J tizerinde
sabittir. Demek ki & bir basamak fonksiyonudur.

Adim 3: Esitlik kiimesi. E, = [a,b] \ (E AU) 6lctlebilirdir. € E ise x € E < x € U dur, yani

W) = xp(z) = £(z). Aynea
m([a,b]\ Ey) =m ( [a,b] N (EAU) ) <m(EAU) <e.

Aligstirma 8.6 (Kesisimin Karakteristik Fonksiyonu). A ve B ayni bir kiimenin alt kiimeleri olsun.
XAnB = X4 - Xp oldugunu gosterin.

Coziim.

Iki taraf da yalniz 0 ve 1 degerlerini alir. x 4 (z)x 5(z) = 1 ancak ve ancak iki ¢arpan da 1, yani z € A
ve x € Bise saglanir; budax € AN B, yani x 4~p(2) = 1 demektir. Diger biitiin noktalarda iki taraf
da 0 dir.

|

Aligstirma 8.7 (Birlesimin Karakteristik Fonksiyonu). A ve B ayni bir kiimenin alt kiimeleri olsun.
XAUB = XA + XB — X4 - Xp oldugunu gésterin.
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Cozim.
Bir z noktasinin dort olas1 konumunda sag tarafi hesaplayalim:

Konum XA XB XA+ XB— X AUB
XAXB

r€ANB 1 1 1+41—-1=1 1

zeA\B 1 0 1 1

zeB\A 0 1 1 1

c¢ AUB 0 0 0 0

Her durumda iki taraf esittir.
|

Alistirma 8.8 (Farkin Karakteristik Fonksiyonu). A ve B ayni bir kiimenin alt kiimeleri olsun.
Xa\B = [Xa — X8| - X4 oldugunu gésterin.

Coziim.

x ¢ Aise x4 (x) = 0 oldugundan sag taraf 0 dir; z ¢ A\ B oldugundan sol taraf da 0 dir. z € A ise
sag taraf 1 — x g() olur. Bu deger € B iken 0, x ¢ B iken 1 dir. Sol taraf da tam olarak x € A\ B,
yani z ¢ B iken 1 dir. Her durumda iki taraf esittir. (Bagka bir yaziligla sag taraf x 4 — X4 X5 = X4 —

X anp dir)
| ]

Alistirma 8.9 (Dizinin Infimum ve Supremumu). { foni BE— E} olctlebilir fonksiyonlarim bir dizisi
olsun. inf,, f,, ve sup,, f,, fonksiyonlarinin 6l¢iilebilir oldugunu gosterin.

Coziim.

g = inf, f, ve h = sup,, f,, genisletilmis reel degerli fonksiyonlardir. Ol¢iilebilirligin denk kosullarina
(Teorem 7.1) gore h icin {h > c}, g i¢in {g < ¢} kiimelerinin her ¢ € R i¢in él¢iilebilir oldugunu
gostermek yeter.

Supremum. h(z) > c ancak ve ancak c sayisi { f,, (z)} in bir iist sinir1 degilse, yani bir n i¢in f,,(z) >
¢ ise saglanir. Dolayisiyla

{r €E:h(x)>c}= U{xEE:fn(a:)>c}.
n=1
Infimum. Ayni bigimde g(z) < ¢ ancak ve ancak bir n i¢in f,,(7) < c ise saglanir:

(e )
{zreFE:g(x)<c}= U{er:fn(:c)<c}.
n=1
Sag taraflar 6l¢iilebilir kiimelerin sayilabilir birlegsimidir ve Teorem 2.4 geregi olciilebilirdir.
|

Alistirma 8.10 (Genel Durumun Pozitif Durumdan Elde Edilmesi). f: E — R &lciilebilir olsun;
E,={z€E:f(xr)>0}veE_={z € E: f(x) <0} diyelim. f nin E_ ve E_ ye kisitlamalarini kul-
lanarak, basit yaklasim teoreminin genel halini negatif olmayan fonksiyonlar i¢in olan halinden tiiretin.

Cozim.
Adim 1: Iki pozitif problem. E, = {f > 0} ve E_ = {f < 0} élciilebilirdir (Teorem 7.1) ve E, U
E_ = E dir. Kisitlama ile parcalara ayirma Snermesine gére f |p_ve f [ olciilebilirdir. —f |5 de

ol¢ilebilirdir, ¢iinki her ¢ igin
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{reE_:—f(z)<c}={z€E_: f(z)>—c}

olcilebilirdir. Boylece f | B, ve —f | negatif olmayan olciilebilir fonksiyonlardir. Basit yaklasim
teoreminin (Teorem 8.2) negatif olmayan haline gore

0<40, <f(E, tzerinde), 0<n, <—f(E_ tuzerinde)

olan, sirasiyla f ye ve —f ye noktasal yakinsayan sonlu destekli basit 8, : E, -+ Rven, : E_ - R
fonksiyonlar1 vardir.

Adim 2: Yapistirma. z € E, ise ¢, (z) = 0,(z), z € E_ ise ¢, (z) = —n,,(x) olsun. ki kiime {f =
0} tizerinde kesigir; orada 0 < 0, < f =0ve 0 <7, < —f = 0 oldugundan iki tamum da 0 verir ve
©,, iyl tanimhdir.

Adim 3: Basitlik ve sonlu destek. ¢,, sonlu sayida deger alir. Her ¢ igin

{zeE:p,(z)>c}={z€E, :0,(z)>ctU{z € E_:—n,(z)>c}

olculebilir iki kiimenin birlesimidir; yani ¢,, basittir. ¢,, # 0 olan kiime, 6,, ve 7,, nin sonlu él¢li
destek kiimelerinin birlesiminde kalir; ¢,, sonlu desteklidir.

Adim 4: Yaklagim kosullari. E, iizerinde | ¢, | =0, < f=| f|ve ¢, =0, — f; E_ tizerinde
| o | =n,<—f=1f]vee,=-n, — f Boylece {¢,}, E tzerinde f ye noktasal yakinsar ve

| ¢n [ < f | saglar
|

Alistirma 8.11 (Artan Fonksiyonun Olciilebilirligi). f : [a,b] — R artan olsun. Once her n icin z
f(z) + z/n kesin artan fonksiyonunun 6l¢iilebilir oldugunu gésterip ardindan noktasal limit alarak f nin
olctlebilir oldugunu kanitlaym.

Cozim.

Adim 1: Kesin artanlik. g, (z) = f(z) + z/n olsun. z < y ise f(x) < f(y) ve z/n < y/n oldugun-
dan g,,(z) < g,,(y) dir.

Adim 2: g,, 6lgiilebilir. c € R ve S = {z € [a,b] : g, (z) <c} olsun. x € S ve a <z’ <z ise
9,(2") < g,(z) < ¢,yaniz’ € S dir. Demek ki S bos degilse a y1iceren ve sola dogru “delik” icermeyen
bir kitmedir: s = sup S i¢in S = [a, s) yada S = [a, s] dir. Her durumda S bir araliktir (ya da bostur) ve
araliklar élgiilebilirdir (Teorem 2.3). Olgiilebilirligin denk kosullarindan (Teorem 7.1) g,, 6lciilebilirdir.
Adim 3: Limit. Her z € [a,b] i¢in | z/n | < max{| a |,| b |}/n — 0 oldugundan g, (z) — f(z) dir.
Olgiilebilir fonksiyonlarin noktasal limiti dlciilebilir oldugundan (Teorem 8.1) f élciilebilirdir.

|

Noktasal yakinsaklik olciilebilirligi korur, ama ¢ogu zaman diizgiin yakinsakligin sagladigi kontrolii
vermez. Siradaki béliim Littlewood un Uc Ilkesi, Egoroff ve Lusin Teoremleri, sonlu 6l¢iili kiimelerde
noktasal yakinsakligin kii¢iik bir kiitme disinda diizgiin oldugunu gésteriyor.
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9.1

9. Littlewood, Egoroff ve Lusin Teoremleri

Olgiilebilir kiimeler ve fonksiyonlar ilk bakista cok genel, hatta vahsi nesneler gibi gériiniir. Littlewood
bu genelligin sanildig1 kadar korkutucu olmadigin: ti¢ ilkeyle 6zetler (Littlewood’s three principles):

« her olciilebilir kiime neredeyse sonlu sayida araligin birlesimidir;
« her olciilebilir fonksiyon neredeyse stireklidir;
« Olciilebilir fonksiyonlarin noktasal yakinsak her dizisi neredeyse diizgiin yakinsaktir.

9 €.

Buradaki “neredeyse”, “6l¢uisii istenildigi kadar kiigiik bir kiime disinda” demektir. Birinci ilkenin kesin
bi¢imini zaten kanitladik: sonlu 6l¢iili E ve € > 0 i¢in agik araliklarin sonlu, ayrik bir birlegimi & vardir
ki m(E\U)+m(U \ E) < € olur (Teorem 3.3). Bu béliimde t¢iincii ilkeyi Egoroff teoremi, ikincisini
Lusin teoremi olarak kanitliyoruz.

Egoroff Teoremi

Noktasal yakinsaklik diizgiin olmayabilir; ama sonlu 6l¢ilii bir kiitmede bozulma, 6l¢tisti kiigiik bir parcada
toplanir. Anahtar adim, tek bir hata pay1 7 igin bu parcay1 bulmaktir. Asagida {f,} dizisinin f’ye F
tuzerinde diizgiin yakinsamasi, sup,c | f,(z) — f(z) | = 0 demektir.

Lemma 9.1 (Tek Hata Pay1 I¢in Egoroff). m(E) < co olsun ve { f, : E — R} élgiilebilir fonksiyonlar
dizisi E iizerinde noktasal olarak f : E — R fonksiyonuna yakinsasin. Hern > 0 ve § > 0 igin

ACE, m(E\A)<$§
ve hern > N icin A iizerinde | f, — f | < n olacak bicimde él¢iilebilir bir A kiimesi ve bir N indisi vardir.

ispat.
Adim 1: Iyi noktalar kiimeleri. f olciilebilir fonksiyonlarin noktasal limiti oldugundan olciilebilirdir
(Teorem 8.1). f — f,, olciilebilir (Teorem 7.4) ve

{zeE:| f(z)= fila) | <n} ={f = fi <m} O {f = fi > —n}

oldugundan (Teorem 7.1) herk igin{z € E : | f(z) — f,(z) | < n} él¢iilebilirdir. Olgiilebilir kiimeler bir
o-cebiri oldugundan (Teorem 2.4)

E,={re€FE:her k>n icin | f(z)— fi(z) | <n}

kiimesi, sayuabilir bir kesisim olarak olgiilebilirdir.
Adim 2: Artan birlesim. Tamumdan E; C E, C - dir. Her z € E i¢in f,(x) — f(x) oldugundan bir
n’den sonra | f(x) — fi.(z) | < n olur; yaniz € E,,. Béylece E = Uzozl E, dir ve lciiniin siirekliligin-
den (Teorem 4.3)
m(E) = lim m(E,)
n—oo
elde edilir.

Adum 3: Indisin secimi. m(E) sonlu oldugundan m(E ) > m(E) — § olan bir N vardir. A = Ey
alalim. A C E vem(A) < oo oldugundan ¢ikarma ozelligi (Onerme 2.5)

m(E\A) =m(E)—m(Ey) <46

verir. A = E ’nin tanumi geregi A iizerinde hern > N icin | f, — f | < n dir.
]

Simdi hata paylarini n = 1/n diye kiiciiltiip elde edilen kiimeleri kesistiriyoruz; él¢ii kayiplarini € /21
ile snirlayimca toplam kayip kiiciik kalir.
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Teorem 9.1 (Egoroff Teoremi). m(E) < co olsun ve {f, : E — R} ol¢ilebilir fonksiyonlar dizisi E
iizerinde noktasal olarak f : E — R fonksiyonuna yakinsasin. Her € > 0 icin

FCE, m(E\F) <e, F iizerinde f, — f diizgiin
olacak bicimde kapali bir F' kiimesi vardur.
ispat.

Adim 1: Her n igin bir iyi kitme. Lemma 9.1'yin = 1/n ve § = £/2""! ile uygulayalim. Olgiilebilir
bir A,, C E ve bir N(n) indisi vardir ki

m(B\4,) < 3 1)
ve A,, uizerinde
fo—fl< (k2 N@) )

olur.
Adum 2: Kesigsimin élgiisii. A = ﬂ | Ay, olgiilebilirdir ve B\ A = U (E\ Ay,) dir. Saylabilir alt
toplamsallik (Teorem 1.3) ve (1) ile

m(B\A) <Y m(B\A) <Y s =2
n=1 n=1

Adim 3: A iizerinde diizgiin yakinsaklik. n > 0 verilsin ve 1/ng < n olan bir n, segelim. A C
A, oldugundan (2)’ye gore k > N(n) iken A’min her noktasinda | f, — f | < 1/ny <n dir. N(n,)
noktadan bagimsiz oldugundan yakinsaklik A tizerinde diizgiindiir.

Adim 4: Kapali bir alt kiime. Lebesgue dlgiisiiniin diizenliligine (Teorem 3.1) gore m(A\ F) < /2
olan kapali bir F C A vardwr. E\ F, ayrik E'\ A ve A\ F kiimelerinin birlesimi oldugundan

m(B\F) =m(B\ A)+m(A\F) < -+ =¢

olur. F C A oldugundan yakinsaklik F iizerinde de diizgiindiir.
u

Yani sonlu o6l¢iila bir kiimede noktasal yakinsaklik, dlciisii istenildigi kadar kii¢iik bir kiimeyi atinca
dizgiin yakinsakliga doniisiir. m(E) < oo kosulu atilamaz; bunu alistirmalarda gérecegiz.

Ornek 9.1 (Kuvvet Dizisinde Egoroff). E = [0, 1] iizerinde f, (z) = z™ dizisinin noktasal limitini
bulun, yakinsakligin [0, 1] iizerinde diizgiin olmadigini gosterin ve her 0 < € < 1 i¢in Egoroff teoremin-
deki F' kiimesini a¢ik¢a yazin.

Coziim.
Limit. 0 <z < 1li¢inz" — 0, z = 1 i¢in 2" = 1 dir. Limit f = xy, dir.
Diizgiin degil. Her n icin supy.,.,| 2" —0 | = 1 dir, ¢iinkii  — 17 iken z™ — 1. Dolayisiyla

supjoqj| f, — f | sifira gitmez.
Kapali kiime. F = [0, 1 — &/2] kapalidir ve m(E \ F') = /2 < ¢ dur. F tzerinde f = 0 ve

sup| f, (@) = f(z) | = (1= 3)" >0

oldugundan yakinsaklik F' tizerinde diizgiindiir. Bozulma 1 noktasinin hemen solunda toplanmigtir ve
oradan kiiciik bir aralik atmak yeter.
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9.2

9.1 Egoroff Teoremi 91

atilan kiime

F=[0,1-¢/2]

Sekil 9.1: n=1,2,4,8, 16 icin x" grafikleri (yukaridan asagiya; ¢ = 0,2). F= [0, 1 - ¢/2] tizerinde fark en
cok (1 - ¢/2)" olur (isaretli noktalar) ve sifira gider; dizgiinliigii bozan davranig, atilan dar (1 - &2, 1]
seridinde toplanmugtir.

Lusin Teoremi

Ikinci ilkeyi kanitlamadan énce kapali bir kiime iizerinde siirekli olan bir fonksiyonu biitiin dogruya
stirekli olarak genigletmemiz gerekiyor. Fikir basittir: F”nin tiimleyeni ayrik acik araliklara ayrilir ve her
boslugu dogru parcasiyla doldururuz.

Lemma 9.2 (Kapali Kiimeden Siirekli Genisleme). F, R’nin kapali bir alt kiimesi ve f : FF — R
surekli ise f ’nin siirekli bir g : R — R genislemesi vardir; yani g siireklidir ve F' iizerinde g = f dir.

Ispat.

F =@ iseg =0 alimir; F = R ise g = f dir. Bundan sonra F ile tiimleyeni bos degil.

Adim 1: Bosluklar. R\ F acik oldugundan acik araliklardan olusan sayilabilir, ayrik bir {I,} toplulu-
Funun birlesimidir (Lemma 2.3). I, nin sonlu bir u¢ noktast F *ye aittir: o nokta R \ F’de olsayd: bir I,
aralhginda bulunurdu; u¢ nokta I, ye ait olmadigindan m #+ n dir. Agik I,,,, bu noktanin yakinindaki I,
noktalarini da igerir; bu ayriklikla celisir.

Adim 2: Geniglemenin tanimu. F iizerinde g = f alalim. I, = (a,,,b,,) ssurhysa [a,,,b,,] iizerinde
g’yi ug degerleri birlestiren dogru parcasi olarak tanimlayalim:

= (f(b,) = f(ay) ) -

bn_an

r—a

9(z) = f(a,) +

I, sinirsizsa (F #+ & oldugundan) tam bir sonlu u¢ noktasi vardir; g’yi I, iizerinde f nin o ug noktadaki
degerine esit sabit alalim. Araliklar ayrik oldugundan g iyi tanimhdr.

Adim 3: Tiimleyende siireklilik. z € R\ F ise x agik bir I, aralgindadir ve g orada dogrusal ya da
sabittir; dolayisiyla x 'te siireklidir.

Adim 4: F’de sagdan siireklilik. € F vee > 0 olsun. Iki durum var.

e x bir I, ’nin sol u¢ noktasiysa g, x’in sagindaki bir aralikta dogrusal ya da sabittir ve g(x) = f(z)
oldugundan x’te sagdan siireklidir.
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Degilse her h > 0 i¢in (z,x + h) araligi F ’nin bir noktasini icerir. (Icermeseydi (z,x + h) bir I, 'nin
icinde kalwrdi ve x € F oldugundan x o I, ’nin sol ucu olurdu.) f’nin F iizerindeki siireklilifinden, y €
Fuvely—z|<piken| f(y)— f(z) | <e olan bir p > 0 vardir. y, € F N (z,z + p) secelim. t €
(x,yp) olsun.t € Flise| t —x | < yy —x < p oldugundan| g(t) — f(z) | =| f(t) — f(z) | < e dur
t ¢ Fiset bir(a,,,b,) aralgindadir; x iley, F’de oldugundan bu aralik (z,y,) in icindedir ve a,,, b,, €

F Nz, yy olur. g(t), f(a,) ile f(b,) nin bir agirlikli ortalamasidir ve ikisi de f(x)’e € 'dan yakindur;
oyleyse | g(t) — f(x) | < € dur. Boylece 0 <t —x < y, — x iken | g(t) — g(x) | < € olur.

Her iki durumda g, ©’te sagdan stireklidir. Soldan siireklilik simetrik olarak gosterilir; boylece g her yerde
sureklidir.
|

Bosluklar1 dogru parcasiyla doldurmak énemlidir: g(¢) ug degerlerin arasinda kaldigy i¢in, F’nin birikim
noktalarinda sonsuz sayida kiiciilen bosluk olsa bile degerler kontrol altinda kalir.

Ornek 9.2 (Iki Araliktan Siirekli Genisleme). F = [0, 1] U [2, 3] iizerinde [0, 1]’de f = 0, [2, 3]’te
f = 1lile tanimli fonksiyonun, lemmadaki yontemle kurulan siirekli genislemesini yazin.

Cozim.
f, F' tizerinde siireklidir, ¢iinkii F"'nin iki pargasi arasinda pozitif uzaklik vardir ve her parcada f sabittir.
R\ F kiimesi (—o0, 0), (1,2) ve (3, 00) araliklarinin birlesimidir.

+ (—00,0) smnirsizdir, sonlu ucu 0: g = f(0) = 0.
+ (1,2) smirhdir: uglarda f(1) = 0, f(2) = 1 oldugundan dogru parcasi g(z) = z — 1 dir.
+ (3,00) swirsizdir, sonluucu 3: g = f(3) = 1.

Sonug olarak

0, <1,
glz)=<qz—1L1<z<2,
1, x> 2
stirekli bir genislemedir.
y
f=1 g=1
1 H— —————————
’
/
/
’
// gx)=x-1
’
g=0 f=0 /
() == o= o o o o - M

Sekil 9.2: F=[0, 1] u [2, 3] tizerinde taniml f(kalin) ve siirekli geniglemesi g (kesikli). Sinirsiz bogluk-
larda g en yakin ugtaki degerde sabit kalir; (1, 2) boslugunda u¢ degerleri birlestiren dogru parcasidir.

Simdi ikinci ilkenin kesin bi¢imini verebiliriz. Bu teoremde m(FE) < oo gerekmez.

Teorem 9.2 (Lusin Teoremi). f: E — R dlciilebilir olsun. Her € > 0 igin siirekli bir g : R — R fonksi-
yonu ve R’nin kapali bir F' alt kiimesi vardir ki

FCE, m(E\F) <e, F dizerinde f=g
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olur.

Ispat.

Adim 1: Kapali i¢ yaklasimlar. U¢ noktalar: rasyonel olan agik araliklar, rasyonel say ¢iftleriyle
eslendiginden sayuabilir ¢okluktadir; bunlar {In};':o:1 diye numaralayalim. f ol¢iilebilir oldugundan
her arahigin ters goriintiisii olgiilebilirdir (Teorem 7.1); dolayisiyla f~1(1,,)) ve E \ f~1(1,,) olciilebilirdir.
Lebesgue olgiisiiniin diizenliligine (Teorem 3.1) gore her n igin

olan kapali F,,, H,, kiimeleri vardir ki

m(SNE) < gop m (EVED)\E) < 5o

olur.
Adwim 2: Kapali kiime ve él¢iisii. F' = ﬂzo:l(Fn U H,)) tamimlayalim. F kapal kiimelerin kesisimi
olarak kapalidir ve F,, U H, C E oldugundan F' C E dir. E’nin F,, U H,, ’de olmayan bir noktas: ya
fY(IL,) \ F, dedir yada (E\ fX(I,)) \ H, dedir; bu yiizden

€ € €

ot T =

E\F = Un [ E\ (F,UH)) ] oldugundan sayilabilir alt toplamsallik (Teorem 1.3)

m(E\F)<i2in:£

n=1

verir.

Adim 3: f’nin F ’ye kisitlamigu siirekli. « € F ve f(z) i igeren bir agik I araligi verilsin. f(ONF) C
I olan agik bir O > x bulmak yeter (I = (f(z) — &', f(z) + €’) aliminca bu, &’ -4 siirekliligidir). Rasyonel
sayilar yogun oldugundan f(x) € I, C I olan birk vardw. H, N f~1(I,) = @& ve f(x) € I, oldugundan
x ¢ H,, dwr; Hy, kapali oldugundan O = R\ H,, agik ve z’i icerir. F C F,, U H, oldugundan

ONFC R\ Hy)N (K UH)CF,

dolayisiyla f(ONF) C f(F,) C I, C I di.

Adim 4: Genigletme. Lemma 9.2"ya gore f | 'nin siirekli bir g : R — R genislemesi vardir (F = & ise
g =0). F izerinde f = g dir.

]

Yani olciilebilir bir fonksiyon, 6l¢iisii kiiciik bir kiime atildiktan sonra siirekli bir fonksiyonla ¢akigir.
Bu, f’nin F’nin noktalarinda F tizerinde siirekli oldugunu sdylemez; sdylenen yalmiz f |z nin siirekli
oldugudur.

Lusin teoremini € = 27" ile tekrar tekrar uygulayip Borel-Cantelli lemmasimi kullaninca 6l¢iilebilir
fonksiyonun siirekli fonksiyonlarin hemen her yerde limiti oldugu cikar.

Sonuc 9.1 (Siirekli Fonksiyonlarla Yaklasim). f : E — R ol¢iilebilir ise siirekli fonksiyonlardan olusan
ve E iizerinde hemen her yerde f’ye noktasal yakinsayan bir { f,, : R — R} dizisi vardr.

Ispat.
Adum 1: Lusin ile dizi. Her n igin Lusin teoremini (Teorem 9.2) ¢ = 1/2™ ile uygulayalim: siirekli bir
frn : R—= Rvekapali F,, C E vardirkim(E \ E,) < 1/2™ ve F,, iizerinde f,, = f dir. Boylece

{zeE: f,(x)# flx)} CE\F,.

Adum 2: Borel-Cantelli. 3 m(E\ F,) <} 1/2" =1 dir. Borel-Cantelli lemmasina (Lemma 4.1)
gore hemen herz € E, E \ E,, kiimelerinin yalniz sonlu tanesine aittir. Boyle bir z i¢in bir n vardir ki her
k > nicinz € F,, yani f.(z) = f(x) olur. Ozellikle f;,(z) — f(z) dir.

]

Acik Matematik - acik-matematik.com 93 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

9.3

94 Boliim 9. Littlewood, Egoroff ve Lusin Teoremleri

Yani 6l¢iilebilir fonksiyonlar, siirekli fonksiyonlarin hemen her yerde (Tanim 4.2) noktasal limitleri olarak
yakalanabilir; hatta hemen her noktada dizi bir yerden sonra f(z)’e esit olur.

Alistirmalar

Asagidaki sorular, teoremlerdeki varsayimlarin neden gerektigini ve sonuglarin nasil genisletilebilecegini
SINIyor.

Alistirma 9.1 (Genislemenin Siirekliligi). Lemma 9.2'nin ispatinda kurulan g : R — R fonksiyonu-
nun siirekli oldugunu ayrintili olarak dogrulayn.

Coziim.

F kapaly, f : F — Rstirekli, R\ F' = Un 1,, ayrik acik araliklar olsun. g, F' iizerinde f’ye esit; sinirh
I, = (a,,b,) izerinde ug¢ degerleri birlestiren dogru pargasi; sinirsiz I, iizerinde sonlu uctaki degere
esit sabittir. Sonlu u¢ noktalar F’dedir. (F' = & ya da F' = R durumlari apaciktir.)

Adim 1: Tiimleyenin noktalar1. x ¢ F ise x agik bir I,, aralhigindadur. I, iizerinde g dogrusal ya da
sabittir ve I,,, ’in bir komsulugudur; bu ylizden g, x’te siireklidir.

Adim 2: Agirlikli ortalama gézlemi. Sinirh (a,,, b,,) i¢indekit i¢in A = (¢t — a,,)/(b,, — a,,) € (0,1)
ile

g9(t) = (L= A)f(a,) + Af(b,)
dir. Oyleyse bir ¢ sayisiicin | f(a,) —c | <eve]| f(b,) —c | < eise
[ g() —c| < (X =XA) [ fla,) —c[+A]| f(b,) —c|<e

olur.
Adim 3: F’nin noktalarinda sagdan siireklilik. z € F ve ¢ > 0 olsun. f’nin siirekliliginden, y €
F,|y—z|<piken| f(y) — f(z) | < € olan bir p > 0 vardir.

« Durum 1: z bir I, nin sol ucu. I, = (z,b,,) smirliysa g, [z, b,,] tizerinde dogrusal ve g(z) = f(x)
oldugundan z’te sagdan siireklidir. I, = (z, 00) ise g, [z, 00) iizerinde f(z)’e esit sabittir.

» Durum 2: x hi¢bir I, ’nin sol ucu degil. O zaman her h > 0 icin (x,z 4+ h) N F # @ dir. Aksi halde
baglantili (z, z + h) kiimesi R \ F’nin bir bilegeninde, yani bir I, = (a,,, b,,) i¢cinde kalirdy; a,, <

n'’n

zvex € F, x ¢ I, oldugundan a,, = x olurdu. Simdi y, € F' N (z,x + p) secelim ve § =y, —
diyelim. z <t < yyolsun.t € Fise | g(t) —g(z) | =| f(t) — f(z) | <edur.t ¢ Fiset € I, i¢in
bir n vardir; x,y, € F ve I, N F = & oldugundan I, = (a,,b,) C (z,y,), dolayisiyla a,,,b,, €

Fnlz,yylve|a,—x|,|b,—z|<pdur| f(a,) — f(z) | <e,
Adim 2 | g(t) — g(x) | < e verir.

f(b,) — f(z) | < £ oldugundan

Iki durumda da g, ’te sagdan siireklidir.

Adim 4: Soldan siireklilik. Ayni akil yiiriitme “sol u¢” yerine “sag u¢” ve (z, z + h) yerine (z — h, x)
alinarak aynen yapilir. Sagdan ve soldan siirekli olan g, «’te stireklidir.

Sonug olarak g her noktada siireklidir. Dogru parcasi se¢cimi Adim 2 igin gereklidir: bosluklara ug
degerleri tutan herhangi bir siirekli fonksiyon konsaydi, 6rnegin F = {0} U{1/k: k> 1} ve f=0
icin her (1/(k + 1),1/k) bosluguna yiiksekligi 1 olan bir tiimsek konulursa, genigleme 0 noktasinda
stirekli olmazd.

|

Alistirma 9.2 (Lusin Kiimesine Kisitlanig). Lusin teoremindeki f : £ — R fonksiyonu ve F' kiimesi
i¢in f |z 'nin siirekli oldugunu gésterin.

Coziim.

Lusin teoremine (Teorem 9.2) gére g : R — R siireklidir ve F' tizerinde f = ¢ dir.

x € Fvee > 0olsun. g, z’te siirekli oldugundan | y — z | < d iken | g(y) — g(z) | < e olanbiré > 0
vardir.y € Fve |y —x | < dise f(y) = g(y), f(z) = g(z) oldugundan

| fly) = flz) | =1g(y) —g(=) | <e
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olur. Bu, f |z’nin x’te siirekli oldugunu séyler; x € F keyfi oldugundan f | siireklidir. (Genel olarak:
stirekli bir fonksiyonun bir alt kiimeye kisitlanigi stireklidir.)
|

Alistirma 9.3 (Siireklilik Noktas1 Olmayabilir). Olciilebilir bir f : E — R fonksiyonunun FE iizerin-
de strekli oldugu en az bir nokta bulunmak zorunda midir?

Cozim.

Haywr. E = R ve f = xg alalm.

Olciilebilirlik. Q sayilabilir oldugundan dis élgiisii sifirdir, dolayisiyla 6lciilebilirdir (Teorem 1.4).
Olgiilebilir bir kiimenin karakteristik fonksiyonu 6lciilebilirdir: her ¢ i¢in {f > ¢} kiimesi R, Q ya
da @’dir.

Hicbir yerde siirekli degil. x € Rve § > 0 olsun. (x — §, x + §) araligs1 hem rasyonel hem irrasyonel
say1 igerir; bu yiizden bu aralikta f hem 0 hem 1 degerini alir ve | f(y) — f(z) | = 1 olan bir y vardur.
€ = 1/2 i¢in higbir § ise yaramaz; f, z’te siirekli degildir.

Oyleyse 6lciilebilir bir fonksiyonun higbir siireklilik noktasi olmayabilir. Lusin teoremi bununla celis-
mez: f |z’nin siirekli olmasi, f’nin F’nin noktalarinda biitiin E iizerinde siirekli olmasi demek degildir.
Bu ornekte F irrasyonellerin iginde kalan bir kapali kiime segilebilir ve f | = 0 olur.

|

Alistirma 9.4 (Sonsuz Ol¢iilii Kiimede Egoroff). Tanim kiimesinin sonlu 6lciilii oldugu varsayimi
atilirsa Egoroff teoreminin sonucunun gecerli olmayabilecegini gosterin.

Cozim.

E =Rve f, = Xjn,o00) alalm.

Noktasal yakinsaklik. Her f,, 6lciilebilir bir kiimenin karakteristik fonksiyonu olarak 6l¢iilebilirdir.
x € R sabit olsun; n > z icin = ¢ [n, 00), yani f,,(z) = 0 dir. Dolayisiyla R {izerinde noktasal olarak
fo— f=0dwr

Egoroff’un sonucu bozulur. ¢ =1 alalim ve 6l¢iilebilir bir F C R i¢in m(R \ F') < 1 oldugunu
varsayalim. Her n i¢in m([n, 00)) = oo oldugundan [n,00) € R\ F dir (aksi halde monotonluktan
m(R \ F) = oo olurdu). Oyleyse bir z,, € F N [n, o00) vardir ve f, (z,,) = 1 dir. Buna gére her n i¢in

sup| f,(z) —0| =1
zeF

olur; yakinsaklik F' tizerinde diizgiin degildir.

Yani m(R \ F) < 1 olan higcbir (kapali ya da degil) F tizerinde diizgiin yakinsaklik yoktur ve m(E) <
00 varsayimi atilamaz.

]

Alistirma 9.5 (Hemen Her Yerde Yakinsaklikla Egoroff). m(E) < oo olsun. f ve her f,,, E Gizerinde
hemen her yerde sonlu, dl¢iilebilir, genisletilmis reel degerli fonksiyonlar olsun ve E tizerinde hemen her
yerde f,, — f olsun. Egoroff teoreminin sonucunun yine gecerli oldugunu gosterin.

Cozim.

Fikir: kot noktalar: sifir 6lciili bir kiime icine toplayip atmak ve kalan kiimede Egoroff teoremini
uygulamak.

Adim 1: Kétii noktalar. Varsayima gore sifir 6l¢ili Z, Z,, Z,, ... ve Z’ kiimeleri vardir ki E'\ Z
tuzerinde f sonlu, E \ Z,, tizerinde f, sonlu ve E'\ Z’ tzerinde f,, — f dir (Tanum 4.2). E, = EN
(ZUZ'U Un Z,, ) olsun. Saylabilir alt toplamsalliktan (Teorem 1.3) m*(Ey) = 0 dur, dolayisiyla Ej,
olgulebilirdir (Teorem 1.4).

Adim 2: Iyi kiime. E’ = E \ E, 6lciilebilirdir ve m(E’) < m(E) < oo dur. E’ iizerinde f ve her f,
reel degerlidir ve f,, — f noktasal yakinsaktir. Olgiilebilir bir fonksiyonun élciilebilir bir alt kiimeye
kisitlarugi 6lgiilebilir oldugundan f,, | ve f | g 6lciilebilirdir.

Adim 3: Egoroff’un uygulanmasi. € > 0 verilsin. Egoroff teoremi (Teorem 9.1) E’ iizerinde kapali
bir F C E’ verit: m(E’" \ F) < ¢ ve F iizerinde f,, — f diizgiindiir.
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Adim 4: Olcii hesab1. F C E dir ve E \ F, ayrik E, ile E’ \ F kiimelerinin birlesimidir. Boylece
m(E\F)=m(E,) +m(E'\F)<0+ec=¢.

Egoroff teoreminin sonucu aynen gecerlidir.
u

Alistirma 9.6 (Diizgiin Yakinsaklik Parcalarina Ayrigim). {f, : E — R} 6lciilebilir fonksiyonlar
dizisi E tizerinde noktasal olarak f: FE — R fonksiyonuna yakinsasmn (m(E) = oo olabilir). E =
Uoi | By olacak bicimde dlciilebilir E; kiimeleri bulundugunu gésterin: m(E;) =0 ve her k > 1 i¢in
fn — f yakinsakligr E, iizerinde dizgiindiir.

Cozim.

Egoroff teoremi sonlu 6l¢ii ister; bu yiizden E’yi sonlu 6l¢iilii parcalara boliip her parcada teoremi
sonsuz kez uygulayacagiz.

Adim 1: Sonlu 6l¢iilii parcalar. Her p € N i¢in D, = E' N [—p, p] 6l¢iilebilirdir ve m(D,) < 2p <
oo dur. D, iizerinde f,, — f noktasaldur.

Adim 2: Egoroff kiimeleri. Her p, j € N i¢in Egoroff teoremini (Teorem 9.1) D), {izerinde & = 1 /jile
uygulayalim: kapali bir F, ; C D, vardir ki

1

ve F, ; tizerinde f, — f diizglindiir.

Adim 3: Artik kiime sifir 6lgiilii. G = Up’j E, ;ve E; = E\ G olsun; E; olgiilebilirdir. Her p ve
her j icin D, \ G C D, \ F, ; oldugundan m(D, \ G) < 1/j, yani m(D,\ G) =0 dir. E = Up D,
oldugundan E; = Up(Dp \ G) ve sayilabilir alt toplamsalliktan m(E;) = 0 dir.

Adim 4: Numaralama. {(p, j) : p, j € N} sayilabilir oldugundan F, ; kiimelerini E,, Ej, ... biciminde

siralayabiliriz. Bu kiimeler kapali, dolayisiyla 6l¢iilebilirdir ve her birinde yakinsaklik diizgiindiir. Son
olarak

E=E UG=|]JE,
k=1

olur.

Alistirma 9.7 (Diizgiin Sinirh Siirekli Yaklagim). Sonug 9.1'da f siirhysa {f,, } dizisinin diizgiin
sinirl secilebilecegini, yani her n ve her z icin | f,,(x) | < M olan bir M bulunabilecegini gosterin.

Cozim.
Fikir: sonuctaki diziyi [-M, M] araligina “kirpmak”.
Adim 1: Kirpma fonksiyonu. F iizerinde | f | < M olsun ve

o(t) = max{—M,min{t, M }}

tanimlayalim: | ¢ | < M iken p(t) =t,t > M iken M, t < —M iken —M dir. ¢ siireklidir; hatta her
s,ticin| @(s) —@(t) | < | s —t | dir, ¢linkii ¢ egimi 0 ya da 1 olan parcalardan olusan azalmayan bir
fonksiyondur. Ayrica | ¢ | < M dir.

Adim 2: Yeni dizi. Sonuc 9.1'daki siirekli f,, : R — R dizisini alalim ve h,, = @ o f,, tanimlayalim.
Siirekli fonksiyonlarin bilegkesi olarak her h,, siireklidir ve her n, z igin | h,(z) | < M dir.

Adim 3: Yakinsaklik korunur. Hemen her z € E i¢in f,,(z) — f(z) dir. Byle bir z icin ¢’nin
stirekliliginden

ho(@) = (£, (2)) = (f(2)) = f(2)
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olur; son esitlik | f(z) | < M olmasindandir. Dolayisiyla {h,,}, E tlizerinde hemen her yerde f’ye
yakinsayan, diizgiin suurli bir siirekli fonksiyonlar dizisidir.
|

Olciilebilir fonksiyonlar1 artik hem siirekli fonksiyonlarla hem de basit fonksiyonlarla yaklasik olarak
yakalayabiliyoruz. Siradaki béliim Riemann ve Lebesgue Integrali, bu yaklagimlar: integrali tanimlamak
icin kullaniyor.
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10.1

10. Riemann Integraline Kars1 Lebesgue
Integrali

Lebesgue integralini kurmamizin asil nedeni limitlerle iyi gecinen bir integral elde etmektir: E Gizerinde
noktasal olarak f,, — f ise, oldukca genel kosullar altinda

lim f":/limfn:/f

olmasini istiyoruz. Buna integral isareti altinda limite ge¢is denir. Bu kisimda bu gecisi glivenceye alan
¢ sonug kanitlanacak: Siirl Yakinsaklik Teoremi, Monoton Yakinsaklik Teoremi ve Lebesgue Baskin
Yakinsaklik Teoremi.

Baslamadan 6nce Riemann integraline bir kez daha, bu kez basamak fonksiyonlar:1 goziiyle bakiyoruz. Bu
bakis hem Lebesgue integralinin tanimina dogrudan 6rnek olacak hem de Riemann integralinin nerede
yetersiz kaldigini acik¢a gosterecek.

Darboux Toplamlari ve Riemann Integrali

Riemann integralinin kurulugu Analiz 2'de ayrintili iglendi (bkz. Analiz 2: Boliintsler ve Darboux Top-
lamlar1); burada yalniz ihtiya¢ duyacagimiz tanimlari, bu kitabin gdsterimiyle topluyoruz.

Tanim 10.1 (Boliintii). [a,b] aralifinin bir béliintiisii (partition), ¢ = zy < z; < -+ < z,, = b kosu-
lunu saglayan sonlu bir P = {zg, z,...,%, } kimesidir. z; noktalarina bolintii noktalari, (z,_,,z;)
araliklarina bolintiiniin alt araliklar: denir.

Tanim 10.2 (Boliintiiniin incelmesi). P ve P’, [a, b] nin iki boliintiisii olsun. P C P’ ise, yani P nin
her bosliintii noktas1 P’ niin de boliintii noktasiysa, P’ ye P nin bir incelmesi (refinement) denir.

Yani incelme, var olan noktalara yenilerini ekleyerek alt araliklar: kiigiiltmektir. Iki béliintiiniin birlesimi
ikisinin de incelmesidir; buna ortak incelme denir.

Tanim 10.3 (Alt ve Ust Darboux Toplamlar1). f : [a,b] — Rsmirhive P = {z, ...,x,}, [a, b] nin bir
boliintiisii olsun. 1 < ¢ < n igin

m; = inf{f(z) : z,_; <z <z}, M, =sup{f(z) 2z, ; <z <z}

diyelim. f nin P ye gore alt ve iist Darboux toplamlar1
L(f’P):Zmi(xi*xi—l)a U(faP):ZMi(mi*%—ﬂ
i=1 '

sayilaridir.

Yani L(f, P) ve U(f, P), grafigin altina ve iistiine her alt aralikta birer dikdértgen yerlestirerek elde
edilen alanlardir. Infimum ve supremum agik alt araliklar {izerinden alindig1 icin f nin béliintii noktala-
rindaki degerleri bu toplamlari etkilemez. Her alt aralikta m; < M, oldugundan L(f, P) < U(f, P) dir.
Daha fazlas1 da dogrudur: incelme alt toplami bityttiir, st toplami kiigtiltiir (Alistirma 10.2) ve bu nedenle
her alt toplam her iist toplamdan kiiciik ya da ona esittir (Alistirma 10.3).

Tanim 10.4 (Riemann Integrali). f : [a,b] — R sinirli olsun. [a, b] nin biitiin P béliintiileri {izerinden

I(f) =sup L(f,P),  I(f) =infU(f,P)
P
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sayilarina f nin alt ve iist Riemann integrali denir. f,

supL(f,P):ing(f,P) (1)
P

esitligi saglandiginda Riemann integrallenebilir olarak adlandirilir; bu ortak deger f nin Riemann
integralidir ve f: f(z) dx ile gosterilir.

Yani f nin Riemann integrallenebilmesi, alttan ve tstten dikdortgenlerle yapilan yaklagimlarin aym
sayida bulusmasidir. Her zaman I(f) < I(f) dir (Alistirma 10.3); integrallenebilirlik bu esitsizligin esitlik
olmasidir. Siirekli bir fonksiyon [a, b] tizerinde diizgiin siirekli oldugundan Riemann integrallenebilirdir
(Alistirma 10.5); artan fonksiyonlar da 6yledir (Aligtirma 10.7).

Basamak Fonksiyonlar:

Darboux toplamlarindaki dikdortgenler aslinda birer fonksiyonun grafigidir: her alt aralikta sabit olan
fonksiyonlarin. Bu fonksiyonlar Riemann integralinin yapi taglaridir.

Tamim 10.5 (Basamak Fonksiyonu). 7 : [a,b] — R fonksiyonu i¢in [a,b] nin bir P = {z, ...,z,, }
béliintiisii ve ¢y, ..., ¢, sayilar1

z,_ <z <z, =n)=c

(3

(1<i<mn)

olacak bicimde varsa, 1 ya bir basamak fonksiyonu (step function) denir.

Yani basamak fonksiyonu, acik alt araliklarin her birinde sabittir; boliintii noktalarindaki degerleri
keyfidir.

Teorem 10.1 (Basamak Fonksiyonunun Integrali). Tamimdaki gibi bir n basamak fonksiyonu
Riemann integrallenebilirdir ve

/b n(z) dz = ici (T — ;1)

a =1
dir.
ispat.

1 sonlu sayida deger aldigindan simirlidir. P nin her agik alt aralifinda n = ¢, oldugundan m; = M, =
c;, dolayisiyla

L(n,P)=U(n,P) = ici (x;, —x; ) =:8

dir. Alt Riemann integrali bir supremum, iist Riemann integrali bir infimum oldugundan ve her zaman
I(n) < I(n) oldugundan (Alistirma 10.3)

S=L(mP)<I(n)<In)<UnP)=S=S

bulunur. Biitiin esitsizlikler esitliktir; (1) saglanir ve integral S dir.
|

Ozel olarak, integralin degeri basamak fonksiyonunu temsil etmek icin secilen béliintiiye bagh degildir:
hangi bolunti kullanilirsa kullanilsin, toplam ayni sayiya, yani Riemann integraline esittir.

Ornek 10.1 (Bir Basamak Fonksiyonunun Integrali). [0, 3] iizerinde 0 < z < 1iginn(z) =2,1 <
z<1,5icinn(r) =—1,1,5 <z < 3icin n(xz) =4 olsun; p nin 0, 1, 1, 5 ve 3 noktalarindaki degerleri
keyfi olsun. fo n(z) dz integralini bulun.

Cozim.
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P ={0; 1; 1, 5; 3} boliintiisiiniin acik alt araliklarinda 7 sabittir; yani 1 bir basamak fonksiyonudur.
Teorem 10.1 geregi

3
/ n@)de =21+ (—1)-0,5+4-1,5=1,5
0

dir. Bolunti noktalarindaki degerler sonucu etkilemez.
]

Simdi Darboux toplamlarimi basamak fonksiyonlarinin integralleri olarak okuyabiliriz. Asagida ¢ < f
yazimy, [a, b] nin her noktasinda ¢(z) < f(z) demektir.

Teorem 10.2 (Basamak Fonksiyonlariyla Riemann Integrali). f: [a,b] — R sinrli olsun. Supre-
mum ve infimum [a, b] iizerindeki basamak fonksiyonlari iizerinden alinmak iizere

b b
10)=sp [pterde, T =it [yt ds

dir. Dolayisiyla f nin Riemann integrallenebilmesi icin gerek ve yeter kosul

b b
sup/ o(z) dxz&)r;ﬁc/ ¥(z) dx

p<f

olmasidir.

Ispat.

Alt integral icin yapalim; iist integral aymi bicimde (esitsizlikler ters cevrilerek) gosterilir. Sagdaki supre-
muma A diyelim.

Adim 1 (A > I(f)). P ={xz,,...,x,} rastgele bir béliintii olsun. ¢ yi, z, | <z < z; i¢in p(x) =
m,; ve boliintii noktalarinda p(x;) = f(x;) olarak tanimlayalim. ¢ bir basamak fonksiyonudur ve m,
nin tammindan ¢ < f dir. Teorem 10.1 geregi f;go = L(f, P), dolayisiyla A > L(f,P). P rastgele
oldugundan A > I(f).

Adim 2 (A < I(f)). ¢ < f bir basamak fonksiyonu olsun; P = {x,,, ..., x,,} ona eslik eden béliintii ve
¢; agik alt araliklardaki degerleriolsun. x;_; < x < z; i¢inc; = p(z) < f(x) oldugundan c;, bu aralikta
f nin bir alt ssmindir; yani c¢; < m,;. Buradan

b n
[ et@rde = e (o~ o) < L0 P) < 10

i=1

¢ikar. o iizerinden supremum alinarak A < I(f) bulunur.
Iki adim A = I(f) verir. Son 6nerme, (1) esitliginin bu iki ifadeyle yeniden yazilmasidur.
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[ alt basamak (my) — {ist basamak (M;) U(f, P) - L(f, P)
y

I

Sekil 10.1: Bes alt aralikly bir P boliintiisti icin alt basamak fonksiyonu (dolgulu, m; yiiksekliginde) ve iist
basamak fonksiyonu (M; yiiksekliginde). Birincinin integrali L(f, P), ikincininki U(t, P)'dir; taral seritlerin
toplam alani aradaki farktir.

Yani Riemann integrali, f yi alttan ve iistten basamak fonksiyonlariyla sikigstirmaktir. Lebesgue integra-
linde ayni fikri koruyacagiz, ama basamak fonksiyonlarinin yerine ¢ok daha esnek olan basit fonksiyonlar1
(Tanim 8.4) koyacagiz: bir basit fonksiyon araliklar iizerinde degil, rastgele 6l¢iilebilir kiimeler tizerinde
sabittir.

Dirichlet Fonksiyonu

Basamak fonksiyonlarimin yetersizligini gosteren klasik 6rnek, rasyonel sayilarda 1, irrasyonel sayilarda
0 degerini alan fonksiyondur.

Ornek 10.2 (Dirichlet Fonksiyonu). E=QnN[0,1] ve f = xg :[0,1] — R olsun. f nin Riemann
integrallenebilir olmadigini gosterin.

Coziim.
P = {zy,...,z,}, [0,1] in rastgele bir béliintiisii olsun. Rasyonel sayilar da irrasyonel sayilar da R de
yogundur; bu yiizden her (z,_;, ;) aralig1 hem rasyonel hem irrasyonel bir nokta icerir. Dolayisiyla

her ¢ icin m; = 0 ve M; = 1, yani

L(f,P)=0, U(f,P)=> (z;—z;_y)=1
i=1
dir. P rastgele oldugundan I(f) = 0 # 1 = I(f); (1) saglanmaz ve f Riemann integrallenebilir degildir.
|

Oysa E sayilabilir oldugundan m(E) = 0 dir (Teorem 1.4); ileride Lebesgue integralinin f ye dogal olarak
0 degerini verdigini goérecegiz. Daha da carpici olani, f nin cok iyi fonksiyonlarin limiti olmasidir.

Ornek 10.3 (Basamak Fonksiyonlarinin Integrallenemeyen Limiti). {qk}:i » E=Qn]0,1]
kiimesinin bir numaralamasi olsun ve her n icin f,, = X(4, . 41 ¢ [0,1] = R tanimlansin. Her f,, nin

integrali 0 olan bir basamak fonksiyonu oldugunu, {f,} nin artan ve | f,, | <1 oldugunu ve [0, 1]
izerinde noktasal olarak Dirichlet fonksiyonu f = x 5 ye yakinsadigin gosterin.
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Cozim.

Basamak fonksiyonu. ¢, ..., g, noktalarimi ve 0,1 i siralayarak [0, 1] in bir P béluntistini elde
ederiz. P nin acik alt araliklar1 hi¢bir ¢, (k < n) icermez; bu araliklarda f,, = 0 dir. O hélde f,, bir
basamak fonksiyonudur ve Teorem 10.1 geregi fo fo(z)dx =0 dur.

Monotonluk ve sinirhilik. {q;,...,¢,} C {41, .., 441} oldugundan f, < f, ¢; ayrica f, yalnz 0
ve 1 degerlerini aldigindan | f,, | < 1.

Noktasal yakinsaklik. z irrasyonelse her n i¢in f, (z) = 0 = f(z). z € E ise bir k icin z = ¢;, dur;
n > kicin f,(z) =1 = f(z). Her iki durumda f,, (z) — f(x).

|

Yani Riemann integrallenebilir fonksiyonlarin diizgiin sinirls, artan bir dizisi, Riemann integrallenebilir
olmayan bir fonksiyona noktasal olarak yakinsayabilir. Burada [ 01 fn = Ointegralleri bir limite gider, ama
bu limiti karsilayacak bir Riemann integrali yoktur. Yakinsaklik diizgiin olsaydi boyle bir sey olamazdi
(Alistirma 10.8); nitekim bu dizi diizgiin yakinsamaz (Alistirma 10.1).

Riemann Integralinin Sinirliliklar:

Dirichlet 6rnegi Riemann integralinin iki zayifligini birden gosterir: integrallenebilir fonksiyonlarin sinifi
noktasal limitler altinda kapali degildir ve bu ylizden limit ile integralin yer degistirmesi, limit fonksiyo-
nunun integrallenebilir oldugu énceden bilinmedikge anlamsizdir.

Lebesgue integrali bu durumu agiklar. Sinirli bir f : [a, b] — R fonksiyonunun Riemann integrallenebil-
mesi i¢in gerek ve yeter kosul, siireksizlik noktalarinin kiimesinin sifir 6l¢tlii olmasidir (Lebesgue’iin
Riemann integrallenebilirlik 6l¢iitii; kanit1 bu kitabin kapsami disindadir). Dirichlet fonksiyonu her nok-
tada siireksizdir. Ayrica Riemann integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesgue integrallenebilir oldugunu ve
iki integralin ¢akistigini (Teorem 11.4), siuirli fonksiyonlar i¢in de Siurli Yakinsaklik Teoremi’ni (Teorem
11.5) kanitlayacagiz. Bu ikisi birlikte Riemann integrali i¢in Arzela’nin Sinirli Yakinsaklik Teoremi ni verir:
{f,, : [a,b] = R} Riemann integrallenebilir fonksiyonlarin diizgiin sinirh bir dizisi olsun ve noktasal
olarak bir f : [a, b] — R fonksiyonuna yakinsasin. f nin Riemann integrallenebilir oldugu varsayilirsa

b

b
tm [ fi@do= [ fe)de

dir. Lebesgue integralinde bu varsayima gerek kalmayacak: 6lciilebilir fonksiyonlarin noktasal limiti yine
oOl¢iilebilirdir (Teorem 8.1).

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalar Darboux toplamlarinin temel 6zelliklerini ve bunlarin birkag¢ klasik sonucunu
kanitlatiyor.

Alistirma 10.1 (Dirichlet Dizisi Diizgiin Yakinsamaz). {qk}:i QN [0, 1] in bir numaralamasi, f,, =
X{q,a,} V€ = Xqnjo,1) olsun (Ornek 10.3). { f,,} nin [0, 1] iizerinde f ye diizgiin olarak yakinsamadigini
gosterin.

Cozim.

Diizgiin yakinsaklik, sup,c(o,1)| fn(z) — f(2) | — 0 demektir. Bu supremumun her n i¢in 1 oldugunu
gosterelim.

n rastgele olsun. Numaralama birebir oldugundan q,,,; ¢ {qi,...,q,}, dolayisiyla f, (¢,.;) = 0. Ote
yandan g, ; rasyoneldir, yani f(g,,,,;) = 1. Buradan

sup | f,,(x) = f(@) [ = | fr(@ny1) = F(gnyr) | =1

z€[0,1]

cikar; fonksiyonlar yalniz 0 ve 1 degerlerini aldigindan supremum tam olarak 1 dir. Supremum sifira
gitmediginden yakinsaklik diizgiin degildir.
]
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Alistirma 10.2 (incelme ve Darboux Toplamlari). f : [a,b] — R smurh olsun. P’, [a, b] nin bir P
béliintiisiiniin incelmesiyse

L(f,P) < L(f,P") ve U(f,P')<U(f,P)

oldugunu, yani incelme altinda alt Darboux toplamlarinin azalmadigini ve tst Darboux toplamlarinin
artmadigini gosterin.

Cozim.
Adim 1: Tek nokta eklemek. Once P’ = P U {y} oldugunu, y nin P nin bir (z;_,,z;) alt araliginda
bulundugunu varsayalim. fki toplam yalniz j indisli terimde ayrilir.

m’ = inf f, m” = inf
(mj—lvy)f (vaj)f

diyelim. (z;_;,y) ve (y, z;) araliklar1 (x;_,, z;) nin alt kiimeleridir; daha kii¢iik bir kiimenin infimumu

daha biyiik ya da esit oldugundan m’ > m; ve m” > m ;. Buradan

m(y — ;) +m (25 —y) 2 my(y —z;4) +my(z; —y)

= mj(xj - l’jﬂ)

bulunur; yani L(f, P’) > L(f, P). Supremumlar i¢in ayn: akil yiiriitme, daha kii¢iik kiimenin supre-
mumu daha kiiciik ya da egit oldugundan, U(f, P") < U(f, P) verir.

Adim 2: Genel durum. P’ \ P sonlu bir kiimedir, elemanlar1 y, ..., y;, olsun. P ye bu noktalar1 birer
birer ekleyerek

P:Q0§Q1g"'ng:Pl

bolintillerini elde ederiz; her @,., Q,_; e tek nokta eklenerek bulunur. Adim 1 her gegiste alt toplamin
azalmadigin, ist toplamin artmadigini soyler:

L(f,P) SL(f7Q1) SSL(.ﬂP/)v U(f,P/) —SU(f’P)

Alistirma 10.3 (Alt integral Ust Integrali Asmaz). f:[a,b] — R smirl olsun. supp L(f, P) <
infp U(f, P) oldugunu, yani (1) esitliginin sol tarafinin sag tarafindan biiyiik olamayacagini gosterin.

Cozim.

Adim 1: Her alt toplam her iist toplam1 asmaz. P, ve P, iki bolintii olsun ve P’ = P, U P,
ortak incelmelerini alalim. Her alt aralikta infimum supremumu agmadigindan L(f, P") < U(f, P’).
Alistirma 10.2 geregi

L(f,R) < L(f,P") <U(f,P')<U(f,B)
dir.
Adim 2: Supremum ve infimum. P, yi sabit tutalim. Adim 1’e gére U(f, B,), biitiin alt toplamlarin

bir iist siniridir; dolayisiyla supp L(f, P) < U(f, B,). Bu, her B, icin dogru oldugundan supp L(f, P)
biitiin tist toplamlarin bir alt siniridir ve

sup L(f, P) < infU(f, P)
P P

bulunur.

Alistirma 10.4 (Boliintii Dizisiyle Integrallenebilirlik). f : [a,b] — R smirli olsun. f nin Riemann
integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun, her B, ; in P, nin bir incelmesi oldugu ve
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esitligini saglayan bir { P, } boltintti dizisinin var olmasi oldugunu gésterin.

Coziim. B _
Kisaca I = supp L(f, P) ve I = infp U(f, P) yazalim; Alistirma 10.3 geregi I < I.
Yeterlilik. Béyle bir { P, } varsa her n i¢in L(f, P,) < I < I <U(f, F,), dolayisiyla

0<T—I<U(f,B)~L(f,B).

Sag taraf sifira gider, sol taraf n den bagimsizdir; demek ki T = I ve f Riemann integrallenebilirdir. (Bu
yonde incelme kosuluna gerek yoktur.) B

Gereklilik. f Riemann integrallenebilir olsun; I = I = I. Her n i¢in supremum ve infimumun tani-
mindan

1 1

olan @,,, R,, boliuntileri vardir. Timevarimla P, = @Q; UR; ve P, = B,_,; UQ,, U R,, tanmimlayalim.
P, D P,_; oldugundan her P,, P,_; in incelmesidir. Ayrica P,, hem @),, nin hem R,, nin incelmesidir;
Alistirma 10.2 geregi

U, B) ~ LU B) S UG Ry~ L1, @0) < -

dir. Fark negatif olmadigindan U(f, P,) — L(f, B,) — 0.
|

Alistirma 10.5 (Siirekli Fonksiyonlar Integrallenebilir). Alistirma 10.4 ve diizgiin siirekliligi kulla-
narak siirekli her f : [a,b] — R fonksiyonunun Riemann integrallenebilir oldugunu gosterin.

Cozim.

Adim 1: Smirhilik ve diizgiin siireklilik. Kapali ve sinirh bir aralikta siirekli olan f smurhdir ve
diizgiin siireklidir (bkz. Analiz 1: Diizgiin Siireklilik ve Cantor Teoremi). Dolayisiyla Darboux toplam-
lar1 tanimhidir.

Adim 2: Bolunti dizisi. P,, [a,b] yi 2™ esit parcaya bolen bélunti olsun. P, nin noktalar1 B, in
de noktalaridir (her alt aralik ikiye boliiniir); yani F, ,;, F, nin incelmesidir. F, nin alt araliklarinin
uzunlugu (b — a)/2™ dir.

Adim 3: Farkin tahmini. € > 0 verilsin. Diizgiin siireklilikten, | z —y | < d iken | f(z) — f(y) | <
¢ olacak bicimde bir § > 0 vardir. (b —a)/2" < § olan bir N segelim ve n > N alalm. P, nin bir
(®;_1,x;) alt aralifidaki her z,y icin | z — y | < 4, dolayisiyla f(z) < f(y) + &. Once z iizerinden
supremum, sonra y uzerinden infimum alirsak M,; < m, + € buluruz. Béylece

on
U(f,k,)—L(f,F,)= Z(Mz —m;)(z; —z;_y) <e(b—a)
i=1
dir.
Adim 4: Sonug. ¢ keyfi oldugundan U(f, E,) — L(f,E,) — 0. {P,} ardisik incelmelerden olustu-
gundan Alistirma 10.4 geregi f Riemann integrallenebilirdir.
|

Alistirma 10.6 (Artan Fonksiyonun Darboux Farki). f:[0,1] — R artan olsun ve P,, [0,1] in 1/n
uzunluklu 7 alt araliga boliintist olsun.

U B~ L, B) < [ £(1) ~ £(0)]

oldugunu gosterin.

Coziim.
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P, ={zq,....,x,}, ; =i/n olsun. f artan oldugundan f(0) < f(z) < f(1); yani f smrhdir ve
Darboux toplamlar1 tanimlidir.

Adim 1: Alt aralikta smurlar. z;,_; < = < z; i¢in artanlhktan f(z, ;) < f(z) < f(z,). Dolayisiyla
f(z;) bu aralikta bir iist siur, f(z;_;) bir alt sirdir:

M; < f(=;), m; > f(z;_q).

Adim 2: Teleskopik toplam. Her alt araligin uzunlugu 1/n oldugundan

U(.B) ~ L(F.B) = 2S00, m)
i=1
<15 s@) - fe))
=1

Béylece U(f, Pn) - L(f7 Pn) < %[f(1> - f(O)]
|

Alistirma 10.7 (Artan Fonksiyonlar Integrallenebilir). f : [0,1] — R artan olsun. Alistirma 10.6 ve
Alistirma 10.4 yardimiyla f nin Riemann integrallenebilir oldugunu gésterin.

Cozim.

Aligtirma 10.4 ardigik incelmelerden olusan bir dizi ister; 1 /n uzunluklu boliintiiler bu kosulu saglamaz
(B, P, nin incelmesi degildir). Bu yiizden yalniz n = 2* indislerini kullaniriz.

Q) = Py, yani [0,1] i 2% esit parcaya bélen boliintii olsun. @, nin her noktasi j/2F = 2j/
bicimindedir ve @, e aittir; yani @, ;, @), nin incelmesidir. Alistirma 10.6 geregi

DTN

2k k—o0

2k+1

OSU(vak)_L(f7Qk) <

dir. Alistirma 10.4 geregi f Riemann integrallenebilirdir.
|

Alistirma 10.8 (Diizgiin Limitin Riemann Integrali). {f, : [a,b] — R}, bir f : [a,b] — R fonksiyo-
nuna diizgiin olarak yakinsayan, Riemann integrallenebilir fonksiyonlarin diizgiin sinirh bir dizisi olsun.
f nin de Riemann integrallenebilir oldugunu ve

b

b
ILm fn(m)dm:/ f(z)dzx

oldugunu gosterin.

Coziim.

Adim 1: f sinirhidar. Dizi diizgiin sinirli oldugundan her n ve her z i¢in | f,,(z) | < K olacak bir K
vardir; n — oo i¢in | f(z) | < K. Dolayisiyla f nin Darboux toplamlar: tanimlidir.

Adim 2: Toplamlarin karsilastirilmasi. € > 0 verilsin. Diizgiin yakinsakliktan, n > N ikenher x €

[a, b] igin

olacak bir NV vardir. n > N ve P rastgele bir bolunti olsun. Bir alt aralikta f < f,, + ¢ esitsizliginden
supremumlar icin M, (f) < M,(f,) + €, benzer bicimde m,(f) > m;(f,) — ¢ ¢kar. Uzunluklarla
carpip toplarsak
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U(f,P) <U(fn,; P) +e(b—a),  L(f,P) 2 L(f,, P) —e(b—a)

bulunur.
Adim 3: f integrallenebilir. f5 Riemann integrallenebilir oldugundan Alistirma 10.4 (ya da dogru-

dan tanim) geregi U(fy, P) — L(fy, P) < € olan bir P vardir. Adim 2 deki esitsizlikleri n = N i¢in
kullanirsak

I(f)—I(f) <U(f,P) = L(f,P) <e+2(b—a)

dir. ¢ keyfi oldugundan I(f) = I(f); f Riemann integrallenebilirdir.
Adim 4: Integrallerin yakinsakligi. n > N olsun. Her P icin Adim 2 deki esitsizliklerden

b
Lo P)~ b= ) SLULP) < [ fa)do UG P) S UG P +elb—0)

dir. Soldaki esitsizlikte P iizerinden supremum, sagdakinde infimum alirsak, f,, integrallenebilir oldu-
gundan

/abfn(x)dx—a(b—a)g/abf(x)da;g/abfn(a:)dx—f—s(b—a)

bulunur. Yani n > N igin

/abfn(x)dx—/abf(:v)dx | <e(b—a).

¢ keyfi oldugundan integraller f; f(z) dz e yakinsar.
|

Riemann integralinin sinirlarimi gordiik. Siradaki boliim Sinirli Fonksiyonlarin Integrali, basamak fonksi-
yonlarinin yerine basit fonksiyonlar1 koyarak Lebesgue integralinin ilk adimini atiyor.
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11.1

11. Siurli Fonksiyonlarin Integrali

Riemann integralinin zayif noktasini Dirichlet fonksiyonunda gordiik: Riemann integrallenebilir fonksi-
yonlardan olugan diizgiin sinurly, artan bir dizi, Riemann integrallenebilir olmayan bir fonksiyona noktasal
yakinsayabilir. Lebesgue integrali bu kusuru tasimaz.

Kurulus Riemann integraline benzer, tek fark basamak fonksiyonlarinin yerini basit fonksiyonlarin alma-
sidir. Once sonlu destekli basit fonksiyonlari integralleriz; sonra sinirh bir fonksiyonu bunlarla alttan ve
iistten sikigtiririz. Bu boliim boyunca bir fonksiyonun sonlu destekli olmasi, sonlu 6l¢iilii bir kiitmenin
timleyeninde sifir olmas: demektir (bkz. Noktasal Limitler ve Yaklagim).

Basit Fonksiyonlarin Integrali

Basit bir fonksiyon sonlu sayida deger alir; her degeri, aldig1 kiimenin 6l¢iisiiyle agirliklandirip toplamak
en dogal tanimdir.

Tanim 11.1 (Basit Fonksiyonun Integrali). FE olciilebilir ve 1) : E — R sonlu destekli basit bir fonk-
siyon olsun (bkz. Tanim 8.4). 9 = Oise [ 5 9 = 0 tanimlanir. Aksi halde A, ..., A,,, ¥ nin aldig1 birbirinden
farkli sifirdan farkli degerler ve E; = ¢~1()\,;) olmak iizere

/Ew = i)\im(Ei)

tanimlanir. Bu say1ya ¢ nin E iizerindeki integrali denir; gerektiginde [ 5 ¥ dm yazilir.

Yani integral, sifirdan farkli her degerin “deger x taban 6l¢lisii” katkilarinin toplamudir. v sonlu destekli
oldugundan her E; sonlu 6l¢iilii bir kiimenin i¢indedir; bu yiizden her m(E;) sonludur ve toplam anlam-
lidir. Ozel olarak sonlu &l¢iili 6lciilebilir A C F igin fE X4 =m(A) dir.

Tanimda deger kiimeleri kullanildi; ama bir basit fonksiyonu yazmanin bagka yollar1 da vardir. Asagidaki
lemma, hangi ayrik yazilis secilirse se¢ilsin ayni sonucun ¢iktigini soyler.

Lemma 11.1 (Ayrik Yazilistan Bagimsizlik). A, ..., A, , E nin sonlu 6l¢ili, ikiser ikiser ayrik dlgiile-
bilir alt kiimeleri ve ay, ..., a,, € R olsun.n = Z;nzl ajXa, ise

/En = j;aj m(Aj).

ispat.

7, Uj A; disinda sifir oldugundan sonlu destekli ve basittir. ) = 0 ise her a; # 0 icin A; = & olur ve iki
taraf da sifirdir. Aksi halde )\, ..., \,,, 0 nin sifirdan farkl farkl degerleri ve E; = n~1(),;) olsun.
Advm 1: Kiimelerin parcalanmast. A; ler ayrik oldugundan A; iizerinde 1 = a; dir. Buna gore E; N
A; # @ isea; = \; olur. Ayrica:

* a; # 0 isen nin A; iizerindeki degeri bazi \; ye esittir; yani A;, aynk E; N A; (1 <4 < n) kiimelerinin
birlesimidir.
e, Uj A; disinda sifirdir; yani her E;, ayrik E; N A; (1 < j < m) kiimelerinin birlesimidir.

Adim 2: Toplamlarin yeniden diizenlenmesi. Olgiiniin sonlu toplamsallifini (Teorem 4.1) iki kez

kullanirz. a; = 0 olan terimler sifir katk: verir, a; =+ 0 olanlar igin
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110 Boliim 11. Sinirli Fonksiyonlarin integrali

dir; son esitlikte E; N A; #+ & olan terimlerde a; = \; oldugunu kullandik. a; = 0 olan j ler i¢in E; N
A; = @ dir (¢inkii \; # 0), yani sagdaki toplam bu j ler icin de sifirdir. Toplaywp siray: degistirirsek

zm:aj :iz\limEﬂA

j=1 i=1  j=1
= Z/\im(Ei) = / n
i=1 E

Bu lemma dogrusalligin anahtaridir: iki basit fonksiyonu, ikisinin de sabit oldugu ortak parcalar tizerinde
yazmak yeter.

Teorem 11.1 (Basit Fonksiyonlarda Dogrusallik). ¢, : E — R sonlu destekli basit fonksiyonlarsa

hera, 8 € R igin
+B¢) = T8 W
[eospr=of ooy
ispat.

Adim 1: Ortak parcalar.  nin degerleri a, 1 nin degerleri b ile gosterilsin. Ikisi birden sifir olmayan
her (a,b) deger ¢ifti icin

A= ¢ Ha)NyH(b)

diyelim. Bu sonlu sayida kiime olgiilebilir ve ikiser ikiser ayriktir. Her biri {¢ # 0} U {¢p # 0} icinde
kaldigindan sonlu élgiiliidiir. | | A, disinda o ile ¢ nin ikisi de sifirdir.
Adim 2: Lemmanin uygulanmasi. Buna gore E iizerinde

e=>axa, Y= bxa,

ap + Py = Z(aa +6b)Xa,,

dir. awp + B de sonlu destekli basittir. Lemma 11.1 ii¢ yazilisa da uygulanirsa

[ (ap+86) = Y(aa-+ 80y m(4,)
E

=a/E<p+ﬂ/Ew-

Dogrusalliktan iki énemli 6zellik hemen ¢ikar. A C E olciilebilir ise f A 1, ¥ nin A ya kisitlaniginin
integralidir; ¢ | 4 ile x4 nin sifirdan farkl deger kiimeleri ayni oldugundan [ A = B Px 4 dir.

Onerme 11.1 (Basit Fonksiyonlarda Monotonluk ve Toplamsallik). ¢, : E — R sonlu destekli
basit fonksiyonlar olsun.

(i) E iizerinde ¢ < 1) ise fE<p < wa dir.
(i) A, B C E ayrik ve élgiilebilir ise fAUB ©= fA v+ fB o dir.
Ispat.

(i) ¥ — ¢ negatif olmayan, sonlu destekli basit bir fonksiyondur; sifirdan farkli degerleri pozitif oldu-
Sundan tamim geregi integrali > 0 dir. Dogrusalliktan (Teorem 11.1)
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/Ew—/Esoz/EW—so)zo.

(ii) A ile B ayrik oldugundan ox 4,5 = X4 + @Xx g dir. Kisitlama gozlemi ve dogrusallikla

/ ‘P:/QOXAUB:/SOXA+/90XB:/‘P+/‘P'
AUB B B B A B

Sinirli Fonksiyonlarin Lebesgue Integrali

Sinirh bir fonksiyonu, Darboux’nun basamak fonksiyonlariyla yaptig1 gibi, bu kez basit fonksiyonlarla
alttan ve iistten yaklasiriz.

Tanim 11.2 (Sinirli Fonksiyonun Lebesgue Integrali). E olciilebilir ve f: E — R smirli olsun.
Asagida ¢ ve 9, E tizerindeki sonlu destekli basit fonksiyonlar tizerinde degisir.

Iy(f) = sup /E o, Tylf) = inf /E "

p<f ¥v=f

sayllarina f nin alt ve iist Lebesgue integrali denir. I, (f) = I5(f) ise f ye E tizerinde Lebesgue
integrallenebilir ya da kisaca integrallenebilir denir; ortak deger f nin Lebesgue integralidir ve [ 5 f

ya da fE f dm ile gosterilir.

Yani f, altindaki basit fonksiyonlarin integrallerinin en iyisiyle iistiindekilerin en iyisi cakiginca integral-
lenebilirdir. ¢ < f < 1) ise Onerme 11.1 ile fE p < fE 1 oldugundan I;(f) < I(f) dir. Genel durumda
bu supremum ve infimum R de almnir (m(E) = oo ise bir yaklasim kiimesi bos kalabilir; 6r. E = R, f =
1 icin f nin ustiinde sonlu destekli basit fonksiyon yoktur). f sonlu destekliyse bu sorun ¢ikmaz: f nin
diginda sifir oldugu sonlu élgiilii bir Eg ve | f | < M igin —Mx By < f< My g, oldugundan

—Mm(E,y) < In(f) < Tp(f) < Mm(Ey)

olur. Bu béliimde integrallenebilirlik yalniz boyle fonksiyonlar igin kullanilir. Sonlu destekli basit bir 1
kendi kendisinin alt ve {ist yaklasimi oldugundan integrallenebilirdir ve bu tanim Tanim 11.1 ile aym
degeri verir.

Bir fonksiyonun sifir oldugu yer integrale katk: vermez. Asagidaki 6nerme, integrali fonksiyonun sifirdan
farkli oldugu kismu igeren herhangi bir kiimeye tasimarmuza izin verir; ispatlarda “m(E) < oo varsayabi-
liriz” dememizin gerekgesi budur.

Onerme 11.2 (Destege Indirgeme). f: E — R simrl, E, C E olgiilebilir ve {x € E : f(x) # 0} C
E, olsun. f nin E iizerinde integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E,, iizerinde integrallenebilir

olmaSIdzr; bu durumda
E E

[¢]

Ispat.

USI; integrallerin esit oldugunu gosterelim; alt integraller icin ispat aynidir (esitsizlikler ters doner).
Adim 1 (TE0 (f) <Ig(f)) v > f, E iizerinde sonlu destekli basit olsun. E \ E, iizerinde f =0
oldugundan orada ¢ > O,Uyani YXp\E, = 0 dir. ¢ |E0’ E, iizerinde f nin iistiinde kalan sonlu destekli
basit bir fonksiyondur ve Onerme 11.1 ile

oo el

9 iizerinden infimum alinirsa istenen ¢ikar.
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Adim 2 (Ig(f) < IE (f)) %o = f., Ey izerinde sonlu destekli basit olsun. 1, 1 E'\ E, izerinde 0
olarak genisletelim; elde edilen ), E iizerinde sonlu destekli basittir, f orada sifir oldugundan ¥ > f dirve

sifirdan farkli deger kiimeleri 1, inkilerle ayni oldugundan fE fE g dir. Infimum alinirsa istenen
cikar. B B

Iki adimdan I'(f) = I, (f) ve ayni bicimde I (f) = I (f) olur; bu da iddianin ikisini birden verir.
|

Ozel olarak f sonlu destekliyse, f nin disinda sifir oldugu sonlu 6lciilii bir E,, alip E yerine FE, {izerinde
caligabiliriz.

Artik asil soruya gelebiliriz: hangi sinirhi fonksiyonlar integrallenebilir? Yanit: sonlu destekli ol¢iilebilir
olanlarin hepsi.

Teorem 11.2 (Sinirli Olgiilebilir Fonksiyonlarin Integrallenebilirligi). f: E — R sinirl, sonlu
destekli ve élgiilebilir ise E iizerinde integrallenebilirdir.

ispat.
Onerme 11.2 ile m(E) < oo varsayabiliriz. n € N wverilsin. f simirli ve élciilebilir oldugundan Basit
Yaklasim Lemmasina (Lemma 8.1) gore E iizerinde

1

olan basit p,,, ,, vardir; m(E) < oo oldugundan bunlar sonlu destekli basittir. 1, — ¢, < %XE oldu-
Fundan Teorem 11.1 ve Onerme 11.1 ile

0 < Ig(f) /w f/son /(wnﬂpn)smf).

n rastgele oldugundan ve m(E) sonlu oldugundan I (f) = Iz(f) olur.
|

Tersi de dogrudur: smurly, sonlu destekli bir fonksiyon ancak ve ancak 6l¢tilebilirse Lebesgue integralle-
nebilirdir. Bu béliimde bu yo6ne ihtiyacimiz olmayacak.

Dogrusallik ve Monotonluk
Basit fonksiyonlar icin elde ettigimiz ti¢ 6zellik, alttan ve istten sikistirma sayesinde sinirh 6lciilebilir
fonksiyonlara aynen taginir.

Teorem 11.3 (Integralin Dogrusallig1 ve Monotonlugu). f,g: E — R sinurly, sonlu destekli ve ol¢ii-
lebilir olsun.

(i) Dogrusallik. Her o, 3 € R igin fE(af + Bg) = afE f+ ﬂfE g.
(ii) Monotonluk. E iizerinde f < g ise fE f< fE g.
(iii) Tanum kitmesi iizerinde toplamsallik. A, B C E ayrik ve 6l¢iilebilir ise fAUB f= fA f+ fB f.
ispat.
Swnurly, sonlu destekli ve olgilebilir fonksiyonlarin dogrusal birlesimleri ve olciilebilir kiimelerin karakte-
ristik fonksiyonlariyla carpimlar: yine boyledir (Teorem 7.4); dolayisiyla asagida gegen biitiin fonksiyonlar
Teorem 11.2 ile integrallenebilirdir. f ve g nin disinda sifir oldugu sonlu 6l¢iilii kiimelerin birlesimini E

alp Onerme 11.2 uygularsak m(E) < oo varsayabiliriz.
Adwm 1: Toplam. n € N i¢in Basit Yaklasim Lemmasiyla (Lemma 8.1) E iizerinde

0, <f<t,, ¢,<g<,

ve0 < 9, — ¢, < %,0 <, — @, < % olan basit fonksiyonlar secelim. Integralin tanimindan fE Y, <
fE < fE 1,, ve g i¢in benzeri gegerlidir; toplarsak ve Teorem 11.1 kullanirsak

Acik Matematik - acik-matematik.com 112 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

11.4

11.3 Dogrusallik ve Monotonluk 113

/E<son+son>s/Ef+/Egs/E(¢n+wn>-

Ote yandan ¢, + p, < f + g <, +,, oldugundan, yine tanimdan, fE(f +g) de aym iki say
arasindadir. Bu araligin uzunlugu

/E(%—%H/(%_%) _ 2m(E)

E

oldugundan

’/E(erg)—/Ef—/Eg|S2m7§E)

bulunur. n — oo ile fE(f+g) = fEf + ng.
Adim 2: Skalerle carpim. o > 0 ise ) > f < arp > af ve fE a) =« fE 2 dir (Teorem 11.1); dolayi-

styla Ig(af) = alg(f), yanifE of = afE fra<0isey > f < a < af oldugundan

IE(af):E/sz%géwza/lgﬁ

a = 0 durumu agiktir; iki fonksiyon da sifirdir. Adim 1 ile birlesince (i) cikar.

Adim 3: Monotonluk. h = g — f > 0 ise sifir fonksiyonu h nin altinda kalan basit bir fonksiyon
oldugundan fEh = Ip(h) > 0dr (i) ile ng — fEf = fEh > 0.

Adim 4: Toplamsallik. Olgiilebilir A C E icin fx 4, A disinda sifirdir ve A iizerinde f ile ¢akisir;
Onerme 11.2 ile fE fxa= fA f- A, B aynik oldugundan fx 4,5 = fxa + fxg; () ile

/AUszfEfous=/Efo+/EfxB=/Af+/Bf.

Monotonlugun sik kullanilan bir bi¢imi: m(E) < oo ve E iizerinde | f | < M ise | fE f| < Mm(E) du,
cinkii —Myxg < f < Mxg.

Sonuc 11.1 (Integralin Mutlak Degeri). f: E — R sinurly, sonlu destekli ve olciilebilir ise
|[r]<[11.
E E
ispat.

| f | de simirly, sonlu destekli ve dlgiilebilirdir ({| f | > ¢}, e > 0igin{f > c}U{f < —c},c<0i¢inE
dir). E iizerinde — | f | < f <| f | oldugundan Teorem 11.3 (ii) ve (i) ile

[isisfr< s

Riemann Integraliyle Karsilastirma

Yeni integral eskisini genisletir: Riemann integrallenebilir her fonksiyon Lebesgue integrallenebilirdir
ve iki integral ayni sayiy1 verir. Kilit gézlem, Darboux toplamlarinin birer basit fonksiyonun integrali
olmasidir.

Lemma 11.2 (Darboux Toplamlari Basit Fonksiyonlarin Integralidir). f : [a,b] — R sinrlive P =
{zy <z < ...<z,}, [a,b] nin bir bélintisii olsun. m; ve M,, f nin [x,_,,x;] iizerindeki infimum ve
supremumu olmak tizere
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114 Boliim 11. Sinirli Fonksiyonlarin Integrali

n

n
PP =D MiX(o, 40+ D (@)X (ay)
=1

k=0

ve ) p de m, yerine M, yazilarak tanmimlansin. ¢ p ve ¢ p basittir, pp < f < 9p dir ve

| er=ri.p) bp=U(f.P)
la,b] la,b]
ispat.
Acik araliklar ile tek noktal kiimeler élgiilebilir ve ikiser ikiser ayriktir; birlesimleri [a, b] dir. Dolayisiyla
¢p sonlu sayida deger alan, élgiilebilir, basit bir fonksiyondur ve m([a,b]) < co oldugundan sonlu

desteklidir. A¢ik araliklardam,; < f, boliintii noktalarinda esitlik vardir; yani o p < f. Nokta kiimelerinin
oleiisii 0, (x;_q, ;) ninkiz; — x,_; oldufundan Lemma 11.1

/[ ]‘PP :Zmi(xi_xi—l) =L(f,P)
a,b =1

verir. ¥ p i¢in ayni hesap U (f, P) yi verir.
|

Teorem 11.4 (Riemann Integrallenebilir Fonksiyonlarin Lebesgue integrali). f:[a,b] — R
stnirlt ve Riemann integrallenebilir ise Lebesgue integrallenebilirdir ve

/[ab]f=/abf(w)dw-
Ispat.

Her P bolintiisii icin Lemma 11.2 ve alt, iist Lebesgue integrallerinin tanimindan

L(f, P) = / op < Loyl
[a,b]

SI[a,b](f)S 'lpP:U(faP)
[a,b]

Soldan P iizerinden supremum, sagdan infimum alinirsa

SIIIDPL(fy P) < Lgy(f) < Ty (f) < mfU(S, P).

f Riemann integrallenebilir oldugundan (Tanim 10.4) en distaki iki say: esit ve Riemann integraline esittir.
Aradaki biitiin esitsizlikler esitlik olur.
|

Smirli Yakinsaklik Teoremini Riemann integraline uygulayabilmek i¢in bir adim daha gerekir: Riemann
integrallenebilir fonksiyonlar 6l¢iilebilirdir.

Lemma 11.3 (Riemann Integrallenebilir Fonksiyonlarin Olgiilebilirligi). f : [a,b] — R sinurl ve
Riemann integrallenebilir ise ol¢iilebilirdir.

Ispat.
Adum 1: Sikistiran iki él¢iilebilir fonksiyon. supp L(f, P) = infp U(f, P) oldugundan her k icin
U(f,Qy) — L(f,B,) < 1/k olan B, ve Q,, boliintiileri vardwr. Lemma 11.2 deki fonksiyonlarla

p" = SUp P Yt =infyg,

diyelim. Basit fonksiyonlar élgiilebilirdir ve {¢* > ¢} = Uk{gopk > c} oldugundan ¢* olgilebilirdir;
benzer bigimde {¢* < ¢} = Uk{d}Qk < c}. Ayrica o* < f < o* dir.
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Advm 2: Farkin integrali sifir. u = ¢* — ¢* simirly, 6lgiilebilir ve > 0 dwr. Her k i¢in 0 < u < 9o —
¢ p,_ oldugundan Teorem 11.3 ve Lemma 11.2 ile

)

El

os/'usvaw—uﬁm<

[a,b]

yani f[a!b] u=0.

Adim 3:u = 0 hemen her yerde. j € N ve A; = {u > 1/j} olsun. %XAJ- < u oldugundan monotonluk
%m(Aj) < f[a,b] u = 0 verir. {u > 0} = Uj A; oldugundan N = {u > 0} sifir olgilidiir.

Adum 4: Olciilebilirlik. N disinda f = o* dir. Her c icin

{f>ech=({¢" >\ N)U({f>c}nN)

dir. llk kiime olciilebilir kiimelerin farkidur; ikincisi dis olgiisii sifir olan bir kiimedir ve Teorem 1.4 ile
olgiilebilirdir. Demek ki f olciilebilirdir.
|

Genislemenin gercek oldugunu Dirichlet fonksiyonu gosterir.

Ornek 11.1 (Dirichlet Fonksiyonunun Lebesgue Integrali). E =QnN|[0,1] olmak {izere xp :
[0,1] — R Dirichlet fonksiyonunun Lebesgue integrallenebilir oldugunu gésterin ve integralini bulun.

Coziim.
E sayilabilir oldugundan dis 6l¢uisii sifirdir; Teorem 1.4 ile dl¢tilebilirdir ve m(E) = 0 dir. Boylece x g,
[0, 1] iizerinde sonlu destekli basit bir fonksiyondur. Basit fonksiyonlar integrallenebilir oldugundan

/ Xg=1-m(E)=0.
0,1]

Ote yandan y g nin Riemann integrallenebilir olmadigini biliyoruz (bkz. Riemann ve Lebesgue Integ-
rali): her bélintiide alt Darboux toplamu 0, iist Darboux toplamu 1 dir. Yani Lebesgue integrali Riemann
integralinin gercek bir genislemesidir.

|

Sinirl: Yakinsaklik Teoremi

{f,,} sinirly, sonlu destekli, 6l¢iilebilir fonksiyonlardan olugan bir dizi ve F iizerinde noktasal olarak f,, —

f olsun. Ne zaman
lim/fn:/ lim fn:/f

yazabiliriz? Bu esitlige integral isareti altinda limite ge¢cme denir. Her zaman gegerli degildir; kiitle
ya dar bir yere sikisarak ya da sonsuza kacarak kaybolabilir.

Ornek 11.2 (Sivrilen Tepeler). I, = [5-, 1] ve f, = 2n xz, : [0,1] — Rolsun. [0, 1] iizerinde f,, — 0

2n'n
noktasal oldugunu ama f[o 1 frn # 0 oldugunu gosterin.

Cozim.
1_ 1

Integraller. m(I,) = 2 — ;- = ;L oldugundan her n igin f[o,l] fo=2n-5 =1dir

Noktasal limit. z = 0 hicbir I,, de degildir, yani her n icin f,,(0) = 0.z € (0,1]isen > 1/zicin 1 <
zolur,z ¢ I, ve f,(x) = 0. Demek ki f,, — f = 0 noktasal.

Sonug. lim fn=1#0= f- Tepeler gitgide daralip yiikselir; alanlar1 hep 1 kalir ama sifira
n 1) In 0,1] peler gitg Py P

dogru sikigarak kaybolur. Dizi diizgiin sinirh degildir: sup f,, = 2n — oo.
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y
8 /i
. f5
4 f
2 fi
X
0 1/8 1/4 1/2 1

Sekil 11.1: n=1, 2,3, 4i¢in f, = 2nxm, I, = [1/(2n), 1/n]. Her tepenin alan1 1'dir; tepeler daralip yiikselerek
sifira dogru kayar ve her sabit x > 0 noktasin bir siire sonra terk eder.

Ornek 11.3 (Sonsuza Kacan Kiitle). E, =[n,n+1]veg, =n Xg, : R = Rolsun. g, — 0 noktasal
oldugunu ama integrallerin sifira yakinsamadigini gosterin.

Coziim.

Her g,, sinirly, 6lgiilebilir ve E,, disinda sifir oldugundan sonlu desteklidir; f]R g, =n-m(E,) =n.
Sabit bir z i¢cin n > x olunca x ¢ E,, yani g,,(z) = 0; dolayisiyla g,, — 0 noktasal. Ama fR g, =N —
oo ve limit fonksiyonunun integrali 0 dir. Buradaki kiitle sonsuza dogru kagar; 6l¢iisit sonsuz olan R
bu kagisa yer acar.

Bu dizi diizgtin siurh da degildir (sup g,, = n). h,, = X, 541 dizisiise | h,, | < 1 ile diizgiin siurhdr,
yine h,, — 0 noktasal yakinsar ama fR h,, =1 + 0; burada tek kusur m(R) = oo olmasidur.

|

Iki 6rnekteki kusur da, fonksiyonlarin tek bir sabitle sinirlanamamasi ya da tanim kiimesinin &l¢iisiiniin
sonsuz olmasidir. Bu iki kusuru diglamak yeter.

Tanmim 11.3 (Diizgiin Noktasal Sinirh Dizi). f,, : F — R fonksiyonlarindan olusan {f,,} dizisi i¢in
her n ve her z € E de | f,,(x) | < M olacak bicimde bir M > 0 varsa diziye diizgiin noktasal sinirlt
(uniformly pointwise bounded) denir.

Yani biitiin fonksiyonlarin grafikleri aymi [—M, M| seridinde kalir.

Teorem 11.5 (Sinirli Yakinsaklik Teoremi). m(E) < oo ve {f,}, E iizerinde élgiilebilir fonksiyon-
lardan olusan diizgiin noktasal sinirl bir dizi olsun. E iizerinde noktasal olarak f,, — f ise

lim I :/ f.
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Ispat.

Adim 1: Hazirlik. Her n icin | f,, | < M olsun. f, dlgilebilir fonksiyonlarin noktasal limiti olarak
olciilebilirdir (Teorem 8.1) ve | f | < M dir. m(E) < oo oldugundan biitiin bu fonksiyonlar sonlu destekli
ve integrallenebilirdir m(E) = 0 ya da M = 0 ise biitiin integraller sifirdwr; bu yiizden m(E) > 0 ve
M > 0 alahm.

Adim 2: Temel tahmin. Olciilebilir her A C E icin Teorem 11.3 ve Sonuc 11.1 ile

RS RN ISRy AP
S/Alfnf|+2Mm(E\A)_

Ikinci satirda E \ A iizerinde | f,, — f | < 2M oldugunu kullandik.

Adim 3: Egoroffile diizgiinliik. ¢ > 0 verilsin. m(E) < oo ve f reel degerli oldugundan Egoroff teoremi
(Teorem 9.1), { f,,} in A iizerinde f ye diizgiin yakinsadigr ve m(E \ A) < ;57 olan olciilebilir bir A C
E wverir. Diizgiin yakinsakliktan, hern > N i¢in A dizerinde| f, — f | < #@) olan bir N vardr.
Adim 4: Sonug¢. n > N icin monotonluk ve Adim 2 ile

|/Efn—/Ef|§2mE(E)m(A)+2M-ﬁ
g
2

<ty
=3

=E.

Yani sonlu 6l¢ilii bir kiimede, ortak bir sabitle sinirh 6l¢iilebilir fonksiyonlar i¢in noktasal yakinsaklik
integrallerin yakinsakligina yeter. Riemann integrali i¢in de, limitin Riemann integrallenebilir oldugu
bilindigi siirece, ayn1 sonug gecerlidir.

Teorem 11.6 (Arzela Simirli Yakinsaklik Teoremi). {f,}, [a,b] iizerinde Riemann integrallenebilir

fonksiyonlardan olusan diizgiin noktasal stnirli bir dizi olsun ve Riemann integrallenebilir bir f : [a,b] — R
fonksiyonuna noktasal yakinsasin. Bu durumda, Riemann integralleri olarak,

b

b
le fo(x)de = / f(z)dx.

Ispat.

| £, | < M ise noktasal limitte | f | < M dir, yani| f,, — f | < 2M. Lemma 11.3 ile f,, ve f élcilebilir,
dolayisiyla f,, — f olgiilebilirdir (Teorem 7.4). Boylece {f,, — f}. la, ] iizerinde olgiilebilir fonksiyonlar-
dan olusan, diizgiin noktasal sinirli ve O a noktasal yakinsayan bir dizidir. Stnirli Yakinsaklik Teoremi
(Teorem 11.5) ve dogrusallik

i (f fe [ )=t [ G-

[a,b]

verir. Teorem 11.4 ile f,, ve f nin Lebesgue integralleri Riemann integralleriyle aynidir; iddia budur.
]

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalarda integralin bu boliimde kurulan 6zellikleri kullanilir.

Alistirma 11.1 (Diizgiin Yakinsaklik ve Integral). m(E) < oo ve {f,,}, E iizerinde sinirh 6lciilebilir
fonksiyonlardan olusan bir dizi olsun. E uzerinde f,, — f dizgin ise lim,,_, fE fn= fE f oldugunu,
Sinirli Yakinsaklik Teoremini ya da Egoroff teoremini kullanmadan, dogrudan gosterin.

Coziim.
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Adim 1: f integrallenebilir. f, 6lciilebilir fonksiyonlarin noktasal limiti oldugundan 6l¢iilebilirdir
(Teorem 8.1). Diizgiin yakinsakliktan F tizerinde | fy — f | < 1 olan bir N vardir; | fy | < K ise
| f ] < K+1,yani f simrhdir. m(E) < oo oldugundan f,, ler ve f sonlu destekli, dolayisiyla integ-
rallenebilirdir (Teorem 11.2).

Adim 2: Tahmin. ¢, = sup,.g| f,,(z) — f(z) | diyelim; dizgiin yakinsaklik €, — 0 demektir. E
tzerinde | f,, — f | < &, xg oldugundan dogrusallik, Sonuc 11.1 ve monotonluk (Teorem 11.3) ile

|/Ef”_/Ef|=|/E(fn—f)|£/El fo—f 1 <enm(E).

Adim 3: Sonug. m(FE) sonlu ve €,, — 0 oldugundan sag taraf sifira gider; yani fE fn— fE f
|

Alistirma 11.2 (Integralle Sayilabilir Toplamsallik). m(E) < cove {E,, }:i > E'ninayrik sl¢iilebilir
kiimelere bir ayrisimi olsun. Yalniz integralin dogrusalligini ve Sinirhi Yakinsaklik Teoremini kullanarak
m(E) =3>2>  m(E,) oldugunu gosterin.

Coziim.
Adim 1: Kismi toplamlari integral olarak yazma. Her n i¢in

n
k=1

olsun. Ej, ler ayrik oldugundan f,, = xg . ug, . yani 0 < f,, < 1dir. Her E}; C E sonlu dl¢iludiir ve
[ Xz, = m(Ey) dir; dogrusalliktan (Teorem 11.3)

/Efn = Zm(Ek)

k=

[

Adim 2: Noktasal limit. € E ise x tam olarak bir E}, ya aittir; n > k i¢in f,,(x) = 1 dir. Demek ki
E tzerinde f, — x g = 1 noktasal.

Adim 3: Sinirli Yakinsaklik Teoremi. m(E) < oo, f,, ler élciilebilir ve | f,, | <1 oldugundan
Teorem 11.5 uygulanir:

Zm(Ek) = lim Zm(Ek) = lim / fn= / xg = m(E).

1

Alistirma 11.3 (Kisitlamanin Integrali). f: E — R smurly, sonlu destekli ve élgiilebilir olsun. Olgii-
lebilir her A C F i¢in fA fla= fE f - x4 oldugunu gosterin.

Cozim.

Adim 1: Iki fonksiyon da integrallenebilir. f 4, 6lciilebilir iki fonksiyonun garpimi olarak 8lciile-
bilirdir (Teorem 7.4); | fx4 | < | f | oldugundan sinirlidir ve f nin sifir oldugu yerde sifir oldugundan
sonlu desteklidir. f | 4 da A {izerinde sinirh ve sonlu desteklidir; her cigcin {f |4, > ¢} ={f >c}NA
olciilebilir oldugundan o&lciilebilirdir. Teorem 11.2 ile ikisi de integrallenebilirdir.

Adim 2: Destege indirgeme. fx 4, A disinda sifirdir, yani {fx 4 # 0} C A. Onerme 11.2 E, = A ile

/E fxa= /A (Fxa) |a

verir. A tizerinde x4, = 1 oldugundan (fx4) |4 = f |4 dir;boylece [ fxa = [, f |a-
|
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11.6 Alistirmalar 119

Alistirma 11.4 (Riemann Integralinde Sinirh Yakinsaklik). Smirli Yakinsaklik Teoremi Riemann
integrali i¢in gegerli midir? Yani [a, b] izerinde Riemann integrallenebilir fonksiyonlardan olusan diizgiin
noktasal sinirli ve noktasal yakinsak her dizinin limiti Riemann integrallenebilir midir ve integraller limite
yakinsar mi?

Cozim.

Genel olarak hayir: limit fonksiyonu Riemann integrallenebilir olmayabilir, o zaman limitin Riemann
integrali tanumli bile degildir.

Kars1 6rnek. [0, 1] N Q sayilabilirdir; {qk};i , bir numaralamasi olsun ve

fo=Xiq,q,1 : [0,1] = R

tanimlayalim.

+ Her f,, yalniz sonlu sayida noktada sifirdan farkl olan bir basamak fonksiyonudur; Riemann integ-
A 1
rallenebilirdir ve fo fn(z)dz =0 dir.
» Her ni¢in 0 < f,, < 1; dizi diizgiin noktasal sinirhidir (ve artandir).
« x rasyonel ise bir k i¢in x = g;, dir ve n > k i¢in f, () = 1; z irrasyonel ise her n i¢in f, (z) = 0.
Yani f,, = Xgqnjo,1) noktasal.

Limit Dirichlet fonksiyonudur ve Riemann integrallenebilir degildir: rasyoneller ve irrasyoneller [0, 1]
de yogun oldugundan her bélintiide alt Darboux toplamu 0, iist Darboux toplami 1 dir. Dolayisiyla
Riemann integrali icin “noktasal limitin integrali, integrallerin limitidir” ifadesi anlamini yitirir.
Olumlu kisim. Limit fonksiyonunun Riemann integrallenebilir oldugu ayrica biliniyorsa sonug¢ dog-
rudur; bu Arzela Smirli Yakinsaklik Teoremidir (Teorem 11.6). Lebesgue integralinde ise boyle bir ek
varsayim gerekmez: yukaridaki érnekte f[O,l] fn=0—0= f[O,l] Xgnio,1] (Ornek 11.1), tam Teorem
11.5 in 6ngordugu gibi.

|

Aligtirma 11.5 (Hemen Her Yerde Esit Fonksiyonlar). f,g: E — R sinurli, sonlu destekli ve 6lgiile-
bilir olsun ve E iizerinde hemen her yerde f = g olsun. | 5 =/ 59 oldugunu gosterin.

Cozim.

Adim 1: Fark fonksiyonu. h = f — g smurly, sonlu destekli ve ol¢iilebilirdir (Teorem 7.4); | h | < M
olsun. N = {z € E : h(z) # 0} dl¢iilebilirdir ve varsayim geregi m(N) = 0 dir (Tanim 4.2).

Adim 2: Integral sifir 6l¢iilii kitmeye iner. {h # 0} = N oldugundan Onerme 11.2 ile Joh= [N
N iizerinde | h | < My oldugundan Sonug 11.1 ve monotonluk

|/h|§/\h|§Mm(N):0
N N
verir.

Adim 3: Dogrusallik. Teorem 11.3 ile fE f— fE g= fE h=0.
|

Aligtirma 11.6 (Basamak Fonksiyonlariyla Riemann ve Lebesgue). Her basamak fonksiyonunun
basit oldugunu ve Riemann integraliyle Lebesgue integralinin esit oldugunu gésterin. Buradan, sinirl her
f:]a,b] = Rigin

b b
su <I, gTa < inf/
¢<Ij)f/a © < Iy (f) < Loy (f) b (]

oldugunu (supremum ve infimum basamak fonksiyonlar1 tizerinden) ¢ikarin ve Riemann integrallenebilir
her sinirh fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir olup iki integralin egit oldugunu bu yoldan kanitlayin.

Cozim.
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120 Boliim 11. Sinirli Fonksiyonlarin integrali

Adim 1: Basamak fonksiyonu basittir. ¢, a = ¢y < z; < ... < z,, = b boliintiistine gére bir basa-
mak fonksiyonu olsun: (z,_;, z;) lizerinde ¢ = ¢;, béliintii noktalarindaki degerler ise rastgele. Buna
gore

0= Xo,,an+ ; P(T) X (-

i=1

Agik araliklar ve tek noktali kiimeler 6lgiilebilir, ikiger ikiser ayrik ve birlesimleri [a, b] dir. ¢ sonlu
sayida deger alir ve her deger kiimesi bu kiimelerin sonlu birlesimi oldugundan 6l¢iilebilirdir; yani ¢
basittir. m([a, b]) < co oldugundan sonlu desteklidir.

Adim 2: Tki integral esittir. Lemma 11.1, m((z;_;, x;)) = z; — x;_; ve m({z,}) = O ile

n b
/ Y= Zcz(% — %) = / ¢(z) dz.
[a,b] i=1 a

Adim 3: Sikistirma. ¢ < f < 4 basamak fonksiyonlar1 ise Adim 1’e gore bunlar f nin altinda ve
iistiinde kalan sonlu destekli basit fonksiyonlardir; Adim 2 ve alt, tist Lebesgue integrallerinin tanimiyla

(Tanim 11.2)
/ / ¥ < I[a b] )
_ b
<Tan< [ v=[w
la,b] a

Soldan ¢ tizerinden supremum, sagdan 1) tizerinden infimum almak istenen zinciri verir.
Adim 4: Riemann integrallenebilir fonksiyonlar. f Riemann integrallenebilir ve I = f f(z)dzx

olsun; yani supp L(f, P) = infp U(f, P) = I (Tarum 10.4). Her P bélintiisii i¢in, (z;_q, x; )uzermde

Ti—1,T;
m; = = infj, . f vebdlinti noktalarinda f degerlm alan ¢ p bir basamak fonksiyonudur, pp < f ve

f Yp = (f, P) dir. Benzer bi¢imde ¢¥p > f ve f Yp = U(f, P). Dolayisiyla

b
I =supL(f,P)<su , inf/ <infU(f,P)=1.
p(f)¢<rf>/s0 Maw nfU(f, P)
Adim 3'teki zincirle birlesince

I<Iay(f) STay(f) T

olur. Yani f Lebesgue integrallenebilirdir ve f[ o f=1= fa f(z) dzx dir.
|

Sinirli fonksiyonlar i¢in kurdugumuz integral, siradaki adimin tuglasidir: Negatif Olmayan Fonksiyonlarin
Integrali béliimiinde integrali, sinirli ve sonlu destekli fonksiyonlarla alttan yaklasarak sinirsiz fonksi-
yonlara ve sonsuz 6l¢iilii kiitmelere genisletecegiz.
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12.1

12.2

12. Negatif Olmayan Fonksiyonlarin
Integrali

Sinirl ve sonlu destekli fonksiyonlarin integralini biliyoruz. Simdi sinirlilik ve sonlu destek kogullarini
birakip [0, 0o] degerli her é8lciilebilir fonksiyona bir integral atiyoruz. Fikir basit: fonksiyonu alttan,
integralini zaten bildigimiz fonksiyonlarla yoklamak ve bu integrallerin supremumunu almak.

Bu yolla gelen integral hem dogrusal ve monoton olur hem de limitlerle ¢ok iyi geginir. Boliimiin iki temel
sonucu Fatou lemmasi ve Monoton Yakinsaklik Teoremi’dir; ikisi de integral ile limitin yer degistirmesini
hicbir sinirhilik varsayimi olmadan, yalmiz negatif olmama sayesinde saglar.

Tanim

Bir h fonksiyonu, {x € E : h(x) # 0} kiimesinin 6l¢iisii sonluysa sonlu destekli adini alir. Bu bsliim
boyunca E o6lciilebilir bir kiimedir ve

Fg ={h: E — R:h olgilebilir, sinirl, sonlu destekli, h >0}
yazariz. Fy deki fonksiyonlarin integrali dogrusal ve monotondur (Teorem 11.3). Ayrica [0, oo] i¢indeki
islemlerde 0 - oo = 0 ve her ¢ € [0, o0] igin ¢ + 0o = oo kabul ederiz.

Tanim 12.1 (Negatif Olmayan Fonksiyonun Integrali). f: E — [0, 00| dlciilebilir olsun. f nin E
iizerindeki integrali

/fzsup{/ hheFg,0<h<f (E ﬁzerinde)}
E E

genisletilmis reel say1sidir. Olgiilebilir A C E icin fA f» f nin A ya kisitlaniginin integralidir.

Yani f nin integrali, f nin altinda kalan “iyi” fonksiyonlarm integrallerinin en kiigtik iist siniridir; degeri
oo olabilir.

Iki gézlem hemen ¢ikar. Birincisi, f € F5 ise supremum h = f de erisilir ve monotonluktan baska bir h
daha biiyiik integral veremez; yani yeni tanim eskisiyle celismez. Ozel olarak A C E élgiilebilir, m(A4) <
oo vec > 0ise fE cxyq =cm(A) dir. Ikincisi, F iizerinde 0 < f < g ise f nin altinda kalan her h, g nin

de altinda kalir; dolayisiyla
/ f< / g. (1)
E E

Chebychev Esitsizligi

Negatif olmayan bir fonksiyonun integrali, fonksiyonun biiyiik oldugu kiimenin 6l¢iisiinii kontrol eder.

Lemma 12.1 (Chebychev Esitsizligi). f: E — [0, 0] élgiilebilir olsun. Her A > 0 i¢in
1
m{xEE:f(x)Z)\}SX/f. (2)
E

Ispat.

Ef: {z € E: f(x) > \} diyelim; f élcilebilir oldugundan E, olgilebilirdir. E, idizerinde f > X ve
[ = 0 oldugundan E iizerinde A x g, < [ dir.

Durum 1: m(E,) < oo. Bu durumda h = A Xg, smrl, olgilebilir ve sonlu destekli, yani Iy, dedir ve
0 < h < f dir. Integralin tanimindan
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)\m(EA):/Ehg/Ef.

Durum 2: m(E,) = oo. Her n icin E, , = E; N[-n,n] ve ¢, = Axp, alahm. m(E, ,) < 2n
oldugundan,, € F5, 0 <, < f ve fE Y, = Am(E, ,) dir {E)\n} artan bir topluluktur ve birle-
simi E, dir; dlciiniin siirekliliinden (Teorem 4.3)

n—oo

0o =Am(Ey) = lim Am(E,,)= lim /wn < / f

Demek ki fE f = oo dur ve (2) nin iki tarafi da oo olur.
|

Yani f nin en az A oldugu kiime, integral sonlu kaldik¢a, A bitytidiik¢e 1/ hiziyla kiigiiliir.
Chebychev esitsizliginin ilk 6nemli sonucu, integrali sifir olan fonksiyonlar:1 tam olarak betimlemesidir.

Teorem 12.1 (Integrali Sifir Olan Fonksiyonlar). f: E — [0, oo] dlgiilebilir olsun. [, f = 0 olmas
icin gerek ve yeter kosul E iizerinde hemen her yerde f = 0 olmasidir.

fspat.
=) fE f = 0 olsun. Her n igin Chebychev esitsizligi (Lemma 12.1) A = 1/n ile

mi{x € E: f(x 1/n n =0
{e€B: f(@) > 1/n} < /Ef
{er:f(cc)>O}=G{er:f(:r)zl/n}

oldugundan sayuabilir alt toplamsallik (Teorem 1.3) bu kiimenin élgiisiiniin 0 oldugunu gosterir; yani
hemen her yerde f = 0 dur (Tanim 4.2).

(=)Z={zxeE: f(x)>0}icinm(Z) =0olsun.h € F5,0 < h < f ve M, h nin biriist sinirrise h, Z
disinda sifirdir; dolayisiyla E iizerinde 0 < h < M, dir. Simirl fonksiyonlarin integralinin monotonlu-
gundan (Teorem 11.3)

og/thm(Z)zo.
E

Supremumu alinan biitiin integraller sifir oldugundan fE f=0dr
|

Dogrusallik ve Monotonluk

Sinirli durumdaki dogrusallik, supremum yoluyla negatif olmayan fonksiyonlara tasmir. Once bir 6l¢ii-
lebilirlik notu: f,g: E — [0, 00] dlgiilebilirse f + g iyi tanumlidir (—oo degeri olmadig i¢in oo — co
belirsizligi ¢cikmaz) ve her c icin

{f+g9>ct=J({f>a3n{g>c—q})

q€Q

oldugundan 6l¢iilebilirdir. Pozitif sabitle ¢carpim da 6l¢iilebilirligi korur.

Teorem 12.2 (Dogrusallik ve Monotonluk). f,g: E — [0, o] élgiilebilir ve e, 5 > 0 olsun.

e Dogrusallik: fE(af +89) = afE f+ BIE g.
e Monotonluk: E iizerinde f < g ise fE f< fE g.
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12.3 Dogrusallik ve Monotonluk 123

Ispat.

Monotonluk (1) ile gosterildi. Dogrusalligi iki adimda kanitlariz.

Adim 1: Pozitif katla ¢carpim. h = oh eslemesi,0 < h < f kosulunu saglayan h € g, fonksiyonlarini
0 < k < af kosulunu saglayan k € Fy, fonksiyonlarina birebir ve érten bigimde gétiiriir (tersik +— k/ o).
I de fE ah=a« fE h oldugundan supremumlar da fE af =« fE f iliskisini saglar. Béylece o = B =
1 durumunu kanitlamak yeter.

Adimza: [ f+ [ g< [ (f+9).-hkeTg0<h<frveO<k<golsun. Ozamanh+k € Iy
ve 0 < h+ k < f+ g dir; g deki dogrusalliktan

/Eh+/Ek=/E(h+k)§/E(f+g).

Soldaki toplamda once h, sonra k tizerinden supremum almak istenen esitsizligi verir.
Adim 2b: fE(f—i—g) < fE_f+ng. Le Fgpve0<L< f+ g olsun. ng < fEf+ng oldugunu
gostermek yeter. E iizerinde

h = min{f, ¢}, k=¢—h

tamimlayalim. h 6lgiilebilir, 0 < h < £ oldugundan sinirli ve sonlu destekli, yani h € g ve h < f dir. k
da olgiilebilir, 0 < k < £ ve dolayisiyla k € Fg, dir. Ayrica k < g dir: £(z) < f(z) olan noktada k(z) =
0 < g(z); f(x) < £(z) olan noktada f(x) sonludur ve k(z) = £(z) — f(x) < g(x) dir.

===} = min{f, {} —_ [ k=t-h
[ file f + g arasi (yiiksekligi g) -=f+g

Sekil 12.1: £ < { + g fonksiyonunun ayrisimi. h = minff, £} kalin ¢izgidir; k = € - h yalniz €'nin f'yi astigi
yerlerde sifirdan farkhidir (turuncu). Turuncu bélge, yiiksekligi g olan yesil seridin icinde kalir; yanik < g.

Bu durumda { = h + k ve Jg, deki dogrusallikla

/Eez/Eth/Eké/Eer/Eg.

{ iizerinden supremum alinirsa istenen esitsizlik ¢ikar. Adim 2a ile 2b birlikte esitligi verir.
|

Yani negatif olmayan fonksiyonlarda integral toplamu toplamlara, pozitif kat1 katlara tagir. 0- 0o =0
kuralhiyla sonu¢ o = 0 ya da 8 = 0 igin de gecerlidir. Ozel olarak integrallenebilir (integrali sonlu) iki
fonksiyonun toplaminin integrali de sonludur.

Dogrusalliktan, integralin tanim kiimesine gore toplamsallig: ¢ikar.

Teorem 12.3 (Tanim Kiimesine Gore Toplamsallik). f: E — [0, 00| él¢iilebilir olsun.
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e Olciilebilir her A C E icin fA f= fE fxa dr

e A, B C E ayrik ve élciilebilir ise fAuBf = fA f+ fo dir.

e E, C E olgiilebilirvem(E \ E,) = 0 ise fEf = fE f dir
0

ispat.

Birinci kisim. h € &, ve A iizerinde 0 < h < f olsun. h yi E \ A iizerinde 0 diye genisletirsek elde
edilen h fonksiyonu Jg dedir, 0 < h < fxa dir. Eg = {h # 0} C A sonlu élciilii oldugundan sinirl
fonksiyonlar icin destege indirgeme dnermesine gire f h= f h= f h = f h dir. Tersine, k € Fp

ve 0 < k < fixy ise k, A disinda sifirdir; A ya kisitlanisi Fy dadzr f nin altmdadir ve ayni integrale
sahiptir. Iki supremum ayni sayiar kiimesi iizerinden alindigindan esittir.

Ikinci kistm. AU B iizerinde f = fx 4 + fxg dir. Birinci kisum (E yerine AU B ile) ve dogrusallik
(Teorem 12.2) sonucu verir.

Uciincii kisim. Ikinci kissmdan fE f= fE f+ fE\E f dir. E\ E, sifir él¢iilii oldugundan f orada
0 0

hemen her yerde sifirdir ve Teorem 12.1 son terimi 0 yapar.

|

Yani integral, tanim kiimesinin ayrik parcalari tizerinde toplanir ve sifir 6l¢iilii bir kiimeyi atmak integrali
degistirmez.

Fatou Lemmasi ve Monoton Yakinsaklik

Simdi limitlere ge¢iyoruz. Negatif olmayan fonksiyonlarda integral, noktasal limitte “kiitle kaybedebilir”
ama hicbir zaman kiitle kazanamaz.

Lemma 12.2 (Fatou Lemmasi). {f,}, E iizerinde tamiml [0, 00| degerli él¢iilebilir fonksiyonlarin bir
dizisi olsun ve E iizerinde noktasal olarak f,, — f olsun. O zaman

f < lim 1nf/ o (3)

ispat.
f, oliilebilir fonksiyonlarin noktasal limiti oldugundan 6lgilebilirdir (Teorem 8.1) ve negatif degildir.
Integralin tanim1 geregi, 0 < h < f kosulunu saglayan her h € Fy icin

h < hmlnf/ In

n—oo

oldugunu gostermek yeter. Boyle bir h ve onun bir iist sinirt M alalim.
Adim 1: Sonlu él¢iilii kiimeye inme. E, = {z € E : h(z) # 0} icin m(E,) < oo dr. h, Ey disinda
stfir oldugundan sinirly fonksiyonlar icin destege indirgeme énermesine gore fE h= fE h; tanim kiime-
0
sine gore toplamsalliktan (Teorem 12.3) de fE fn < fE f,, dir. Bu yiizden E yerine E alarak m(E) <
0

0o varsayabiliriz.
Adim 2: Kesilmis dizi. Her n icin E iizerinde

h,, = min{h, f,,}

tanmimlayalim. h,, élgilebilir ve 0 < h,, < M dir; yani {h,,}, sonlu él¢iilii bir kiimede diizgiin sitmirl bir
olciilebilir fonksiyon dizisidir. Her x € E igin h(x) sonly, f, (x) — f(z) ve h(z) < f(z) oldugundan

h,(z) = min{h(z), f,, ()} = min{h(z), f(x)} = h(x).
Adim 3: Stmirli yakinsaklik. Sinirli Yakinsaklik Teoremi’nden (Teorem 11.5) lim,, fE h,, = fE h dir.
Ote yandan her n igin h,, € Jg ve h,, < f,, oldugundan tamim geregi [ _h, < [_f, dir. Buna gore

/h= lim h,, <liminf f
E

n—o00 n—00
E
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12.4 Fatou Lemmas1 ve Monoton Yakinsaklik 125

Yani limit fonksiyonun integrali, integrallerin alt limitini asamaz. Esitsizlik gercekten kesin olabilir; kiitle
ya bir noktaya sikisarak ya da sonsuza kagarak kaybolur.

Ornek 12.1 (Bir Noktaya Sikisan Kiitle). [0, 1] iizerinde f,, = n X(0,1/n] dizisii¢in Fatou lemmasindaki
esitsizligin kesin oldugunu gosterin.

Cozim.
£, sinirli ve sonlu destekli oldugundan

/[ ]fn:n-m((O,l/n]):rp%:l.

Noktasal limit sifirdir: f,,(0) = 0 ve her = € (0,1] icin n > 1/x olunca z ¢ (0,1/n], yani f,(z) =0
olur. Dolayisiyla f = 0 ve

f=0<1=Iliminf fn-
[0,1] " Jlo

Ornek 12.2 (Sonsuza Kacan Kiitle). R iizerinde f, = X([n,n+1) dizisi icin Fatou lemmasindaki esitsiz-
ligin kesin oldugunu gosterin.

Coziim.
Her n i¢in fR fn, =m([n,n +1]) = 1dir. Her z € Rig¢inn > z olunca f, () = 0 oldugundan noktasal
limit f = 0 dir. Buna gore

/f=0<1=1iminf/fn.
R n—oo R

Noktaya sikisan kiitle Sonsuza kacan kiitle
4 fi
. f 1 f 2 fS f 4
2 f.
o
1 fi
x X
0 1/4 1/2 1 1 2 3 4 5

Sekil 12.2: Fatou lemmasinda kesin esitsizlige yol agan iki durum. Solda ny(, 1/, dikdortgenleri daralip
yukselir, sagda x(s, »+17 birim kareleri saga kayar. Her f,'nin integrali 1'dir; ama iki dizinin de noktasal
limiti sifirdir, kiitle limitte kaybolur.

Dizi artan oldugunda béyle bir kayip miimkiin degildir ve Fatou esitsizligi esitlige doner.
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Teorem 12.4 (Monoton Yakinsaklik Teoremi). {f,}, E iizerinde [0, co] degerli dlgiilebilir fonksiyon-
larin artan bir dizisi olsun ve E iizerinde noktasal olarak f, — f olsun. O zaman

lim In :/ f.

Ispat.
Fatou lemmasindan (Lemma 12.2) fE f <liminf, fE f,, dir. Ote yandan dizi artan oldugundan her n
icin E iizerinde f,, < f dir; monotonluktan (Teorem 12.2) fE fn < fE f ve dolayisiyla

limsup/ fng/ f<11m1nf/ fn-
n—oo E

Alt limit dst limiti asamayacagindan hepsi esittir; limit vardir ve fE f ye esittir.
|

Yani negatif olmayan fonksiyonlar artarak yakinsiyorsa integraller de limitin integraline artarak yakinsar;
hicbir sinirlilik varsayimi gerekmez.

Ornek 12.3 (Sabit Fonksiyonun Dogru Uzerindeki Integrali). Monoton Yakinsaklik Teoremi’ni
kullanarak [ 1 = oo oldugunu gésterin.

Cozim.
fn = X[—n,n) dizisi artandir ve her z icin | z | < n olunca f,(z) = 1 oldugundan noktasal olarak 1 e
yakinsar. Her n i¢in fR frn = m([—n,n]) = 2n dir. Monoton Yakinsaklik Teoremi’nden (Teorem 12.4)

/1: lim 2n = co.
R n—o0

Monoton Yakinsaklik Teoremi, terimleri negatif olmayan serilerde integral ile toplamin yer degistirmesine
izin verir.

Sonug 12.1 (Serilerin Terim Terim Integrali). {u,}, E iizerinde [0, cc] degerli ol¢iilebilir fonksiyon-
larin bir dizisi ve E iizerinde noktasal olarak f = Z:il u,, olsun. O zaman

Jr=x
Ispat.

Terimler negatif olmadigindan her x icin kismi toplamlar s,, = 37" w,, artan bigimde f(z) € [0, oc]
degerine gider. Her s,, ol¢iilebilir ve negatif degildir; dogrusalliktan (Teorem 12.2, tiimevarimla)

n
/%:z/%
E k=1YFE

dir. Monoton Yakinsaklik Teoremi (Teorem 12.4) sol tarafin limitinin fE f, sag tarafin limiti ise tanim
geregiy > | [, uy oldugunu verir.
]

Yani terimleri negatif olmayan bir fonksiyon serisi, hi¢cbir yakinsaklik kosulu aranmadan terim terim
integrallenebilir.
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Integrallenebilirlik

Integrali sonlu olan fonksiyonlar ayr1 bir ad alir; genel Lebesgue integralini bu sinif iizerine kuracagiz.

Tanim 12.2 (Negatif Olmayan Integrallenebilir Fonksiyon). Olgiilebilir f : E — [0, 0o] fonksiyonu
f . f < oo ise E uizerinde integrallenebilir (integrable) adini alir.

Yani integrallenebilirlik, integralin sonlu bir say1 olmasidir. Dogrusalliktan iki integrallenebilir fonksi-
yonun toplami da integrallenebilirdir.

Teorem 12.5 (Integrallenebilir Fonksiyon Hemen Her Yerde Sonludur). f: E — [0, 00| integral-
lenebilir ise E iizerinde hemen her yerde sonludur.

ispat.
Hern i¢in {f = oo} C {f > n} dir (kiimeler E iginde alinir). Monotonluk ve Chebychev esitsizliginden
(Lemma 12.1)

m{a:eE:f(a:)zoo}gi/f

E

bulunur. fE f sonlu oldugundan sag tarafn — oo i¢in 0 a gider; dolayisiyla f nin sonsuz oldugu kiimenin
olciisii O dur.
|

Monoton Yakimsaklik Teoremi, integralleri sinirh kalan artan dizilerin integrallenebilir bir limite yakin-
sadigini da soyler.

Lemma 12.3 (Beppo Levi Lemmasi). {f,}, E iizerinde [0, co] degerli élgiilebilir fonksiyonlarin artan
bir dizisi ve { fE [fn } integral dizisi simirly olsun. O zaman {f,,}, E iizerinde noktasal olarak ol¢iilebilir bir
f:+ E — |0, 0] fonksiyonuna yakinsar, f integrallenebilirdir ve

lim fnz/f<oo.
E

n—00
E

ispat.

Her x € E icin {f,(z)}, [0, 00] icinde artan bir dizi oldugundan bir limite sahiptir; f(z) = lim,, f, ()
diyelim. f olgiilebilir fonksiyonlarin noktasal limiti olarak él¢iilebilirdir (Teorem 8.1) ve negatif degildir.
Monoton Yakinsaklik Teoremi’nden (Teorem 12.4) fE fn— fEf dir. {fE fn } bir C' sayisiyla simirli
oldugundan limiti de en ¢ok C dir; yani fE f < C < oo ve f integrallenebilirdir.

|

Yani artan bir dizide integrallerin sinirli kalmasi, hem limitin var olmasina hem de limitin integrallenebilir
olmasina yeter.

Hemen her yerde yeterlidir. £, C F élgiilebilir ve m(E \ E,) = 0 ise bir fonksiyon F iizerinde ancak
ve ancak E, iizerinde 8l¢iilebilirdir ve Teorem 12.3 geregi [ 5 f= on f dir. Bu ytizden Fatou lemmasinda,

Monoton Yakinsaklik Teoremi'nde ve Beppo Levi lemmasinda noktasal yakinsaklik (ve artanlik) yerine
hemen her yerde yakinsaklik yeterlidir: kural dis1 noktalar: iceren sifir 6l¢iili kiime atilir, sonug kalan
kiime tizerinde uygulanir. Aymi nedenle ve Teorem 12.5 sayesinde integrallenebilir fonksiyonlarin bir
dizisini, genelligi bozmadan, reel degerli kabul edebiliriz. Bu, hemen her yerde esit fonksiyonlar1 6zdes
saymakla uyumludur.

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar tanimi, dogrusallig: ve iki limit teoremini pekistirir.
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Alistirma 12.1 (Integral Yoluyla Sayilabilir Toplamsallik). {En}zoz 1> Olctilebilir E' kiimesinin ayrik
olctilebilir kiimelere bir ayrismasi olsun. Yalniz Monoton Yakinsaklik Teoremi’ni ve integralin dogrusal-
ligin1 kullanarak

m(E) = m(E,)

n=1
oldugunu gosterin.

Coziim.
Adim 1: Karakteristik fonksiyonun integrali. Olgiilebilir her A C E icin fE X4 =m(A) dir.
m(A) < oo ise bu, tamimdan sonraki gézlemdir. m(A) = oo ise Chebychev esitsizligi (Lemma 12.1)
A=1lile

mzm(A)Zm{eriXA(ff)Zl}S/XA

verir; iki taraf da oo dur.

Adim 2: Karakteristik fonksiyonlar. Her n icin s, = ZZ: | Xg, Olsun. Kimeler ayrik oldugundan
Sn = Xg,u..ug, dir; {s, } artandir ve her z € E tam bir E, ya ait oldugundan s, (z), n > kicin 1 olur.
Yani E iizerinde noktasal olarak s,, — xp =1 dir.

Adim 3: Integraller. Adim 1 ve dogrusalliktan (Teorem 12.2)

/Esn = g/EXEk = gm(Ek)

Monoton Yakinsaklik Teoremi (Teorem 12.4) sol tarafin fE Xg = m(E) ye yakinsadigini soyler; sag

taraf ise [0, 0o] iginde serinin toplamina yakinsayan kismi toplamdir. Limitte, m(E) = oo durumu da
dahil,

m(E) = i m(E,).

n=1

Alistirma 12.2 (Kuvvet Fonksiyonunun Birim Araliktaki Integrali). o € R olsun. 0 < z < 1 igin
g(x) = z ve g(0) = 0 diye tanumlanan fonksiyon i¢in f[o 9 integralini hesaplayin.

Coziim.

Adim 1: Artan Kesilmis dizi. g negatif degildir ve (0, 1] iizerinde siirekli oldugundan 6l¢ilebilirdir.
Hernicing,, = g X[1/n,1) alalm. g > 0ve [1/n,1] C [1/(n + 1), 1] oldugundan {g,, } artandur. g,,(0) =
0 = g(0) ve her z € (0,1] icin n > 1/ olunca g,,(x) = g(x) dir; yani noktasal olarak g,, — g.

Adim 2: Her terimin integrali. g, [1/n,1] tizerinde siirekli, dolayisiyla sinirli ve Riemann integ-
rallenebilirdir; Lebesgue integrali Riemann integraline esittir (Teorem 11.4). Tanim kiimesine gore
toplamsallikla (Teorem 12.3)

1 1—m—(a+1)
/ gn:/ z%dx = Z(‘Fl ya# —1,
[0,1] 1/n lnn, a=—1.

Adim 3: Limit. Monoton Yakinsaklik Teoremi’nden (Teorem 12.4) f[o g 9= lim,, f[o 1 In dir.

ca>—lisea+1>0ven (@t — 0; limit QLH dir.
« a=—liselnn — .
« a< —lise —(a+1)>0,n (") — oo ve payda negatif oldugundan terim +oo a gider.

Sonug olarak
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Ornegin a = —% i¢in integral 2 dir.
]

Alistirma 12.3 (Kuvvet Fonksiyonunun Sonsuz Araliktaki Integrali). o € R olsun. > 1 i¢in
h(z) = z* diye tanimlanan fonksiyon i¢in f[1 ) h integralini hesaplayin.

Coziim.

Adim 1: Artan kesilmis dizi. h siirekli ve pozitiftir. h,, = h x[y ,, dizisi artandir ve her z > 1 i¢in
n > z olunca h,, (x) = h(z) dir; yani noktasal olarak h,, — h.

Adim 2: Her terimin integrali. h, [1, n] tizerinde siirekli oldugundan Lebesgue integrali Riemann

integraline egittir (Teorem 11.4):
n at+l_ 1
h :/ e de =4 a7 L
) " 1 Inn, a=-1.

/

Adim 3: Limit. Monoton Yakinsaklik Teoremi’'nden (Teorem 12.4) f[l 00)

h = lim,, f[l o) h,, dir.

o a < —lise n®! — 0 ve limit a’—+11 =1 dir.

1
al -1

« a=—liselnn — oco.

« a> —1lise n®! — oo ve payda pozitif oldugundan limit co dur.

/ b O:—Jrll,a<—1,
[1,00) oo, a>—1.

Sonug olarak

Ornegin a = —2 icin integral 1 dir. Onceki alistirmayla karsilastirinca: £, sifir yakininda o > —1 icin,
sonsuzda ise oo < —1 i¢in integrallenebilirdir; & = —1 iki yerde de sinirdur.
|

Alistirma 12.4 (U¢ Noktalar Integrali Degistirmez). f :[a,b] — [0, 00] &lciilebilir ise f[a ) f=
f<a b f oldugunu gosterin.

Cozim.

[a,b] = (a,b) U{a,b} ayrik bir birlesimdir ve iki kiime de 6l¢iilebilirdir. {a, b} sonlu bir kiime oldu-
gundan o6lc¢iisti 0 dir (her nokta uzunlugu sifir olan bir kapali araliktir, bkz. Teorem 1.1). Boylece E =
(a,b) icin m([a,b] \ Ey) = 0 dir.

Tanim kiimesine gore toplamsalligin (Teorem 12.3) tigtincti kismindan

/ = r
la,b] (a,b)

Bu, f u¢ noktalarda co degerini alsa bile dogrudur: sifir 6l¢iilii bir kiimede her fonksiyon hemen her
yerde sifirdir ve oradaki integral Teorem 12.1 geregi O dir.
|

Alistirma 12.5 (Negatif Olmayan Terimli Serinin Integrali). {u,}, E iizerinde [0, 0] degerli
olgtlebilir fonksiyonlarm bir dizisi ve s = 3w, olsun. [ s =3"" [ wu, oldugunu gosterin.

Coziim.
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Adim 1: Kismi toplamlar. s, = EZ: | Uy olsun. Negatif olmayan 6l¢iilebilir fonksiyonlarm sonlu
toplamui olarak s,, 6l¢iilebilirdir ve [0, co] degerlidir. Terimler negatif olmadigindan her z i¢in {s,,(z)}
artandir ve [0, 0o] iginde s(x) e yakinsar. Ozel olarak s élciilebilirdir (Teorem 8.1).

Adim 2: Sonlu toplamlar. Dogrusallik (Teorem 12.2) ve n izerinden tiimevarimla

n
/snzz/uk.
E k=1YE

Adim 3: Limit. Monoton Yakinsaklik Teoremi’nden (Teorem 12.4) [ ¢ i S dir. Sag taraf, terim-
leri negatif olmayan A fE uy, serisinin kismi toplamudir ve [0, oo] i¢inde serinin toplamina yakinsar.

Iki limit esit oldugundan
[s=3 [
E B

n=1

Bu, Sonuc 12.1 ifadesinin kendisidir.
||

Alistirma 12.6 (Kapali Aralikta Sifir Integral). f: [a,b] — [0, 00] &lgiilebilir olsun. f[a i f=0
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun [a, b] tizerinde hemen her yerde f = 0 olmasi oldugunu gosterin.

Cozim.
=) f[a . f = 0 olsun. Her n igin Chebychev esitsizligi (Lemma 12.1) A = 1/n ile

m{z € [a,b]: f(z) >1/n} <n f=0
[a,b]

verir. f nin pozitif oldugu kiime bu kiimelerin sayilabilir birlesimidir:
{z: f(z) >0} = | J{z: f(z) > 1/n}.
n=1

Sayilabilir alt toplamsalliktan (Teorem 1.3) 6l¢iisti 0 dir; yani hemen her yerde f = 0 dur.

(&) Z ={z € [a,b] : f(x) > 0} sifir 6lgiilii olsun. h sinurly, 6lgiilebilir, sonlu desteklive 0 < h < fise
h, Z disinda sifirdir; M bir iist sinir olmak tizere 0 < h < M, ve sinirli fonksiyonlarin integralinin
monotonlugundan (Teorem 11.3)

OS/ h<Mm(Z)=0.
[a,b]

Integralin tanimindaki supremum yalniz sifirlardan olustugundan f[a 8 f=0dw

Alistirma 12.7 (Genel Katsayilarla Dogrusallik). f,g: E — [0, 00] 8lciilebilir ve a, 8 > 0 olsun.
Yalniz o = 8 = 1 durumunu ve integralin tanimini kullanarak fE(a f+B9) =« fE f+8 fE g oldugu-

nu kanitlayin.

Cozim.
Adim 1: Pozitif katla ¢arpim. ¢ > Oicin [_cf = c [, f oldugunu gosterelim. 75, E tizerinde sunurls,
olctilebilir, sonlu destekli, negatif olmayan fonksiyonlarin sinifi olsun.

s heFgve0 < h< fisech € Fg, 0 < ch < cf ve siurh durumdaki dogrusalliktan (Teorem 11.3)
fE ch=c fE h dir. Dolayisiyla ¢ fE h< fE cf; h tizerinden supremum alinirsa ¢ fE f< fE cf.

» Tersine k€ Jp ve 0< k< cf ise k/c € Fp ve 0< k/c < f dir; [ k=c [ (kfc)<c [ f k
izerinden supremum alinirsa fE cf<c fE f
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c fE f ifadesinde fE f = oo ise iki taraf da co olur; hesap bu durumda da gegerlidir.

Adim 2: Birlestirme. af ve g negatif olmayan olgiilebilir fonksiyonlardir. @« = 8 =1 durumu
(Teorem 12.2) ve Adim 1 ile

/E(af+ﬂg)=/Eaf+/EBg=a/Ef+ﬁ/Eg-

0 - 0o = O kuraliyla o = 0 ya da 8 = 0 durumu da gecerlidir, ¢iinki sifir fonksiyonunun integrali 0 dur.
|

Alistirma 12.8 (Basamak Fonksiyonunun Integrali Bir Seridir). {a,, } negatif olmayan reel sayila-
rin bir dizisi olsun. E = [1, 00) iizerinde f fonksiyonu, n < z < n + 1 iken f(z) = a,, diye tamimlansin.

fE f=2>2> a, oldugunu gésterin.

Cozim.
Adim 1: Seri gosterimi. [n,n + 1) araliklar1 ayriktir ve E yi orter; her € E tam bir araliga diiger.
Buna gore E iizerinde

f = Z Ay, X[n,n+1)
n=1

dir; her noktada serinin yalniz bir terimi sifirdan farklidur.
Adim 2: Terimlerin integrali. u,, = a,, X[, ,,41) negatif olmayan, sinrly, 8lciilebilir ve sonlu destekli
bir fonksiyondur; bu ytizden

/Eun =a, m([n,n+1)) =a,.

Adim 3: Terim terim integral. Serilerin terim terim integrali (Sonug 12.1) ile

Ozel olarak f nin integrallenebilir olmasi, > a,, serisinin yakinsak olmasina denktir. Ornegin a,, =
27" i¢in integral 1 dir.

n

Alistirma 12.9 (Basit Fonksiyonlarla Supremum). f: E — [0, co] 8lciilebilir olsun. Supremum, £
tizerinde 0 < ¢ < f kosulunu saglayan sonlu destekli basit ¢ fonksiyonlar1 tizerinden alinmak tizere

1w [
E 0<p<fJEg

oldugunu gosterin.

Oziim.
gag taraftaki supremuma S diyelim. 55, F tizerinde sirly, 6l¢iilebilir, sonlu destekli, negatif olmayan
fonksiyonlarin sinifidir.
Adim 1: S < fE f. Basit bir fonksiyon (Tanim 8.4) 6lciilebilirdir ve sonlu ¢ok reel deger aldigindan
siurhidir. Demek ki sonlu destekli ve 0 < ¢ < f olan her basit ¢, 5 dedir ve integralin tanimindaki
supremuma katilir. Dolayisiyla S < fE f
Adim 2: fE F<S. heF;0<h< fvee>0olsun; M, h nin bir iist sinir1 ve Ey; = {h # 0} olsun,
m(E,) < oo. Bir N dogal sayis i¢in

o=+ |N]
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|_NM
’ N’ ey

{o=J/N}={j/N<h<(j+1)/N}

olciilebilir oldugundan basittir. Ayrica 0 < o < h < f, h =0 olan yerde ¢ =0 (yani ¢ de sonlu
destekli) ve her yerde h — ¢ < 1/N dir. Sinirli durumdaki dogrusallik ve monotonluktan (Teorem 11.3),
h — ¢ fonksiyonu E,, disinda sifir oldugundan

/]Eh—[E<p=/]3(h—s0)Sm(](,E°)-

N yim(Ey)/N < e olacak kadar biyiik secersek fE h < fE p 4+ e < S+ ¢ olur. € keyfi oldugundan
fE h < S; h iizerinden supremum alinirsa fE f<8.

Iki adim birlikte esitligi verir.

|

tanimlayalim. ¢ yalmz 0 degerlerini alir ve

Alistirma 12.10 (Limitin Altinda Kalan Dizi). {f,}, F lizerinde [0, co] degerli ol¢iilebilir fonksiyon-
larin bir dizisi olsun, E tizerinde noktasal olarak f ye yakinsasin ve her n i¢in E tizerinde f,, < f olsun.
lim,, . [, fn = [, f oldugunu gosterin.

Cozim.
Ust limit. Her n igin f,, < f oldugundan monotonluk (Teorem 12.2) fE fn < fE f verir; dolayisiyla

limsup/fng/f

Alt limit. Fatou lemmasindan (Lemma 12.2)

f<l1rn1nf/f

n—oo

Sonug. Alt limit hi¢bir zaman st limiti asmadigindan

limsup/ In g/fgliminf/ fnglimsup/ fn
n—oo Jp E n—oo Jo n—oo Jp

zincirindeki biitiin terimler esittir. Yani { fE In } yakinsaktir ve limiti fE f dir. Dizinin artan olmasi
gerekmez; Monoton Yakinsaklik Teoremi’nin ispatinda yalmz f,, < f kullanilmigti.
|

Alistirma 12.11 (Azalan Dizilerde Monoton Yakinsaklik). Monoton Yakinsaklik Teoremi’nin nega-
tif olmayan 6lciilebilir fonksiyonlarin azalan dizileri i¢in gecerli olmadigim gosterin.

Coziim.

Bir kars1 drnek yeter. R iizerinde f,, = X, ) alalim.

Azalanlik ve limit. [n + 1, 00) C [n, 00) oldugundan f, ., < f,, dir. Her z icinn > x olunca f,, (z) =
0 oldugundan noktasal limit f = 0 ve fR f=0dw

integraller. Her n ve her k i¢in X{n,n-+k] sinirly, dlgiilebilir, sonlu destekli ve 0 < X[n,n+k] < f, dir;
integralin tanimindan

[ £z mifnn+ k) =k
R

k keyfi oldugundan her n i¢in [ f,, = oo dur.
Sonug. Buna gore
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n—oo

lim fn:oosé0=/limfn.
R Rn—)oo

Sorun integrallerin sonsuz olmasindadir: f; integrallenebilir olsayd: azalan dizi icin de esitlik sagla-
nirds; bu, Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi’nin bir sonucudur.
]

Alistirma 12.12 (Fatou Lemmasinin Genellestirilmesi). {f,,}, E tizerinde [0, co] degerli 6l¢iilebilir
fonksiyonlarin herhangi bir dizisi olsun. Noktasal yakinsaklik varsaymadan

liminf f, )} < lim inf/ f

oldugunu kanitlayin.

Coziim.
Adim 1: Yakinsak bir yardimci dizi. Her n i¢in E tizerinde

k>n

tanimlayalim. Olciilebilir fonksiyonlarin sayilabilir bir ailesinin infimumu olarak g,, dlciilebilirdir ve
[0, 0o] degerlidir. Infimum daha kiiciik bir kiime iizerinden alindikga biiyiidiigiinden {g,, } artandir ve
tanim geregi her x igin

lim g,(z) = liminf f, (z)

n—oo n—oo

dir. Yani {g,,}, E iizerinde noktasal olarak g = lim inf,, f,, fonksiyonuna yakinsar.
Adim 2: Fatou lemmasini uygulama. Fatou lemmasindan (Lemma 12.2)

/gSlin_l)inf/ G-
E e Jg

Adim 3: Karsilagtirma. Her n icin g,, < f,, dir; monotonluktan (Teorem 12.2) fE gn < fE f,, ve
dolayistyla lim inf,, [ g, <liminf, [  f, dir. Adim 2 ile birlestirince

/ (lim inf f, ) < lim inf/ I
E n—oo n—0o0 E

Negatif olmayan fonksiyonlarda kurdugumuz integral, isaret degistiren fonksiyonlara pozitif ve negatif
kisimlar yoluyla taginir. Siradaki béliim Genel Lebesgue Integrali, bu genislemeyi ve Lebesgue Baskin
Yakinsaklik Teoremi’ni ele aliyor.
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13.1

13.2

13. Genel Lebesgue Integrali

Negatif olmayan élciilebilir fonksiyonlarin integralini kurduk. Isaret degistiren bir fonksiyonu pozitif ve
negatif kisimlarina ayirip iki integralin farkini almak dogal bir fikirdir; tek sorun co — oo belirsizligidir.
Bu belirsizligi diglayan kosul integrallenebilirliktir: | f | nin integrali sonlu olmalidir.

Bu boliimde integrallenebilir fonksiyonlar i¢in integralin dogrusal ve monoton oldugunu gdsteriyor,
ardindan Lebesgue kuraminin en ¢ok kullanilan aracini, Baskin Yakinsaklik Teoremini kanitliyoruz.

Pozitif ve Negatif Kisimlar

Her 6lciilebilir fonksiyon iki negatif olmayan 6l¢iilebilir fonksiyonun farkidir. Bu ayrismayi hatirlayalim.

Tanim 13.1 (Pozitif ve Negatif Kisim). f: E — R 6lciilebilir olsun. f nin pozitif kismi ve negatif
kism1

fT =max{f,0}, /= = max{—f,0}
fonksiyonlaridir. ikisi de negatif olmayan ve dlciilebilirdir, ve F iizerinde

f==f Ifl=r+r.

Yani her noktada f ile f~ den en az biri sifirdir; f pozitifken f*, negatifken f~ devrededir. Ozel olarak
0< fH<|f]ve0<f~ <|f|oldugundan, negatif olmayan fonksiyonlar i¢in integralin monotonlu-
guna gore [ | f | <ooise [ f* ve [ f~ ikisi de sonludur.

Integrallenebilirlik

Bu gozlem integralin tanimini belirsizlikten kurtarir.

Tanim 13.2 (integrallenebilir Fonksiyon ve Integrali). Olciilebilir bir f: E — R fonksiyonu
i E| f | < oo ise E iizerinde integrallenebilir (integrable) adini alir. Bu durumda f nin E tizerindeki

integrali
[i=[r-[r
E E E
dir.
Yani integral, iki sonlu saymun farkidir. f > 0 ise f~ = 0 olur ve tanim, negatif olmayan fonksiyonlar

icin bilinen integralle cakisir. Olciilebilir bir C C E iizerindeki integral her zamanki gibi kisitlamanin
integralidir: [, f = [ f |c.

Teorem 13.1 (integrallenebilir Fonksiyon Hemen Her Yerde Sonludur). f: E — R integrallene-
bilir ise f hemen her yerde sonludur.

Ispat.

E_={z € E:| f(z) | = oo} dlgiilebilirdir ve her n icin {x € E : | f(x) | > n} kiimesinin i¢indedir.
Chebychev esitsizliginden (Lemma 12.1)

m(Ex) <ml| f1znp< o [1£].
E

Sag taraf sonlu bir sayimn n ye boliimiidiir ve n — oo icin 0 a gider. Boylece m(E ) = 0 dur.
|
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Bu sonug sayesinde integrallenebilir bir fonksiyonu sifir 6l¢iilii bir kiitmede degistirip reel degerli yapabi-
liriz. Asagidaki lemma bunun integrali etkilemedigini séyler.

Lemma 13.1 (Hemen Her Yerde Esit Fonksiyonlar). f: E — R integrallenebilir, h : E — R élgiile-
bilir ve E tizerinde hemen her yerde h = f olsun. O zaman h integrallenebilirdir ve fE h = fE f

ispat.

E, CE, m(E,) =0 ve E\ E, iizerinde h = f olsun (Tanim 4.2). Bu kiimede h* = f* ve | h | =
| f | dir. Negatif olmayan fonksiyonlar igin bolgeye gore toplamsalliktan ve sifir él¢iilii kiime iizerindeki
integralin 0 olmasindan, negatif olmayan her olgiilebilir v igin fE U= fE wdur. Bunu| h |,hT veh™

\Eo

L@hhéw.ﬂﬁﬁfkw, 4H=éﬁ

bulunur. Tlki integrallenebilirligi, ikincisi integrallerin esitligini verir.
|

ye uygularsak

Yani integral, fonksiyonun sifir dl¢iilii kiitmelerdeki degerlerini gérmez. Bundan sonra integrallenebilir
fonksiyonlar1 gerektiginde reel degerli kabul edecegiz; iki integrallenebilir fonksiyonun toplamu, ikisinin
de sonlu oldugu kiimede tanimlidir ve kalan sifir 6l¢iilii kiimede nasil tanimlandigy integrali degistirmez.
Integrallenebilirlik icin pratik 6lciit, serilerdeki karsilastirma testinin kargiligidur.

Teorem 13.2 (integral Karsilastirma Testi). f: E — R olciilebilir olsun. E iizerinde | f | < g olacak
bicimde integrallenebilir bir g : E — [0, 00| varsa f integrallenebilirdir ve

|/Ef\s/Ef|-
Ispat.

Negatif olmayan fonksiyonlar i¢in integralin monotonlugundan fE| f1< ng < 00; demek ki f integ-
rallenebilirdir. Uggen esitsizligi ve negatif olmayan fonksiyonlar igin integralin dogrusalliji ile

=Ll L fr= Lo

Yani sonlu integralli bir fonksiyonun altinda kalan her 6l¢iilebilir fonksiyon integrallenebilirdir.

Dogrusallik, Monotonluk ve Bolgeye Gore Toplamsallik

Negatif olmayan fonksiyonlar i¢in bildigimiz iki temel 6zellik, pozitif ve negatif kisimlar tizerinden genel
duruma taginir.

Teorem 13.3 (integralin Dogrusalligi ve Monotonlugu). f,g: E — R integrallenebilir olsun.
(i) Dogrusallik. Her o, B € R icin af + Bg integrallenebilirdir ve

/E(aerBg):a/EerB[Eg.

(ii) Monotonluk. E iizerinde hemen her yerde f < g ise fE f< fE g

ispat.

Adim 1: Reel degerlere indirgeme. Teorem 13.1 geregi Ey = {| f | = 00} U {| g | = oo} sifir él¢iilii-
diir. f ve g yi E,, iizerinde O yaparsak integraller degismez (Lemma 13.1) ve af + Bg yalniz E,, iizerinde
degisir. Bu yiizden f ve g yi reel degerli kabul edebiliriz. O zaman af + Bg élgillebilirdir (Teorem 7.4).
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13.3 Dogrusallik, Monotonluk ve Bélgeye Gore Toplamsallik 137

Adim 2: Integrallenebilirlik. | of + 89 | < | a || f|+| B || g | dir ve sag taraf, negatif olmayan
fonksiyonlar i¢in dogrusalliktan, | o |fE| fl+18 |fE\ g | < oo integralli negatif olmayan bir fonksi-
yondur. Karsilastirma testi (Teorem 13.2) a.f + (g nin integrallenebilir oldugunu verir.

Adum 3: Skalerle carpim. o > 0 ise (af)" = aft ve (af)” = af ™ dir. a < 0 ise isaret degistigi icin
(af)t=|al| f~ve(af)” =|a| f* olur Iki durumda da negatif olmayan fonksiyonlar icin dogru-
sallik fE of = afE f verir; rnegin o < 0 iken

/Eaf=|a|/Ef‘—|a|/Ef+=a/Ef-

Adwm 4: Toplam. h = f + g olsun.
Wt —h™=h=(f"=f)+(g"—g)

esitliginde biitiin terimler reel oldugundan terimler yer degistirebilir:

ht+f +g =h +fT+g".

Iki taraf da negatif olmayan ol¢iilebilir fonksiyonlarin toplamidir; negatif olmayan fonksiyonlar icin

dogrusalliktan
/ " / / / " / / .
E E E E E E

f, g ve h integrallenebilir oldugundan bu alti integral sonludur. Yeniden diizenlersek fE h= fE f+ fE g
cikar.

Adim 3 ile Adim 4 birlikte (i) yi verir.

Adim 5: Monotonluk. Adim 1'deki gibi f ve g yi reel degerli alahim. g — f hemen her yerde negatif
degildir; {g — f < 0} sifir dlgiilii kiimesinde g — f yi 0 yapmak integrali degistirmez (Lemma 13.1).
Negatif olmayan bir fonksiyonun integrali negatif olmadigindan (i) ile

/Eg/Ef=/E(gf)20.

Yani integrallenebilir fonksiyonlar bir vektor uzay: olusturur ve integral bu uzay tizerinde monoton bir
dogrusal fonksiyoneldir.

Sonuc 13.1 (Bolgeye Gore Toplamsallik). f : E — R integrallenebilir ve A, B, E nin ayrik olgiilebilir
alt kiimeleri olsun. O zaman f, A ve B tizerinde integrallenebilirdir ve

Juo? =75 )1
Ispat.

Negatif olmayan fonksiyonlar i¢in béolgeye gore toplamsalliktan

/AIfS/AIfIwL/E\AIf=/E|f<oo;

aynisi B ve AU B icin de gegerlidir, dolayisiyla f bu kiimeler iizerinde integrallenebilirdir. Kisitlamanin
pozitif kismu pozitif kismin kisitlamasidir: (f | 4)T = f* | 4. Negatif olmayan fonksiyonlar icin bolgeye

gore toplamsallik
[ o= [
AUB A B

verir. Bu dort terimin hepsi sonludur; + esitliginden — esitligini ¢ikarmak iddiay: verir.
|
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Ozel olarak sifir 6lciilii bir Z C E iizerinde fZ f* = 0 oldugundan fZ f = 0 dir; boylece fE f= fE\Z f.
Araliklar tizerindeki integraller icin kalkiliisteki gosterimi kullanmak rahattir.

Tanim 13.3 (Aralik Uzerinde integral Gosterimi). f : [a,b] — R integrallenebilir ise

b
/a = /[a,b] = <a,b>f

yazariz. Degiskeni belirtmek gerektiginde f; f(z) dz gésterimini kullaniriz.

Yani u¢ noktalarin 6nemi yoktur: m{a} = m{b} = 0 oldugundan Sonuc 13.1 iki integralin esit oldugunu
verir.

Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi

Sinirli Yakinsaklik Teoremi (Teorem 11.5) sonlu &l¢iili bir kiime ve diizgiin bir sinir ister. Lebesgue’in
teoremi ikisini birden kaldirir: dizinin tamamuni tek bir integrallenebilir fonksiyonun altinda tutmak yeter.

Teorem 13.4 (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi). { fn:BE— @} olgiilebilir fonksiyonlarin bir
dizisi olsun ve E iizerinde noktasal olarak f, — f olsun. Her n i¢in E iizerinde

| ful<g

olacak bigimde integrallenebilir bir g : E — [0, 00| varsa (yani g diziyi baskiliyorsa, dominates), f integ-

rallenebilirdir ve
lim/fn:/f.
ispat.

Adim 1: Integrallenebilirlik. f olciilebilir fonksiyonlarin noktasal limiti olarak olgiilebilirdir (Teorem
8.1).| f,, | < g ninlimiti| f | < g dir. Karsilastirma testi (Teorem 13.2) f nin ve her f,, nin integrallene-
bilir oldugunu verir.

Adim 2: Reel degerlere indirgeme. Z = {g = oo} sifir élgiliidiir (Teorem 13.1). Biitiin f,,, f ve g yi Z
iizerinde 0 yapmak integralleri degistirmez (Lemma 13.1) ve varsayimlari korur. Artik g reel degerlidir,
dolayisiyla | f,, | < g ve| f | < g den biitiin fonksiyonlar reel degerlidir.

Adim 3: Ust limit. g — f,, negatif olmayan, élgiilebilir ve noktasal olarak g — f ye yakinsayan bir dizidir.
Fatou lemmasindan (Lemma 12.2)

/E(g—f) Slinrgglf/E(g—fn).

Dogrusallikla (Teorem 13.3) bu fE g— fE f< fE g — lim sup,, fE f,, demektir. fE g sonlu oldugundan

iki taraftan ¢ikarilabilir:
limsup/fng/f.

Advm 4: Alt limit. Aym akil yiriitmeyi negatif olmayan g + f,, — g + f dizisine uygularsak fE g+

fEf < ng + lim inf,, fE f.» vani
/fgliminf/ fn-

Adim 3 ve 4 birlikte limitin var oldugunu ve fE f ye esit oldugunu gosterir.
|
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Yani ortak bir integrallenebilir tavan varsa integral ile limit yer degistirir. Adim 2’deki gibi sifir 6l¢tilia
kiimeler atilabildiginden noktasal yakinsaklik yerine hemen her yerde yakinsaklik da yeter.

Ornek 13.1 (Biiyiiyen Araliklar Uzerinde integral). f:R — R integrallenebilir ise

s 1=

[7”‘ ,’IL]
oldugunu gosterin.

Coziim.

fn =" X[n,n) alalim. Her z i¢cin n > | z | oldugunda f,, (z) = f(z) oldugundan f,, — f noktasal
olarak yakinsar. Ayrica | f,, | <| f | ve| f | integrallenebilirdir. Baskin Yakinsaklik Teoremi (Teorem
13.4) fR .= fR f verir.

Geriye fR fn = f[in’n] f oldugunu gérmek kaliyor. Bolgeye gére toplamsalliktan (Sonug 13.1)

=] s+[ n=[ 1+0
R [—n,n] R\[—n,n] [=n,n]

cunki f,,, [—n, n| iizerinde f ye, diginda 0 a esittir.
|

Baskilayan fonksiyon kosulu siis degildir; onsuz sonug¢ bozulabilir.

Ornek 13.2 (Baskilayan Fonksiyon Olmadan). [0, 1]{izerinde f,, = n X(0,1/n] Olsun. f,, — O noktasal

olarak yakinsadig1 halde f[o ) fn # 0oldugunu gosterin ve bunun Baskin Yakinsaklik Teoremiyle neden

celismedigini aciklayn.

Coziim.
xz =0 da her f,(0) =0 dir. z > 0 icin 1/n < z oldugunda f,(z) = 0 olur; demek ki f,, — 0. Ote
yandan her n i¢in

dir, yani integraller 1 e yakinsar, limitin integrali ise 0 dur.
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\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\\ f
N\
2 ¢ -
S y=1i
\\
1 — !
X
0 1/4 1/2 1

Sekil 13.1: n=1, 2, 4 i¢in f, = ny(, va. Dikdortgenler daralip yiikselir, alanlar1 hep 1'dir; koseleri y = 1/x
egrisi tizerindedir. Biitiin f,leri baskilayan bir fonksiyon bu merdiveni asmak zorunda kalir ve integrali
sonsuz olur.

Teorem uygulanamaz, ¢iinkil diziyi baskilayan integrallenebilir bir g yoktur. Boyle bir g her n i¢in f,, <
g saglasayd1 (1/(n + 1), 1/n] tizerinde g > n olurdu. Bu araliklar ayriktir ve uzunluklari m dir.
Her N igin [0, 1] tizerinde g > ZnNzl N X(1/(n+1),1/n) Olur; sag taraf basit bir fonksiyon oldugundan

monotonlukla

N 1 Nooq
> —_— =
Jot2 X e - R

cikar. N — oo alinca f[o,l] g = oo olurdu.
|

Baskilayan fonksiyon n ye bagli olabilir; yeter ki baskilayanlar da iyi davranan bir diziye yakinsasin.

Teorem 13.5 (Genel Baskin Yakinsaklik Teoremi). { foi BE— K} olgilebilir fonksiyonlarin E iize-
rinde noktasal olarak f ye yakinsayan bir dizisi olsun. {g,, : E — [0, 00]} integrallenebilir fonksiyonlarin
E iizerinde noktasal olarak g ye yakinsayan bir dizisi olsun ve her n i¢in E iizerinde | f,, | < g,, olsun.

lim/gnz/g<oo

ise

lim I :/ f.

ispat.
Adwm 1: Hazirlik. f ve g, dl¢iilebilir fonksiyonlarin noktasal limitleri olarak olgiilebilirdir (Teorem 8.1);
g > 0 ve hipotez geregi ng < 00 oldugundan g integrallenebilirdir. | f,, | < g, nin limiti| f | < g dir.
Karsilastirma testi (Teorem 13.2)| f | < g den f nin,

I | < g,, den her f, ninintegrallenebilir oldugunu
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verir. Teorem 13.1 geregi Z = {g = oo} U {g,, = oo} sayilabilir sayida sifir él¢iilii kiimenin birlesimi
olarak sifir ol¢iliidiir. Biitiin fonksiyonlar: Z iizerinde O yapmak integralleri degistirmez (Lemma 13.1) ve
varsayimlari korur; béylece hepsi reel degerlidir.

Adim 2: Ust limit. g, — f, > 0 élciilebilirdir ve noktasal olarak g — f ye yakinsar. Fatou lemmasi

(Lemma 12.2) ve dogrusallikla
/g—/fﬁliminf(/ gnf/fn)-
E E "7 \Jg E

Sy, 9n sonlu [ g ye yakinsadigindan sag taraf [ g —limsup,, [_ f,, dir. [, g yiiki taraftan ¢ikarirsak
lim sup,, fEf < fE f-
Adim 3: Alt limit. g, + f,, > 0 dizisi g+ f ye yakinsar; ayni akul yiiriitme ng + fE f< ng +

lim inf,, Sy frs yani [ f <liminf, [ f, verir
Iki esitsizlik birlikte sonucu verir.
|

Yani baskilayan fonksiyonlarin integralleri limitte kaybolmuyorsa, baskilanan dizinin integralleri de
kaybolmaz. g, = g sabit dizisi Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremini geri verir.

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar integrallenebilirligi ve baskin yakinsaklig: farkli durumlarda sinar.

Alistirma 13.1 (Genel Katsayilarla Dogrusallik). f,g: E — R integrallenebilir olsun. Her o, 3 € R
icin af + Bg nin integrallenebilir oldugunu ve

/E<af+ﬂg>=a[Ef+ﬂ/Eg

oldugunu, yalniz & = § = 1 durumunu kullanarak kanitlaym.
Coziim.
Teorem 13.1 ve Lemma 13.1 sayesinde f ve g yi sifir 6l¢iilii bir kilmede 0 yaparak reel degerli kabul

edebiliriz; bu, hicbir integrali degistirmez. Toplam durumu bilindigine gére, her integrallenebilir f ve
her a € R igin

af integrallenebilir ve / af:a/ f
E E

oldugunu gostermek yeter. Ger¢ekten bu durumda a.f ve B¢ integrallenebilir olur, toplam durumu da

/E(af+ﬂg)=/Eaf+/Eﬂg=a/Ef+ﬁ/Eg

verir.
Adim 1: Integrallenebilirlik. o f Slgiilebilirdir (Teorem 7.4) ve | af | = | a || f | dir. Negatif olma-
yan fonksiyonlar i¢in dogrusalliktan fE\ af |=]a |fE| f]< oo

Adim 2: o > 0. Her noktada max{af,0} = amax{f,0} oldugundan (af)* = af", aym bicimde
(af)” = af~ dir. Negatif olmayan fonksiyonlar i¢in dogrusallikla

/Eaf:a/Ef+—a/Ef=a/Ef.

Adim3:a < 0.Bukezaf=|a | (—f)ve(—f)" = f~,(—f)" = f* dir. Béylece (af)* = | a | f~
ve (af)” =] a| f*olurve

[Eaf=|a|/Ef—IaI/Ef+=—|a|/Ef=a/Ef.

Acik Matematik - acik-matematik.com 141 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

142 Boliim 13. Genel Lebesgue Integrali

Iki durum birlikte istenen skaler esitligi kanitlar.
|

Alistirma 13.2 (Mutlak Degeri Integrallenebilen Olgiilemez Fonksiyon). | f | integrallenebilir
oldugu halde kendisi integrallenebilir olmayan bir f : [0,1] — R 6rnegi verin. (Ipucu: 8lciilebilirligi
distiniin.)

Cozim.

Integrallenebilirlik tanimi (Tanim 13.2) élgiilebilirligi sart kosar; bu yiizden | f | élgiilebilir ama f
olciilemez olacak bir 6rnek arayacagiz.

Adim 1: Olgiilemez bir kiime. m*([0,1]) = 1 > 0 oldugundan Vitali teoremine (Teorem 5.1) gore
ol¢iilebilir olmayan bir V' C [0, 1] vardur.

Adim 2: Fonksiyon.

(@) 1, zeV,
" 1 —1,diger durumlarda

tanumlayalim. {x € [0,1] : f(x) > 0} = V dl¢iilebilir olmadigindan f 6lcillebilir degildir (Tanim 7.2);
dolayisiyla integrallenebilir degildir.

Adim 3: Mutlak deger. [0, 1] tizerinde | f | = 1 sabittir; 8l¢iilebilirdir ve f[o 1]| fl=m(0,1])=1<
0o. Béylece | f | integrallenebilirdir.

|

Alistirma 13.3 (Karesi Integrallenemeyen Fonksiyon). Integrallenebilir oldugu halde f? integral-
lenebilir olmayan bir f : [0, 1] — [0, co] 6rnegi verin.

Cozim.

f(0)=0ve 0 <z <1icin f(z) =1/y/z alahm. f &lgiilebilir ve negatif degildir; f?(x) = 1/x dir
(z > 0).

Adim 1: Kesilmis fonksiyonlar. n > 1 icin f,, = f - X(1/p, 1 olsun. f,, dlciilebilirdir, {f,} artandir
ve noktasal olarak f ye yakinsar: = 0 da hepsi 0, z > 0 i¢in 1/n < z oldugunda f, (z) = f(z).
Adim 2: [ f, . Bolgeye gére toplamsallikla f[o . fn= f[l ] f dir. f, [1/n, 1] tizerinde siirekli ve
siurlidir; Riemann integrali Lebesgue integraline esittir (Teorem 11.4):

[ =L ae=2=3
f= z12der =2 - —.
(1/n,1] 1/n vn

Adim 3: f integrallenebilir. Monoton Yakinsaklik Teoremi (Teorem 12.4) ile

[0,1]f:7}Ln;o<2%):2<m.

Adim 4: 2 integrallenemez. Her n icin f2 > f 2X[1 /n,1) dir; monotonluk ve ayni Riemann hesabryla

1
d
2> / % —ln.
[0,1] in T

n keyfi oldugundan |

2 _
0.1] f% = o0.
||

Alistirma 13.4 (Kareleri integrallenebilen Fonksiyonlarin Carpimi). f,g: E — R olgiilebilir ve
/2, g2 integrallenebilir olsun. f - g nin integrallenebilir oldugunu gésterin. (fpucu: (| a | —| b [)2 > 0.

Cozim.
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Adim 1: Olgiilebilirlik. Olciilebilir reel degerli fonksiyonlarin carpimu élgiilebilirdir (Teorem 7.4); f -
g olcilebilirdir.

Adim 2: Nokta nokta esitsizlik. Reel a,bicin 0 < (| a | —| b |)2 = a® — 2| ab | + b? oldugundan
| ab | < 1(a® + b?). Buna gore E iizerinde

Ifglﬁé(f“rgQ)-

Adim 3: Karsilagtirma. Sag taraf negatif olmayan olciilebilir bir fonksiyondur ve negatif olmayan
fonksiyonlar i¢in dogrusalliktan integrali % ( fE 2+ fE ' ) < o0 dur. Kargilagtirma testi (Teorem

13.2) f - g nin integrallenebilir oldugunu verir.
]

Aligtirma 13.5 (Sinirhi Fonksiyonla Carpim). f : E — R integrallenebilir, g : E — R sinirli ve dl¢ii-
lebilir olsun. f - g nin integrallenebilir oldugunu gosterin.

Cozim.
E iizerinde | g | < M olacak bir M > 0 segelim. f - g dl¢iilebilirdir (Teorem 7.4) ve

| fg|<M|f]

dir. M | f | negatif degildir ve fE M|f|= MfE\ f | < oo. Kargilagtirma testi (Teorem 13.2) f - g
nin integrallenebilir oldugunu verir.
|

Aligstirma 13.6 (Kisitlama ve Karakteristik Fonksiyonla Carpim). f: E — R integrallenebilir ve
C C E élgiilebilir olsun. f | nin integrallenebilir oldugunu ve

/Cfc:/Ef'Xc

oldugunu gosterin.

Cozim.
Adim 1: f |- integrallenebilir. Olgiilebilir bir fonksiyonun &lgiilebilir bir alt kiimeye kisitlamasi
olciilebilirdir. Negatif olmayan fonksiyonlar icin bélgeye gore toplamsalliktan

/CIfIS/CIer/E\Cf|=/E|f|<oo.

Adim 2: fx . integrallenebilir. fy - 6lciilebilir fonksiyonlarin ¢arpimidir (Teorem 7.4) ve | fxo | <
| f |; karsilagtirma testi (Teorem 13.2) integrallenebilir oldugunu verir.

Adim 3: Esitlik. E = C U (E'\ C) ayrik birlesimdir. fx nin C ye kisitlamas1 f
lamas ise sifir fonksiyonudur. Bolgeye gore toplamsalliktan (Sonuc 13.1)

/Ech:/Cch‘F E\Cch:/Cfc+0-

o> B\ C ye kisit-

Alistirma 13.7 (Parca Integrallerinin Serisi). f : [1,00) — R &lciilebilir ve her sinirh kiime iizerinde

siurh olsun; her n i¢in a,, = f[ ) f tamimlayalim. “f integrallenebilirdir ancak ve ancak ZZO L@
n,n =

yakinsaktir” énermesi dogru mudur?

n

Cozim.
Onerme yanlistir. Bir yonii dogru, 6biirii yanligtir.
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Adim 1: a,, tanimli. [n,n + 1) izerinde | f | < M,, ise f[n

integrallenebilirdir.
Adim 2: “=” dogrudur. f integrallenebilir olsun ve fy = fx[; n1) diyelim. Bolgeye gore toplam-
sallik (Sonug 13.1) ve Alistirma 13.6 ile

N
7;;an:/[l f: fN’

,N+1) [1,00)

,77.+1)| f | S Mn < 0o0; f bu aralikta

fn — f noktasal olarak yakinsar ve | fy | < | f |. Baskin Yakinsaklik Teoremi (Teorem 13.4) kismi
toplamlarin f[l 00) f ye yakinsadigini verir.

Adim 3: “<” yanhstir. © € [n,n+ 1) icin f(z) = (—1)"/n alalim. f &lgiilebilirdir (her {f > ¢}
kiimesi [n, n + 1) araliklarinm birlesimidir) ve sinirhdir (| f | < 1). a,, = (—1)"/n oldugundan Y a,,
alterne seri testiyle yakinsaktir (toplami — In 2).

Ote yandan | f | X[1,n+1) artarak | f | ye yakinsar ve f[

saklik Teoremi (Teorem 12.4) ile

_ N 1 4 _
1,N+1)| f1=2>,_, » dir. Monoton Yakin

> 1
[ =3
[1,00) n=1"

yani f integrallenebilir degildir.
]

Alistirma 13.8 (Parca Integrallerinin Mutlak Yakinsak Serisi). f :[1,00) — R 6lciilebilir ve her

sinirh kiime tizerinde sinirl olsun; her n igin a,, = f[ ) f tamimlayalim. “f integrallenebilirdir ancak
n,n

o0 . . )
veancak ) a, mutlak yakinsaktir” dnermesi dogru mudur?

Cozim.
Onerme yanlistir. Yine bir yonii dogru, 6biirii yanlistir.
Adim 1: “=” dogrudur. Kargilagtirma testinden (Teorem 13.2) | a,, | < f[n n+1)| f |- Negatif olmayan

| f | icin bdlgeye gore toplamsallik ve Monoton Yakinsaklik Teoremi (Teorem 12.4), | f | X1 n1) T
| f | oldugundan,

Slai<d [ 1rl=[ i<
n=1 n=1"[n,n+1) 1,00)

[

Verir.
Adim 2: “=” yanhistir. f(z) = sin(27z) alalim; siirekli oldugundan él¢iilebilir, | f | < 1 oldugundan
sinirhidir. Her n i¢in [n, n + 1] bir tam periyottur ve (ug nokta sifir 6l¢iilii oldugundan, Teorem 11.4 ile)

n+1
a, = / sin(27x) dz = 0,

dolayisiyla Y| a,, | = 0 mutlak yakimsaktir. Oysa
n+1 1/2 9
/ |sin(27z) |dz = 2/ sin(27x) dz = —,
™
n 0

ve Adim 1'deki gibi Monoton Yakinsaklik Teoremi f[l Oo)\ fl= EZO: . 2 = oo verir. f integrallenebilir
degildir. ’
|

Alistirma 13.9 (Basit Fonksiyonlarla integral Yaklasimi). f: R — R integrallenebilir olsun. Nok-
tasal olarak f ye yakinsayan ve
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lim | v, = / f

saglayan, sonlu destekli basit fonksiyonlardan olusan bir {1),,} dizisi bulundugunu gésterin.

Coziim.

Adim 1: Dizi. f 6lgilebilir oldugundan Basit Yaklagim Teoremi (Teorem 8.2), R {izerinde noktasal
olarak f ye yakinsayan ve her n icin | ¥, | < | f | saglayan, sonlu destekli basit fonksiyonlardan
olusan bir {#,, } dizisi verir.

Adim 2: Baskilama. | f | integrallenebilir ve negatif olmayan bir fonksiyondur ve biitiin diziyi
baskilar. Baskin Yakinsaklik Teoremi (Teorem 13.4)

i [, = [ 1

verir.

Alistirma 13.10 (Genel Baskin Yakinsaklik Teoreminin Ispati). Lebesgue Baskin Yakinsaklik Te-
oreminin ispatini izleyip {g — f,,} ve {g + f,,} dizilerini sirasiyla {g,, — f,,} ve {g,, + f,,} ile degistirerek
Genel Baskin Yakinsaklik Teoremini kanitlayin.

Coziim.

Varsaymmlar: f,, — f ve g,, — g noktasal, | f,, | < g,,, her g,, integrallenebilir ve fE g, — fE g < oo.
Adim 1: Integrallenebilirlik. f ve g dlciilebilir fonksiyonlarin noktasal limitleri olarak &lgiilebilirdir
(Teorem 8.1).| f,, | < g,, delimite gegersek | f | < g. g integrallenebilir oldugundan kargilagtirma testi
(Teorem 13.2) f nin, | f,, | < g,, ise her f,, nin integrallenebilir oldugunu verir.

Adim 2: Reel degerlere indirgeme. Teorem 13.1 ile {g = oo} ve her {g,, = oo} sifir 6l¢iilidiir;
sayilabilir birlesimleri Z de sifir l¢ilidir. E \ Z tizerinde | f,, | < g, < oove| f | < g < oo. Biitiin
fonksiyonlar1 Z tizerinde 0 yapmak hi¢bir integrali degistirmez (Lemma 13.1) ve varsayimlar1 korur.
Boylece biitiin fonksiyonlar reel degerlidir.

Adim 3: {g,, — f,,} dizisi. g,, — f,, > 0 6l¢iilebilirdir ve noktasal olarak g — f ye yakinsar. Fatou
lemmasimdan (Lemma 12.2) ve dogrusalliktan (Teorem 13.3)

o= 1)

b, = fE g,, sonlu b = fE g ye yakinsiyorsa her {c,, } reel dizisi i¢in lim inf(b,, — ¢,,) = b — lim supc,,
dir. Buna gore sag taraf [_g —limsup,, [, f, dir; [, g sonlu oldugundan ¢ikarilabilir:

limsup/fng/f.

Adim 4: {g,, + f, } dizisi. g,, + f,, > 08lcilebilirdir ve g + f ye yakinsar. Ayniyolla ve lim inf(b,, +
¢,) = b+ liminfc, kullanilarak

/g+/f§/g+liminf/ T
E E B e Jg
yani fEfgliminfn fE -

Adim 5: Sonug. lim sup,, fE fn < fE f < liminf, fE fn; demek ki limit vardir ve fE f ye esittir.
|

Alistirma 13.11 (Farkin Integralinin Sifira Gitmesi). { fn i E— R} integrallenebilir fonksiyonla-
rin bir dizisi, E tizerinde noktasal olarak f,, — f ve f integrallenebilir olsun.
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/Elf—fn—>0®/E|fn|—>/E|f|

oldugunu gosterin. (ipucu: Genel Baskin Yakinsaklik Teoremini kullanin.)

Coziim.

Adim 0: Reel degerlere indirgeme. Teorem 13.11le {| f | = oo} UlJ {[ f, | = oo} sifir dlciliidiir.
Biitiin fonksiyonlar1 bu kiimede 0 yapmak integralleri degistirmez (Lemma 13.1) ve noktasal yakin-
saklig1 korur. Boylece f ve f,, reel degerlidir.

Adim 1: “=”. Uggen esitsizliginden || fa l=1f1]|<I/fn—f]| Dogrusallik ve karsilagtirma testi
(Teorem 13.3, Teorem 13.2) ile

[1saa=fisi=) [ aai=1n]s [14.-5150

Adim 2:“<”, kurulum. [, | f, | = [_| f |olsun. Genel Baskin Yakinsaklik Teoremini (Teorem 13.5)

ile uygulayacagiz. Her g,, negatif olmayan ve integrallenebilirdir, ve iiggen esitsizliginden | h,, | < g,,.
Adim 3: Varsayimlarin denetimi. Noktasal olarak h,, — 0ve g,, — 2 | f | dir. Ayrica

/EQHZ/EIf|+/E|fn|—>2/E|f|=/E2f|<oo.

Adim 4: Sonug. Teorem [ h, — [, 0=0,yani [_| f— f, | = 0 verir.

|
Alistirma 13.12 (Parametreye Bagh Integralin Limiti). Q =[0,1] x [0,1] ve f:Q — R olsun.
Her sabit y icin 2 = f(z,y) 6lcilebilir, her sabit z icin lim,_,, f(x,y) = f; () olsun ve [0, 1] izerinde

integrallenebilir bir ¢ icin her (z,y) € Q@ da| f(z,y) | < g(z) olsun.

lim fmydx—/ folz

y—0 0
oldugunu gosterin.

Cozum

F(y f f(z,y) dz yazalm. x — f(x,y) dlcilebilirve | f(-,y) | < g oldugundan kargilagtirma testi
(Teorem 13.2) her F(y) nin tanmimlh oldugunu verir.

Adim 1: Dizisel 6l¢iit. Limit dlzllerle karakterize edilir (bkz. Analiz 1: Siireklilik): (0, 1] de 0 a yakin-
sayan her {y,, } icin F(y,,) — f fo oldugunu géstermek yeter.

Adim 2: Dizi. Béyle bir {y,, } sabltleylp fn(x) = f(z,y,) diyelim. Her f,, 6l¢iilebilirdir, | f,, | < g ve
her z i¢in f,,(z) — fy(z).

Adim 3: Baskin yakinsaklik. g biitiin diziyi baskilayan integrallenebilir bir fonksiyondur. Lebesgue
Baskin Yakinsaklik Teoremi (Teorem 13.4) f; in integrallenebilir oldugunu ve

F(yn)=/01fn—>/01fo

oldugunu verir.
|

Alistirma 13.13 (Parametreye Bagh Integralin Siirekliligi). Q = [0,1] x [0,1] ve f : Q — R olsun.
Her sabit y icin = > f(x,y) ol¢ilebilir, her sabit z i¢in y > f(x,y) siirekli olsun ve [0, 1] tizerinde
integrallenebilir bir g icin her (z,y) € Q@ da | f(z,y) | < g(z) olsun.
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1
h(y) = / F(z,y) da
0

fonksiyonunun [0, 1] tizerinde siirekli oldugunu gésterin.

Coziim.

| f(-,v) | < g oldugundan karsilagtirma testi (Teorem 13.2) her hA(y) nin tanumli ve sonlu oldugunu
verir. y, € [0, 1] sabitleyelim; dizisel siireklilik él¢iitiine gore (bkz. Analiz 1: Siireklilik) [0, 1] de y, a
yakmsayan her {y,, } icin h(y,,) — h(y,) oldugunu géstermek yeter.

Adim 1: Dizi. f,,(z) = f(x,y,,) olcilebilirdirve | f,, | < g.y = f(x,y) siirekli oldugundan her z i¢in

fn(x) - f(IL‘, yO)'
Adim 2: Baskin yakinsaklik. Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi (Teorem 13.4)

1 1
h(y,) = / £ / £ v6) dz = h(y)
0 0

verir. y, keyfi oldugundan h, [0, 1] iizerinde siireklidir.
]

Alistirma 13.14 (Integral Isareti Altinda Tiirev). Q = [0,1] x [0,1] ve f : @ — R olsun. Her sabit
yicin z — f(x,y) ol¢iilebilir ve  — f(x,0) integrallenebilir olsun. Her (z,y) € Q da f /0y var olsun
(y = 0,1 da tek yanl) ve [0, 1] tizerinde integrallenebilir bir g i¢in

of

a_y<x7y) | < g(x)v (m,y) € Q

olsun. Her y € [0, 1] i¢in

d ! B 1%
o] tevi= [ Sy

oldugunu kanitlayin.

Coziim.
Adim 1: Ortalama deger tahmini. Her z icin y = f(x,y), [0, 1] izerinde tiirevlenebilir, dolayisiyla
stireklidir. Ortalama Deger Teoremiyle y, 3" € [0, 1] i¢in y ile y” arasinda bir £ vardir ve

0
| e~ fla) | =| 3—£<x,o 1=y I<o@ ~vl.

Adim 2: F tanimli. Bu tahminde y = 0 alirsak | f(z,v") | <| f(z,0) | + g(z). Sag taraf integralle-
nebilir oldugundan kargilagtirma testi (Teorem 13.2) her ¢’ i¢in F(y') = fol f(z,vy") dx nin tanimh ve
sonlu oldugunu verir.

Adim 3: Fark béliimleri. y € [0, 1] sabitleyelim ve [0,1] \ {y} de y ye yakinsayan bir {y,,} alalim.
Dogrusallikla (Teorem 13.3)

Fly,) —F(y) _ [ o = F@yn) — f@y)
Yn —Y _/OD"’ Dnlz) = Yo — Y '

Her D,, 6l¢tilebilir fonksiyonlarin dogrusal birlesimi olarak 6l¢iilebilirdir (Teorem 7.4) ve Adim 1'deki
tahminden | D,, | < ¢g. Kismi tiirevin tanumindan her z i¢in D, (z) — g—g(x,y); ozel olarak z
g—i(m, y) olctlebilirdir (Teorem 8.1).

Adim 4: Baskin yakinsaklik. g, {D, } dizisini baskilar. Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi
(Teorem 13.4)

F(y,) — F(y) Lof
) ) a/o e do
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148 Boliim 13. Genel Lebesgue Integrali

verir. Bu her y,, — v (y,, # y) dizisi icin gecerli oldugundan dizisel dl¢iit F’(y) nin var oldugunu ve
bu integrale esit oldugunu gosterir (y = 0, 1 da tek yanl tiirev olarak).
|

Integrallenebilir fonksiyonlar i¢in dogrusallik ve baskin yakinsaklik elimizde. Siradaki béliim Integras-
yonun Sayilabilir Toplamsallig1 ve Siirekliligi, integralin bolgeye gore sayilabilir toplamsal ve siirekli
oldugunu gosteriyor.
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14.1

14. Integrasyonun Toplamsallig:

Dogrusallik ve monotonluk, Riemann integralinden tanidigimiz 6zelliklerin genislemesiydi. Bu son bo-
limde Lebesgue integralinin Riemann integralinde karsilig1 olmayan iki 6zelligini kanitliyoruz: integral,
tanim kiimesinin sayilabilir sayida ayrik parcaya boliinmesine uyum saglar ve i¢ ice kiime dizileri boyunca
limitle yer degistirir.

Bu iki sonug, Lebesgue 6l¢iistiniin sayilabilir toplamsalliginin (Teorem 4.1) ve siirekliliginin (Teorem 4.3)
integraldeki karsiliklaridur.

Sayilabilir Toplamsallik

Once kisa bir hatirlatma. f, 6lciilebilir bir E kiimesi iizerinde integrallenebilir (Tanim 13.2) ve A C E
olciilebilir ise f, A lizerinde de integrallenebilirdir ve

/Af=/Ef'XA

dir (bkz. Alistirma 13.6). Ayrica m(A) =0 ise [ 4 f =0 dir (Sonug 13.1 sonrasindaki gézlem). Tanim
kiimesini parcalara bélmenin dilini sabitleyelim.

Tanim 14.1 (Olgiilebilir Ayrisma). FE olciilebilir bir kiime olsun. Olgiilebilir kiimelerin ayrik ve
sayilabilir bir {En}:o: , toplulugu U:o: | B, = E kosulunu sagliyorsa bu topluluga E nin bir 6l¢iilebilir
ayrismasi (measurable decomposition) denir.

Yani E yi, her noktas1 tam olarak bir parcaya diisecek bicimde, sayilabilir sayida olgiilebilir parcaya
boliiyoruz. Sonlu ayrismalar da bu tanima girer: fazladan parcalar bos kiitme alinur.

Teorem 14.1 (Integrasyonun Sayilabilir Toplamsallig1). f, E iizerinde integrallenebilir ve {En}:o: y
E nin bir ol¢iilebilir ayrismast olsun. Bu durumda

[Ef=g[Enf. (1)

Ispat.

Adim 1: Kesilmis fonksiyonlar. Her n i¢cin U,, = Un:1 Ey ve f, = [+ xy, tammlayalim. U, olgiile-
bilir oldugundan f,,, E iizerinde dlgiilebilirdir ve E iizerinde | f, | < | f | dir.

Adum 2: Limite ge¢is. Her x € E bir E), ya aittir;n > ki¢inz € U, ve f, (x) = f(x) olur. Yani{f,}, E
iizerinde noktasal olarak f ye yakinsar. | f | integrallenebilir bir baskin fonksiyon oldugundan Lebesgue
baskin yakinsaklik teoremi (Teorem 13.4)

/ f=lm [ f,
B n—0o0 B

verir.
Adim 3: Sonlu toplam. E, ..., E,, ayrik oldugundan xy = ZZ:1 Xg, . Integralin dogrusalligindan

(Teorem 13.3)

Adim 4: Sonug. Adim 2 ve Adim 3 birlikte
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150 Boliim 14. Integrasyonun Toplamsallig1

verir; ozellikle sagdaki seri yakinsaktir.
|

Yani integrallenebilir bir fonksiyonun integrali, tanim kiimesinin ayrik ol¢iilebilir pargalar: tizerindeki
integrallerin toplamudir. Teoremi | f | ye uygulamak - [ | f | = [,_| f | < oo verir; dolayisiyla (1)

deki seri mutlak yakinsaktir ve terimlerin sirasi degi§tirilebili;.

Ornek 14.1 (Seritlere Bolerek Integral). f(z) = 1/x? fonksiyonunun [1, 00) iizerindeki integralini,
bu kiimeyi [k, k 4 1) seritlerine bélerek hesaplayin.

Oziim.
gdlm 1: Integrallenebilirlik. Her n icin f[l’n] f=1—1/n < 1dir (siirekli fonksiyonun Riemann ve
Lebesgue integralleri esittir, Teorem 11.4). f - x|, ,,) artarak f ye yakinsadigindan monoton yakinsaklik
teoremi (Teorem 12.4) f[l’oo) f < 1 verir; f integrallenebilirdir.
Adim 2: Ayrisma. E,, = [k, k + 1) kiimeleri [1, 00) nin bir élgiilebilir ayrigmasidir ve

1 1
f=i—s
| =i

k

dir.

y

serit alanu: 1/k - 1/(k + 1)

0,5

1/20 1/30

Sekil 14.1: y = 1/x* altindaki bolge E; = [k, k + 1) seritlerine ayrilir. Seritlerin alanlar1 1/2, 1/6, 1/12, 1/20,
1/30, ... i¢ ice sadelesen bir seri olusturur ve toplamlar: 1'dir.

Adim 3: Toplam. Sayilabilir toplamsalliktan (Teorem 14.1) ve i¢ ice sadelesen toplamdan

= li S \—lim(1- 1
/[l,oo)f nLH;O;(k k+1) nEEo( nﬂ)
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14.1 Sayilabilir Toplamsallik 151

Integrasyonun Siirekliligi

Olgiiniin siirekliligi sayilabilir toplamsalliktan nasil ¢iktiysa, integralin siirekliligi de ayni yolla integralin
sayilabilir toplamsalligindan (Teorem 14.1) ¢ikar. Artan ve azalan kiime topluluklar: Tanim 4.1 ile tanim-
landu.

Teorem 14.2 (Integrasyonun Siirekliligi). f, F iizerinde integrallenebilir olsun.
(i) {EH}ZO:I, E nin élgiilebilir alt kiimelerinin artan bir topluluguysa

/ f= lim f.
U® . B n—00 B,

n=1"""

(ii) {En}:;l, E nin élgiilebilir alt kiimelerinin azalan bir topluluguysa

/ f=1lim [ f.
ﬂw B n—oo B,

Ispat.

Biitiin kiimeler E nin ol¢iilebilir alt kiimeleri oldugundan gecen her integral sonlu bir reel sayidir. Sayila-
bilir toplamsallik sonlu ayrismalara da uygulanir (fazla parcalar bos, onlar iizerindeki integral 0); buna
sonlu toplamsallik diyecefiz.

(i) kismi. Ey = @ alipn > 1 i¢cin C, = E, \ E,_; tamumlayalim. Topluluk artan oldugundan C,, ler
ayrik ve olgiilebilirdir; her n i¢in E,, = UZZI C, ve

Je.-Us.
n=1 n=1

dir: birlesimdeki her nokta, ait oldugu ilk Ey, nin G, sina diiser. Boylece {C,,}, | E,, nin bir olciilebilir
ayrismasidir. Sayilabilir toplamsalliktan, ardindan sonlu toplamsalliktan

[ Blrmmy] s

nn

= lim f
n—oo E

n

bulunur.
(ii) kismi. D, = E; \ E,, olsun.{E,} azalan oldugundan { D, } artan bir topluluktur ve(J D,, = E; \
ﬂn E,, dir B, E,, ile D, nin ayrik birlesimi oldugundan sonlu toplamsallik

L

verir; ayni gerekceyle E; = ﬂn E, U Un D,, ayrismasindan

/ f= / f— / f
U, D, B N, En
olur. (i) kismumi {D,,} ye uygularsak

/Elf/mEf:gggo[/Ef/E ]

n En 1 n

elde edilir. fE f sonlu bir sayi oldugundan iki taraftan ¢ikarilabilir; bu (ii) dir.
|
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152 Boliim 14. Integrasyonun Toplamsallig1

Yani integral, artan dizilerde birlesime, azalan dizilerde kesigime siirekli bigimde gecer. Olciiniin siirek-
liligindeki m(E;) < oo kosulunun burada karsilig1 yoktur: gerekli sonlulugu f nin integrallenebilirligi
saglar.

Ornek 14.2 (Kuyruk Integralleri Sifira Gider). f, R iizerinde integrallenebilir olsun. E, = {z :
|z | >n}iginlim, ., [ f=0oldugunu gosterin.

Cozim.
Her E,, kapali oldugundan 6lgiilebilirdir ve E,,; C E, dir; topluluk azalandir. Hi¢bir z biitiin E,,
lere ait olamaz, ¢iinkiin > | z |icinz ¢ E, dir;yani() E, = @ dir. Integrasyonun siirekliliginin (ii)

kismindan (Teorem 14.2)
lim/ f:/f:O.
n—oo
E @

n

Burada her m(E,,) = oo olmasina karsin sonug gegerlidir; gerekli olan yalniz f nin integrallenebilir-
ligidir.
|

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar toplamsallik ve stireklilik teoremlerini kullanmayi, integrallenebilirlik kosulunun
roliinii ve integrallenebilir fonksiyonlarin yaklagimini pekistirir.
Alistirma 14.1 (Artan Kiimelerde Dogrudan ispat). f, E iizerinde integrallenebilir ve {En}zo: - E

nin dl¢iilebilir alt kiimelerinin artan bir toplulugu olsun. Lebesgue baskin yakinsaklik teoremini dogrudan
kullanarak asagidaki esitligi kanitlayin:

[, r=sm [ s

n=1"""

Coziim.

U= U:oi B, ve f, = f - xp, olsun. Her f,, E tizerinde Slciilebilirdir ve fE f= fE f,, dir.

Adim 1: Noktasal limit. z € U ise z bir E), ya aittir; topluluk artan olduguﬁdan n>kiginz € E,
ve f,(z) = f(z) olur. z ¢ U ise her n icin f,,(z) = 0 dir. Yani {f,,}, E tizerinde noktasal olarak f -
Xy ya yakinsar.

Adim 2: Baskinlik. Her n igin F {izerinde | f,, | < | f | dir ve | f | integrallenebilirdir.

Adim 3: Sonug. Lebesgue baskin yakinsaklik teoreminden (Teorem 13.4)

s [ 7= f—/fo—/

Alistirma 14.2 (Azalan Kiimelerde Dogrudan Ispat). f, E iizerinde integrallenebilir ve {En}zoz1
E nin olcilebilir alt kiimelerinin azalan bir toplulugu olsun. Lebesgue baskin yakinsaklik teoremini
dogrudan kullanarak agagidaki esitligi kanitlayn:

[ r-am [ s

n=1"_"

Coziim.

K=", E,vef,=f xp, olsun.

Adim 1: Noktasal limit. z € K ise her n icin f,, (z) =
topluluk azalan oldugundan n > k icin z ¢ E,, ve f,(z
olarak f - x ya yakinsar.

f(z) dir. z ¢ K ise z ¢ E,, olan bir k vardir;
) =0 olur. Yani {f, }, E tizerinde noktasal
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14.3 Alistirmalar 153

Adim 2: Baskinlik ve sonug. Eiizerinde | f,, | < | f | ve| f | integrallenebilir oldugundan Lebesgue
baskin yakinsaklik teoremi (Teorem 13.4)

o st [ e

verir. Olgiiniin siirekliliginden farkli olarak burada m(E;) < oo gibi bir kosula gerek yoktur; bu isi
| f | baskin fonksiyonu gériir.
|

Alistirma 14.3 (Uglara Dogru Genisleyen Araliklar). f, [0,00) iizerinde integrallenebilir olsun.
Asagidaki esitligi gosterin:

lim f= 1.

"2 J1 /n, n) [0,00)

Coziim.

Adim 1: Artan topluluk. E, = [1/n,n] olsun. 1/(n+ 1) < 1/n ve n < n+ 1 oldugundan E, C
E,, ., dir; topluluk artandir ve her E, , [0, c0) nin dl¢iilebilir bir alt kiimesidir.

Adim 2: Birlesim. Her z > 0 icin n > max{z, 1/z} secilirse € E,, olur; 0 hicbir E,, ye ait degildir.
Dolayisiyla U:;l E, = (0,00).

Adim 3: Siireklilik. Integrasyonun siirekliliginin (i) kismindan (Teorem 14.2)

lim f= 1.

"7 ym,n) (0,00)

Adim 4: Sifir noktasi. [0,00), {0} ile (0,00) nin ayrik birlesimidir ve m({0}) = 0 oldugundan
/ 0 f = 0 dir. Toplamsalliktan (Teorem 14.1)

/‘ f= f+/ =
[0,00) {0} (0,00) (0,00)

ve istenen esitlik elde edilir.
|

Alistirma 14.4 (Belirsiz Integralin Siirekliligi). f, R iizerinde integrallenebilir olsun ve her z € R

icin
Fz) = f
I

—00, T
tanimlansin. F’ nin iyi taniml ve siirekli oldugunu gosterin. F' her zaman Lipschitz midir?

Coziim.

Adim 1: Tyi tanimlilik. (—oo0, z] kapali, dolayisiyla 6lgiilebilir bir kiimedir. f nin R iizerinde integ-
rallenebilir olmasi, f nin bu kiime iizerinde de integrallenebilir olmasini gerektirir (| f - X (~o00,1] | <
| £ ])- Yani F(z) sonlu bir reel sayidur.

Adim 2: Farkin Kestirimi. z < y ise (—00,y], (—00, z] ile (z,y] nin ayrik birlesimidir; toplamsal-
liktan (Teorem 14.1) F(y) — F(x) = f(x . f olur; y < x ise ayn1 gerekeeyle F(z) — F(y) = f( i
dir. J, z ile y arasindaki yar1 agik aralik olsun. Integral karsilagtirma testine gore | F((y) — F (:r)7| =
\[,f|</[,| fldir h>0ve|y—=|<hiseJC[z—hz+h] oldugundan, negatif olmayan

fonksiyonlar i¢in integralin monotonluguyla

\ﬂm—F@|s/ F 1= (h)

[x—h, z+h]
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154 Boliim 14. Integrasyonun Toplamsallig1

bulunur; ayni gerekceyle ¢, h ye gore artandir.
Adm 3: @ sifira gider. [, = [z — 1/n, z 4 1/n] azalan bir topluluktur ve (1 I, = {z} tir. Integras-
yonun siirekliliini (Teorem 14.2, (ii) kismi) integrallenebilir | f | ye uygularsak

Jm ga/m= [ 171=0
{=}

bulunur, ¢iinkii m({z}) = 0 dir.

Adim 4: Siireklilik. ¢ > 0 verilsin. Adim 3’e gére p(1/n) < € olan bir n vardir. § = 1/n i¢in | y —
x| < dise Adim 2'den | F(y) — F(z) | < ¢(1/n) < € olur. Yani F, her  noktasinda siireklidir.
Adim 5: Lipschitz olmayabilir. f(z) = 2~/ (0 < z < 1) ve diger durumlarda f(z) = 0 olsun. 0 <
t <1lven > 1/ticgin [1/n,t] izerinde f siirekli oldugundan (Teorem 11.4)

2
f=2/t——
/[1/n,t1 v

dir. f >0ven > 1/tiken f- X[y, artarak f - x(o, ye yakinsadigindan, limiti n > 1/t tizerinden
alirsak monoton yakinsaklik teoremi (Teorem 12.4) [ 0. f = 24/t verir; 6zellikle fR f = 2ve f integ-

rallenebilirdir. Buna gére F'(0) = 0ve 0 < h < 1i¢in F (h) = 2v/h dir; dolayisiyla

F(h)—F(0 2
[E(h) —FO) | ()|=——>oo (h — 0%).
h vh
Hicbir L sabiti | F'(h) — F(0) | < Lh esitsizligini saglayamaz; F' Lipschitz degildir. Buna kargilik f
siirhiysa, | f | < M igin Adm 2 den | F(y) — F(z) | < M | y — x | olur ve F Lipschitzdir.
|

Aligtirma 14.5 (Alterne Basamak Fonksiyonu). [1,00) iizerinde, her k € Nve k <z < k+ 1 i¢in
f(z) = (—=1)*/k tamimlansmn. lim,,_, f[l . f limitinin var oldugunu, ancak f nin [1, c0) iizerinde integ-

rallenebilir olmadigin: gosterin. Bu, integrasyonun siirekliligiyle celisir mi?

Coziim.

Adim 1: Kismi integraller. [1,n), [k,k+ 1) (1 <k <n —1) araliklar1 ile {n} noktasinin ayrik
birlesimidir. [k, k + 1) {izerinde f sabit (—1)*/k ve tek noktanin 6lgiisii sifir oldugundan, sonlu
toplamsalliktan

bulunur.

Adim 2: Limit vardr. 1/k azalarak sifira gittiginden alterne seri testine gére 3 1(—1)’“ /k yakn-
saktir. Dolayisiyla limit vardir; degeri —In2 ~ —0, 6931 dir. N

Adim 3: Integrallenebilir degildir. Adim 1'deki hesap | f | i¢cin

n—1

1

JRRFIEY R -
[1,00) [1,m] k=1

verir (negatif olmayan fonksiyonlarda integralin monotonlugu). Harmonik seri iraksak oldugundan
sag taraf n — oo iken sinirsiz bilyiir; f[1 OO)| f | = oo ve f integrallenebilir degildir.

Adim 4: Celiski yoktur. Integrasyonun siirekliligi (Teorem 14.2) f nin artan kiimelerin birlesimi olan
[1,00) lizerinde integrallenebilir oldugunu varsayar. Burada bu varsayim saglanmaz; | 1 ,00) f tanimh

bile degildir. Kismi integrallerin limitinin var olmasi teoremin kapsami digindadur.
|
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14.3 Alistirmalar 155

Aligtirma 14.6 (Siniis Bélit x). [1,00) iizerinde f(z) = (sinz)/z tanimlansin. lim,,_, f[l . f limi-

tinin var oldugunu, ancak f nin [1, c0) tizerinde integrallenebilir olmadigin gosterin. Bu, integrasyonun
stirekliligiyle celisir mi?

Cozim.
Adim 1: Riemann integraline gecis. f, [1, n] iizerinde siireklidir; Lebesgue ve Riemann integralleri
esittir (Teorem 11.4). Kismi integrasyonla

"sinx cosn " cosx
dr = cosl — — 5 dz.
.z n L T

Adim 2: Limit vardir. [cosn/n | <1/n — 0 dir. g(z) = cosz/z? igin | g(z) | < 1/2? ve 1/z2,
[1,00) iizerinde integrallenebilir oldugundan (Ornek 14.1) g de integrallenebilirdir. [1,n] artan bir

topluluk oldugundan integrasyonun siirekliligi (Teorem 14.2) f[l a9 = [ 1.00) 9 verir. Dolayisiyla

lim f=cosl —/ g
n—o00 [1,00)

(1,n] ;

vardir; sayisal degeri yaklasik 0, 6247 dir.
Adim 3: Integrallenebilir degildir. k¥ > 1 igin [k~, (k + 1)7] C [1, 00) dur ve bu aralikta z < (k +

1)7 oldugundan
(k+1)m |sinz | 1 (k+1)m 2
de > ———— i dr= ——
/k z x_(k—l—l)ﬁ/ |sine |de = Z——=

T km

dir. Bu araliklar yalniz u¢ noktalarda kesistiginden

Y2
| 112 g e

[1,00) k=1

ve harmonik serinin raksakligindan f[l oo)| f | = oo olur.

Adim 4: Celiski yoktur. Onceki alistirmada oldugu gibi integrasyonun siirekliligi f nin birlesim olan
[1,00) iizerinde integrallenebilir olmasini varsayar; bu varsayim burada saglanmaz. [ 100 (sinz)/zdz
genellestirilmis Riemann integrali olarak vardir ama bir Lebesgue integrali degildir.

|

Siradaki ti¢ alistirma, R tizerinde integrallenebilir bir f igin su dort 6nermenin denk oldugunu gosterir:
f =0h.h.y.; smirli, sonlu destekli her 6l¢iilebilir g i¢in fR fg = 0; her olciilebilir A i¢in fA f=20; her
acik O i¢in f(g f =0. Acik kiimeler o&lg¢iilebilir oldugundan tgiincii 6nerme dordiinciyii kendiliginden
verir; zinciri kalan t¢ gerektirme kapatur.

Alistirma 14.7 (Sifir Fonksiyonla Carpimin Integrali). f, R iizerinde integrallenebilir ve f =
0 h.h.y. olsun. Sinirly, sonlu destekli her 6l¢iilebilir g icin fR fg = 0 oldugunu goésterin.

Coziim.
Adim 1: integrallenebilirlik. | g | < Mise| fg | < M | f | dir; fg 6lgiilebilir ve integrallenebilirdir.

Adim 2: Sonug. f(z) = 0 olan her z te f(x)g(z) = 0 dir; dolayisiyla fg = 0 h.h.y. Sifir fonksiyonu
integrallenebilir ve integrali 0 oldugundan, hemen her yerde esit fonksiyonlarin integrallerinin esitligi

(Lemma 13.1)
/R fo = /R 00

verir.
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Alistirma 14.8 (Her Olgiilebilir Kiime Uzerinde Sifir integral). f, R iizerinde integrallenebilir olsun
ve smurly, sonlu destekli her 6l¢ilebilir g igin fR fg = 0 olsun. Her &lgiilebilir A kiimesi i¢in [ 1 f=0
oldugunu gosterin.

Coziim.
Adim 1: Sinirhi pargalar. A dlciilebilir olsun ve A, = AN [-n, n] tanimlansin. g, = x 4  6lcilebilir,
1 ile sinirli ve [—n, n| disinda sifir, yani sonlu desteklidir. Varsayimdan

/A f=/Rf~XAn=0~

Adim 2: Limite gecis. {4, } olciilebilir kiimelerin artan bir toplulugudur ve [J A, = A dir. Integ-
rasyonun siirekliliginin (i) kismindan (Teorem 14.2)

f—hm f—O

n—o0

Alistirma 14.9 (A¢ik Kiimeler Uzerinde Sifir integral). f, R iizerinde integrallenebilir olsun ve her
acik O ktimesi i¢in fc‘) f =0 olsun. R iizerinde f = 0 h.h.y. oldugunu gésterin.

Cozim.

Adim 1: Her 6l¢iilebilir kiime iizerinde integral sifirdir. A 6lgiilebilir olsun. Her & icin Teorem
3.1, A C O, ve m(0, \ A) < 1/k olan acik bir O, verir. V, = O; N ... N Oy, agiktir, A y1 icerir, m(V,, \
A) < 1/k dir ve {V,} az.alan bir topluluktur. G = 1), V}, icin her k da m(G \ A) <m(V, \ 4) < 1/k,
yani m(G \ A) = 0 dir. Integrasyonun strekliliginin (ii) kismindan (Teorem 14.2)

/ _khjgo/f_o

G, A ile sifir 6lciilii G\ A kiimesinin ayrik birlesimi oldugundan fA f= fG f— fG\A
Adim 2: Pozitif kisim. P = {z : f(z) > 0} ¢lciilebilirdir ve Adim 1'e gére [ f-xp = [, f=0dr
f - xp = 0oldugundan Chebychev esitsizligi (Lemma 12.1) her j € N i¢in

f = 0 bulunur.

m ({os f(o) xple) 2 1/3} ) <5 [ £xp =0
R

verir. P bu kiimelerin j € N iizerinden birlesimi oldugundan alt toplamsalliktan (Teorem 1.3) m(P) =
0 dir.

Adim 3: Negatif kisim. — f de varsayimi saglar; Adim 2 ona uygulanirsa {x : f(z) < 0} kiimesinin
olciisii de sifir ¢ikar. Béylece {z : f(z) # 0} sifir 6lgiilidiir, yani f = 0 h.h.y.

|

Alistirma 14.10 (Basit Fonksiyonla Yaklagim). f, [a,b] tizerinde integrallenebilir ve € > 0 olsun.
[a, b] lizerinde f[a b]\ f —mn | < e kogulunu saglayan bir ) basit fonksiyonunun bulundugunu gésterin.

Cozim.

Adim 1: Basit yaklasim dizisi. f dl¢iilebilir oldugundan basit yaklasim teoremi (Teorem 8.2), [a, b]
tizerinde f ye noktasal yakinsayanve hernigin| n,, | < | f | kosulunu saglayan basit n),, fonksiyonlari
verir.

Adim 2: Baskin yakinsaklik. | f —n,, | noktasal olarak 0 ayakinsarve | f —n,, | < | f |+ | n, | <
2| f |dir; 2 | f | integrallenebilirdir. Lebesgue baskin yakinsaklik teoreminden (Teorem 13.4)

im [ | f-n,|=0.

n—oo [a7b]
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14.3 Alistirmalar 157

Adim 3: Se¢cim. Bu limit nedeniyle f[a b]| f—mn, | < e olan bir n vardir; n = n,, istenen basit fonksi-

yondur.
|

Alistirma 14.11 (Basamak Fonksiyonuyla Yaklagim). f, [a,b] tizerinde integrallenebilir ve £ > 0
olsun. [a, b] iizerinde f[a b]\ f — s | < € kogulunu saglayan bir s basamak fonksiyonunun bulundugunu

gosterin. (Ipucu: Teorem 3.3.)

Cozim.
Adim 1: Once basit fonksiyon. Onceki alistirmaya gore [ @ b]\ f —mn | < &/2 olan bir 7 basit fonksi-

yonu vardir. ) y1

N
n=>_ CiXa,

=1

bi¢iminde yazalim; burada A; C [a, b] ayrik ve él¢iilebilir, c; ler reel sayilardir. Biitiin ¢; ler sifirsa s =
0 alinir; aksi halde C' = Zj\iﬂ ¢; | > 0 olsun.

Adim 2: Kiimeleri araliklarla degistirmek. Her A, nin 6l¢iisii en ¢ok b — a, yani sonludur. Teorem
3.3, sonlu sayida ayrik agik araligin birlesimi olan ve m(A4; AU;) < €/(2C) kosulunu saglayan bir
U, verir. V; = U; N [a, b] de sonlu sayida araligin birlesimidir. A; C [a, b] oldugundan A, AV, C A, A
U, dir.

Adim 3: Basamak fonksiyonu. s = Zj\i | CiXy, olsun. Biitiin V; araliklarinin ug noktalar1 a ve b ile
birlikte [a, b] nin bir béliintiisiinii verir ve s bu boliintiiniin her agik alt araliginda sabittir; yani s bir
basamak fonksiyonudur.

Adim 4: Kestirim. | x4, — Xy, | = X4,ay, oldugundan

N
9 3
n—s<> e |mAAV)<C o5 =x.
/[a,b] ; 2C 2

Uggen esitsizliginden

/If—slé/ |f—77\+/ In—s|<e
la,b] [a,b] [a,b]

Alistirma 14.12 (Siirekli Fonksiyonla Yaklagim). f, [a, b] lizerinde integrallenebilir ve £ > 0 olsun.
[a, b] lizerinde | @ b]\ f — g | < € kosulunu saglayan siirekli bir g fonksiyonunun bulundugunu gésterin.

Cozim.
Adim 1: Once basamak fonksiyonu. Onceki alistirmaya gére f[a b]| f—s|<e/2 olan bir s

basamak fonksiyonu vardir: a =, < z; < ... < z,, = b béliintiisii icin s, her (z;_;,z;) araliginda
sabit ¢; degerini alir. M = max;| ¢; | olsun.n = 1 yada M = 0 ise s hemen her yerde sabittir ve g =
c; yeter; bu yiizden n > 2 ve M > 0 varsayalim.

Adim 2: Koseleri yumusatmak. 6 > 0 sayisini

1 . €
0 < imjln(a:j—xj_l)a A4M(n—1)§ < 3
olacak bicimde segelim. Birinci kosul, 1 < j <n —1icin J; = [:vj —d,z;+ 4] araliklarinin ayrik ve
(a, b) iginde olmasim saglar. g yi soyle tanimlayalim: J; izerinde z; — 0 da c;, z; + 0 da c;; degerini
alan dogrusal fonksiyon; bu araliklarin disinda, (x;_;, z;) icindeki noktalarda c;; ayrica g(a) = c; ve

g9(b) = c,.
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158 Boliim 14. Integrasyonun Toplamsallig1

= = s (basamak) — g (siirekli) Cs#g

a X, X, b
— ] — ]
31 32

Sekil 14.2: Ug basamakl s fonksiyonu (kesikli) ve onu yumusatan siirekli g. Her sigrama noktas1 x;
cevresindeki J; = [x; - &, x; + 8] araliginda g dogrusaldur; iki fonksiyon yalniz tarali dar bolgelerde ayrilir
ve bu bolgelerde |s - g| < 2M olur.

Adim 3: g siireklidir. Her parca siireklidir ve parcalarin birlestigi z; + 4, a, b noktalarinda soldan ve
sagdan degerler ¢akigir. Ayrica her yerde | g | < M dir.
Adim 4: Kestirim. g ile s, U;:l J; ve sonlu sayida boliintii noktast disinda esittir. J; tizerinde | s —

g|<|s|+]g|<2M (x; noktasi haric, o da sifir 6l¢iili) oldugundan
n—1
/ |s—g|<2M> m(J;) =4M(n —1)5 < %
[avb] Jj=1

Ucgen esitsizliginden

/If*glﬁ/ \f—s\+/ |s—g|<e.
[a,b] [a,b] [a,b]

Boylece Lebesgue integralinin temel o6zelliklerini tamamlamig olduk: dogrusallik ve monotonlugun
yaninda yakinsaklik teoremleri, sayilabilir toplamsallik ve siireklilik. Kitabin son bolimii, bu araclar: bir
arada calistiran Ek Alistirmalar’dur.
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15.1

15. Ek Alistirmalar

Bu boliimdeki aligtirmalar, 6l¢ii ve integral kuraminin temel araglarini kisa ve somut sorular tizerinde
caligtirir. Her sorunun ¢6ziimi kendi kutusunun icindedir.

D1s Olcii ve Olciilebilir Kiimeler

[k {i¢ soru, dis dl¢iiniin infimum tanimini ve Carathéodory kosulunu dogrudan kullanr.

Alistirma 15.1 (D1s Ol¢iiye Yakin Toplamli Ortii). A C Rve m*(A) < oo olsun. Her ¢ > 0igin A C
UZ’; L ve

> oun) <m(A)+e

o0
k=1

olacak bicimde bos olmayan, acik ve smirli araliklardan olusan bir {Ik}zo: , dizisinin var oldugunu
gosterin.

Coziim.
Adim 1. Dig 6l¢tiniin tanimina gore (Tanim 1.5)

m*(A) = inf{i oL, }

burada infimum, A’y1 érten bog olmayan, acik ve sinurli aralik dizileri {1, } iizerinden alinir.
Adim 2. Tersini varsayalim: A’y1 érten her {1, } dizisi icin ), £(};) > m*(A) + € olsun. O zaman

m*(A) + ¢, infimumu alinan kitmenin bir alt siniridir. Infimum en biiyiik alt sinir oldugundan (bkz.
Analiz 1: Supremum, Infimum ve Tamlik)

m*(A) > m*(A) +¢

olur.

Adim 3. m*(A) sonlu bir reel say1 oldugundan her iki yandan ¢ikarilabilir ve 0 > ¢ elde edilir. Bu, € >
0 ile celigir. Demek ki toplami m*(A) + ¢’dan kigiik olan bir 6rtii vardir.

Yani m*(A) sonluyken m*(A) + ¢ sayist infimumdan kesin olarak biiyiiktiir ve bu yiizden alt sinur
olamaz. m*(A) = oo olsaydi bu say1 co olur ve istenen kesin esitsizlik saglanamazdi; sonluluk varsa-
yimi1 bu yiizden gereklidir.

|

Alistirma 15.2 (Araligin Olgiilebilir Kiimeyle Boliinmesi). E olciilebilir bir kiime ve a < b olsun.
b—a=m((a,b)NE)+m((a,b)\E)
oldugunu gosterin.

Cozim.
Adim 1. E dl¢ilebilir oldugundan Carathéodory kosulu (Tanim 1.6) her A C R test kiimesi i¢in

m*(A) =m*(ANE)+m*(A\ E)

esitligini verir. Test kiimesi olarak A = (a, b) secelim.
Adim 2. Bir araligin dis 6l¢iisii uzunluguna esittir (Teorem 1.1), yani m*((a, b)) = b — a. Boylece

b—a=m"((a,b)NE)+m" ((a,b)\E).
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Adim 3. (a,b) ve E olciilebilirdir. Olciilebilir kitmeler bir o-cebiri olusturdugundan (Teorem 2.4)
(a,b) N E ve (a,b) \ E = (a,b) N E€ kiimeleri de 6lciilebilirdir. Olgiilebilir kiimelerde m, m*’n kisit-
lanisidir; bu yiizden sag taraftaki dis 6l¢giiler m ile yazilabilir ve istenen esitlik elde edilir.

|

Alistirma 15.3 (Araliktan Irrasyonelleri Cikarmak). A = [1,2] ve B = [1,2] \ Q olsun. m(A \ B)
degerini bulun.

Coziim.
Adim 1. Fark: sadelestirelim. A\ B = A N B¢ ve De Morgan kuraliyla B¢ = [1,2]° U Q oldugundan
A\B=[L2]n([1,2°UQ)
=([12In[L2°)u([1,21NnQ)
=[1,2]NQ.

Adim 2. [1,2] N Q, sayilabilir Q kiimesinin bir alt kiimesi oldugundan sayilabilirdir (bkz. Analiz 1:
Sayilabilir Kiimeler). Elemanlarini g4, g5, ... diye siralayalim. Verilen € > 0 igin

I g g
k:(%*w,qk‘*zkﬁ)

araliklari kiimeyi érter ve 30, £(I),) = 3_, /2% = ¢ olur. Buradan m*([1,2] N Q) < ¢ bulunur; ¢ keyfi

oldugundan dis 6l¢ii 0’dur.
Adim 3. Dis 6l¢uisii sifir olan kiime 6l¢iilebilirdir (Teorem 1.4). Dolayisiyla

m(A\B)=m ([1,2]NnQ)=0.

Olgiilebilir Fonksiyonlar

Asagidaki sorularda dlgiilebilirlik, { f > ¢} yada {f < ¢} bicimindeki kiimelerin 6l¢iilebilirligi izerinden
denetlenir.

Alistirma 15.4 (Sayilabilir Kiimede Tanimli Fonksiyon). A C R sayilabilir bir kimeve f : A - R
herhangi bir fonksiyon olsun. f 6l¢tilebilir midir?

Coziim.

Evet, f her zaman 6lciilebilirdir.

Adim 1. Tanum kiimesi 6l¢iilebilirdir. Sayilabilir bir kiimenin dig 6l¢iisii 0°dir (bir 6nceki sorudaki ortii
bunu her sayilabilir kiime i¢in verir); dig 6l¢iisii sifir olan kiime 6l¢iilebilir oldugundan (Teorem 1.4) A
olciilebilirdir ve m(A) = 0 olur.

Adim 2. ¢ € Rkeyfiolsun. {z € A : f(z) > ¢} C A oldugundan dis 6l¢iiniin monotonluguyla

0<m" ({z€A: f(z)>c})<m"(A)=0

bulunur. Demek ki bu kitmenin dis 6l¢iisii sifirdir ve kiitme olciilebilirdir.

Adim 3. ¢ keyfi oldugundan her ¢ € Rigin {f > ¢} 6lgiilebilirdir. Olgiilebilir fonksiyon tanimina gére
(Tarum 7.2) f olciilebilirdir.

Yani 6l¢tisi sifir olan bir kiime tizerinde tanimli her fonksiyon, degerleri ne olursa olsun, 6l¢iilebilirdir.
|

Alistirma 15.5 (Olgiilebilir Fonksiyonlarin infimumu). {f,}, E iizerinde taniml 6lciilebilir fonk-
siyonlarin bir dizisi olsun. Her z € E i¢in

f(z) = inf f,(z)

neN

diye tanimlanan f fonksiyonunun (degerleri R’de olabilir) 6l¢iilebilir oldugunu gosterin.
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Cozim.
Adim 1. ¢ € Rve z € E olsun. Infimumun tanimmdan

inff,(r) <c<bir neN igin f,(z)<c

olur. Gergekten, ¢ sayisi infimumdan bityiikse alt sinir olamaz, dolayisiyla bir f, (z) degeri ¢’nin
altindadur; tersine bir f, (z) < cise f(z) < f,,(z) < c olur.
Adim 2. Bu denklik kiime diliyle s6yle yazilir:

o0

{weE:f(ac)<c}:U{er:fn(:c)<c}.

n=1

Adim 3. Her f, olciilebilir oldugundan sagdaki her kiime 6lciilebilirdir (Teorem 7.1). Olgiilebilir
kiimeler bir o-cebiri olusturdugundan (Teorem 2.4) bunlarin sayilabilir birlegimi de 6l¢iilebilirdir.
Adim 4. Bdylece her ¢ € R i¢in {f < ¢} él¢iilebilirdir. Olgiilebilirligin denk kosullarina gére (Teorem
7.1) f olciilebilirdir.

|

Alistirma 15.6 (Daralan Araliklarda Bityityen Basamaklar). Hern € Nigin f,, : (0,1) - R,
[ =1X0,1/ym)

olsun. {f,,} dizisinin (0, 1) iizerinde noktasal olarak 0’a yakinsadigini ve limit fonksiyonunun élgiilebilir
oldugunu gosterin.

Coziim.

Adim 1.z € (0,1) vee > 0 olsun. Arsimet 6zelligine gére ny > 1/2% olacak bigimde bir n, € N vardir
(bkz. Analiz 1: Supremum, Infimum ve Tamlik). Bu, 1 /v/Ty < x demektir.

Adim 2. Her n > ng igin 1/y/n < 1/,/ny < z oldugundan = ¢ (0,1//n) ve

|fn(x)_0 ‘ = | nX(O)l/\/ﬁ)(x) |=TL-0=O<5.

Demek ki lim,, ,  f,, () = 0. z keyfi oldugundan dizi (0, 1) Gizerinde noktasal olarak f = 0 fonksi-
yonuna yakinsar.

Adim 3. f = 0 8lgiilebilirdir: ¢ € R icin {f > ¢} kiimesi ¢ < 0 ise (0,1), ¢ > 0 ise & olur ve ikisi de
olciilebilirdir. Ayni sonug, her f,, basit (dolayisiyla olciilebilir) bir fonksiyon oldugundan, dl¢tilebilir
fonksiyonlarin noktasal limitinin 6l¢tlebilir olmasindan (Teorem 8.1) da ¢ikar.

Ornegin = = 0,3 i¢in 1/y/n < 0,3 kosulu n > 12 iken saglanir; f,(z), ..., fi;(x) degerleri 1,...,11
olup sonraki biitiin terimler 0°dir.

|

Basit ve Sinirli Fonksiyonlarin Integrali

Bu kesimde integral, basit fonksiyonlar i¢cin dogrudan tanimdan hesaplanir ve sinirli fonksiyonlara basit
yaklagim yoluyla taginir.

Alistirma 15.7 (Ters Karelerle Basamak Fonksiyonu). n € Nve E = (1,n+ 1] olsun. u : £ — R,

n
1
u=> 72 Xk k1]
k=1
basit fonksiyonu igin fE u integralini hesaplayn.
Coziim.
Adim 1. (k,k + 1] araliklar1 (k = 1, ..., n) ikiser ikiser ayriktir ve birlesimleri £ = (1,n + 1)dir. u

fonksiyonu (k, k + 1] iizerinde sabit 1/k? degerini alir ve bu degerler birbirinden farklidir; dolayistyla
verilen yazilis 4’ nun kanonik gosterimidir.
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Adim 2. Basit bir fonksiyonun integrali, aldig1 her degerle o degeri aldig1 kiimenin &l¢iisiiniin ¢arpim-
larinin toplamidar:

U= —m ((k,k+1]).

Adim 3. m((k,k+1]) = (k+ 1) — k = 1 oldugundan

/ L1 1
u= —~1:E —.
2 2
E ok ik
Orneginn:3iginfEu=1—|—%+%:%bulunur.

|

Alistirma 15.8 (Sonlu Olciilii Kiimede Sinirli Fonksiyon). m(E) < cove f : E — R sinurly, élgiile-
bilir bir fonksiyon olsun. f’nin E {izerinde Lebesgue integrallenebilir oldugunu, yani alt ve tist Lebesgue
integrallerinin esit oldugunu gosterin.

Coziim.
Adim 1. n € N olsun. Basit yaklasim lemmasina gore (Lemma 8.1) E iizerinde
1

olacak bicimde ¢,, ve 1, basit fonksiyonlar: vardir.
Adim 2. m(FE) < oo oldugundan basit fonksiyonlarin F {izerindeki integralleri sonludur. Basit fonksi-
yonlar i¢in integralin dogrusallig1 ve monotonlugundan

og/Eapn/EsOﬁ/Ewnm
1

S/E—XE:M

n n

elde edilir. Bu esitsizlige (*) diyelim.
Adim 3. Alt ve st Lebesgue integrallerini

L:sup{/cp:cp basit,cpgf},
E

U:inf{/wzz/z basit, v > 1 }
E

ile gosterelim. ¢ < f < 1 olan her basit ¢, 1 icin monotonluktan fE p< fE 1 oldugundan L < U
olur.
Adim 4. ¢, ve 1), bu kiimelerin elemanlar1 oldugundan L > [ pPnvel < f 2 ¥n olur. (x) ile birlikte

- [ 52 ™E)
E

n

her n igin

OSU—LS/
E

Adim 5. n — oo iken sag taraf 0’a gider. Dolayisiyla U = L olur ve f, E iizerinde Lebesgue integral-
lenebilirdir.
|

Limit ile Integralin Yer Degistirmesi

Asagidaki sorular, limit ile integralin hangi kosullarda yer degistirebildigini ve bu kosullar saglanmadi-
ginda neler olabilecegini gosterir.
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Alistirma 15.9 (Sivri Dizinin Integralleri). Her n € Nicin f,, : [0,1] — [0, c0),

n,r € [0,1/n],
fo(@) = nxp0,1/m)(2) = {0, T E El/n/, 1]]

olsun. f[o,l] f,, integrallerini ve lim,_, f[ | £, limitini bulun.

0,1
Cozim.
Admm 1.n = 1ligin f; =1 x| 1) oldugundan

fi=1-m(0,1]) = 1.
[0,1]

Adim 2. n > 2 i¢in f,,, [0,1/n] tzerinde n, (1/n, 1] iizerinde 0 degerini alan basit bir fonksiyondur.
Basit fonksiyonun integralinden

Alistirma 15.10 (Sivri Dizinin Limitinin Integrali). Her n € N icin f, = T X0, 1/n] fonksiyonu
[0, 1] Gizerinde tanimbh olsun. f(z) = lim,,_, o f,, (z) noktasal limitini ve f[o 3 f integralini bulun; sonucu
lim,_, f[o,l] fn = 1ile kargilastirin.

Cozim.

Adim 1. z = 0 i¢in her n’de 0 € [0, 1/n] oldugundan f,, (0) = n — oo, yani f(0) = co.

Adim 2. z € (0, 1] olsun. Argimet 6zelligiyle 1/n, < z olan bir n, vardir. Her n > n i¢in 1/n <
1/ny < z oldugundan z ¢ [0,1/n] ve f,,(z) = 0 olur. Demek ki f(x) = 0. Sonug olarak

o0,z =0,
fla) = {0, z € (0,1].

Adim 3. f negatif olmayan 6lciilebilir bir fonksiyondur ve yalmiz m({0}) = 0 8l¢iilii kiimede sifirdan
farklidur; yani [0, 1] izerinde hemen her yerde f = 0°dir. f’nin integrali, 0 < h < f olan smurly, 6lgiile-
bilir ve sonlu destekli h fonksiyonlarinin integrallerinin supremumudur. Béyle bir h, (0, 1] tizerinde
0’dir ve bir M sayisiyla sinirlidir; bu yiizden f[o 1 h < M -m({0}) = 0. Dolayisiyla

F=0.
0,1]

Adim 4. Kargilagtirma:

/ lim f,=0<1= lim I
[071] n—o0

Limit ile integral burada yer degistirmez. Bu, Fatou lemmasiyla (Lemma 12.2) uyumludur; lemma yalniz
f f <liminf f fn esitsizligini verir ve esitsizlik bu 6rnekte kesindir. Monoton yakinsaklik teoremi de
uygulanamaz, ¢iinkii dizi artan degildir: 6rnegin = 1/3 noktasinda f; (z) = 1, f5(z) = 2, f3(x) =3
iken f,(z) = 0 olur.
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Alistirma 15.11 (Kayan Blok Dizisinin Noktasal Limiti). Hern € Nicin g,, = X, n+1) fonksiyonu
R tizerinde tanimli olsun. {g,, } dizisinin noktasal olarak bir g fonksiyonuna yakinsadigini gosterin ve ¢’yi
bulun.

Cozim.
Adim 1. z € R olsun. Arsimet &zelligine gore ny > x olacak bi¢cimde bir ny € N vardir.
Adim 2. Her n > n i¢in x < nyg < noldugundan z ¢ (n,n+ 1) ve

| 90(2) =0 [ =| X(n,n41)(®) =0 | =0.

Adim 3. Demek ki her 2 € R i¢in lim,, , _ g,,() = 0 ve g = 0 olur.

Yani birim yiiksekligindeki blok saga dogru kayar; sabit bir z noktasi bir siire sonra blogun hep solunda
kalir.

]

Alistirma 15.12 (Kayan Blok Dizisinin Limitinin Integrali). Her n € N i¢in g,, = X(n,n+1) Olsun
ve g, {g,,} dizisinin R iizerindeki noktasal limiti olsun. f]R g integralini bulun.

Cozim.

Adim 1. Bir énceki sorudan her z € R i¢in g(z) = 0, yani g = 0’dur.

Admm 2. g =0 xy basit bir fonksiyondur. Negatif olmayan fonksiyonlarin integralinde 0 - co = 0
uzlagimi kullanilir; ayrica 0 < h < g olan her h 6zdesce sifirdir. Dolayisiyla

for o

Alistirma 15.13 (Kayan Blok Dizisinin Integrallerinin Limiti). Hern € Niging,, = X(n,n+1) Olsun.
lim,,_, fR g,, limitini bulun ve noktasal limitin integraliyle karsilastirin.

Coziim.

Adim 1. n € N olsun. g,,, (n,n + 1) tizerinde 1, disinda 0 olan basit bir fonksiyondur. Basit fonksi-
yonun integralinden

/gnzl-m((n,n+1)):1~((n—l—l)—n):l.
R
Adim 2. Her n i¢in integral 1 oldugundan

lim | g,=1.

n—oo

Adim 3. Onceki iki sorudan noktasal limit g = 0 ve fR g = 0’dur. Boylece

/limgn:O#lzlim 9

R VT n—oo Jp

Burada da limit ile integral yer degistirmez. Dizi artan degildir. Ayrica her n i¢in h > g,, olan bir A,
tam say1 olmayan her > 1 noktasinda h(z) > 1 saglar; bu ylzden fR h = oo olur ve biitin g,,’leri
sinirlayan integrallenebilir bir fonksiyon yoktur. Dolayisiyla ne monoton ne de baskin yakinsaklik
teoremi uygulanabilir.

|
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Alistirma 15.14 (Negatif Olmayan Serinin Terim Terim Integrali). {g,}, E iizerinde negatif olma-
yan Olctilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ve her z € F i¢in g(z) = Ezo: | 9n(2) olsun (degerler [0, co]'da
olabilir).

/Zgn=2/gn
En=1 n=1vE

oldugunu gosterin.

Coziim.
Adim 1. Kismi toplamlar: tanimlayalim: her n € N i¢in

n
Sn = ng
k=1

Adim 2. {s,,} dizisinin 6zellikleri:

+ Her n icin s,, > 0, ¢linkil negatif olmayan terimlerin toplamidir.

+ Her s,, 6lciilebilirdir. Terimler negatif olmadigindan toplam [0, co]’da iyi tanimlidir ve her ¢ € R igin

{n+e>cd=JH{a>an{g>c—q})
q€Q

esitligi geregi {g; + go > ¢} kiimesi, 6lciilebilir kitmelerin sayilabilir birlesimi olarak 6lgiilebilirdir.
Timevarimla her s,, 6lciilebilirdir.

« Hernigins, ., = s, +g,,1 > s,, yani dizi artandir.
+ Serinin tanimi geregi E tizerinde noktasal olarak s,, — g.

Adim 3. Bu dort 6zellik monoton yakinsaklik teoreminin (Teorem 12.4) varsayimlaridir. Teoremden

/g: lim Sy,
E n—oo E

Adim 4. Negatif olmayan o6lciilebilir fonksiyonlarin integrali toplamsaldir; bu yiizden

Adim 5. Son iki esitlik birlestirilirse

n o0
g = lim /gk= /g
/E‘ "HM;E ;En

bulunur. Terimler negatif olmadigindan sagdaki seri ya yakinsar ya da oo’a wraksar; esitlik her iki
durumda da gecerlidir.
u

Genel Lebesgue Integrali

Son iki soru, isaret degistirebilen integrallenebilir fonksiyonlarla ¢alisir ve baskin yakinsaklik teoremini
ve kargilagtirma ilkesini kullanir.

Alistirma 15.15 (Integralin Tanim Kiimesine Gore Sayilabilir Toplamsallig1). f, E iizerinde
integrallenebilir olsun ve {En}zo: , ikiser ikiser ayrik olciilebilir kiimelerden olusan, E' = U:i B

kogulunu saglayan blI’ dlZl olsun.
/ J Z / J
E n=1"E,
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oldugunu gosterin.

Coziim.
Adim 1.n € Nicin F,, = UZ:I E, ve

olsun. F,, dl¢iilebilir oldugundan x, 6lciilebilirdir. f integrallenebilir oldugundan E tizerinde hemen
her yerde sonludur; dolayisiyla f,, = f X , hemen her yerde sonlu iki él¢iilebilir fonksiyonun ¢arpim
olarak olciilebilirdir (Teorem 7.4). Ayrica E iizerinde | f,, | < | f | olur.

Adim 2. E tzerinde f,, — f noktasal olarak: z € F ise x, kiimelerin ayrikligindan tam olarak bir E,,
kiimesindedir. Her n > m i¢in « € F,, ve f, (z) = f(z) olur.

Adim 3. | f | integrallenebilir ve biitiin f,,'leri sinirlar. Baskin yakinsaklik teoremine gére (Teorem

13.4)
/Ef=73grgo/Efn~ (1)

Adim 4. F, ayrik E,, ..., E, kimelerinin birlesimi oldugundan f, = ZZ: . fxg, olur. Her fxp,
integrallenebilirdir, ¢iinkii | fxg, [ <[ f |- Integralin dogrusalligindan (Teorem 13.3)

/Efn:kzi;/EfXEk:zn:/E 3 (2)

k=1 E,

Adim 5. (1) ve (2) birlestirilirse

elde edilir; 6zellikle sagdaki seri yakinsaktr.

Burada smirli yakinsaklik teoremi yeterli olmaz: f sinirli olmayabilir ve m(E) sonsuz olabilir. Gereken,
biitiin f,,’leri integrallenebilir tek bir fonksiyonun siirlamasidir; bunu | f | saglar.

]

Alistirma 15.16 (Integrallenebilir Fonksiyonla Sinirli Fonksiyonun Carpimi). f, E iizerinde
integrallenebilir ve g, E tizerinde smurli ve 6lgiilebilir olsun. fg ¢arpiminin E' iizerinde integrallenebilir
oldugunu gosterin.

Coziim.

Adim 1. g sinirli oldugundan E tizerinde | g | < M olacak bigimde bir M > 0 vardr.

Adim 2. f integrallenebilir oldugundan hemen her yerde sonludur; sifir 6l¢iilii bir kiimede deger
degistirmek ne 6lgiilebilirligi ne de integrali etkiler. Boylece fg, olciilebilir iki fonksiyonun ¢arpimi
olarak olciilebilirdir (Teorem 7.4).

Adim 3. Bir fonksiyon ancak ve ancak mutlak degeri integrallenebilirse integrallenebilirdir (Tanim
13.2). | f | integrallenebilir oldugundan M | f | de integrallenebilirdir ve F {izerinde

[ fal=1Fllgl<M[f].

Adim 4. Negatif olmayan fonksiyonlar i¢in integralin monotonlugundan

/EfgISM/EIf<OO-

Demek ki | fg | integrallenebilir, dolayisiyla fg de E iizerinde integrallenebilirdir.
Adim 5. Ayrica integralin mutlak deger esitsizliginden

‘/Efg‘s/ElfglsM/Efl
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elde edilir.
| ]

Bu alistirmalar, dis 6l¢iiden yakinsaklik teoremlerine kadar kitaptaki temel araclari birlikte nasil isledi-
gini kisa hesaplar tizerinde bir kez daha gésterir.
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