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Giris

Matematiksel istatistik, olasilik teorisinin araclariyla veriden ¢ikarim yapmanin kuramini kurar. Once sik
karsilasilan dagilimlari taniyip 6érneklemin davranigini inceleriz; sonra bilinmeyen parametreleri tahmin
etmenin yollarini, bu tahminlerin ne kadar iyi oldugunu, giiven araliklarini ve hipotez testlerini goriiriiz.
Rastgele degisken, beklenen deger, varyans ve moment iireten fonksiyon gibi 6n bilgiler i¢in Olasilik
Teorisi’ne bakilabilir. Orneklerde kullanilan normal, ¢, x? ve F tablolari kitabin sonundaki Tablolar
sayfasindadir.
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1.1

1. Bernoulli, Binom ve Cok Terimli
Dagilimlar

Istatistikte veriyi cogu zaman bilinen bir dagilim ailesinden gelmis sayariz: “kusurlu parca sayis1 binom-
dur”, “bekleme siiresi tisteldir” gibi. Cikarim yapmadan 6nce bu ailelerin olasilik fonksiyonlarini, beklenen
degerlerini ve varyanslarini rahatca kullanabilmemiz gerekir. Bu kisimda en sik karsilagilan kesikli ve
stirekli dagilimlari sirayla ele alacagiz.

[lk béliimiin konusu, sonuglar1 “basar1” ve “basarisizlik” diye ikiye ayrilan denemelerdir. Tek bir denemeyi
Bernoulli dagilimi, n bagimsiz denemedeki basar1 sayisini binom dagilimi anlatir. Bu iki dagilimin temel
ozellikleri Olasilik Teorisi kitabinda ispatlandi; burada onlar1 kisaca hatirlatip hesap 6rneklerine agirlik

verecegiz. B6limiin yeni konusu, iki yerine k sonuglu denemeleri sayan ¢ok terimli dagilimdar.

Bernoulli Dagilimi

Sonucu yalmizca iki bicimde kaydedilen bir deneyle baslayalim: para yazi ya da tura gelir, parca saglam
ya da kusurludur, soru dogru ya da yanlis cevaplanir.

Boyle bir deneye Bernoulli deneyi denir (Olasilik Teorisi’ndeki tanim). Saydigimiz sonuca basari
deyip B ile, dtekine basarisizlik deyip B¢ ile gosterelim. Ornek uzay Q = B U B¢, olaylar ailesi & =
{2,8, B, B°} olur. 0 < p < 1 olmak tizere

P(B)=p, P(B)=1-p=gq

yazariz; p basarl, ¢ basarisizlik olasiligidir ve p 4+ ¢ = 1’dir. “Bagar1” sozcigl bir deger yargisi tasimaz;
kusurlu parcalar: sayiyorsak kusurlu ¢ikmasi bagaridir.

Bernoulli deneyini sayiya c¢evirmenin dogal yolu, gelen basarilarin sayisini kaydetmektir: X(B) = 1,
X (B¢) = 0.Bu X’in deger kiimesi Dy = {0, 1}, olasilik fonksiyonu

fle)=P(X =xz)=p"(1—p)'"*, z=0,1

olur. Usler yalnizca iki degeri tek satirda toplar: z = 1 icin f(1) =p, =0 i¢in f(0) =1 — p cikar.
Boyle bir X’e p parametreli Bernoulli dagilimina sahiptir denir ve X ~ Bernoulli (p) yazilir (Olasilik
Teorisi’'ndeki tanim; orada B(1, p) gosterimi kullanilir). p sayisina dagilimmn parametresi denir: p bili-
nince dagilim tamamen bellidir.

Bernoulli dagiliminin momentleri tek satirda hesaplanir (ispati). X yalnizca 0 ve 1 degerlerini aldigindan
her £ > 1 i¢in Xk = X’tir; Oyleyse

E(X*) = Zl:ka(X =z)=P(X=1)=p.

=0
Buradan varyans ve moment iireten fonksiyon gelir:

Var (X) = E(X?) — ( E(X))> =p—p* =p(1 —p) = pqg,

1
My(t) =E ( etX )= Ze“”f(x) =e!0q +el'lp = g+ pet, teR.
x=0

Saglama olarak momentleri moment tireten fonksiyonun tiirevlerinden de okuyabiliriz (momentler
teoremi): M (t) = M%(t) = pe’ oldugundan M%(0) = p = E(X) ve M%(0) = p = E(X?) bulunur.
Moment tireten fonksiyonun asil giicii dagilimi belirlemesidir: iki rastgele degiskenin moment iireten
fonksiyonlar1 varsa ve 0'in bir komsulugunda ayniysa, dagilimlar1 da aymdir (teklik teoremi). Yani
moment iireten fonksiyonu bilinen bir degiskenin olasilik (ya da yogunluk) fonksiyonu, bu fonksiyonu
tanidik bir kalipla eslestirerek bulunabilir.
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1.2

10 Boliim 1. Bernoulli, Binom ve Cok Terimli Dagilimlar

Ornek 1.1 (Moment Ureten Fonksiyondan Bernoulli Dagilimi). X rastgele degiskeninin moment
iireten fonksiyonu

olsun. X’in olasilik fonksiyonunu bulunuz.

Coziim.

Verilen fonksiyonu Bernoulli dagiliminin moment iireten fonksiyonu ¢ + pe? ile karsilagtiralim. e*’nin
katsayis1 p = % sabit terim ¢ = %’tﬁr ve gercekten p + ¢ = 1’dir. Demek ki My, Bernou@) dagili-
munimn moment iireten fonksiyonuyla her ¢ i¢in aynidir. Teklik teoremi geregi

X ~ Bernou(lig), flz)=P(X=1)= (;)z (%)11, xz=0,1.

Ornek 1.2 (Moment Ureten Fonksiyondan Bir Olasilik). X rastgele degiskeninin moment iireten

fonksiyonu My (t) = £ + 2¢f, t € Rise P(X = 1) olasihgin hesaplayiniz.

Cozim.
Ornek 1.1'de X ~ Bernou() bulduk; yleyse

=== () () -3

Ayni sonucu dogrudan da okuyabiliriz. Kesikli bir degisken icin My (t) = > e!” P(X = ) oldugun-
dan, e'® teriminin katsayis1 P(X = z)’tir. Burada e'’nin katsayisi %, €%t = 1’in katsayisi %’tﬁr; yani
P(X=1)=2veP(X=0)=1.

-3
|

Binom Dagilimi

Ayni Bernoulli deneyini tekrar tekrar yaptigimizda ilgilendigimiz biiyiikliik cogu zaman toplam bagar:
sayisidir.

Basari olasilig1 p olan bir Bernoulli deneyinin ayni kosullar altinda ve bagimsiz olarak n kez tekrarlan-
masina binom deneyi denir. iki 6rnek:

« Tura gelmesinin basar1 sayildig1 bir para atisinin 10 kez tekrarlanmasi.

+ 6 kirmizi ve 4 siyah top bulunan bir kavanozdan iadeli olarak 3 top cekilmesi. Cekilen top geri kondugu
icin her cekiliste kirmiz1 gelme olasilig: %’da kalir ve cekilisler birbirini etkilemez. fadesiz cekiliste bu
bozulur; o durumu sonraki bolimde hipergeometrik dagilim anlatacak.

Binom deneyinin 6rnek uzayi, uzunlugu n olan B-B°¢ dizilerinden olusur:

Q :{ B°...B°, BB¢---B°, ..., B--B°B, ..., B--B }
Lob LB

0 bagar 1 bagar n bagar

X, n denemedeki bagari sayisi olsun; deger kiimesi Dy = {0, 1, ..., n}’dir. Denemeler bagimsiz oldugun-
dan belirli bir dizinin olasilig1, harflerin olasiliklarinin ¢arpimidir. Buna gére olasiliklar tek tek yazalim:

P(X = 0) = P(B°B°-B°) = ",
P(X =1)= P(BB*--B° yada .. yada B°-B°B)=npq" !,
P(X =2) = P(BBB*--B° yada .. yada B°-B°BB)= (;L)pqu,

P(X =n) _ P(BB--B) = p".
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1.2.1

1.2 Binom Dagilimu 11

X = 1 satirinda tek basarinin yeri n bicimde, X = 2 satirinda iki basarinin yerleri () bicimde segilir ve
her dizi ayni olasiliklidir. Genel olarak  basarmin yerleri (1) bicimde secilir ve boyle her dizinin olasiligt
p*q"*’tir. Boylece X in olasilik fonksiyonu

fl)=P(X=2x)= (Z)p“q”_z, z=0,1,...,n

olur. Boyle bir X’e n ve p parametreli binom dagilimina sahiptir denir ve X ~ Binom (n,p) yazilir
(Olasilik Teorisi'ndeki tanim ve tiretilisi). Olasiliklarin toplami binom teoreminden 1 ¢ikar:

Zn:(;l)pmq""”” =(+9" =1

Dagilimin ad1 da buradan gelir: f(0), f(1), ..., f(n) sayilary, (¢ + p)™ a¢ihiminin terimleridir. n = 1 i¢in
binom dagilim: Bernoulli dagilimidir.

Bernoulli Toplami Olarak Binom

Binom degiskeninin en kullanish yazilisi, onu denemelerin toplami olarak goérmektir. ¢’inci deneme
basariliysa Y, = 1, degilse Y, = 0 diyelim. Y}, ..., Y, bagimsizdir, her biri Bernoulli (p) dagilimhidir ve
basari sayis1 bunlarin toplamudir (ispatu):

X = ZY; ~ Binom (n,p).
i—1

7

Ornegin on para atisinda X = Y] + -+ + Y}y’dur; ¥;'ler sirayla 0, 1,0, 1, 1, ... gibi degerler alir ve toplam-
lar1 tura sayisini verir. Bu yazilis beklenen degeri ve varyansi neredeyse hesapsiz verir. Beklenen deger
her zaman toplanir; varyansin toplanmasi i¢in bagimsizlik yeterlidir:
EX)=EM)+EY)++EY,) =p+p+-+p=np,
Var (X) = Var (Y;) + -+ Var (Y,) = pq + - 4+ pqg = npq.
Moment tireten fonksiyon icin bagimsiz degiskenlerin bir 6zelligini kullaniriz: X ile Y bagimsizsa

E[g(X)h(Y)]=E[g(X)]E [h(Y)]dir (ispatr). g(y) = h(y) = e almip bu 6zellik n carpana

uygulanirsa
Mx(t)=E ( etMit+Yn) )=FE( et ) B ( et¥n )= HMYZ(t) = (q + pet)"
i=1

bulunur. Ozetle, X ~ Binom (n, p) ise
E(X)=np, Var(X)=mnpq, Mx(t)=(¢+pe)", teR.

Ayni sonuglar tanimdaki toplami dogrudan hesaplayarak da elde edilir (ispat1). E(X) icinz(”) = n(?"1)
dzdesligi toplami np (p + ¢)"~* = np’ye indirir. E(X?) =Y (" )p“¢™ " toplamu ise dogrudan kolay
hesaplanmaz; onun yerine X2 = X(X — 1) + X yazilip E (X(X—-1))=n(n— 1)p? bulunur.
Moment tireten fonksiyon bir sonucu daha hemen verir. X ~ Binom (n,p) ve Y ~ Binom (m,p) aym
p ile bagimsizsa

M,y (t) = E (X )E ()= (q+pe")"(q+pe)™ = (q+pe)™+m

olur; teklik teoremi geregi X + Y ~ Binom (n 4+ m, p)’dir (ispati). Bu dogaldir: 6nce n, sonra m bagimsiz
deneme yapmak, n + m deneme yapmakla ayni seydir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 11 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/bernoulli-ve-binom-dagilimlari.html#def-binom-dagilimi
https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/bernoulli-ve-binom-dagilimlari.html#thm-binom-olasilik-fonksiyonu
https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/bernoulli-ve-binom-dagilimlari.html#prp-bernoulli-toplami-binom
https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/rastgele-vektorlerde-beklenen-deger.html#thm-bagimsiz-carpim-beklenen
https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/bernoulli-ve-binom-dagilimlari.html#thm-binom-momentleri
https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/bernoulli-ve-binom-dagilimlari.html#thm-binom-toplami
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.2.2

12 Boliim 1. Bernoulli, Binom ve Cok Terimli Dagilimlar

1 Binom dagiliminin bi¢imi

Olasiliklar beklenen deger np ¢evresinde toplanir. p = % iken dagilim 7’ye gore simetriktir, ¢iinkii
(") =(,",)tir. p < 3 iken olasiliklar kiigitk degerlere y1gilir ve sagda uzun bir kuyruk kalr; p >
% iken durum tersine doner. Basarilar ile basarisizliklarin roliinii degistirmek bunu aciklar: X ~

Binom (n, p) ise basarisizlik sayisi n — X ~ Binom (n, ¢)’dur.

P =0,2 (saga carpik) p=0,5 (simetrik) p = 0,8 (sola carpik)
E(X) =2 E(X) =5 E(X)-8
i |
0,3 !
i
i
0,2
m I | I | | I | I
- Il_,___ _ -1 [ ___,_II
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
x x x

Sekil 1.1: Binom(10, p) olasilik fonksiyonu p = 0,2, 0,5 ve 0,8 i¢in. Olasiliklar beklenen deger np
cevresinde toplanir. p = 0,5 iken ¢ubuklar 5'e gore simetriktir; p = 0,2 ile p = 0,8 birbirinin aynadaki
gorintisidiir.

Binom Olasiliklarinin Hesabi

Binom dagilimiyla her hesap ayni ti¢ adimla baglar: X in neyi saydigini séylemek, denemelerin bagimsiz
ve basar1 olasiliginin sabit oldugunu kontrol etmek, 7 ile p’yi belirlemek. Asagidaki 6rneklerde bu adimlar:
hep acikca yazacagiz.

Ornek 1.3 (On Atista Bes Tura). Hilesiz bir para 10 kez atiliyor. Tam 5 kez tura gelme olasilig1 nedir?
Cozim.

Once tek bir siralamaya bakalim: ilk bes atisin tura, son beg atisin yazi gelmesi. Atiglar bagimsiz

oldugundan bu siralamanin olasilig1 (%)lo’dur. Bes turanin yeri bagka tiirlii de segilebilir; 10 atigtan
tura gelecek 5’ini se¢menin

10 10!
= _—— =252
(5)=3

yolu vardir ve her siralama ayni olasiliklidir. X tura sayist ise X ~ Bino@lO, %) olur ve

10) /1\°/1\° 252 63
En olasi sonug olan “yar1 yariya” bile ancak dortte bir olasilikla gerceklesir.
]

Ornek 1.4 (U¢ Atista Birden Fazla Tura). Diizgiin bir para ii¢ kez atiliyor. 1’den fazla tura gelmesi
olasiligini bulunuz.

Coziim.

X gelen tura sayis olsun. Atislar bagimsiz ve her atista tura olasilig1 3 oldugundan X ~ Binof8, ) dir.
“l’den fazla” demek X = 2 ya da X = 3 demektir:
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1.2 Binom Dagilimu 13

ro-0=3(0)(0) () = ()6 5+ ()G

_3+1_4_
8 8 8
P(X = x) P(X>1)=3/8+1/8=1/2
3/8 3/8
3/8
2/8
1/8 1/8

) III

0 X

0 1 2 3

Sekil 1.2: Diizgiin bir paranin ii¢ atiginda tura sayist X, Binom(3, 1/2) dagilimhidir. X > 1 olayma x = 2
ve x = 3 ¢ubuklar1 karsilik gelir; olasilig1 bu iki cubugun toplamidir.

p = % iken dagilm simetrik oldugundan P(X < 1) = P(X > 2) olmaldir; ikisinin toplam1 1 oldu-
gundan her biri %’dir. Bu, sonucun bir saglamasidir.
|

Ornek 1.5 (1adeli Cekiliste Beyaz Top Say1s1). Bir torbada esit sayida beyaz ve kirmizi top var. Cekilen
top her seferinde torbaya geri atilarak 5 top cekiliyor. 3 tane beyaz top gelmesi olasilig1 nedir?

Cozim.
X, 5 cekiliste gelen beyaz top sayis1 olsun. Toplar geri atildig1 icin her cekiliste beyaz gelme olasilig1
%’de kalir ve cekiligler bagimsizdir; 6yleyse X ~ Bino@ﬁ, %) ve

5\ /1\3/1\?> 10 5
Px=9=(3)(3) (3) =m=m=03»

Torbadaki top sayisi sonucu etkilemez; 6nemli olan yalnizca beyazlarin oranidur.
|

Siradaki ti¢ 6rnek ayni durumu farkli agilardan sorguluyor: 5 secenekli, 20 soruluk bir testte biitiin sorular
rastgele isaretleniyor. X dogru cevap sayisi olsun. Her soruda dogru secenegi tutturma olasilig1 %’tir ve
sorular birbirinden bagimsiz isaretlenir; 6yleyse X ~ Bino@ﬁO, %)’tir.

Ornek 1.6 (Rastgele Isaretlenen Testte En Az On Dogru). 5 secenekli 20 soruluk bir testte sorular
rastgele isaretleniyor. En az 10 dogru cevap olmas olasilig1 nedir?

Coziim.
X ~ Bino@ﬂo, %) dogru sayisidir. Istenen olasilik on bir terimin toplamidur:

rzm =3 (7)) (5)

=10

Terimler z bityiidiikce hizla kiiciiliir. {lk birkagi:
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14 Boliim 1. Bernoulli, Binom ve Cok Terimli Dagilimlar

1\10 /4

P(X = 10) = 184756 - (g) (g) ~ 0,002031,
1\ /4\°

P(X =11) = 167960 - (g) (5) ~ 0,000462,
1\2/4\8

P(X = 12) = 125970 - (5) (g) ~ 0, 000087,
1 13 7

P(X =13) = 77520 - ( ) (—) ~ 0,000013.

x = 14’ten sonraki terimlerin hepsinin toplami 0, 000002’den kii¢iiktiir. Toplayinca
P(X > 10) ~ 0,0026

bulunur. Yani rastgele isaretlemeyle yariy1 tutturmak binde ti¢ olasiliga bile ulagsmaz.

P(X = x)

E(X) =4

0,20

0,15 |
0,10
0,05 P(X> 0) 0,0026
I I ------------------____------------I
0,00 l e ______________|

15 20

X

Sekil 1.3: Rastgele isaretlenen 20 soruluk testte dogru say1s1 X, Binom(20, 1/5) dagilimlidir. Olasiliklarin
neredeyse tamamu 0 ile 8 arasindadir; x = 10 ¢ubuklar: (kesikli cergeve) ¢izimde ancak segilebilecek
kadar kisadir ve toplamlari yaklagik 0,0026'dr.

Ornek 1.7 (Rastgele Isaretlenen Testte Beklenen Dogru Sayis1). 5 secenekli 20 soruluk bir testte
sorular rastgele isaretleniyor. Dogru cevap sayisinin beklenen degeri nedir?

Coziim.

X ~ BinoﬁﬂO, %) oldugundan
1
E(X):np:20~5=4
Ortalamada 4 dogru beklenir. Beklenen degerin olasi bir deger olmasi gerekmez, ama burada 4 ayni

zamanda en olasi1 degerdir: Ornek 1.6’daki sekilde en uzun cubuk z = 4’tedir.
|

Ornek 1.8 (Rastgele Isaretlenen Testte Beklenen Puan). 5 secenekli 20 soruluk bir testte sorular
rastgele isaretleniyor. Her dogru cevap 1 puan kazandirtyor, her 4 yanlis cevap ise 1 puan gotiirityor. 20
soru i¢in beklenen puan nedir?

Cozim.
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1.2 Binom Dagilimi 15

X dogru sayist ise yanlig sayis1 20 — X tir. 4 yanlis 1 puan gotiirdiigiine gore her yanlis i puan gotirir.
Toplam puani S ile gosterirsek

1 5
=1-X—-(20—X)=-X—
S 4( 0 ) 1 5
olur. Beklenen deger dogrusaldir ve Ornek 1.7'ye gore F(X) = 4’tiir; dyleyse
5 5
E(S) = ZE<X)_5: 1-4—520.

Beklenen puan 0’dir. Yanlis cezasi tam da bunun i¢in segilmi§tir rastgele isaretleme ortalamada ne
kazandirir ne kaybettirir. Tek bir soruda da durum aymdlr 11—z % =0.
|

Beklenen deger yalmizca dogrusal ifadelerde dogrudan taginir. Dogrusal olmayan bir fonksiyonun bekle-
nen degeri i¢in olasilik fonksiyonuna geri doneriz: E [ g(X) | =3_ g(z)f(z).

Ornek 1.9 (Yaz1 ve Tura Sayilar1 Arasindaki Fark). Hilesiz bir para 5 kez atiliyor. Gelen yazilarin
sayisl ile gelen turalarin sayisi arasindaki farkin mutlak degerinin beklenen degeri kagtir?

Coziim.
X gelen yazi sayisi olsun; X ~ Bino@ﬁ, %)’dir. Tura sayist 5 — X oldugundan istenen buyuklik

D=|X-(5-X)|=|2X~5]

olur. D, X’in dogrusal olmayan bir fonksiyonudur; beklenen degerini terim terim hesaplariz. P(X =
3,5

z) = (5)%2 ve (5) katsayilar1 1,5, 10,10,5, I’dir. x = 0,1, ..., 5 i¢in | 22 — 5 | degerleri 5,3,1,1,
olur. Oyleyse
> 51 5-1+3-5+1-10+1-10+3-5+5-1
= Z| 2z —5 | = =
32
60 15
= —_——= — = ]_ .
35 = g ,875
Ayni hesab1 D'nin kendi dagilimiyla da yapablhrlz D =1 olay1 z = 2 ya da = = 3’tiir, olasilig1 22 535

D =3olay1iz =1 ya da x = 4’tiir, olasiig 19; D = 5 olay1z = 0 yada z = 5'tir, olasiligl 55 2. Buradan

32 ;
E(D) = 20430410 — 88 yine ¢ikar.
X (yaz1 sayis1) D=|2X - 5|
20/32
0,6
E(D) = 15/8

04 | birlestir

10/32  10/32 E— 10/32

2/32

x d

0.2 5/32 5/32
1/32 1/32
0,0 -

Sekil 1.4: Hilesiz para bes kez atiliyor; X yazi sayisi, D = |2X - 5] yazi ile tura sayilar: arasindaki farkin
mutlak degeridir. Ay renkteki iki cubuk D'nin ayn1 degerini verir (x ile 5 - x); bunlar birlesince sagdaki
dagilim ¢ikar ve beklenen deger 15/8 olur.
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16 Boliim 1. Bernoulli, Binom ve Cok Terimli Dagilimlar

Dikkat: E(2X —5) =2 - % — 5 = 0’dir, ama E(D) sifir degildir. Mutlak deger dogrusal olmadigindan
E|2X—5|+#]| E(2X —5) |'tir.
|

Ornek 1.10 (Kirmiz1 Top Sayisinin Dagilimi). Bir kutuda 2 kirmizi, 4 beyaz, 3 siyah ve 1 yesil top var.
Kutudan iadeli olarak 3 top cekiliyor. X gelen kirmizi toplarin sayisi olsun. X in olasilik fonksiyonunu
bulunuz.

Coziim.

Yalnizca “kirmizi mi, degil mi” sorusuyla ilgilendigimiz i¢in her ¢ekilis bir Bernoulli deneyidir: kirmizi
gelme olasiligl p = 12—0, gelmeme olasiligl g = 1%. Cekiligler iadeli oldugundan bagimsizdir; X ~
Binoﬁﬁ, %) ve Dy, = {0, 1, 2,3} ’tiir. K kirmizi, D kirmizi olmayan top olsun:

8\% 512
PX=0={1%) =100 DDD
x=0) (10) 1000 (DDD),
2 (8\? 384
P(X B 1> -0 E ) (1_0) - 1000 (KDD ve Slfalamala,n),
2\2 8 96
PX=2)=3-{15) 10~ 1000 KEP lamal
( ) (10> 10 1000( ve Slralama. ar])’
P(X_3>_(2)3_ . (KKK)
— 77 \10/ " 1000 :

P(X = x)

0,512

0,384

0,3

0,2

0,096

0,1
' 2

Sekil 1.5: Uc iadeli cekiliste kirmizi top sayisi X, Binom(3, 1/5) dagilimlidir. Basar1 olasilign kiigitk
oldugundan olasiliklar x = 0 tarafinda yigilir ve her adimda hizla kiigiiliir.

X

Bu 6rnekte beyaz, siyah ve yesil toplari tek bir “kirmizi olmayan” sinifinda birlestirdik. Biitiin renkleri
ayr1 ayr1 saymak istersek iki sonug¢lu denemelerin 6tesine gecmemiz gerekir.

1.3 Cok Terimli Dagilim

Binom dagilimi her denemeyi iki sonuca ayirir. Bir zar atiginin alt1, kutudaki topun dért renk sonucu
olabilir. Her sonucun kag kez geldigini birlikte saymak, binom dagilimini k sonuca genellestirir.

Tanim 1.1 (Cok Terimli Dagilim). Bir deneyin E,, E,, ..., E, ile gosterilen k tane ayrik sonucu
olsun ve tek bir denemede E; sonucunun gelme olasili1 p; olsun; burada her p, > 0 ve p; +py + -+ +

Acik Matematik - acik-matematik.com 16 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.3 Cok Terimli Dagilim 17

P, = 1'dir. Deney ayni1 kosullar altinda n kez bagimsiz olarak tekrarlansin ve X, E; sonucunun bu n
denemede kag kez geldigini gostersin (i = 1,2, ..., k). (X7, X5, ..., X},) rastgele vektoriine ¢ok terimli
(multinomial) dagilima sahiptir denir ve

(X1, X5, ., Xi) ~ Multinom (n;py,pg, .., D)

yazilir.

Yani her denemenin sonucu k kutudan birine diiser ve X, ¢’inci kutuya diisen deneme sayisidir. Her
deneme bir kutuya distiiginden X; + X, + --- + X, = n’dir; dolayisiyla X,’ler bagimsiz degildir. k = 2
icin E basari, E, basarisizliktir, Xo = n — X; olur ve dagilim binom dagilimina indirgenir.

Teorem 1.1 (Cok Terimli Olasilik Fonksiyonu). (X, ..., X}) vektori Multinom (n;py, ..., p;) dagi-
Iimly olsun. 1 + x4 + -+ + 1, = n kosulunu saglayan her x; € {0,1,...,n} icin

|
n: T, T
PX =T X =X X =T [ 1 2... k
( 1 1,39 2y e Af k) $1!x2!"'$k!p1 Py Py

olur; toplamin etmeyen (x4, ..., z;,) i¢in bu olasilik 0 dir.

Ispat.

n denemenin sonucunu, her harfi Ey, ..., E, dan biri olan n harfli bir diziyle kaydedelim. (X; =
Xy, X = x) olayy, icinde E;’in tam x, kez, E5’nin tam x4 kez, ..., E,’nin tam x;, kez gectifi
dizilerden olusur.

Bir dizinin olasitligr. Denemeler bagimsiz oldugundan bir dizinin olasiligi, harflerinin olasiliklarinin
carpimudir. Iinde E; harfix; kez gecen her dizi igin bu ¢arpim, siralama ne olursa olsun, py* py2---py." “dr.
Dizi sayisi. Boyle dizilerin sayisi, x, tanesi E, x, tanesi E,, ... olan n harfin farkli siralanislarinin
sayisidir. Bu, tekrarli permiitasyon sayisidir:

n!
zylxglxy!

Olay, bu kadar sayida ayrik ve esit olasihkli diziden olustugu igin olasihig, dizi sayisi ile bir dizinin
olasihginin ¢arpimidir; bu da iddia edilen formiildiir. Toplamin etmeyen (x4, ..., x;,) icin olay bostur.
Formiiliin bir olasilik fonksiyonu oldugunu da gorelim. Degerler negatif degildir. Toplami n olan farkl
(24, ..., x),) degerlerine karsilik gelen olaylar ayriktir ve her dizi bunlardan tam birine diiser; bu olaylarin
birlesimi biitiin 6rnek uzaydir. Oyleyse olasiliklarinin toplami 1°dir.

|

Ispatin son adimy, yan iiriin olarak ¢ok terimli agilimu verir: p; + - + p,, = 1 iken biitiin olasiliklarin
toplamu

n!
Yo P = (AP )t = 1
T +txp=n Ty T

olur. k = 2 icin bu, binom teoremindeki ) (" )p®q"™* = (p + q)" esitligidir; katsayilara da bu yiizden
cok terimli katsayilar denir.

Cok terimli vektoriin tek bir bilesenine baktigimizda yeniden binom dagilimina déneriz. Bu gozlem,
beklenen degerleri ve varyanslar1 hesapsiz verir.

Teorem 1.2 (Cok Terimli Dagilimin Marjinalleri). (Xi,..., X}) vektori Multinom (n;py, ...,p;)
dagilimly ise heri = 1,2, ..., k icin X; ~ Binom (n, p;) 'dir. Ozel olarak q; = 1 — p,; olmak iizere

E(X;) =np;, Var (X;) = np;q;

olur.
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18 Boliim 1. Bernoulli, Binom ve Cok Terimli Dagilimlar

X2
5 (@)
X3=5-%X X,
alan olasilikla orantili
@ @
@ @ @® -
e @ @® e -
0 e (& (& @ ° t
X1
0 1 2 3 4 5
0,4096
0,4 siitun
03277 toplamlart
0,2048
0,2
0,0512
- 0,0064 0,0003
0,0 Xy
0 1 2 3 4 5

Sekil 1.6: Bes iadeli cekiliste kirmizi (p, = 1/5), beyaz (p, = 2/5) ve dteki renkler (p; = 2/5) i¢in ¢ok terimli
olasiliklar: (x;, x;) noktasindaki dairenin alani P(X; = x,;, X, = x,) ile orantilidir. Her siitun toplandiginda
alttaki ¢ubuklar, yani Binom(5, 1/5) olasiliklar: ¢ikar.

Ispat.

i’yi sabitleyelim ve her denemede yalnizca “E; geldi mi, gelmedi mi” sorusuna bakalim. E; gelirse
denemeye basari, teki k — 1 sonugtan biri gelirse basarisizlik diyelim. Tek bir denemede basari olasiligi p;,
basanisizlik olasilig ise oteki k — 1 olasiligin toplami, yani 1 — p, = g, 'dir. Denemeler bagimsiz ve ayni
kosullarda yapildigindan bu, n denemelik bir binom deneyidir. X;, bu deneydeki basar1 sayisidir; 6yleyse
X, ~ Binom (n, p;) dir. Beklenen deger ve varyans, binom daguimimin E(X) = np ve Var (X) = npq
formiillerinde p yerine p; yazilarak bulunur.

|

Bilegenler toplami n olacak bigimde birbirine bagl oldugundan aralarindaki iligkiyi kovaryans 6lger
(Olasilik Teorisi'ndeki tanim). Tki kutu ayni n denemeyi paylastig1 igin birinin ¢cok dolmasi étekinin az
dolmasi demektir; kovaryansin negatif ¢tkmasini bekleriz.

Onerme 1.1 (Cok Terimli Dagilimda Kovaryans). (X, ..., X,) vektorii Multinom (n;py, ..., px)
dagihmli ve i # j ise

Cov (Xan) =—Nnp;p;
olur.

ispat.
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1.3 Cok Terimli Dagilim 19

E; ile E; sonuglarini tek bir sonugta birlestirelim. Bu iki sonu¢ ayrik oldugundan birlesik sonucun tek
denemedeki olasiligip; + p; 'dir ven denemede kag kez geldigi X; + X dir. Teorem 1.2"in ispatindaki akil
yiiriitme aynen gecerlidir: X; + X; ~ Binom (n, p; 4 p;). Oyleyse

Var (X; + X;) = n(p;, +p;)(1 —p; — p;)-

k=2isep;, +p; = 1 ve X; + X; = n sabittir; asafidaki hesap bu durumda da gegerlidir, ¢iinkii iki taraf
da 0 olur.
Ote yandan iki degiskenin toplaminin varyansi icin (ispati)

Var (X; + X)) = Var (X;) + Var (X;) +2 Cov (X}, X)
esitligi gegerlidir. Teorem 1.2'den Var (X;) = np,;(1 — p;) ve Var (X;) = np,(1 — p;) 'yi yerine koyar-
sak
2 Cov (X;, X;) = n(p; +p;)(1 —p; —p;) —np;(1 — p;) — np;(1 —p;)
=n [ (p; +p;) = (0; +p;)* = p; + D} —p; + 7 |
=n[— ] +2p;p; +p3) + 0] +p] | = —2np; p;

bulunur. Iki tarafi 2 ye bolmek sonucu verir.
|

Simdi ¢ok terimli olasilik fonksiyonunu 6rneklerde kullanalim. Her 6rnekte dnce sonug smiflarini ve
olasiliklarini belirleyecek, olasiliklarin toplaminin 1, sayilarin toplaminin n oldugunu kontrol edecegiz.

Ornek 1.11 (On Iki Zar Atisinda Sayilarin Dagilimi). Bir tavla zar1 12 kez atiliyor. Iki kez 1, ii¢ kez
2, bir kez 3, iki kez 4, ti¢ kez 5 ve bir kez 6 gelmesi olasilig1 nedir?

Coziim.

Her atigin alt1 sonucu vardir ve hilesiz zarda her birinin olasihigi +’dir. X;, 12 atista 4 sayisinn
kac kez geldigini gostersin; (X7, ..., Xg) vektori Multino@lQ; %, ceey 6) dagilimhdir. Istenen sayilar
2,3,1,2,3,1 ve toplamlar1 12’dir. Teorem 1.1 geregi

12! 1\ 12
P(X,=2,X,=3,X,=1,X,=2,X,=3X,=1) = CTEIEIETE (6) )

Paydadaki faktoriyellerin carpimi 2-6-1-2-6-1 = 144’tir; 12! = 479001600 oldugundan katsay1
479001600 — 3326400 olur. 6'% = 2176782336 ile

3326400 1925
T 2176782336 1259712

~ 0,001528.

(%) 1 carpanyi, sayilarin belirli bir sirayla (6rnegin 6nce iki 1, sonra ¢ 2, ...) gelmesinin olasiligidir. Soru
siray1 sormadif igin bu sayilarin atiglar arasinda yer degistirebilecegi her diizen sayilir; ¢cok terimli
katsay1 tam olarak bu diizenlerin sayisidir.

|

Ornek 1.12 (Numarali Toplardan Iadeli Cekilis). Bir kutuda 4 top var: birinin iizerinde 1, ikisinin
iizerinde 2, birinin {izerinde 3 yaziyor. Kutudan iadeli olarak 2 top cekiliyor. ki ¢ekiliste de 1 gelmesi
olasiligini bulunuz.

Coziim.
Her ¢ekiligin ii¢ sonucu vardir: 1, 2 ya da 3 yazan top. Olasiliklar1
1 2 1 1
p1_4a p2_4_27 p3_4
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20 Boliim 1. Bernoulli, Binom ve Cok Terimli Dagilimlar

iki cekiliste ¢ yazan topun kag¢ kez geldigini gostersin; (X, X5, X3)

ve toplamlar1 1’dir. X,
Multinof®; 1, 3, 5 ). “Tki kez 17 demek X; = 2, X, = 0, X3 = 0 demektir

20 (1?1?10 1
P =2,X, =0, 320):2!0!0!(1) (5) (Z) T 16
L 1—16’d1r. Tek bir sonug sinifi

Saglama: iki bagimsiz ¢ekilisin ikisinde de 1 gelme olasiligi dogrudan 7 - 7 =

doldugunda ¢ok terimli formiil bu basit carpima indirgenir.

Ornek 1.13 (Dort Renkli Kutudan Bes Cekilis). Bir kutuda 2 kirmizi, 4 beyaz, 3 siyah ve 1 yesil top
var. Kutudan yerine koyarak 5 top ¢ekiliyor. 1 kirmizi, 2 beyaz, 1 siyah ve 1 yesil gelmesi olasilig1 nedir?

Coziim.
Kutuda 10 top oldugundan tek cekiliste renklerin olasiliklar
1

2 _ 4 3 B
P = 10’ pp = 10’ ps_lO’ Py = 10
ve toplamlar1 1’dir. Cekilisler iadeli oldugundan bagimsizdir; renk sayilar Multmo(rﬁ % %’

dagilimhdur. Istenen sayilar 1,2, 1,1 ve toplamlar1 5’tir

5! 2\ 4\%/ 3\ /1!
_1!2!1!1!(1_0) (E) (E) (E) '

Katsay1 =5~ 120 — 60, olasiliklarin carpimi %0'5"1 = 100000’d1r Oyleyse
96 5760
P=60- = = 0,0576.
100000 100000 ’

Ornek 1.14 (Beyaz Top Sayisinin Beklenen Degeri ve Varyansi). Bir kutuda 2 kirmizi, 4 beyaz, 3
siyah ve 1 yesil top var. Kutudan yerine koyarak 5 top cekiliyor. Gelen beyaz toplarin sayisinin beklenen

degerini ve varyansini bulunuz.

Cozim.
i 3 %) dagihimhdir. Xz beyaz top sayis1 olsun.

Ornek 1.13'daki gibi renk sayilar Multmo@ﬁ, 167167 107 1
Teorem 1.2 geregi X g ~ Bmo@ﬁ ) dur; 6yleyse

4 4
E(Xgz)=5- =2 Var(XB)_5.E.E_g_

Oteki renklerin kaca boliindiigii bu hesabi etkilemez; beyaz i¢in 6nemli olan yalnizca “beyaz ya da

degil” ayrimudir.
|

Ornek 1.15 (Kirmiz1 ve Beyaz Top Sayilarinin Kovaryansi). Bir kutuda 2 kirmiz, 4 beyaz, 3 siyah
ve 1 yesil top var. Kutudan yerine koyarak 5 top ¢ekiliyor. Gelen kirmizi top sayist X ile beyaz top sayisi

X g’nin kovaryansini bulunuz.

Coziim.
Renk sayilar1 Multlnoﬁﬁ, 100 10, 130, io) dagilimlidir. Onerme 1.1 geregi
2 4 2
Cov (Xp,Xg)=—5- —==-0,4.
ov (X Xp) =535 15 = 5 =0

Kovaryans negatiftir: beg ¢ekilisin ¢ogu kirmizi gelirse beyaza az cekilis kalir
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1.3 Cok Terimli Dagilim 21

Bu béliimde her ¢ekilisin kutunun durumunu degistirmedigi, yani denemelerin bagimsiz oldugu durum-
lara baktik. Cekilen top geri konmazsa ya da ilk basariya kadar ka¢ deneme gerektigini sorarsak baska
dagilimlar ortaya cikar. Onlar Hipergeometrik, Geometrik ve Negatif Binom Dagilimlar1 bélimiiniin

konusu.
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2.1

2.1.1

2. Hipergeometrik, Geometrik ve Negatif
Binom Dagilimlar:

Binom dagiliminda ii¢ sey bastan sabittir: deneme sayis1 dnceden bellidir, denemeler bagimsizdir ve her
denemede basari olasilig1 aynidir. Bu boliimde bu varsayimlari birer birer gevsetiyoruz. Once gekilislerin
iadesiz yapildigi durumu inceleyecegiz; o zaman denemeler bagimsiz olmaz ve basari sayisi hipergeomet-
rik dagilima uyar. Sonra deneme sayisini serbest birakip basariy1 bekleyecegiz: ilk bagsariya kadar yapilan
deneme sayis1 geometrik, k-inc1 basariya kadar yapilan deneme sayisi negatif binom dagilimina uyar.

Bu ii¢ dagilim Olasilik Teorisi kitabinda tanimlanmig ve temel 6zellikleri orada ispatlanmigtir (Geometrik,
Negatif Binom ve Hipergeometrik Dagilimlar). Burada tanimlar1 kisaca hatirlatip istatistikte sik kullanilan
sonugclara ve bol 6rnege agirlik verecegiz.

Hipergeometrik Dagilim

Bir torbadaki toplarin bir kismi siyah, geri kalani beyaz olsun ve torbadan birkag top ¢ekelim. Her cekilen
top torbaya geri atilirsa (iadeli cekilis) her cekiliste siyah gelme olasiligi ayni kalir ve siyah top sayisi
binom dagilimina uyar. Cekilen top geri atilmazsa (iadesiz cekilis) torbanin icerigi her cekiliste degisir. Bu
ikinci durumun modeli hipergeometrik dagilimdir.

Genel kurulum géyledir. N tane nesnenin a tanesi belli bir 6zellige sahiptir, geri kalan N — a tanesi bu
ozellige sahip degildir. Bu nesnelerden iadesiz olarak art arda n kez birer nesne ¢ekilir ya da ayn1 anda n
nesne birden cekilir. X, cekilen n nesne arasinda 6zellige sahip olanlarin sayisidir. N’ye kitle bityiikliigii,
n’ye orneklem bityiikliigii diyecegiz.

Iki gekilis bi¢imi ayn1 dagilimi verir. fadesiz art arda cekilen n nesnenin sirasini unutursak elimizde N
nesneden secilmis n elemanli bir alt kiime kalir ve bu alt kiimelerin hepsi esit olasiliklidir; ayni anda
cekilen n nesne de tam olarak boyle bir alt kiimedir.

X = z olasiligini sayarak bulalim. NV nesneden n tanesi (JT\[ ) farkli bicimde secilir ve bu segimler esit
olasiliklidir. X = x olmasi i¢in 6zellikli a nesneden x tanesi, 6zelliksiz N — a nesneden de n — x tanesi
secilmelidir. Carpma kuraliyla bu (Z)(]X:;l) bigimde yapilir. Oyleyse

(3) ()

)
Formiiliin anlamli olmasi i¢cin < a (elde olandan fazla ozellikli nesne cekilemez) ve n —x < N —a
(6zelliksiz nesneler i¢in de aynist) gerekir; elbette 0 < x < n de olmalidir. Bu kosullar birlikte

max{0,n — (N — a)}<z<min{a,n}

demektir. v > u ya da v <0 iken (%) = 0 uzlasimiyla formiil x = 0,1,...,n icin yazlabilir: kisitlart
saglamayan x degerlerinde pay kendiliginden sifir olur.

Bu olasilik fonksiyonuna sahip X rastgele degiskenine N, a, n parametreli hipergeometrik dagilima
sahiptir denir ve X ~ HG (N, a,n) yazilir. Olasiliklarin toplaminin 1 oldugu (Vandermonde 6zdesligi)
Olasilik Teorisi'ndeki tanim ve ardindan gelen teoremde gdsterilmistir; orada 6zellikli nesne sayis1 M ile
gosterilir.

Beklenen Deger ve Varyans

Hipergeometrik dagilimin beklenen degeri ve varyansi binom dagiliminkilere ¢ok benzer; aradaki tek
fark, varyansa gelen bir ¢arpandir. X ~ HG (N, a,n) ise

E(X) = Var (X):N_"nﬁ(l—ﬁ)

a
"N
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24 Boliim 2. Hipergeometrik, Geometrik ve Negatif Binom Dagilimlar:

olur. Ispat, X’i her cekilisin sonucunu kaydeden gosterge degiskenlerinin toplami olarak yazar ve Olasilik
Teorisi’ndeki momentler teoreminde bulunur.

Binom dagilimiyla karsilagtirmak icin p = § ve ¢ = 1 — & alalim. Iadeli cekiliste her cekiliste 6zellikli
nesne gelme olasilig p’dir ve 6zellikli nesne sayis1 Binom (n,p) dagilimimna uyar.

Binom Hipergeometrik
cekilis iadeli iadesiz
dagilim Binom (n, p) HG (N,a,n)
E(X) np np
Var (X) npq % npq

Beklenen degerler esittir: iadesiz cekilis, ortalamada kac 6zellikli nesne gelecegini degistirmez. Varyanslar
ise esit degildir; aradaki carpanin bir ad1 vardir.

Tanim 2.1 (Duzeltme Faktérii). N > 2 birimlik bir kitleden n birimlik (1 < n < N) iadesiz bir
orneklem cekildiginde

N—n

N-—-1

sayisina diizeltme faktorii (sonlu kitle diizeltmesi) denir.

Yani iadesiz cekiliste varyans, iadeli ¢ekiligin varyansinin diizeltme faktorii katidir. n > 2 iken faktor
1’den kiiciiktiir: iadesiz cekilis yayilimi azaltir. Iki u¢ durum bunu aciklar. n = 1 iken faktdr 1°dir, ¢iinkii
tek cekiliste iadeli ile iadesiz arasinda fark yoktur. n = N iken fakt6ér 0’dir, ¢iinkii biitiin kitle gekilince
X = a kesinlegir ve varyans kalmaz.

(N-n)/(N-1)

0,8

0,6

0,4

0,2

0 50 100 150 200

Sekil 2.1: Diizeltme faktorii (N - n)/(N - 1), kitle bityiikliigii Nnin fonksiyonu olarak, ti¢ farkli 6rneklem
buytkligi n icin. N = n iken faktor 0'dir; n sabit kalip N buytdiikce 1'e yaklasir. n ne kadar biyiikse
yaklasma o kadar yavastir.

Kitle biiyiidiikce iki varyans birbirine yaklagir. Tki durum ayirt edilebilir.

1. p = § sabit bir say1ya yakinsayacak bicimde N' — oo olsun ve gekilen nesne say1si n sabit kalsin. Pay
ve payday1 N’ye bolersek
N—n o 1l=-% 1-0

NhinooN—1:z\}5noo1_%:1—0:1

bulunur. Dolayisiyla hipergeometrik varyans binom varyansi npgq’ya yakinsar.
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2.1 Hipergeometrik Dagilim 25

2. Toplam nesne sayist IV cok biiyik, cekilen nesne sayis1 n ona gore kiiciikse %:71’ ~ 1I’dir ve iki
varyans yaklasik olarak esittir. Ornegin N = 1000 ve n = 10 i¢in faktor % ~ 0, 991°dir. Uygulamada

orneklem kitlenin ytizde besinden kiiciikse (n < 0,05 N) fark g6z ardi edilir.

2.1.2 Binom Dagilimina Yakinsama

Varyanslarin yaklasmasi daha giiclii bir olgunun parcasidir: olasiliklarin kendileri de yaklagir. Sonsuz
biiyiik bir kitleden iadesiz se¢im yapmakla iadeli (bagimsiz) secim yapmak arasinda sonug¢ bakimindan
bir fark kalmaz, ¢iinkii birkag nesne ¢cekmek kitlenin bilesimini neredeyse hi¢ degistirmez ve her cekiliste
ozellikli nesne gelme olasilig1 +;'ye ¢ok yakin kalir. Kesin ifadesi sudur: n ve x sabitken § — p olacak
bicimde N — oo ise

NNy T (;)ra—pr.

Yani N — oo iken hipergeometrik dagilim binom dagilimina yakmsar. Ispati ve iki dagilimi yan yana
gosteren sekil Olasilik Teorisi’ndeki yaklasim teoreminde bulunur. Pratik sonucu sudur: biiyiik bir kitle-
den kiiciik bir 6rneklem cekildiginde hesaplar hipergeometrik yerine daha basit olan binom dagilimiyla
yapilabilir.

2.1.3 Genellestirilmis Hipergeometrik Dagilim

Simdiye kadar kitleyi iki gruba ayirdik: 6zellige sahip olan IV; = @ birim ve sahip olmayan N, = N —a
birim. Kitle ikiden fazla gruptan olusuyorsa, 6rnegin torbada ii¢ renk top varsa, ayni sayma yontemi ¢ok
degiskenli bir dagilim verir.

Tanim 2.2 (Genellestirilmis Hipergeometrik Dagilim). N birimlik bir kitle k¥ gruba ayrilmis olsun:
i-inci grupta NV, birim vardir ve N = N; + N, + --- + N, dir. Kitleden iadesiz olarak n birim cekilsin ve
X, cekilenler arasinda ¢-inci gruptan olanlarin sayist olsun. £; + 4 + -+ + 2, = nveherdicin0 < z; <

N; olmak tizere
() (G)~()
(%)

olasilik fonksiyonuna sahip (X, X,,...,X) rastgele vektoriine genellestirilmis hipergeometrik
dagilima sahiptir denir.

PX|y=2,Xs=29,.. X, =x),) =

Yani N birimden n tanesi (17\[ ) esit olasilikli bicimde segilir ve bu secimlerden istenen bilesimi verenler,
her gruptan kag birim alinacag1 ayr1 ayr secilerek (2’11 )(J;[:) tanedir. Kk = 2icin N; = a, Ny, = N —
a ve Xy = n — X, olur; formil hipergeometrik dagilimin olasilik fonksiyonuna déner. Cekiligler iadeli
yapilsaydi ayni sayilar ¢ok terimli dagilima uyardi; genellestirilmis hipergeometrik dagilim onun iadesiz

karsiligidir.

Onerme 2.1 (Genellestirilmis Hipergeometrik Dagilimin Bilesenleri). (X, ..., X}) j%enelleﬁiril-

mis hipergeometrik dagilima sahipse heri icin X; ~ HG (N, Ny, n) dir. Ozellikle E(X;) = n 3 dir.
ispat.
i sabit olsun. Kitleyi iki gruba aywalm: i-inci gruptaki N, birim “6zellige sahip”, geri kalan N — N;
birim “ozellige sahip degil” sayilsin. Cekilis yine N birimden n birimin iadesiz ¢cekilisidir ve X, cekilenler
arasinda ozellige sahip olanlarin sayisidir. Hipergeometrik dagilimin kurulumu tam olarak budur; dolay-
siyla X; ~ HG (N, N;,n) dir. Beklenen deger formiiliinde a yerine N; yazilwrsa E(X;) =n % bulunur.
|

2.1.4 Ornekler

Asagidaki ti¢ 6rnek ayni kavanozu kullanir; ardindan gelen 6rnek ti¢ gruplu bir kitledir.
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26 Bolim 2. Hipergeometrik, Geometrik ve Negatif Binom Dagilimlar1

Ornek 2.1 (Siyahlarin Beyazlardan Cok Gelmesi). 10 beyaz ve 5 siyah top bulunan bir kavanozdan
iadesiz olarak 5 kez birer top cekiliyor (bu, ayn1 anda 5 top ¢ekmekle aynidir). Gelen siyah toplarin
sayisinin beyazlardan ¢ok olmasi olasiligi nedir?

Cozim.

X, ¢ekilen 5 top arasindaki siyah toplarin sayisi olsun. Kitlede N = 15 top, bunlarin a = 5’i siyah ve
orneklem bityiikligii n = 5’tir; yani X ~ HG (15,5, 5). Kisitlar max{0,5 — 10} = 0 ve min{5,5} =
5 oldugundan X’in degerleri 0, 1, ..., 5’tir ve

flz) = —(225551;;), (155) = 3003.

Paylar tek tek hesaplayalim:

x 0 1 2 3 4 5
(2)(s°) 1-252 5-210 10-120 10 - 45 5-10 1-1
pay 252 1050 1200 450 50 1

Paylarin toplamu

252 + 1050 + 1200 + 450 + 50 + 1 = 3003

oldugundan olasiliklarin toplami gercekten 1’dir.
Beyaz toplarin sayis1 5 — X tir. Siyahlarin beyazlardan ¢ok olmas1 X > 5 — X, yani X > 2, 5 demektir;
X tam say1 oldugundan bu X > 3 olayidir:

450 +50+1 501 167

P(X >3) = = = ~ 0,1668.
(X=3) 3003 3003 1001 ’
P(X =x)
0,400
0.4 I siyah top sayisi en cok 2
0.5 [ siyah top sayisi en az 3
0,3
0,2
0,150
0.1 0,084
o 0,0003
I — .
0 1 2 3 4 5

Sekil 2.2: 15 toptan (5 siyah, 10 beyaz) iadesiz gekilen 5 top arasindaki siyah top sayis1 X'in olasilik
fonksiyonu. Siyahlari beyazlardan ¢ok oldugu durumlar x = 3, 4, 5 ¢cubuklaridir; toplam alanlar1
167/1001 ~ 0,167'dir.

Ornek 2.2 (Siyah Toplarin Beklenen Sayis1). 10 beyaz ve 5 siyah top bulunan bir kavanozdan iadesiz
olarak 5 top cekiliyor. Gelen siyah toplarin beklenen sayisi nedir? Varyansi da bulup ¢ekiligin iadeli
yapilmasi durumuyla karsilagtiriniz.

Coziim.
X siyah top sayist olsun; X ~ HG (15,5, 5). Beklenen deger formiiliinden
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2.1 Hipergeometrik Dagilim 27

Saglama i¢in 6nceki 6rnegin tablosunu kullanalim:

~0-252+1-1050+2-1200+3-450+4-50+5-1 5005 5

E(X) - _ 2.
3003 3003 3
Varyans formiiliinde § = % ve duzeltme faktori % = % = %’dir:
5 1 2 5 10 50
Var (X)=—--5----=—--—=—=0,79%4.
awr(X)=7533"7 3"~

Cekilis iadeli olsaydi siyah top sayisi Binoﬁﬁ, %) dagilimina uyardi. Beklenen deger yine 5 - % = g
olurdu, ama varyans 5 - % . % = % ~ 1,111 ¢ikardi. Kitle kiigiik oldugundan (3 = %) diizeltme faktorii

% belirgin bir fark yaratir.

P(X=x)

" E(X) =5/3
0,4
Il iadesiz: HG(15, 5, 5)

I
|
|
|
| Il iadeli: Binom(5, 1/3)
|
0,3 i
|
|
|
|
0,2 :
|
|
|
|
0,1 |
|
|
|
|
| el
0 1 2 3 4

Sekil 2.3: Ayni torbadan iadesiz (hipergeometrik, genis mavi) ve iadeli (binom, ince turuncu) ¢ekilen 5
top arasindaki siyah top sayisinin dagilimi. Beklenen deger ikisinde de 5/3'tiir; iadesiz ¢ekiliste olasilik
ortaya daha ¢ok toplanir ve varyans 10/9 yerine 50/63 olur.

X

Ornek 2.3 (Siyah ve Beyaz Toplarla Oynanan Oyunda Kazang). 10 beyaz ve 5 siyah top bulunan
bir kavanozdan iadesiz olarak 5 top cekiliyor. Her siyah top i¢in 100 TL kaybediliyor, her beyaz top i¢in
50 TL kazaniliyor. Kazancin olasilik fonksiyonunu olusturunuz; kazancin beklenen degerini ve varyansini
hesaplayiniz.

Cozim.
X ~ HG (15,5, 5) siyah top sayis1 olsun; beyaz top sayisi 5 — X tir. Kazang¢ K ile gosterilirse
K = —100X + 50(5 — X) = 250 — 150X.

X’in her degeri K nin tek bir degerine karsilik geldiginden P(K = 250 — 150z) = P(X = x)’tir. Ilk
ornekteki paylar: kullanarak (payda 3003)

m 0 1 2 3 4 5
k=250— 250 100 —50 —200 —350 ~500
150z

_ 252 1050 1200 450 50 1
P(K =k) 3503 3003 3003 3003 3003 3003
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28 Bolim 2. Hipergeometrik, Geometrik ve Negatif Binom Dagilimlar1

Ornegin
_ 1200 400

Beklenen deger ve varyans i¢cin dogrusal déniigiim kuralini (Olasilik Teorisi) ve dnceki 6rnekte bulunan
E(X) =3, Var (X) = 23 degerlerini kullanalm:

5
B(K) = 250 — 150 B(X) = 250 — 150 - & = 250 —250 =0,

50 125000
Var (K) = (—150)? Var (X) = 22500 - a=

~ 17857, 14.

Beklenen kazang¢ sifirdir, yani oyun uzun vadede ne kazandirir ne kaybettirir. Standart sapma
1/125000/7 = 133,63 TL’dir; tek bir oyunun sonucu sifirdan epey uzaga disebilir.
|

Ornek 2.4 (U¢ Renkten Birer Top). Bir kutuda 2 siyah, 2 beyaz ve 3 kirmizi top vardir. Ayni anda 3
top ¢ekildiginde 1 siyah, 1 beyaz ve 1 kirmuzi top gelmesi olasilig1 nedir?

Coziim.
X, siyah, X, beyaz, X, kirmuzi top sayisi olsun. Kitle k¥ = 3 gruptan olusur: V; = 2, Ny = 2, Ny = 3,
N =7 ven = 3. Genellestirilmis hipergeometrik dagilimdan

v g x o WEE) 2023 12
P(X,=1,X,=1,Xy=1) = IR = 5; ~ 0,343

3
Ayni sonuca toplari tek tek cekerek de ulagabiliriz. Renklerin ¢ikis sirast 3! = 6 bicimde olabilir (siyah-
beyaz-kirmizi, siyah-kirmizi-beyaz, ...). Ornegin siyah-beyaz-kirmizi sirasinin olasilig

2 2 3 12 2

76 5 210 35

olur: ilk cekiliste 7 toptan 2’si siyah, ikincide kalan 6 toptan 2’si beyaz, i¢iinciide kalan 5 toptan
3'ti kirmizidir. Bagka bir sirada paylar 2,2, 3 yine aym sayilardir, yalniz yerleri degisir; paydalar hep
7,6, 5’tir. Dolayisiyla alt1 siranin her birinin olasilig1 %’tir ve

2 12

P(Xlzl,X2:1,X3:1):6.£:£_

Geometrik Dagilim

Simdi iadeli, yani bagimsiz denemelere doniiyoruz, ama deneme sayisini bagtan sabitlemiyoruz. Bagar1
olasilig1 p (0 < p < 1) olan bir Bernoulli deneyi ayni kosullar altinda ve bagimsiz olarak ilk basar:
elde edilinceye kadar tekrarlansin. X, ilk basar: elde edilinceye kadar yapilan denemelerin sayist olsun.
Basariy1 B, basarisizligl B€ ile gosterirsek 6rnek uzay ve X’in degerleri soyledir:

Q= { B,BCB,BCBCB,...,BCBC---BCB,...}, X e{1,2,3,..}.
——————

z—1 tane

X =z olayy, ilk £ — 1 denemenin basarisiz ve z-inci denemenin bagarili olmasi demektir. ¢ =1—p
olmak iizere denemelerin bagimsizligindan
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f(z) = P(X = z) = P(B°B°--B° B)
z—1 tane

= P(B°)--P(B°)P(B) = ¢°'p, x=1,2,3,...
—_——
z—1 tane

bulunur. Olasiliklarin toplami 1’dir: sonlu geometrik toplam formiiliyle

x—1, n—1y) _ 1_qn_p_
Zq p= 11mp(1+q+ gt = hmp1 —5_1,

n—oo — q

=1

¢iinki 0 < ¢ < 1 oldugundan g™ — 0’dir. Bu olasilik fonksiyonuna sahip X’e p parametreli geometrik
dagilima sahiptir denir ve X ~ Geo (p) yazilir (Olasilik Teorisi'ndeki tanim). Olasiliklar p, gp, ¢*p, ...
bi¢iminde ortak ¢arpani ¢ olan bir geometrik dizi olusturur; ad buradan gelir.

P(X =x)

0,6

0,4

0,2

Sekil 2.4: Geometrik dagilimin olasilik fonksiyonu g*'p, ii¢ farkli basar1 olasilig1 i¢in. Her durumda
olasiliklar x = 1'den baglayip her adimda g = 1 - p oraninda kiiciilir; p kiigtilditkce dagilim saga yayilir ve
ilk basar1 daha gec¢ gelir.

Moment Ureten Fonksiyon, Beklenen Deger ve Varyans
Geometrik dagilimla ilgili hemen her hesap bir geometrik seriye iner; moment iireten fonksiyon (moment
tireten fonksiyon) da éyle. X ~ Geo (p) ise

o0

00
MX(t> - E ( etX ) _ Zetzqz—lp _ pet

x=1 =1

Bu seri ancak ge* < 1, yani t < —In g iken yakinsar ve toplami — dir. Oyleyse

t

pe
=— —Ing.
—Ing>0 oldligundan My sifirin bir kom§ulugunda tanimlidir ve momentler tiirevlerden ¢ikar. Tiirevler
My (t) = m ve Mx(t) = p‘(el(% oldugundan, 1 — ¢ = p kullanilarak
1 1
B(X) = Mi(0) = B(X*) = M(0) = —1,
1+q 1 q
Var (X) = E(X?) - E(X)?= po —sz

bulunur. Tirev hesaplarinin ayrintisi Olasilik Teorisi' ndeki momentler teoremindedir. E(X) = 1_17 sezgiyle

uyumludur: basar: olasilig1 % ise ilk basari i¢in ortalama 4 deneme beklenir.
Ayni1 momentleri moment iireten fonksiyona bagvurmadan, dogrudan tanimdaki seriden de bulabiliriz.
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Ornek 2.5 (Geometrik Dagilimin Momentlerini Seriden Bulmak). X ~ Geo (p) olsun. E(X) ve
E(X?) degerlerini dogrudan E(X) = >, xf(z) ve E(X?) = >, x2 f(x) toplamlarindan hesaplayiniz.

Coziim.
| ¢ | <1 i¢in geometrik seri 2:20:0 q¢° = 1qu’dir. Bir kuvvet serisi yakinsaklik araliginin i¢inde terim
terim tiirevlenebilir. Bir kez tiirev alirsak (x = 0 teriminin tiirevi sifirdir)

(1—¢q)?

z=1

bir kez daha tiirev alirsak (x = 1 teriminin tiirevi de sifirdir)

i:ﬂ(av—l)q””’2 _ 2

= (1—q)*
Beklenen deger. Birinci seriyi p ile ¢arpar ve 1 — ¢ = p kullanirsak
00 - D P 1
; (1-9¢% p*> p

Ikinci moment. z? yerine énce z(x — 1) ile caligmak isi kolaylastirir. # = 1 terimi sifir oldugundan
toplam 2 = 2’den baslar ve ¢* ! = ¢ - ¢*? yazilabilir:

E(X(Xfl))=Zx(ﬂﬁ*1)qm’1p=pqz_:2w($*1)q“”’2
_ 2 2pq 2q
TP T R T

X? = X(X — 1) + X oldugundan beklenen degerin dogrusalligiyla

2g 1 2q+p 14+¢
E(XQ):E(X(X—l))-l—E(X):F-i-I—): 2 = 2

son adimda p + ¢ = 1 kullanildi. Buradan Var (X) = % — # = #’dir; moment tireten fonksiyonla

bulunan degerlerin aynisi.
]

Belleksizlik Ozelligi

Bir hedefe ilk isabete kadar atis yapan biri ilk {i¢ atisini 1skalamig olsun. Bundan sonra iki atig daha
1skalama olasilig, hic atig yapmamis birinin ilk iki atigini 1skalama olasiligiyla aymidir: atiglar bagimsiz
oldugundan gecmis 1skalar gelecegi etkilemez. Ornegin B°B°B°B°B°B°B dizisini ii¢ 1skadan sonra
izlemeye baslayan biri i¢in siire¢ bastan baglar:

P(X>5|X>3)=PX>2).
Genel olarak X ~ Geo (p) ve s > t pozitif tam sayilar ise
PX>s|X>t)=P(X >s—1)

olur. Buna geometrik dagilimin belleksizlik 6zelligi denir. Dogrulamak i¢in 6nce kuyruk olasiligini
bulalim. Sonlu geometrik toplam formiilityle

P(X>s)=1-P(X<s)=1-)Y pg""

=1
s—1 lqu
=1—quy=1—p T =q°.
y=0 q
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Bu sonug dogrudan da goriiliir: X > s olay1 “ilk s denemenin hepsi bagarisiz” olayidir. s > ¢ oldugundan
(X > s) C (X > t)dir, yani (X > s) N (X > t) = (X > s). Oyleyse

P(X>sX>t) P(X>s) ¢
P(X X>t) = ’ — _ L st p(X > 1)
(X>s[X>1) P(X > 1) PX>t) ¢ ¢ (X>s-1)

Degerlerini {1,2,3,...} kimesinde alan kesikli dagilimlar arasinda bu 6zellige sahip olan yalnmizca
geometrik dagilimdir; bu tekligin ispat1 Olasilik Teorisi'ndeki hafizasizlik teoremindedir.

2.2.3 Ornekler
Asagidaki dort 6rnek ayni aticiyla ilgilidir.

Ornek 2.6 (Hedefi Dérdiincii Atistan Once Vurmak). Bir aticinin belli bir hedefi vurma olasilig1
0, 75’tir ve atiglar birbirinden bagimsizdir. Atici, hedef bir isabet alincaya kadar atig yapmaya kararhidir.
Hedefi dordiincii atistan 6nce vurmasi olasiligi nedir?

Coziim.
X, hedef ilk isabeti alincaya kadar yapilan atig sayisi olsun. p = % veq = }L oldugundan X ~ Géé) ve

1\*'3
== - =1,2,3,..
fo)=(3) 3 e-L23
Dérdiincii atistan 6nce vurmak X < 4, yani X < 3 demektir:
3 13 (1\°3
PX<4) = f+1@)+73) =5 +73+(7) 1
48 12 3 63
=—+—+ —=—~0,984.
64 + 64 + 64 64 ’
Saglama: timleyen olay ilk ii¢ atigin 1skalanmasidir ve
1 63

P(X<4)=1—-PX =1-¢=1-—=—.
(X< (X>3=1-¢=1-2=2

Ornek 2.7 (En Az U¢ Atis Yapmak). Bir aticinin belli bir hedefi vurma olasilig1 0, 75’tir ve atislar
birbirinden bagimsizdir. Atici, hedef bir isabet alincaya kadar atis yapmaya kararlidir. En az 3 atis yapmasi
olasilig1 nedir?

Coziim.
X ~ Géé) atis sayisi olsun. Tiimleyen olaydan
3 3
P(X23)=1—P(X:1)—P(X:2):1—1—1—6

16 -12 -3 1
16 6 0,0625

Saglama: en az ii¢ atis yapilmast, ilk iki atisin 1skalanmas1 demektir ve olasiligi g2 = (i)2 = %’du.
|

Ornek 2.8 (Tek Isabetlik Oyunda Kazang). Bir aticinin belli bir hedefi vurma olasilig1 0, 75’tir ve
atiglar birbirinden bagimsizdir. Atici, hedef bir isabet alincaya kadar atig yapmaya kararlidir. Hedefin
degeri 200 TL ve bir atisin maliyeti 100 TL olduguna gore kazancin olasilik fonksiyonunu bulunuz ve
kazancin beklenen degerini hesaplayniz.

Cozim.
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X ~ Géé) atis sayis1 olsun. Atici sonunda hedefi mutlaka vurur ve 200 TL alir; X atig icin 100X TL
Oder. Kazang

K =200 —100X.

X =1,2,3,... degerleri K =100,0,—100,—200, ... degerlerine karsilik gelir ve P(K = 200 —
100z) = P(X = x)’tir:

x 1 2 3 4
k =200 — 100 0 —100 —200
100z
2 3
P(K=k) 1} i (3)73 (3)°%
Kapali bicimde, z = 22%6'“ oldugundan
100—-k
1\ 100 3
P(K=k)= (Z) 7 k = 100, 0,—100, —200, ...
EX)= 117 = % oldugundan
400 200
E(K)=200—100E(X) = 200 — =5 =3~ 66,67 TL .

Oyun ortalamada aticinin lehinedir: ¢cogu zaman ilk atista vurur ve 100 TL kazanir.
|

Ornek 2.9 (Atic1 Orneginde Belleksizlik). Bir aticinin belli bir hedefi vurma olasilig1 0, 75’tir ve atislar
birbirinden bagimsizdir. Atici, hedef bir isabet alincaya kadar atis yapmaya kararlidir. X atis sayisi olmak
uzere P(X > 3| X > 1) = P(X > 2) esitligini hesapla dogrulaymiz.

Cozim.
X ~ Géé) Gereken kuyruk olasiliklarini tiimleyenden hesaplayalim:

3 1

PX>1)=1-PX=1)=1->=—,

4 4
3 3 1 3 3 3 1
PX 2:1——__:_ PX :1 _____ 2 -
x>2) 4 16 16’ (X>3) 4 16 64 64

(X >3)C (X >1)oldugundan (X > 3)N (X > 1) = (X > 3)’tiir ve

_P(X>3) 1/64 4 1 _
P(X>3|X>1)_P(X>1)_ 14 _GTL_E_P(X>2)'

flk atigini 1skalamis bir aticinin iki atis daha 1skalama olasilig1, en bastaki iki 1ska olasiligryla aynidir.
]

Negatif Binom Dagilimi (Pascal Dagilimi)

Geometrik dagilim ilk basariy1 bekler. Simdi daha fazlasini bekleyelim. Bagar1 olasilig1 p olan bir Bernoulli
denemesi, ayni kogullar altinda ve bagimsiz olarak k basar1 elde edilinceye kadar yapilsin (k > 1 sabit
bir tam say1). X, k basar1 elde edilinceye kadar yapilan denemelerin sayisi olsun. En az k deneme gerek-
tiginden X’in deger kiimesi Dy = {k,k + 1,k + 2, ...} dir.

Olasilik fonksiyonunu kiigiik degerlerden baglayarak kuralim.

« X = kise ilk k denemenin hepsi basarihdir: P(X = k) = P(BB---B) = p*.
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+ X =k + 1 ise son deneme basarilidir ve ilk k¥ denemede k£ — 1 basar1 ile 1 basarisizlik vardir, 6rnegin
B¢B---BB ya da BB---B°B. Basarisizligin yeri ilk k¥ denemeden biri olarak (kfl) = k bi¢imde secilir
ve her dizinin olasilig1 p*~1q - p’dir:

k k
P(X=k+1)= (k_ 1)p’°‘1qp= (1)qp’“~

+ Genel olarak X = z ise z-inci (son) deneme basarilidir ve ilk x — 1 denemede tam k — 1 basar1 vardir.

Bu bagsarilarin yeri (zj) bi¢imde secilir; her dizide k basar1 ve  — k basarisizlik bulunur. Bagimsiz-
liktan

r—1 r—1
P(X =) = (k - 1>pk—1q(w—1)—(k—1) p= (k - 1)qw—kpk.

Boylece Xin olasilik fonksiyonu

f(z) = (Z 1>qm’kpk, r=kk+1,k+2,..
olur. Bu olasilik fonksiyonuna sahip X’e k ve p parametreli negatif binom dagilimina (Pascal
dagilimina) sahiptir denir ve X ~ NB (k,p) yazilir (Olasilik Teorisi'ndeki tanim; orada bagari sayisi r
ile gosterilir). k = 1 icin (wgl) = 1 oldugundan negatif binom dagilimi1 geometrik dagilima indirgenir:
NB (1,p) = Geo (p).

Adin kaynag: olasiliklarin toplaminda gériiliir. Binom dagiliminda olasiliklar 1 = (p + ¢)™ agiliminin
terimleridir. Negatif binom dagiliminda ise iissti negatif olan acilim devreye girer:

o0 _1
_k: 1— _k: z ) li—kt-
pr=(1-gq) ;k(kl q

Bu acilim geometrik serinin k — 1 kez tiirevlenmesiyle elde edilir (Olasilik Teorisi'ndeki lemma). Tki yani
p* ile carpmak Zzo:k f(z) =1 verir.

P(X =x)
05| ® - k=1
© k=2
\
04 \ - k=3
\ —
\ O k=5

0,3

0,2

0,1

Sekil 2.5: Basar1 olasilig1 p = 0,5 iken k-inc1 basariya kadar yapilan deneme sayisinin (negatif binom)
olasilik fonksiyonu. k = 1 geometrik dagilimdur. k arttikca dagilim x = k'dan baslar, saga kayar ve yayilir;
beklenen deger k/p = 2k'dir.

Moment Ureten Fonksiyon, Beklenen Deger ve Varyans

Negatif binom dagiliminin moment iireten fonksiyonu, geometrik dagiliminkinin k-inc1 kuvvetidir. X ~

NB (k,p) ise

t

k
MX(t):E(etX):(lﬁequ , ’qet|:qet<1©t<—lnq
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ve buradan tiirev alarak

/7 k 4 k(k + q) kq
E(X)=M5%(0)=—, E(X2):MX(O):—2 , Var (X)z—2
p p p
bulunur. Son esitlik k(k—;rq) — k—z = k—g hesabidir. Ispatlar Olasilik Teorisi'ndeki momentler teoremindedir.

k = 1 i¢in bu formiiller geometrik dagiliminkilere doner.

1 Negatif binom, bagimsiz geometriklerin toplamidir

k = 2 olsun. X, birinci bagari elde edilinceye kadar yapilan deneme sayisi, X, ise birinci bagaridan
sonra ikinci bagariya kadar (ikinci basar1 dahil) yapilan deneme sayisi olsun. ki basari icin gereken
toplam deneme sayist1 X = X; + X, dir. Denemeler bagimsiz oldugundan birinci bagaridan sonra
slire¢ bagtan baglar; bu yiizden X; ve X, bagimsizdir ve ikisi de Geo (p) dagilimlidir.

Genel olarak X, X, ..., X, bagimsiz ve her biri Geo (p) dagilimli ise

X =X, + X, + -+ X;, ~NB (k,p)

olur. Bagimsiz degiskenlerin ¢arpiminin beklenen degeri beklenen degerlerin ¢arpimi oldugundan,
ge! < 1 icin moment iireten fonksiyon

k t k
My (t) = E (eXat+X0 ) = T My, (1) = (1 pe t)
=1 —4ae

olarak ¢ikar; moment iireten fonksiyonun tekligiyle yapilan tam ispat Olasilik Teorisi’ndeki énerme-

dedir. Bu ayrigtirma E(X) =k - % ve Var (X) =k - 1% formiillerinin neden geometrik dagiliminki-

lerin k kat1 oldugunu da aciklar.

1. deneme 2. deneme 3. deneme 4. deneme 5. deneme 6. deneme
L | | | L |
X1 =2 X2 =3 X3 =1

Sekil 2.6: Uciincii basarinin altinci denemede geldigi bir dizi. Dizi basarilardan sonra kesilince iic
bekleme siiresine ayrilir: X; = 2, X, = 3, X; = 1. Toplam deneme sayis1 X = X; + X, + X; = 6'dir.

Ornekler

Onceki atic1 simdi ii¢ isabet bekliyor. Asagidaki dort 5rnek bu durumla ilgilidir.

Ornek 2.10 (Tam Dért Atis Yapmak). Bir aticinin belli bir hedefi vurma olasiligi 0, 75’tir ve atiglar
birbirinden bagimsizdir. Atici, hedef ti¢ isabet alincaya kadar atig yapmaya kararlidir. Tam 4 atig yapmasi
olasilig1 nedir?

Cozim.
X, hedef ii¢ isabet alincaya kadar yapilan atis sayist olsun. k = 3, p = % ve q = i oldugundan X ~

NB, {) ve
flz) = (m g 1) (%)3 GL)H, z=3,45,..

3\ /3\31 27 1 81
P(X =4)= ) 2 =3.2-.2=_""x0,316.
( ) ( )(4) 4 64 4 256

Formiulden
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Sonucu dizileri sayarak da gorelim. Dordiincii atis Giglincti isabet olmalidir; tek 1sk3a ilk t¢ atigtan
birindedir. Olas1 diziler B° BBB, BB BB ve BBB¢B’dir ve her birinin olasilig1 i(%) ’tiir. Toplam 3 -
1,27 _ 81

64 = 256 olur.

1
|

Ornek 2.11 (En Cok Dort Atis Yapmak). Bir aticinin belli bir hedefi vurma olasiligi 0, 75’tir ve atislar
birbirinden bagimsizdir. Atici, hedef ii¢ isabet alincaya kadar atis yapmaya kararlidir. En ¢ok 4 atis yapmasi
olasilig1 nedir?

Coziim.
X ~ I\(B, %) atig sayisi olsun. X en az 3 oldugundan en ¢ok 4 atig X = 3 ya da X = 4 demektir:

(ikincisi 6nceki 6rnekte bulundu). Oyleyse

271 81 108 81 189
PX<4)=—4+—=—+—=—~0,738.
(X<4) 64 + 256 256 + 256 256 ’

Ornek 2.12 (En Az Dort Atis Yapmak). Bir aticinin belli bir hedefi vurma olasilig1 0, 75’tir ve atiglar
birbirinden bagimsizdir. Atici, hedef ii¢ isabet alincaya kadar atis yapmaya kararlidir. En az 4 atis yapmasi
olasilig1 nedir?

Cozim.
X~ l\(B, %) atig sayisi olsun. X > 4 olay1 sonsuz cok deger icerir; tiimleyeni ise yalniz X = 3’tiir.
Oyleyse

27 37

— ~0,578.

> =1-— = =1—-—— =
PX>4)=1-P(X=3)=1- =2

Yani en az dort atis gerekmesi, ilk ii¢ atigsin hepsinin isabet olmamasi demektir.

P(X =x)
0,422

Bl x = 3: ilk iic atis isabet
0,4

Il x > 4: en az dort atis

0,316
03
0,2
0,158
0.1 0,066
0,025
3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 2.7: Ug isabete kadar yapilan atis sayis1 X'in olasilik fonksiyonu (k = 3, p = 0,75). En az dért
atis olay1 turuncu ¢ubuklarin hepsidir; olasiligini tek mavi ¢ubugu 1'den ¢ikararak buluruz: 1 - 27/64
=37/64.
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Ornek 2.13 (Ug Isabetlik Oyunda Kazang). Bir aticinin belli bir hedefi vurma olasilig1 0, 75’tir ve
atiglar birbirinden bagimsizdir. Atici, hedef ii¢ isabet alincaya kadar atis yapmaya kararhidir. Her isabette
hedefin degeri olan 200 TL kazaniliyor ve bir atisin maliyeti 100 TL’dir. Kazancin olasilik fonksiyonunu
bulunuz; kazancin beklenen degerini ve varyansini hesaplayimiz.

Cozim.
X ~ l\(B, %) atis sayis1 olsun. Oyun sonunda {i¢ isabet vardir, yani 3 - 200 = 600 TL kazanilir; X atig
icin 100X TL 6denir. Kazang

K =3-200— 100X = 600 — 100X.

X =3,4,5,6,... degerleri K =300,200,100,0,... degerlerine karsihk gelir;, Dy =
{300, 200, 100, 0, —100, ...} ve P(K = 600 — 100z) = P(X = z)’tir:
T 3 4 5 6
k 300 200 100 0
3 3 3,112 3,113
P(K=k  (3) (5)(3)°1 ()@ @) G)E) (G
ondalik 0,4219 0,3164 0,1582 0,0659
Kapali bigimde, x = %Ek oldugundan
600—k 3 300-k
=2=E 1)\ /3 1
P(K=k) = < 1w ) (Z) (Z) Kk =300,200,100, ...

Negatif binom momentleri E(X) = 1_]: =3 —4veVar (X) =15 = % = %’tiir. Dogrusal déniisiim
kuraliyla
E(K) = 600 — 100 E(X) = 600 — 400 = 200 TL,
4 40000
Var (K) = (~100)2 Var (X) = 10000 - 5 = —— ~ 13333,33,

Kazancin standart sapmast 1/40000/3 ~ 115,47 TL’dir.
]

Bu bolimde iadesiz cekilisin ve basariy1 beklemenin modellerini gordiik. Bir sonraki béliimde, belli bir
zaman araliginda ya da bolgede meydana gelen olaylarin sayisini modelleyen dagilima ve binom dagili-
muinin bir bagka limitine geciyoruz: Poisson ve Kesikli Diizgiin Dagilimlar.
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3.1

3. Poisson ve Kesikli Diizgiin Dagilimlar

Hipergeometrik, Geometrik ve Negatif Binom Dagilimlar1 béliimiine kadar gordigiimiiz dagilimlarin
hepsi, sayis1 belli ya da sayilabilen denemelerden doguyordu. Bu bolimde iki yeni kesikli dagilim var.
Birincisi, Poisson dagilimi, deneme sayisinin belli olmadig1 durumlari modeller: bir saatte gelen miisteriler,
bir giinde olan kazalar, bir bélgedeki hayvanlar. Burada “deneme” zamanin ya da alanin kendisidir. Ikincisi,
kesikli diizgiin dagilim, biitiin degerlerin ayni olasilikla geldigi en yalin durumdur.

Poisson dagilimi ve Poisson deneyi

Poisson dagilimini kardeg kitapta tanimladik (Olasilik Teorisi'ndeki tanim). Hatirlayalim: A > 0 olmak
izere olasilik fonksiyonu
e M\

flz)=P(X=1)= o z=0,1,2,..

olan X rastgele degiskenine Poisson dagilimlidir denir ve X ~ Poisson () yazilir. Buradaki A, bir birim
zamanda (ya da birim alanda, birim hacimde) ortaya ¢ikan ortalama sonug sayisidir. Bu yorumun dogru
oldugunu asagida F(X) = X esitligiyle gorecegiz.

Poisson dagilimi, siirekli bir ortamda (zaman, alan, hacim) kesikli sonuglar sayan deneylerde kargimiza
cikar. Ornegin:

+ belli bir zaman araliginda bir magazaya gelen miisteri sayis,
« belli bir bolgede yasayan yaban hayvani sayisi.

Aciklamay1 zaman lizerinden yapalim. Alan ya da hacim i¢in ayni seyler “uzunluk” yerine “alan” ya da
“hacim” yazilarak soylenir.

Tanim 3.1 (Poisson deneyi). (0, t] zaman araliginda gerceklegen sonuglarin (bir olayin gergeklesmele-
rinin) sayist X olsun. Sonuglar iireten deney su ii¢ 6zelligi tagiyorsa ona Poisson deneyi denir:

(a) Kuguk bir At uzunluklu aralikta tam bir basar1 elde etme olasiligt At ile orantilidir: yaklagik A A¢’dir.
Burada A > 0 sabittir.

(b) Kiigiik bir At uzunluklu aralikta iki ya da daha ¢ok basari elde etme olasilig1 yaklagik olarak sifirdur.
(c) Ayrik (ortak noktasi olmayan) At uzunluklu araliklarda elde edilen sonuglar birbirinden bagimsiz
Bernoulli denemeleridir.

Yani ¢ok kisa bir aralikta ya hic olay olmaz ya da tek bir olay olur. Bir olay olma olasilig1 araligin uzunlu-
guyla orantilidir ve bir aralikta olanlar baska bir aralikta olanlar1 etkilemez. Magazaya gelen miisteriler
icin bu, “bir saniyede iki miisteri pek gelmez; musteriler birbirinden habersiz gelir” demektir.

Bu ¢ 6zellik, X in dagilimini tek basina belirler. Fikir basittir: aralig1 ¢cok sayida kiigiik parcaya boliince
her parca bir Bernoulli denemesine déner ve X bir binom degiskeni olur. Parca sayist sonsuza giderken
binom olasiliklar1 Poisson olasiliklarina yaklagir.

Teorem 3.1 (Poisson deneyinde bagar1 sayisinin dagilimi). (0, t] araligini uzunlugu At = t/n olann
esit parcaya bolelim ve Poisson deneyinin (Tanim 3.1) 6zelliklerinin her parcada tam olarak gegerli oldugunu
kabul edelim. Yani her parcada en fazla bir basar: olsun, bir basarinin olasiligi p,, = A At = A\t/n olsun
ve pargalar bagimsiz olsun. Bu durumda toplam basari sayist X,, ~ Binom (n, \t/n) olur ve her x =
0,1,2,... icin

—At A)®
lim P(X, =) = #
n—o00 xZ:
esitligi gecerlidir.

ispat.
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38 Boliim 3. Poisson ve Kesikli Diizgiin Dagilimlar

Her parga, basari olasiligi p,, = At/n olan bir Bernoulli denemesidir ve parcalar bagimsizdir. n bagimsiz
Bernoulli denemesindeki basari sayist binom dagiliml oldugundan X,, ~ Binom (n,p,,) olur.

At=t/n n parca, her parca bir Bernoulli denemesi

Sekil 3.1: (0, t] aralig1 uzunlugu At = t/n olan n parcaya boliiniir. Her parcada en fazla bir basari olur
(istteki 1 ya da 0); parcalar bagimsizdir. Toplam basari sayist Binom(n, At/n) dagilimina uyar.

Kisaltma igin p = At diyelim; béylece p,, = p/n olur. z’i sabitleyipn > x ven > p alalim; boylece p,, <
1 olur ve X,, tammlidir. Sonlu sayida n’yi disarida birakmak limiti etkilemez. () = —"m_l);(!"_””l)
oldugundan

P(X, = g)= M= D-(nzt D) (H>w(1 - H)n_w

" z! n n
o) n< n n

yazabiliriz. Son ii¢ carpanin limitini ayri ayri bulalim.
Birinci ¢arpan. Paydaki x ¢arpanin her birini bir n’ye bolersek

nn—1)(n—z+1) n n-1 n—z+l _1. (1_1)“.(1_9371)

0 n n n

olur. Sabit sayida (r tane) carpanin her biri 1’e gittiginden carpim da 1’e gider.
Ikinci carpan. y,, = (1 — %)n diyelim; bu bir 1°° belirsizligidir. Logaritma alirsak

Iny, = nln(l _ %) _ ln(ll—/—:/n)

olur ven — oo iken bu bir 0/0 belirsizligidir. u = 1/n yazip u — 0% limitini L’Hépital kuraliyla hesap-
layalim:

ligg BA—pw) /(A pw)
u—0t u u—0t 1

Ustel fonksiyon siirekli oldugundan y, = e™¥» — e™* bulunur.
Uciincit ¢arpan. ;1/n — 0 oldugundan (1 — %)_z —17% =1 olur.
Limitlerin ¢arpimi ¢carpimin limiti oldugundan
T —At \)Z
lim P(Xn:x):'u'_.l.e—ﬂ.1:$

n— oo x! z!

elde edilir. Bu hesap, np,, carpimi yalnizca bir sayiya yakinsadiginda da kiiciik bir degisiklikle calisir
(Olasilik Teorisi’ndeki genel ispat).
|

Parcalar ne kadar kiiciik secilirse (a)—(c) ozellikleri o kadar iyi saglanir. Bu limit, (0, ¢] araligindaki basari
sayisini Poisson (At) dagilimiyla modellememizi gerekgelendirir; bundan sonra bunu kabul edecegiz.
Ozel olarak birim uzunluklu bir aralikta (¢ = 1) basar1 sayis1 Poisson (\) dagilimhdir.

Bu modelin bir sonucu sudur: bir araliktaki bagar1 sayisinin dagilimi yalniz araligin uzunluguna baghdir,
arahigin nerede basladigia bagh degildir. Ciinkii ispatta yalniz uzunluk kullanildi. Ozellik (c) de ayrik
araliklardaki sayilarin bagimsiz oldugunu soyler. Bu iki gézlem, farkli zamanlara ait olasiliklar1 hesapla-
manin anahtaridir.
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3.1 Poisson dagilimi1 ve Poisson deneyi 39

Ornek 3.1 (Ayrik araliklardaki olay sayilari). Bir Poisson deneyinde birim zamanda ortalama A =
1 olay olsun. (0, s] araligindaki olay sayisim Z, ile gosterelim. P(Z, = 3, Z; = 7) olasiligini bulunuz.

Cozim.

Z, ile Zg bagimsiz degildir: (0, 2] ve (0, 5] araliklarinin ortak bir pargast vardir. Bu yiizden olasiligt
P(Zy = 3) P(Zy = 7) diye yazamayz. Olay1 ayrik araliklar cinsinden yeniden yazalim. Ik iki birimde
3 olay olmusgsa ve toplam 7 ise, (2, 5] araliginda 7 — 3 = 4 olay olmus demektir:

{Z2:3aZ5:7}:{22:3725_Z2:4}'

N
I
w
N
I
N
Il
-

X
X
X

Sekil 3.2: (0, 2] araliginda 3, (2, 5] araliginda 4 olay: toplamda Z; = 7. Aynik iki araliktaki sayilar
bagimsizdir, ama Z, ile Z; ortak bir parcay1 paylastiklari icin bagimsiz degildir.

Zs, (0, 2] arahigindaki; Z; — Z, ise (2, 5] aralifindaki olaylar1 sayar. Aralifi kiigiik parcalara boldugi-
miizde Z, yalniz (0, 2] icindeki pargalarin, Z; — Z, ise yalmz (2, 5] i¢indeki pargalarin sonuglarina
baghdir. Ozellik (c) geregi bu iki parca grubu birbirinden bagimsizdir; dolayisiyla iki say1 da bagim-
sizdir. Teorem 3.1 geregi Z, ~ Poisson (2) olur. (2, 5] araliginin uzunlugu 3 oldugundan Z; — Z, ~
Poisson (3) olur. Buna gore

672 23 4 _ 673 34 27 B
P(Zy=3)=—g—=ce? PL—Z=4)=—F—=Tc’
ve bagimsizliktan
4 27 9
P(Zy=3,Z5=17) = 56_2 : §6_3 = 56_5 ~ 0,0303.

Kargilagtirma igin, yanlig olan P(Z, = 3) P(Z; = 7) ¢arpim1 yaklagik 0,0188 c¢ikar. Yani iki say1
arasindaki bag1 yok saymak, olasilig iicte birden fazla kiiciltiir.
|

Ornek 3.2 (Yirmi dakikada en az bir miisteri). Bir magazaya saatte ortalama 6 miisteri gelmektedir
ve miisteri geligleri bir Poisson deneyi olusturmaktadir. 20 dakikalik bir siirede en az bir misteri gelme
olasilig1 nedir?

Coziim.
Zaman birimi saat olsun: A = 6. Yirmi dakika ¢t = 1/3 saattir. Teorem 3.1 geregi bu siiredeki miigteri
sayis1 X icin

X ~ Poisson (At), AM=6-
“En az bir” olayinin tiimleyeni “hi¢ yok” olayidir ve P(X = 0) = e~2 olur. Buna gére

P(X>1)=1-P(X=0)=1—¢"2~0,8647.
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40 Boliim 3. Poisson ve Kesikli Diizgiin Dagilimlar

Poisson dagiliminin momentleri

Poisson dagiliminin biitiin momentleri tek bir fonksiyondan, moment iireten fonksiyondan elde edilir. Bu
fonksiyonun ¢t = 0 noktasindaki tiirevleri momentleri verir (Olasilik Teorisi’ndeki teorem).

Teorem 3.2 (Poisson dagiliminin momentleri). X ~ Poisson (\) olsun.
(i) Moment iireten fonksiyon hert € R icin My (t) = e =1 dir.
(ii) Ilk iic moment sunlardur:

EX)=X, EX%)=XN+) EX3=X+3\2+\

(iii) Var (X) = A.

P(X =x)
04

m=-1
W=4
Wi=10

0,3

0,2

[ | II _I.II_I IIII al A | I I I I = .
0 2 4 6 8 12 14 16

0,0
10 18

X

Sekil 3.3: Poisson(}) olasilik fonksiyonu A = 1, 4 ve 10 i¢in. Olasiliklar A ¢evresinde toplanir; A biiyiidiikce
dagihim saga kayar, yayir (standart sapma V) ve simetriye yaklasir.

ispat.
(i) Tamim geregi M (t) = E(e!X)tir. e \* = (\e!)® yazarsak

o) A\ 2 (\el) . .
My(t) =Y etr EX _er S ( e') e Ahet A1)
m. m:o l‘_

z=0

bulunur. Uciincii esitlikte e* = Zw>0 u®/x! serisiniu = \e® icin kullandik; bu seri her u icin yakinsar.

(ii) Kisaca M = My yazalim. Zincir kuralvyla M’ (t) = et M (t) olur. Bir kez daha tiirev alip M’ yerine
bu ifadeyi koyarsak

M”(t) = Ne! M (t) + Ne! M’ (t) = (Ae! + N\2e?t) M (2)
bulunur. Ayni yolla tigiincii tiirev
M”(t) = (Net + 2222 ) M (t) + (Ae! + N2e?!)Ae’ M (2)
= (Xe' + 322t + N3e3) M (t)
olur. t = 0 noktasinda e® = 1 ve M (0) = e}~ =1 oldugundan
E(X) = M'(0) = A,
E(X?%) = M"(0) = A+ A%,
E(X3) = M"(0) = A+ 3X> + X%
(iii) Varyansin hesap formiiliiyle
Var (X) = E(X?) — ( E(X))2 =A+A2 -2 =\
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3.2 Poisson dagiliminin momentleri 41

Yani Poisson dagiliminda beklenen deger ile varyans ayni sayidir. Birim zamandaki ortalama olay sayist
A oldugundan, gozlenen sayimlarin ortalamasi A i¢in dogal bir tahmindir. Bu fikri Momentler Yontemi
bélimiinde sistemli héale getirecegiz.

Ucilincii moment, carpimsal momentlerden de kolayca ¢ikar. Kardes kitapta E [ X(X—1)+(X—
k+1)]= A oldugunu gordiik (Olasilik Teorisindeki teorem). 23 = z(z — 1)(x — 2) + 3z(z — 1) +
x dzdesligi agilarak dogrulanabilir. Beklenen degerin dogrusalligiyla E(X3) = A3 4+ 3)? + X\ yeniden
bulunur.

Ornek 3.3 (Ikinci momentin dogrudan hesab1). X ~ Poisson () olsun. Moment iireten fonksiyonu
kullanmadan, dogrudan tanimdan E(X?)’yi hesaplayiniz.

Coziim.
Faktoriyeli sadelestirebilmek i¢in 72 = x(x — 1) + x yazalim:

oo A\ z 00 Az oo Az
o g€ TAT €A e A
E(X)—ZZ:OJ: = —;m(x 1) p +;x o
Birinci toplamda z = 0 ve = 1 terimleri sifirdir. x > 2 icin x(Z‘Tl) = ﬁ olur. y = x — 2 yazarsak
oo —)\)\o: o) —)\)\y
e
= (x —2)! = Y

bulunur. Ciinkii son toplam, Poisson olasiliklarinin toplamudir. Ikinci toplamda = = 0 terimi sifirdur.
x> ligin 7 = ﬁ olur ve y = x — 1 yazarsak

oo 7)\>\z o) 7)\>\y

olur. Buna gore E(X?) = A% + X bulunur. Bu sonug Teorem 3.2 ile uyusur.
|

Bu hesaptaki hileyi, yani z ¢arpanini ! ile sadelestirip toplama indisini bir kaydirmay1, genel bir 6zdeslik
olarak yazabiliriz. Ozdeslik, Poisson dagiliminda bir¢ok beklenen degeri tek satirda hesaplatur.

Teorem 3.3 (Poisson dagiliminda kaydirma é6zdesligi). X ~ Poisson () olsun ve g, {0,1,2,...}
iizerinde tammly, E'| g(X) | < oo kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. O zaman

E[Xg(X—1)]=)E [¢(X)]

olur. (X = 0 iken Xg(X — 1) ¢arpimi, g(—1) tanmimli olmasa da 0 kabul edilir.)

ispat.
Tanim geregi
o e A\
E[XgX-1)]=) zg(z—1) .
=0
x = 0 terimi sifirdir. x > 1 igin 5 = ﬁ oldugundan
o0 ef)\)\m

E[Xg(X-1)]= gla—1)

r=

(z—1)!

=

yazilir. Simdiy = © — 1 diyelim. x degeri 1,2, ... ikeny degeri0,1, ... olur ve \* = X - \Y yazilir:

e A\Y

g

B[Xg(X—1)]=23 g() AE [g(X)].

Ayni adimlar g yerine | g | ile yapilinca sol taraftaki serinin mutlak toplamimin \E' | g(X) | < oo oldugu
goriliir. Yani seriler mutlak yakinsaktir ve yapilan diizenlemeler gecerlidir.
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42 Boliim 3. Poisson ve Kesikli Diizgiin Dagilimlar

Yani X ile carpmak ve g’nin argiimanini bir geri kaydirmak, A ile carpmakla ayni sonucu verir. Agagidaki
orneklerde uygun bir g secip 6zdesligi uygulayacagiz.

Ornek 3.4 (Ozdeslikle ilk iki moment). X ~ Poisson ()) olsun. Kaydirma 6zdesligini (Teorem 3.3)
kullanarak E(X?)’yi bulunuz.

gg::eu;(x) = 1 alalim. Sol taraf E(X - 1) = E(X), sag taraf AE(1) = X olur; yani E(X) = A.
Simdi g(z) = « alalim. O zaman g(X — 1) = X — 1 olur ve ézdeslik
E[X(X—1)]=AE(X)=X-A=\2
verir. X2 = X(X — 1) + X oldugundan dogrusallikla
E(X*)=E[X(X —1)]+B(X) =\ + A

bulunur.
||

Ornek 3.5 (Ozdeslikle iiciincii moment). X ~ Poisson ()) olsun. Kaydirma 6zdesligini (Teorem 3.3)
kullanarak E(X3)’ii bulunuz.

Cozim.
X3 = X - X? yazalm. g(X — 1) = X? olmasi icin g(z) = (z + 1)? se¢meliyiz. Bu durumda 6zdeslik

EX*)=E[XgX—-1)]=AE[(X+1)*]
verir. (X +1)? = X2 + 2X + 1 oldugundan ve bir 6nceki érnekten F(X?) = A\? + X oldugundan
EX3) =AM+ A+22+1) = X3 +3X2+ )

bulunur. Bu sonug¢ Teorem 3.2 ile uyusur.
|

Ornek 3.6 (Bir ters momentin hesabi1). X ~ Poisson (\) olsun. E [
sayisal degerini hesaplayiniz.

X;H] i bulunuz ve A = 2 i¢in

Coziim.

g9(z) = 5 alalm; g smuirh oldugundan E| g(X) | < oo olur. X > 1 iken Xg(X —1) =X -5 =1
olur, X = 0 iken bu ¢arpim 0 olur. Yani X g(X — 1), {X > 1} olayinin gostergesidir ve beklenen degeri
bu olayin olasiligidir:

E[XgX-1)]=PX>1)=1-¢"

Ozdeslige gore bu say1 A E [ 9(X) Je esittir. Buna gore

E[ 1 }:1—(3*
X+1 A

bulunur. A = 2 i¢in deger 1_2672 ~ 0,4323 olur.
| |
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3.2 Poisson dagiliminin momentleri 43

Binom dagilimina Poisson yaklagimi

Poisson deneyiyle ilgili teoremin (Teorem 3.1) ispatinda aslinda daha genel bir sey gosterdik: n biyik, p
kiigtik ve np 1limli iken binom olasiliklar1 Poisson olasiliklarina yaklasir. Bunu ayrica kaydedelim (Olasilik
Teorisi’'ndeki teorem). n — oo iken p — 0 olsun ve np = A sabit kalsin, yani p = A/n olsun. O zaman
herx =0,1,2,... icin

. n B e\
lim ( ) prgt Tt =
olur. Burada ¢ = 1 — p’dir. Uygulamada bu su demektir: n biiyiik ve p kiicitkkse Binom (n, p) olasiliklari,

A = np alinarak Poisson olasiliklariyla yaklasik olarak hesaplanabilir. Yaygin kaba kural, n > 50 ve p <
0, 05 iken yaklagimin yeterince iyi oldugudur.

1 Yakinsamay1 gézle gérmek

Asagida np = 2 sabit tutulup n buyttiliyor. n = 4 i¢in binom c¢ubuklar1 Poisson degerlerinden
belirgin bicimde ayrilir. n = 40 i¢in fark her degerde 0, 01’in altindadur.

n=4 n=10 n =40

0,4
B Binom(n, 2/n)

O Poisson(2)

(o]
0,2
(o] o
0,1 (o)
© iﬁ Iﬁ
0.0' I O o Q2 o Q o
001 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4 5 6 7

5

x

Sekil 3.4: np = 2 sabit tutulup n buyitildiginde Binom(n, 2/n) olasiliklar1 (cubuklar) Poisson(2)
olasiliklarina (halkalar) yaklagir; n = 40 icin fark neredeyse goriinmez.

Simdi Poisson dagilimini ve bu yaklasimi 6rneklerde kullanalim.

Ornek 3.7 (Bir giinde hi¢ kaza olmamasi). Bir kentte bir ayda ortalama 300 trafik kazas1 olmaktadir.
Kazalarin bir Poisson deneyi olusturdugunu kabul edelim. Belli bir giinde hi¢ kaza olmamas: olasilig
nedir?

Coziim.
Soru bir gitn hakkindadir; bu yiizden 6nce ortalamay1 giine ¢evirelim. Poisson deneyinde parametre
araligin uzunluguyla orantilidir (Teorem 3.1). Ay1 30 giin sayarsak giinliik ortalama kaza sayist

300
A=—=10
30

olur. Bir giindeki kaza say1s1 X ise X ~ Poisson (10) olur. 10° = 1 ve 0! = 1 oldugundan

—10 100
P(X =0) = eT = ¢~10 & 0,0000454

bulunur. Yani bu kentte kazasiz bir giin son derece nadirdir.
]

Ornek 3.8 (Bir giinde ikiden az kaza olmasi). Bir kentte bir ayda ortalama 300 trafik kazasi olmak-
tadir. Kazalarin bir Poisson deneyi olusturdugunu kabul edelim. Belli bir giinde ikiden az kaza olmasi
olasilig1 nedir?

Cozim.
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44 Boliim 3. Poisson ve Kesikli Diizgiin Dagilimlar

Poisson deneyinde parametre araligin uzunluguyla orantili oldugundan (Teorem 3.1), ay1 30 giin
sayarsak giinlik ortalama A = 300/30 = 10 olur. Bir giindeki kaza sayis1 X ~ Poisson (10) olur.
“Ikiden az” demek X = 0 ya da X = 1 demektir:

PX<2)=P(X=0)+P(X=1)
e 1010t

_ 10
=e + 1

=e 10(1+10) =110,
Sayisal olarak 11 e~1° &~ 0,000499 bulunur.
P(X = x)

0,12 Poisson(10)

P(X <2)

~ 0,0005
0,08
0,04 I | | I
n,(mf——.l III.--_

22 24

x

Sekil 3.5: Bir giindeki kaza say1s1 Poisson(10): olasiliklar 10 gevresinde toplanir. 0 ve 1 degerlerinin
(tarali bant) ¢cubuklar: gorillemeyecek kadar kisadir.

Sekil sonucun neden bu kadar kiiciik oldugunu gosteriyor: olasiliklar 10 ¢evresinde toplanir, 0 ve 1 ise
dagilimin en ug sol kuyrugundadir.
]

Ornek 3.9 (Kusurlu iiriin sayis1). Belli bir iiriiniin kusurlu olma olasiligi 0, 0001 dir. Uretilen 20000
iirlin iginde kusurlu olanlarin sayisinin 5’ten ¢ok olmasi olasilig1 nedir? Olasilig1 hem binom dagilimiyla
tam olarak hem de Poisson yaklasimiyla hesaplayiniz.

Cozim.
20000 trin icindeki kusurlu iiriin sayist X olsun. Bir tirtiniin kusurlu olup olmamasinin 6tekilerden
bagimsiz oldugunu kabul edersek

1
XNB' :2 = —
inom (n 0000, p 10000)

olur. “5’ten ¢ok” olayinin tiimleyeni “en ¢ok 5” olayidir. Tiimleyene ge¢mek, sonsuz sayida degil yalniz
alt1 terim toplamamizi saglar.
Binom dagilimiyla.

P(X>5)=1—P(X <5)

5 z 20000—z
:172(20000)< 1 ) (9999)
prar AN 10000 10000
~ 0,016558.

Bu toplamin alt1 terimini elle hesaplamak zahmetlidir. Ama n ¢ok biiyiik, p ¢ok kiigiiktiir; bu, Poisson

yaklagiminin tam ige yaradigi durumdur.

Poisson yaklagimiyla. A = np = 20000 - 10000 = 2alalm. z =0, 1, ..., 5 icin i—z, degerleri sirasiyla
4 2 4

]-7 27 2a Q) o' q1F
3 3 15
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109 >

olur ve toplamlar1 5£-’tir. Buna gore

5 2oz
2 109
P(X >5)~ 1—267 = 1— ¢ % ~0,016564
=0 '

bulunur. Tki sonug arasindaki fark yaklagik 0, 000005 tir; yani goreli hata binde birin de altindadur.

P(X = x)
0,3

B Binom(20000; 0,0001)
M Poisson(2)
0,2
X=6
|‘ ~ 0,0166
00 II II [T I
0 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

x

Sekil 3.6: Kusurlu uiriin sayisi: Binom(20000; 0,0001) ve Poisson(2) olasiliklar1 yan yana. Cubuklar gozle
ayirt edilemez; tarali bolge istenen X = 6 olayidir.

Kesikli diizgiin dagilim

Simdi en yalin kesikli dagilima gecelim: biitiin degerlerin ayni olasilikla geldigi dagilim. Kardes kitapta bu
dagilimi {1, 2, ...,n} kiimesi iizerinde tanimladik (Olasilik Teorisi'ndeki tanim). Degerlerin ardigik tam
sayilar olmasi gerekmez. Ay fikir, herhangi n farkli sayidan olusan bir kiime tizerinde de kurulur.

Tanim 3.2 (Sonlu bir kiime iizerinde kesikli diizgiin dagilim). z, < z, < -+ < z,, gergel sayilar
olsun. Olasilik fonksiyonu

1
f(m)z;, T =T, Loy ey Ty,

olan X rastgele degiskenine {x, ..., z,, } kiimesi iizerinde kesikli diizgiin dagilimlidir denir.

Yani X, n degerin her birini ayn1 olasilikla, 1/n olasilikla alir. Diizgiin bir tavla zarinn iistte gosterdigi
say1 en bilinen érnektir. Bu durumda degerler 1, 2, ..., 6 ve her birinin olasithig1 1/6°dr.
Momentleri yazarken n degerin aritmetik ortalamasin z ile gsterelim:

Teorem 3.4 (Kesikli diizgiin dagilimin momentleri). X, {z,,...,z,} iizerinde kesikli diizgiin dagi-
Iimli olsun. O zaman:
(i) E(X) =z ve B(X?) = 3 30 7.

(3

(ii) Varyans birbirine esit lkl bicimde yazilir:

1 (& 1 &
Var (X) = — fo—nz :—Zx—x
n\i= N

(iii) Moment iireten fonksiyon hert € R igin
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46 Boliim 3. Poisson ve Kesikli Diizgiin Dagilimlar

1 1
My (t) = - Zetxi — _(etzl +oet®e 44 etwn>

3

olur.

ispat.
(i) Beklenen degerin tanimiyla

bulunur. Ayni yolla E(X?) = > z? - L olur
(ii) Varyansin hesap formiilii ve (i) ile

Var (X) = E(X?) — ( E(X))? = %iaﬁ — 2= % (sz — nw2>

olur. Ote yandan varyansin tanimindan dogrudan

Var (X):E[(X_@?]:i:(m_@z.%

n n n
E (ml—x)zzg xf—2a:§ T; +nx?
i=1 i=1 i=1
n n
= E xf—2n52+n52:§ r? — nz?
i=1 =1

bulunur.
(iii) Tanim geregi

3

My(t) = BeX) =Y etwif() = 3 Y

i=1 =1

olur. Sonlu bir toplam oldugundan hert icin tanimhidur.
]

Yani kesikli diizgiin dagilimin beklenen degeri, degerlerin siradan aritmetik ortalamasidir. Varyansi ise
degerlerin bu ortalamadan sapmalarinin karelerinin ortalamasidir.

Ornek 3.10 (Esit aralikli olmayan degerler). X, {1,2,4,8,10} kiimesi iizerinde kesikli diizgiin
dagilimli olsun. E(X) ve Var (X)’i bulunuz; varyansi momentler teoremindeki (Teorem 3.4) iki formiille
de hesaplaymiz.

Cozim.
Burada n = 5’tir. Beklenen deger degerlerin ortalamasidir:
1+2+4+8+10 25

EX)=z= = =5
(X) =z 3 3

Birinci formiil. Karelerin toplamu 1 + 4 + 16 + 64 + 100 = 185 oldugundan

1 185 —125 60

Ikinci formiil. Sapmalar z; — 5 sirasiyla —4, —3, —1, 3, 5’tir; toplamlari sifirdir. Kareleri 16,9, 1,9, 25
ve bunlarin toplami 60’tir. Buna gore
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3.4 Kesikli diizgiin dagilim 47

bulunur. iki formiil ayn1 sonucu verir.

P(X = x)

+3
I
0,2 1
I
I
I
1
I
I
(H | | | : | |
I
I
I
I
|
I
L X
: 4 5 6 7 8 9 10 11

Sekil 3.7: {1, 2, 4, 8, 10} tzerinde kesikli diizgiin dagilim. Beklenen deger 5, esit agirliklarin denge
noktasidir: oklar sapmalar1 gosterir ve -4 — 3 — 1 + 3 + 5 = 0. Varyans, sapma karelerinin ortalamasidur.

Degerler 1,2, ..., n oldugunda, yani kardes kitaptaki 6zel durumda, olasilik fonksiyonu f(z) = 1/n (z =

1,2,...,n) olur. Momentler teoremine (Teorem 3.4) 1+ 2+ ---+n = @ ve 12422 4+...4n2 =
w toplamlarini koyunca
1 1)(2 1 21
E(x):n; , E(Xz):%()‘nﬂ’ Var (X):n12

bulunur (Olasilik Teorisi'ndeki 6nerme). Varyans soyle sadelesir:

(n+1)(2n+1) (n+1)> (n+1)(4n+2—-3n-3) _ (n—i—l)(n—l)'

6 4 12 12
Ornek 3.11 (Tavla zarinin beklenen degeri ve varyansi). Diizgiin bir tavla zar1 atiliyor ve iiste gelen

nokta sayis1 X ile gosteriliyor. X in beklenen degerini ve varyansini bulunuz.

Cozim.
Zar diizgiin oldugundan alt1 yiiziin her biri ayni olasilikla gelir. Yani X kesikli diizgiin dagilimlidir ve
olasilik fonksiyonu

1
f(x)za, z=1,2,3,4,5,6

olur. Bu,n = 6 i¢in {1, ..., n} tizerindeki diizgiin dagilimdir. Formiillerden

n+l 641 n2—1 36—1 35
= = — = X = = — =
2 g =35 Var(X)=—p 12 12

E(X)

bulunur. Saglama icin varyansi dogrudan da hesaplayalim. Once
_1+44+9+16+25+36 91

E(X?) 5 5

bulunur. Buradan
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91 7\? 182147 35
Var(X):——(—) = =~

P(X = x)
E(X) =35

35-0 35+0
0,20

1/6
0,15
0,10
0,05
0,00 x
1 2 3 4 5 6

Sekil 3.8: Zarin olasilik fonksiyonu: alt1 esit cubuk. Beklenen deger 3,5 tam ortadadir; tarali bant bir
standart sapma (o = V(35/12) ~ 1,71) genisligindedir.

E(X) = 3,5 degeri zarn hicbir zaman gésteremeyecegi bir sayidir. Beklenen deger tek bir atigin
sonucu degil, uzun vadeli ortalamadir. Zar1 defalarca atip gelen sayilarin ortalamasini alirsak bu
ortalama, atig sayisi arttikca 3, 5’e yaklasir. Bu gozlemin kesin hali biiyiik sayilar yasasidir (Yakinsama
ve Merkezi Limit Teoremi).

|

Ornek 3.12 (Zarin moment iireten fonksiyonu). Diizgiin bir tavla zarinin iiste gelen yiizii X olsun.
M (t)’yi yazimz ve M%(0) degerinin F(X)’e esit oldugunu dogrulayiniz.

Cozim.
Momentler teoreminin (Teorem 3.4) (iii) sikkinda ; = ¢ ve n = 6 alirsak

1
MX(t):g(et+e2t+e3t+e4t+e5t+e“), teR

kt>

bulunur. Terim terim tiirev alalim: e** teriminin tiirevi ke**’dir. Buna gore

1
M (t) = é(et + 2e% 4 33t + 4et + 5e5 + 6e5)

olur. ¢ = 0 yazinca biitiin {istel carpanlar 1 olur:

1+24+3+4+5+6 21
M (0) = =25 2 Tot =5 =35=EB(X).

Bu boélumde iki kesikli dagilimi tamamladik. Poisson dagilimini kisa araliklara bolinmiis bir zamanin
binom limiti olarak tiirettik. Kesikli diizgiin dagilimda ise momentlerin, degerlerin aritmetik ortalamasi ve
ortalama kare sapmasi oldugunu gérdiik. Kesikli bir degiskende f(z) = P(X = z) bir olasiliktir. Stirekli
bir degiskende ise f(z) olasilik gdstermez, yalniz alanlar olasilik verir. Ornegin (0, 1/2) araliginda f(z) =
2 olan bir yogunluk, 1’den biiyiik deger aldig1 halde gecerli bir yogunluktur. Sonraki bliim Onemli Siirekli
Dagilimlar bu diinyaya geciyor.
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4.1

4. Onemli Siirekli Dagilimlar

Kesikli bir rastgele degiskenin degerleri cogunlukla sayarak elde edilir: kusurlu iiriin say1si, gelen miisteri
say1sl, basariya kadar yapilan deneme sayisi. Gozlenen deger bir 6l¢iimiin sonucu oldugunda ise durum
degisir. Bir ampuliin 6mrd, bir par¢anin uzunlugu, bir hanenin geliri bir 6l¢ii aletiyle okunur ve ilke olarak
bir araliktaki her degeri alabilir. Bu tiir bityiikliikleri siirekli dagilimlarla modelleriz.

Poisson ve kesikli dizgiin dagilimlarla kesikli aileleri tamamladik. Bu béliimde uygulamada en sik kargi-
lagilan siirekli aileleri taniyacagiz: siirekli dizglin, gamma, Gstel, beta, Weibull, Cauchy ve log-normal.
Normal dagilim 6yle merkezi bir yer tutar ki ona ayri bir bolim ayirdik. Her aile i¢in ayni sorular:
soracagiz: yogunluk nedir, beklenen deger ve varyans nedir, moment iireten fonksiyon var mudir, aile
bagka ailelere nasil baglanir? Gamma ve beta dagilimlarini kurmak icin 6nce ayni adi tasiyan iki 6zel
fonksiyona ihtiyacimiz olacak.

Siirekli Diizgiin Dagilim

En basit siirekli dagilimla basglayalim. a < b olmak tzere yogunlugu (a,b) aralifinda sabit, diginda sifir
olan X rastgele degiskenine siirekli diizgiin dagilimli denir ve X ~ U(a, b) yazilir. Yogunlugun toplam
alani 1 olmak zorunda oldugundan bu sabit ﬁ’dlr:

1
f(:v):b_a, a<zxz<hb.

Bu dagilim Olasilik Teorisi’nde tanimlandi. U¢ noktalar1 araliga katip katmamak higbir olasilify degis-
tirmez, ¢linkii siirekli bir degiskende tek bir noktanin olasilig1 sifirdir. Ayni yerde ispatlanan sonuglar
sunlardir:

a+b a? + ab + b? (b—a)?
B(X) = B(x?) = & Te0th X) =
) =T gy = TR v (= O
ve t # 0 i¢in
etb_eta
My(t) = —— M =1.

Yani beklenen deger araligin orta noktasidir ve varyans yalnizca araligin uzunluguna baghdir. Aralik
nerede durursa dursun, uzunlugu ayniysa yayilim da aynidir. Bir alt araligin olasilig1 da yalmzca uzunlu-
guyla belirlenir: a < ¢ < d < bicin P(c < X < d) = &=

Ornek 4.1 (Bekleme Siiresinin Bir Araliga Diismesi). Duraga gelen bir yolcunun otobiisii bekleme
stiresi X (dakika), U (2, 8) dagilimlidir. Yolcunun 3 ile 6 dakika arasinda bekleme olasiligini bulunuz.

Coziim.
Yogunluk 2 < x < 8 i¢in f(z) = ﬁ = %, diger yerlerde 0’dur. Istenen olasilik yogunlugun 3 ile 6
arasindaki integralidir:

6
1 6-3 1
P(3<X<6)=/ Sdp=-—"=_,
, 6 6 2

Geometrik olarak bu, tabam 3, yiiksekligi % olan dikdortgenin alanidir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 49 CC BY-NC-SA 4.0


poisson-ve-kesikli-duzgun.qmd
normal-dagilim.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/temel-surekli-dagilimlar.html#def-surekli-duzgun-dagilim
https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/temel-surekli-dagilimlar.html#thm-duzgun-momentleri-mgf
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

50 Béliim 4. Onemli Siirekli Dagilimlar

J&x)

flx) =1/6

PB<X<6)=1/2

Sekil 4.1: U(2, 8) yogunlugu 2 ile 8 arasinda 1/6 yiiksekliginde bir dikdértgendir. 3 ile 6 arasindaki tarall
dikdortgenin alani 3 - 1/6 = 1/2 olasiligini verir.

Ornek 4.2 (Bekleme Siiresinin Ortalamasi ve Varyansi). Bekleme siiresi X ~ U(2, 8) olsun. E(X),
E(X?) ve Var (X) degerlerini bulunuz.

Cozim.
a = 2,b = 8 alinirsa

Varyans hesap formiiliiyle
Var (X) = B(X?) — ( E(X))2 =28—-25=3

(8-2)?
2

bulunur. Bu,
| ]

= % = 3 formiiliiyle de uyusur. Standart sapma v/3 ~ 1, 732 dakikadr.

Ornek 4.3 (Ortalamadan Bir Standart Sapma Uzaklik). Bekleme siiresi X ~ U(2,8) olsun. X’in
ortalamasina bir standart sapmadan daha yakin olma olasiligini, yani P ( | X—pl<o ) degerini
bulunuz.

Cozim.
Onceki 6rnekte y = 5ve o = v/3 bulduk. | X —-5]< V3 olay1 5 — V3 < X < 5+ /3 demektir. Bu
aralik [2, 8)’in i¢indedir, ¢linkii V3 < 3. Uzunlugu 2v/3 oldugundan

2
V3 = ﬁ ~ 0,5774.

P(|X-5[<V3)=="=

Diizgiin dagilimda degerlerin yaklagik %58'1 ortalamanin bir standart sapma yakinindadir. Bu oran a

ve b'ye baglh degildir, ¢ctinkii aralik uzunlugu 20 = b_T; her zaman toplam uzunlugun \/ig katidir.
]

4.2 Gamma Fonksiyonu

Gamma dagiliminin yogunlugunda faktoriyelin reel sayilara genisletilmis bir héli goriiniir. Bu genisletme
bir integralle yapilir.
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4.2 Gamma Fonksiyonu 51

Tanim 4.1 (Gamma Fonksiyonu). p > 0 icin
o0
I'(p) = / P le % dx
0

ile tanimlanan fonksiyona gamma fonksiyonu denir.

Yani I'(p), zP~1e~® fonksiyonunun pozitif yari eksen iizerindeki alanidir. Once bu alanin sonlu oldugunu
gorelim. Integrali 1 noktasinda ikiye ayiralim. 0 < z < 1 i¢cin e ® < 1 oldugundan

1 1 1
/ P lerdx < / 2P ldr == < o0;
0 0 p

burada p > 0 kosulu kullanildi. z > 1 icin zP~*e~*/2 fonksiyonu siirekli ve z — oo iken 0’a gider; dola-
yisiyla bir K sabitiyle smirhdir. Buradan 2P~ 'e=* < Ke~*/2 olur ve /. 100 Ke /2 dx = 2Ke /2 sonlu

oldugundan ikinci parca da yakinsar.

Teorem 4.1 (Gamma Fonksiyonunun Ozellikleri). (a) Herp > 0 icinT'(p + 1) = pT'(p).
(b)T(1) =0l =1vehern € Z" icinT'(n) = (n — 1)\.
(c) Herp > 0 igin

T(p) = 2/ v2Ple dy,
0

@AE) = V&
(e) Herp > 0 ve A > 0 igin

/ zP e dy = F(p),
0 )\p

ispat.
(a) Kismi integrasyonda u = zP ve dv = e~ dx alahm; du = p 2P~ dx vev = —e ™% olur:

'p+1)= / zPe " dx = [— :cpe_f‘]go +p/ zPle ® dz.
0 0

Swnir terimi sifirdir: x — oo iken iistel azalma her kuvveti yener ve xPe™* — 0; £ = 0°da ise p > 0
oldugundan x? = 0’dwr. Geriye pT'(p) kalwr.
(b) Tanimdan

rQa) = /000 e *dr = [— e’z]8° =1.

(a) sikkini art arda uygularsak n > 2 igin

Pn)=(n—1DI'n—1)=(n—-1)(n—2)'(n—2) = -
=n—1)(n—-2)1-T1)=(n-1)!
bulunur; n = 1 igin esitlik T'(1) = 1 = 0! demektir.

(c) Tanimdaki integralde x = v? (v > 0) doniisimiinii yapalim. dz = 2vdv ve xP~! = v?P=2 olur; ,
0°dan co’a giderken v de 0°dan oo’a gider:

I'(p) = / v2P2e7" 2 dy = 2/ v2Ple dy.
0 0

(d) (c) sikkinda p = % alinirsa v?P~1 =% =1 olur ve T ( % ) = 2fO°o e V" dv bulunur. Olasilik
Teorisi’nde Gauss integrali hesaplandu:
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52 Béliim 4. Onemli Siirekli Dagilimlar

/ e 2 dy = V2.
—o0

Burada z = /2 v yazalim; dz = V2 dv olur ve \/iffooo eV dy = V27, yani ffooo e dy = /T elde
edilir. eV ¢ift fonksiyon oldugundan 2 fooo e dv de /7 ’ye esittir. Boylece T ( % ) = /7.
(e) t = Az doniisimiiyle x = %, dx = % olur ve sinirlar degismez:

/oo 2P le N dy = /oo P et L gy - T
; o AT XN T, PO

(a) ozelligi p > 1 icin I'(p) = (p — 1) I'(p — 1) biciminde de yazilir. (b) 6zelligi gamma fonksiyonunun
faktoriyeli genislettigini sdyler: I'(n) = (n — 1)! esitligi tam sayilarda gecerlidir, I'(p) ise her pozitif reel p
icin tanimhidir. (e) 6zelligi ise pratikte en cok kullanilandir: 2P~!e~** bicimindeki her integral, hi¢ integral
almadan gamma fonksiyonuyla yazilr.

Ornek 4.4 (Gamma Fonksiyonunun Degerleri). T'(5),T ( 5 yvel ( % ) degerlerini hesaplayimiz.

Cozim.
5 bir tam say1 oldugundan Teorem 4.1 (b) ile I'(5) = 4! = 24.
Yarim tam sayilarda (a) dzelligini I' ( z )= \/7’ye varana kadar uygulariz:

£)- 1)1 3) - ram

2\ 2
Bir adim daha:

2 2\2 2 4 8

(FZ) _ §<r§) _ 0 BV _IVT g sosy

Asagidaki grafikte gamma fonksiyonunun tam sayilarda faktoriyel degerlerinden gectigi goriiliyor.

8‘F(p)

ra)=1 I@2) =1

Sekil 4.2: Gamma fonksiyonunun grafigi. Tam sayilarda faktériyel degerlerinden geger: I'(n) = (n - 1)!.
[(1/2) = ¥t = 1,77 olur; p — 0 iken I'(p) sinirsiz bityiir.

Ornek 4.5 (Gamma Fonksiyonuyla integral Hesab). fooo x3e72% dx integralini hesaplayiniz.
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4.2 Gamma Fonksiyonu 53

Cozim.
Integrand zP~'e~** bicimindedir: p — 1 = 3, yani p = 4 ve A = 2. Teorem 4.1 (e) ile

>0 r4) 3 6 3
3—2$d = "= — = — = —,
/0 TEUMT R T 16 8

Ayni sonug ¢ kez kismi integrasyonla da bulunur, ama gamma fonksiyonu bu isi tek satira indirir.
|

4.3 Gamma Dagilim

Gamma fonksiyonunun integrand: negatif olmayan ve alani I'(p) olan bir fonksiyondur. Onu I'(p)’ye
bolersek bir yogunluk elde ederiz. Bir 6lgcek parametresi de ekleyince bekleme siirelerini, toplam hizmet
siirelerini ve pozitif degerli pek ¢ok biiytikligii modelleyen esnek bir aile ortaya ¢ikar.

Tanim 4.2 (Gamma Dagilimi). r > 0 ve o > 0 olsun. Olasilik yogunluk fonksiyonu

(e} r—1,—ax
_ )ty (az)r—le=® x>0
o= { T

olan X rastgele degiskenine r ve a parametreli gamma dagilimina sahiptir denir ve X ~ Gamma (r, «)
yazilir.

Yani gamma dagilimli bir degisken yalniz pozitif degerler alir. r egrinin bi¢cimini, « ise 6l¢egini belirler.
f gercekten bir yogunluktur: negatif degildir ve Teorem 4.1 (e)ile (p =7, A = )

oo T ' F
/ @ grleerdr= 2. <:> =1.
o L(r) I'(r) «

Asagidaki sekil parametrelerin roliinti gosteriyor. r < 1 iken yogunluk sifirdan itibaren azalir; r > 1 iken
sifirdan baglar, bir tepe yapar ve soniimlenir. « bitytidiikge kiitle sifira yaklagir.

) o =1, rdegisiyor r=2, o degisiyor
Lo A S 05 4 S0
r=1 —_—a=2
r=2 — a=1
—=—er=3 X === a=0,5

Sekil 4.3: Gamma(r, ) yogunluklar1. Solda o = 1 iken r buiytidiikge tepe saga kayar ve egri yayvanlagir;
r = 1 tstel yogunluktur. Sagda r = 2 iken o bitytiditk¢e yogunluk sifira dogru sikisir: a bir 6lgek (oran)
parametresidir.

Gamma dagilimimin biitiin momentleri tek bir formiilden gelir. Formiil yalniz tam say1 mertebeler i¢in
degil, her reel s > —r i¢in gegerlidir; bu genellik asagida Weibull dagiliminda isimize yarayacak.

Teorem 4.2 (Gamma Dagiliminin Momentleri). X ~ Gamma (r, «) olsun. Her reel s > —r icin
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54 Béliim 4. Onemli Siirekli Dagilimlar

D(r+s)
E(X%) = ——=.
(X%) I'(r)as
Ozel olarak
E(X)=Z, Var(X)=—.
ispat.

Beklenen degerin tanimindan

E(X®) = /0 x® e (azx)"te o dx.

t = ax doniisiimiinii yapalim: © = é dx = % ve ax = t olur. Boylece

o« dt
Bxs)=[ =Xyt Z
(X*) /0 as T'(r) ® a

_ 1 / trrsletdt = L(r+) 8).
asT'(r) 0 I(r)as

Son integral, r + s > 0 oldugundan gamma fonksiyonunun tanimindaki integraldir ve sonludur.
s =1 almwrsaveT'(r+1) = rI'(r) kullanilirsa

L(r+1) rI(r) _r
I'r)a T(r)a o

™

s=2icinT(r+2) = (r+1)rT(r) oldugundan E(X?) = % bulunur. Varyans hesap formiiliiyle

Var<X):r(r—|—1)_r2_r2~l—r—r2 T

o? o

Teorem 4.3 (Gamma Dagiliminin Moment Ureten Fonksiyonu). X ~ Gamma (r,«) ise X in
moment tireten fonksiyonu t < « igin vardir ve

o

My(t) = (ﬂ) a—t>0.

ispat.
Tanimdan

— ixy_ [t 1 - _on [T (et
Mx(t)=E (e )—/0 emmm’” eo‘mdw—F(r)/o T lem(@ ) gy,

a—t > 0 ise Teorem 4.1 (e) sikkip = r ve A = a — t ile uygulanr:

M) = ro(é;) ' (aririy N (aoit)r'

t > aisex > 0 icine (“ Y% > 1 olur; integrand "' “den kiiciik olmaz ve foo o™~ dx wraksak oldugun-

dan integral de iraksar. Demek ki E(e'X) tam olarak t < « igin sonludur. Bu aralik 0’in bir komsulugunu
icerdiginden moment iireten fonksiyon vardr.
|

Moment iireten fonksiyondan momentler de okunabilir: M%(t) = ra”(a—t)~""! oldugundan
M (0) = Z bulunur. Bu, Teorem 4.2 ile uyusur. Moment iireten fonksiyon dagilimi tek tiirlii belirledigi
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icin (Olasilik Teorisi’'ndeki teklik teoremi), (ﬁ)r biciminde bir moment treten fonksiyon géren her
degiskenin gamma dagilimli oldugunu séyleyebiliriz.

Ornek 4.6 (Moment Ureten Fonksiyondan Gamma Dagilimim1 Tanimak). X’in moment iireten
fonksiyonu ¢ < 3 i¢in My(t) = (1 —3t)™* olsun. X’in dagiimini, beklenen degerini ve varyansin
bulunuz.

Cozim.
Pay1 ve payday: 3’e bolelim:

1 1/3 1/3 \*
1-3t 1/3—¢t’ MX(t):(1/3—t>'

Bu, Teorem 4.3’deki bi¢imdir; r = 4ve a = % Teklik teoremi geregi X ~ Gamma ( 4, % )’tiir. Teorem
4.2 ile

Var (X) = — = — = 36.

Dogrudan tiirevle saglama: M (t) = 12(1 — 3t) =5 ve M%(t) = 180(1 — 3t)~6 oldugundan E(X) =
12, E(X?) = 180 ve Var (X) = 180 — 144 = 36.
]

Ustel Dagilim

Gamma dagiliminda r = 1 alalm. I'(1) = 1 ve (az)® = 1 oldugundan yogunluk sadelesir:

diger durumlarda.

Bu, iistel dagilimdir ve X ~ Ustel («) yazilir; yani Ustel (o) = Gamma (1, «). Dagilim Olasilik
Teorisi’nde tanimlandi; orada oran parametresi A ile gosterilmisti, burada gamma ailesiyle uyum i¢in o
yaziyoruz. Gamma dagilimi i¢in bulduklarimizda r» = 1 koymak yeter:

MX(t):%(a—t>0), E(X):é, Var(X):%.

Yani ortalama bekleme siiresi é’dlr; a biiyiidiikge bekleme kisalir. Dagilim fonksiyonu z > 0 i¢in F'(z) =
1— e ** kuyruguise P(X > z) = e **’tir.
Ustel dagilim, geometrik dagilim gibi belleksizlik (hafizasizlik) 6zelligine sahiptir: s > ¢ icin

PX>s|X>t)=P(X >s—t).
Gergekten s > t oldugundan (X > s) C (X > t)’dir ve kosullu olasiligin tanimiyla

_P(X>s5X>t) P(X>s)
PX>s|X>t) == ~Px 1

—Qas

_ el — P(X > s— 1),

e—at

Yani ¢ siire boyunca bozulmamus bir par¢a, kalan 6mrii bakimindan yepyeni bir parcadan farksizdur;
gecmis, gelecek hakkinda bilgi tagimaz. Bu 6zellige sahip tek strekli dagilimin dstel dagilim oldugu
Olasilik Teorisi’nde ispatlandi.

Ornek 4.7 (Ampuliin Omrii). Bir ampuliin émrii X (saat) tistel dagilimlidir ve ortalama émiir 1000
saattir. Ampuliin 1500 saatten uzun yanma olasiligini bulunuz.

Cozim.
E(X) =1 =1000 oldugundan o = 0,001°dir. Kuyruk formiilityle

P(X > 1500) = ¢~ 90011500 = ¢=1,5 ~ () 2231.
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56 Béliim 4. Onemli Siirekli Dagilimlar

Ampullerin yaklasik %22’si 1500 saati asar.

fx)

0,001

P(X > 1500) = ¢ 1° ~ 0,2231
0,0005 T

|
+ + u t t f S— X

0 1000 1500 2000 3000 4000 5000

Sekil 4.4: Ortalama 6mrii 1000 saat olan ampuliin 6miir yogunlugu (o = 0,001). 1500 saatin saginda
kalan tarali alan, ampuliin 1500 saatten uzun yanma olasiligidur.

Ornek 4.8 (Bin Saat Yanmis Ampul). Bir ampuliin 6mrii X (saat), ortalamas1 1000 saat olan iistel
dagilima sahiptir. 1000 saattir yanan bir ampuliin toplamda 2500 saati doldurma olasiligini bulunuz.

Coziim.
Istenen P(X > 2500 | X > 1000) olasiligidir. Belleksizlik 6zelligi s = 2500, t = 1000 ile

P(X > 2500 | X > 1000) = P(X > 1500) = e 1® ~ 0,2231
verir. Dogrudan hesap da ayni sonucu verir:

P(X>2500) e _ 5

P(X >1000) e !

1000 saat yanmis ampuliin 1500 saat daha yanma olasilig1, yeni bir ampuliin 1500 saat yanma olasili-
giyla aynidir. Ustel model, ampuliin “yaglanmadigini” varsayar.
]

4.4.1 Bagimsiz Ustel ve Gamma Degiskenlerinin Toplami

Gamma dagilimimin en 6nemli yorumu toplamlardan gelir. Bir tamircinin art arda iki arizay1 gidermesi
icin gegen toplam siireyi ya da bir santrale {i¢iincii ¢cagrinin gelmesine kadar gegen siireyi diisiinelim.
Bunlar bagimsiz ustel siirelerin toplamidir. Moment iireten fonksiyon bu toplamlarin dagilimini kolayca
verir.

Teorem 4.4 (Bagimsiz Gamma Degiskenlerinin Toplami). X,,...,X, bafimsiz ve X, ~
Gamma (r;, ) olsun; lgek parametresi o hepsinde aynidir. O zaman

Y=X,++X, ~Gamma (r; +-+7,,q).
Ozel olarak X1, ..., X,, bagimsiz ve her biri Ustel () ise Y ~ Gamma (n, a)’dwr.
ispat.

t < a olsun. Xy, ..., X,, bagimsiz oldugundan e'*1 ... e!Xn de bagimsizdir ve bagimsiz degiskenlerin
carpiminin beklenen degeri beklenen degerlerin ¢arpimidir (n ¢arpana tiimevarimla gegilir). Buna gore

My(t) = E (eiet®n ) = B (%) B (%) = My, (8)Mx, (1)-
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4.4 Ustel Dagilim 57

Teorem 4.3 her ¢arpani verir:

MY(t):<%)Tlm(%>”:(%)Tﬁw#n.

Bu, Gamma (1 + -+ + 7, @) daguiminin moment iireten fonksiyonudur ve 0’in (—a, &) komsulugunda
sonludur. Teklik teoremi geregi Y bu dagilima sahiptir. Ustel durum, Ustel (o) = Gamma (1, ) oldu-
gundan her r; = 1 alinarak elde edilir:r{ + --- +r,, = n.

|

Yani tam say1 r i¢in Gamma (7, ), oran1 « olan bir olaylar dizisinde . olaymn gerceklesmesine kadar
gecen siiredir. Ortalamanin - ¢ikmasi da bu yoruma uyar: her biri ortalama é siiren r bekleyis art arda
eklenir.

Ornek 4.9 (Iki Arizanin Toplam Onarim Siiresi). Bir tamircinin bir arizay1 gidermesi icin gegen
siire (saat) ortalamasi 2 saat olan iistel dagilima sahiptir. Tamirci birbirinden bagimsiz iki arizay: art arda
gideriyor. Toplam siirenin 4 saati asma olasiligini bulunuz.

Coziim.
Her onarim siiresi Ustel (a) dagilimhidir ve é = 2 oldugundan o = %’dir. Teorem 4.4 geregi toplam

stire ' ~ Gamma ( 2, z )'dir. I'(2) = 1 oldugundan yogunluk z > 0 icin

flz) = %(g>2—1ew/2 - %efw/z.

Kismi integrasyonla (u = , dv = e~ */% dz, v = —2e~*/?)
/x e 2 dr = —2rxe 2 +2 / e 2 dr = -2z e /2 — 4e7%/2,
x — oo iken bu ifade 0’a gider. Oyleyse
P(T>4)= i [— 2z e %/% — 4e*m/2]g°
= i ( 0+ 8e72 4 4e2 ) =3e2 ~ 0,4060.

Karsilastirma icin tek bir onarimin 4 saati agma olasihig1 e /2 = e=2 & 0, 1353 tiir. Toplam siirenin

ortalamas1 E(T') = % = 4 saat, varyansi Var (T') = % = &dir.

0,20 T o)

0.15 4 P(T > 4) = 3¢ % ~ 0,4060

0,10 1 fix) = xe ™%/

RS

Sekil 4.5: Iki arizanin toplam onarim siiresi Gamma(2, 1/2) dagilimlidir. 4 saatin sagindaki tarali alan,
toplam siirenin 4 saati asma olasiligidir.
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Gamma ailesinin bir baska onemli iiyesi, istatistikte siirekli karsimiza cikacak olan ki-kare dagilimidir.
Onu Orneklem Dagilimlar1 bliimiinde taniyacagiz.

Beta Fonksiyonu ve Beta Dagilimi

Gamma dagilimi pozitif yar1 eksende yagar. Degerleri (0, 1) aralifina sikigmug biiytiklikler icin, 6rnegin
bir oran, bir yiizde ya da bir olasilik icin, benzer esneklikte bir aileye ihtiya¢ vardir. Bu aile beta fonksi-
yonundan dogar.

Tanim 4.3 (Beta Fonksiyonu). u > 0 ve v > 0 icin
1
B(u,v) = / ¥ (1 —x)" tdx
0

ile tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir.

Yani B(u,v), (0, 1) iizerinde 2% !(1 — z)"~! fonksiyonunun altindaki alandir. u ya da v 1’den kiigiikse
integrand u¢ noktalarda sinirsizdir, ama integral }z/ine de sonludur. 0 < z < % icin (1 —z)v"! carpam
1 ile 2!~ arasinda kalir, dolaysiyla siirhdir; | V2 el dy ise u > 0 oldugundan sonludur. % <z<l1
yarisinda roller degisir. z yerine 1 — x yazarak B(u,v) = B(v,u) simetrisi de hemen goriiliir.

Beta fonksiyonunu dogrudan hesaplamak zordur. Neyse ki gamma fonksiyonuna baglanir.

Teorem 4.5 (Beta ve Gamma Fonksiyonlarinin iliskisi). Heru > 0 vev > 0 icin

I'(w) I'(v)
B = ="
() = s
Ispat.

Tanimdan iki gamma integralini ¢arpalim. Integrandlar negatif olmadigindan carpim tek bir iki katl
integral olarak yazilabilir:

T(u)T'(v) = / 1y~ le= () do dy.
®

(0,00)? bolgesinde x = sw, y = s(1 — w) degisken degistirmesini yapalim; burada s = x +y > 0 ve
w =

7 € (0, 1) °dir. Bu déniisiim (0, 00) x (0,1) seridini (0, 00)* ceyregine birebir gétiiriir. Jacobian

0(z,y) —det[ w s

d(s,w) [1-w _s} =—sw—s(l—w)=—s

oldugundan dz dy = s dsdw olur. Ayricax +y = s ve
:L.uflyvfl — Su+v72 wufl(]_ _ ,w)vfl

oldugundan integral iki ayri integralin ¢arpimina ayrilir:

bo
I'(u)T'(v) :/ sutv=le=s =11 —w)¥ "L dwds
®

oo 1

z/ gutv=le=s ds~/ w* (1 —w)* "t dw
0 0

=T'(u+v) B(u,v).

I'(u 4 v) > 0 oldugundan iki yani ona bélmek istenen esitligi verir.
u

Ornegin
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4.5 Beta Fonksiyonu ve Beta Dagilimi 59

B(253): = — = .

Dogrudan hesap da ayni sonucu verir: fol t(l—z)?de=3-2+1=21.

Tanim 4.4 (Beta Dagilimi). « > 0 ve 8 > 0 olsun. Olasilik yogunluk fonksiyonu

f(z) = Bap *  (1—2) 1 0<a <1
0, diger durumlarda

olan X rastgele degiskenine o ve B parametreli beta dagilimina sahiptir denir ve X ~ Beta («, )
yazilir.

Yani beta dagilimh bir degisken (0,1) araliginda deger alir. f’nin integralinin 1 olmas: dogrudan beta
fonksiyonunun tanimindan gelir. « = = 1 i¢in yogunluk sabit 1 olur, yani Beta (1,1) = U(0, 1)’dir.
Parametreler degistikce beta ailesi (0, 1) iizerinde neredeyse her bicimi alabilir: simetrik tiimsek, U bi¢imi,
sola ya da saga yigilmus egriler.

Simetrik: o = Carpik: o # f
A fx) A fx)
: —O(:f)ZI : —0(22,[?):5
3
: —0(=ﬁ=2 E —O(=5,ﬁ=2
{J .
"
—-—e q=f=5 ' ——-a=1p=3
3 ‘l, p H 3N p
H eeee o = B = 0,5 : \
: : N
‘: ,/"\\ ' N
' / \ H \
2 7% / \ ' 2 N\,
\ / \ i N
H / \ ! N
. / \ ; N
/—\ ’ \\
7 \ N
1 1 ~
N
\\\\\
4 + + = ) X
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

Sekil 4.6: Beta(a, B) yogunluklar (0, 1) araliginda yasar. o =  iken egri 1/2'ye gére simetriktir: o =
= 1 diizgiin dagilimdir; ortak deger 1'den kii¢iikken egri U bi¢imini alir. ., 'dan bityiikken kiitle saga,
kiigiikken sola yigilir.

Teorem 4.6 (Beta Dagiliminin Momentleri). X ~ Beta (o, 8) olsun. Hern € Z7 igin

B(a+n,8) T(a+n)T(a+p)

EX") = =BG ~TatfinT)
Ozel olarak
o« B af
B(X) = a+p’ Var (X) = (a+B)2(a+B+1)
ispat.
Tanimdan
NS SR S L, _ Bla+n,B)
B(X )_B(a,,ﬁ)/o 2 (1 —2) de = B(a,B)

ciinkii son integralu = o + n, v = B icin beta fonksiyonudur. Teorem 4.5 her iki beta degerine uygulanirsa
T'(B) sadelesir:
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Bla+n,B) T(a+n)T(B) T(a+B) T(a+n)T(a+p)

B(a,f)  T(a+B+n) D@I(B) T(a+B+n)T(a)

n=1iginT(a+1)=al(a)vel(a+8+1) = (a+ B)T(a+ B) olduundan E(X) = 2. n =2
icin aymi ozellik iki kez uygulanir:

ala+1)
(a+pB)(a+B8+1)

Varyans hesap formiiliiyle, ortak payda (o + 8)?(ac + 8 + 1) alinarak

E(X?) =

_ ala+1) o?
Var (X) = (a+ﬁ)(a+ﬂ+l)_(a+ﬂ)2
:a[(a+1)(a+ﬂ)—a(a+[3+1)]: af .
(a+B)*(a+B+1) (a+ B2 (a+B+1)

Son adimda koéseli parantezin ici sadelesti:

a?+af+a+B—a®—aBf—a=28.

Yani beklenen deger o’nin toplam « + (3 icindeki payidir. @ ile S aymi oranda biyiitiilirse ortalama
degismez ama varyans kii¢iiliir: dagilim ortalamanin ¢evresinde toplanir.

Ornek 4.10 (Mesgul Olma Oraninin Yariy1 Agsmamasi). Bir makinenin bir giin icinde mesgul oldugu
zaman orani X, Beta (2, 3) dagilimina sahiptir. Makinenin giiniin yarisindan azinda meggul olma olasi-
ligin bulunuz.

Cozim.
Yukarida B(2,3) = & bulduk; dolayistyla 0 < z < 1 i¢in yogunluk

fl@)=122(1 —2)> =12 (z —22° +2%)

olur. Istenen olasilik

1/2
éx—< 1)__12 x2 2x3+_x4 /__12(1 1 N 1)
2) 2 3 4 o 8 12 64
0

241 12-11 11
1. 6+3 _ 1

192 192 16

ftx)

2,0 T°

) = 12x(1 - x)?

05 T P(X < 1/2) = 11/16

f
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

Sekil 4.7: Beta(2, 3) yogunlugu 1/3 noktasinda tepe yapar. Tarali alan, makinenin giiniin yarisindan
azinda mesgul olma olasiligidur.
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4.5 Beta Fonksiyonu ve Beta Dagilimi 61

Ornek 4.11 (Mesgul Olma Oraninin Ortalamasi ve Varyansi). Bir makinenin bir giin i¢inde mesgul
oldugu zaman oran1 X ~ Beta (2, 3) olsun. E(X) ve Var (X) degerlerini bulunuz.

Coziim.
Teorem 4.6 ile « = 2, f = 3 i¢in

2 2 2.3 6 1
W=z~ Va5 " m s
Makine ortalamada giinin %40'mmda mesguldiir ve standart sapma %: 0,2’dir. Saglama olarak

2 _ 28 _ 1 ,1_ 4 _ 1
E(X%)=35=35ves5 35 =3
[ |

Beta ile gamma dagilimlar: arasinda fonksiyonlarmkine benzer bir bag vardir. Ayni dlcekli iki bagimsiz
gamma degiskeninden birinin toplamdaki pay1 beta dagilimlidir.

Teorem 4.7 (Gamma Degiskenlerinin Oran1 Beta Dagilimlidir). X ~ Gamma (r,«) ve Y ~
Gamma (k, ) bagimsiz olsun. O zaman

U= ~ Beta (7, k).

X+Y
Ustelik U,V = X +Y ~ Gamma (r + k, ) degiskeninden bagimsizdir.

ispat.
X veY bagimsiz oldugundan ortak yogunluklari marjinallerin carpimidir. D = (0, 00)? agik kiimesinde

T k
xr—l —ax

fX,Y(xvy) = F()Zr) € %y

k—le—ay

J

o150V = @ + y doniigimi D’yi E = (0,1) x (0, 00) kiimesine birebir gotiiriir.
Tersiz = uv, y = v(1 — u) dur ve Jacobian

olur, disinda sifirdir. u =

v u

szet[_v 1—u

]zvﬂ—w+wv:v

olup E iizerinde sifirdan farkhdwr. Jacobian déniisiim teoremi geregi (u,v) € E igin

fU,V(uvv) = fX,Y (uv,v(l —u) )| J |

artk —1 k-1, —ouv—av(l—u)
= W (U'U) ( U(l — u)) e v
ar+k L
= —  uml1=— k—1 , r+k—1 —av.
T T0R) w1 —u)* o e

Teorem 4.5 ile T'(r) T'(k) = B(r, k) T'(r + k) yazarsak ortak yogunluk iki ¢carpana ayrilir:
urfl(l . u)kfl ar+k ,U'r‘Jrk:flefow

B(r,k)  TL(r+k)

fU,V(uv U) =

Birinci ¢arpan Beta (r, k) yogunlugu, ikincisi Gamma (r + k, a) yogunlugudur ve her birinin integrali
1°dir. v iizerinden integral alinirsa U ‘nun marjinal yogunlugu birinci ¢arpan, u tizerinden integral alinirsa
V ’nin marjinal yogunlugu ikinci ¢arpan ¢ikar. Ortak yogunluk marjinallerin ¢arpimi oldugundan U ile
V bagimsizdr.

|
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Ornegin X ve Y bagimsiz Ustel (o) ise XLJrY ~ Beta (1,1) = U(0, 1)’dir: iki bagimsiz tistel bekleyisin

toplamu i¢inde birincinin pay1 diizgiin dagilir ve o’ya hig bagh degildir.

Weibull Dagilimi

Omiir ve giivenilirlik calismalarinda en sik kullanilan ii¢c dagilim iistel, gamma ve Weibull dagilimlaridir.
Ustel dagilimin tek parametresi yalniz 6lcegi belirler ve dagilim yaslanmay hig tanimaz. Weibull dagilimy,
iistel degiskeni bir kuvvetle dontistiirerek bu kisiti kaldirir.

Tanim 4.5 (Weibull Dagilimi). X ~ Ustel (a) ve v > 0 olsun. Y = X'/7 ile tanimlanan Y rastgele
degiskenine « ve 7y parametreli Weibull dagilimina sahiptir denir ve Y ~ Weibull (o, ) yazilir.

Yani Weibull degiskeni, uistel bir degiskenin ~y. kokiinii almakla elde edilir. v = 1 i¢in Y = X olur ve istel
dagilim geri gelir.

Teorem 4.8 (Weibull Dagiliminin Yogunlugu). Y ~ Weibull («,~) isey > 0 icgin
Fy)=1-e,  fly)=yayteV,

y < 0igin B, (y) =0 ve f(y) = 0dwr
Asagidaki sekil ~’nin roliinii gosteriyor: v yogunlugun bicimini, o ise dlgegini belirler.

Sekil 4.8: a = 1i¢in Weibull yogunluklari. y = 1 iistel dagilumdir; y 1'den kiigiikken yogunluk sifirda sinirsizdur,
y 1'den biiyiikken sifirdan baslaywp bir tepe yapar ve y biiyiidiikce tepe 1 civarinda sivrilir.

ispat.

X > 0 olasiligi 1 oldugundanY = X'/7 > 0’dir;y < 0 igin B (y) = 0.y > 0 olsun. t — t" fonksiyonu

pozitif sayilarda kesin artan oldugundan XY/7 < y ile X < y" ayni olaydir. Oyleyse
Fy)=P (X' <y)=P(X<y")

yﬂl
5
= / ae T dyr = [— e"m]g =1—e ",
0

Bu fonksiyony > 0 icin tiirevlenebilirdir; zincir kuraliyla yogunluk
d
fy) = R (y) =™ -ayy’™ = yayTlem
Y

olur.
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4.6 Weibull Dagilim1 63

Yogunlugun kuyruga orani % = yay " dir. Bu oran, y anina kadar saglam kalmis bir parganin
hemen ardindan bozulma egilimini élcer. v < 1 ise oran zamanla azalir: parca dayandik¢a daha giivenilir
hale gelir, ilk donem arizalar1 boyledir. v = 1 ise oran sabittir; bu, tistel dagilimin belleksizligidir. v > 1
ise oran artar; parca yaslandikca yipranir. Weibull dagiliminin giivenilirlik analizinde bu kadar yaygin
olmasinin nedeni bu esnekliktir.

Weibull dagiliminin momentleri, iistel dagilimin reel mertebeli momentlerinden hemen gelir.

Sonug 4.1 (Weibull Dagiliminin Momentleri). Y ~ Weibull (a, ) ise her s > 0 i¢in

T+2

Ozel olarak

I+1 T+ 2)—(m+1)°
LIS R 5 L5

ispat.
Ye=( Xl/V)S = X*/7 ve X ~ Ustel (o) = Gamma (1, a)’dir. Teorem 4271 =1 ve s/y>0> —1
mertebesiyle uygulanirsa, T'(1) = 1 oldugundan

@+s) _([@+5)

S) = S/ = =
E(Y ) E ( X 7) 1"(1) as/v as/v

s = 1 beklenen degeri verir. s = 2 ile E(Y?) bulunur ve varyans E(Y?) — ( E(Y))2 farkidur.
|

Ornek 4.12 (Bir Parcanin On Yili Asmasi). Bir makine parcasinin émrii Y (yil), o = ﬁ vey=2

parametreli Weibull dagilimina sahiptir. Parcanin 10 yildan uzun dayanma olasiligini bulunuz.

Cozim. ,
Teorem 4.8 ile P(Y > y) =1 — Fy(y) = e *¥"dir. y = 10 i¢in ay” = 195 = 1 oldugundan

P(Y > 10) = e ~ 0,3679.

Ornek 4.13 (Parca Omriiniin Ortalamas1 ve Varyansi). Bir makine pargasinin émrii Y ~
Weibull ( 5,2 ) olsun. E(Y') ve Var (Y) degerlerini bulunuz.
Coziim.

2411/71 = (W%O)I/Q = 1—10 ve a?/7 = ﬁ’dﬁr. I ( 3 )= ip ( : ) \/T; ve I'(2) = 1 oldugundan Sonug
dile

Varyans:
2 ™
Var (V) =100 |T(2) —(Ig) = 100(1 - Z) = 100 — 257 ~ 21, 46.

Standart sapma yaklasik /21,46 =~ 4, 63 yildur.
|
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Cauchy Dagilimi

Simdiye kadarki buitin dagilimlarin biitin momentleri vardi. Cauchy dagilimi ¢an bicimli, simetrik ve
zararsiz goriinen bir yogunluga sahiptir, ama beklenen degeri bile yoktur. Bu yiizden istatistikte 6nemli
bir kars1 ornek olarak sik sik karsimiza ¢ikacak.

Tanim 4.6 (Cauchy Dagilimi). ¢ > 0ve § € R olsun. Olasilik yogunluk fonksiyonu

1

c
S - R
T 2+ (z—0)%’ ve

flz) =

olan X rastgele degiskenine Cauchy dagilimina sahiptir denir ve X ~ Cauchy (c,0) yazilr.
Cauchy (1, 0) dagilimina standart Cauchy dagilimi denir.

u—0

c

Yani yogunluk 6’ya gore simetriktir ve tepesi z = §’dadir; ¢ ise egrinin genigligini belirler. w =
dontisiimiiyle dagilim fonksiyonu bulunur:

F( )_/f” c du B 1/<”>/C dw
= T A4+ (uw—0)2 o« 1+w?
1

1 T
= — + —arctan
2 c
% =1 oldugundan f bir yogunluktur. Buradan iki goézlem cikar. Birincisi,
1 + 1 oldugundan 6 medyandir ve kiitlenin tam yaris1 (6 — c, 6 + c) arahgimn-
standart Cauchy dagilimlidir, ¢iinki ¢ > 0 igin

T — 00 1ken F(z) =1+
F(0) =1 ve F(Qj: =
dadir. Iklnc151 Z =

<b

1 1
P(Z<z)=P(X<0+cz)= 3 + —arctan z.
™

Tersine Z ~ Cauchy (1,0) ise X = 6 + cZ ~ Cauchy (c,0) olur. Standart Cauchy dagihmi, (-3, %)
araliginda diizgiin dagilimh bir acinin tanjanti olarak da elde edilir.

Ornek 4.14 (Cauchy Dagiliminda Bir Araligin Olasilig1). X ~ Cauchy (2, 1) olsun, yani ¢ = 2 ve
6 =1. P(—1 < X < 3) olasitigim bulunuz.

Cozim.
Dagilim fonksiyonu F(z) = 1 + L arctan Z;1'dir. arctan 1 = T ve arctan(—1) = —7 oldugundan

P(-1<X<3)=F3)—F(-1) = %

3=
3=

(arctan 1 — arctan(—1) ) =

N

Bu, (0 —¢,0 + ¢) = (—1, 3) araliginin kiitlenin yarisini tagidif1 gozleminin bir 6rnegidir.
|

Teorem 4.9 (Cauchy Dagilimimin Momentleri). X ~ Cauchy (¢,0) olsun. 0 <a <1 igin
E([X|*)<oodur;a=1iginise E (| X |*) = oo’dur. Yani Cauchy dagiliminin 1'den kiiciik merte-
beli momentleri vardw, ama 1 ve daha biiyiik mertebeli momentleri yoktur. Ozel olarak E(X) ve Var (X)
yoktur.

Asagidaki sekil nedenini gosteriyor: Cauchy yogunlugunun kuyruklari normal yogunlugunkinden ¢cok daha
kalindur.
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4.7 Cauchy Dagilimi 65

fx)
=== N(0, 1)
0471 ,/'"\\ == Cauchy(1, 0)
l/ \ Cauchy(2, 0)

Sekil 4.9: Cauchy yogunluklari ¢an bi¢imlidir ama kuyruklar: normal yogunlugunkinden ¢ok daha kalindir:
x biiyiirken normal yogunluk iistel hizla, Cauchy yogunlugu ise yalnizca 1/x? gibi soner. Momentlerin var
olmamasi bu kalin kuyruklardan gelir.

ispat.
Adim 1: standart Cauchy. Z ~ Cauchy (1,0) olsun. Yogunluk ¢ift oldugundan

1 /% |z|® 2 [ z°
E(|Z]*)="= de== [ 2 _dg.
(171)=1 [ rpae=2[ it

oo
a>1olsun.x > 1icinz® > = vel + 22 < 222 oldugundan #;2 > % olur. floo (2% = 00 oldugundan
integral iraksar: E(| Z |*) = occ.
0<a<1lolun z= ﬁ doniisimiing yapalim. x, 0°dan oo’a giderken z, 1°den 0’a azalir ve x =
( %)1/2 olur. 1+ z? = 1 esitliginin tiirevi 2z do = —% verir. Boylece
a d 1 a—1
A S (L [ 7
1+ 22 2z 22 2 z

1 1. l+a
=3 21— 2) Nz

Son adimda %! = (1 — z)%1 ze" yazuldi. Sinirlari evirip eksi isaretini kaldirirsak

1t . . 1/l1—al
E(|Z|“):—/ z%flu—z)%fldz:—@lTa, ;“)
i 0 i
1

bulunur. 0 < a < 1 icin iki parametre de pozitiftir, dolayistyla beta fonksiyonu sonludur. Ornegin a = 3
icnE (| Z|Y*)=1B(]%)~1,414

Adim 2: genel durum. X = 0 4 ¢Z yazalim; Z standart Cauchy dagilimhdir. 0 < a < 1 ise negatif
olmayan p,q icin (p+ q)* < p* + q* esitsizligi gecerlidir. (q > 0 iken iki yani q*’ya boliip t = p/q
yazarsak h(t) =141 — (1 +1)* fonksiyonu icin h(0) =0 ve h'(t) = a ( tot — (14 ¢)et )=0
olur, ¢iinkiia — 1 < 0.) Buna gore

[ Xt <(l0l+clZ]) <]O"+e | 2]

ve Adm 1ile E(] X |*) < |0 |*+c*E(| Z |*) < oo.

a>lolsunve E(| X |*) < oo oldugunuvarsayalim.| x | > liken| z | < |z |%,| = | < liken| z | <
1oldugundan| X | <14 | X |*ve E(] X |) < 00 olur. Budurumda | Z | < M esitsizlifinden
E(] Z |) < oo ¢ikar. Bu, Adim 1'deki E(| Z |) = oo sonucuyla celisir. Demek ki E(| X |*) = oo.

|

Acik Matematik - acik-matematik.com 65 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

66 Béliim 4. Onemli Siirekli Dagilimlar

Sonug 4.2 (Cauchy Dagiliminin Karakteristik Fonksiyonu). X ~ Cauchy (c, ) ise X ’in moment
tireten fonksiyonu yoktur. Buna karsilik karakteristik fonksiyonu vardir ve

<pX(t)=E(eitX):ei9t_c|t|, teR.

Ispat.

Moment iireten fonksiyonu 0’in bir komsulugunda var olan bir degiskenin her mertebeden momenti vardur.
Teorem 4.9 geregi E(| X |) = oo oldugundan X ’in moment iireten fonksiyonu olamaz.

Standart Cauchy dagiimh Z icin ¢ ,(t) = e~ | * | oldugu Olasilik Teorisi’nde, moment iireten fonksiyonun
teklik teoreminin hemen ardindan gosterildi. X = 0 + cZ oldugundan karakteristik fonksiyonun dogrusal
doniisiim oOzelligi ile

Px(t) = €% p (ct) = et ec | t] = eibt=clt],

Yani Cauchy dagilimini incelemek i¢in moment tireten fonksiyon ise yaramaz; onun yerine her zaman var
olan karakteristik fonksiyon kullanilir. = 0 i¢in karakteristik fonksiyon e~ | * | bicimini alir ve gercel
degerlidir; bu, simetrik dagilimlarin genel bir 6zelligidir.

Teorem 4.10 (Bagimsiz Cauchy Degiskenlerinin Toplami). X ~ Cauchy (¢q,60;) ve Y ~
Cauchy (c,, 0,) bagimsiz ise

X +Y ~ Cauchy (¢; + ¢,,60, +6,).
Ozel olarak X,Y ~ Cauchy (1,0) bagimsiz ise X + Y ~ Cauchy (2,0) dw.
Ispat.

Once bagimsiz degiskenlerde toplamin karakteristik fonksiyonunun carpim oldugunu gorelim. e
e XetY carpiminmi gercel ve sanal kisimlarina ayralim:

it(X+Y)

eUXHY) — [cos(tX) cos(tY) — sin(tX) sin(tY) ]
+i [sin(tX) cos(tY) + cos(tX)sin(tY) | .

Her terim, X’in sinirli bir fonksiyonu ile Y 'nin sinirli bir fonksiyonunun carpimidir. X ile Y bagimsiz
oldugundan bagimsiz degiskenlerde carpimin beklenen degeri beklenen degerlerin carpimidir. Her terimde
bunu uygulayip terimleri yeniden toplarsak

Oxiy(t) = ( Ecos(tX) + iEsin(tX) ) ( E cos(tY) + iEsin(tY) ) = px(t) py(t)
bulunur. Sonug 4.2 ile

90X+Y(t) = eifit—ci | t] giflat—cy | t| — pi(01+02)t—(ci+eo) [T

Bu, Cauchy (¢, + ¢q, 6, + 05) dagiliminin karakteristik fonksiyonudur. Karakteristik fonksiyonun teklik
teoremi geregi X + Y bu dagilima sahiptir. Ozel durum ¢, = ¢ = 1, 0, = 05 = 0 se¢imidir.

|

Bu teoremin sasirtict bir sonucu var. X, ..., X,, bagimsiz ve her biri standart Cauchy dagilimli olsun.
Teorem tiimevarimla uygulanirsa S,, = X; + --- + X, ~ Cauchy (n,0) olur. Ortalamanin dagilim fonk-
siyonu ise

1 1 1 1
%’% < x) =P(S, <nx)= §+;arctan% = §+;arctanx

olur. Yani n gozlemin ortalamasi, tek bir gozlemle ayni dagilima sahiptir. Ortalama almak Cauchy
verisinde yayilimi hi¢ azaltmaz. Bunun nedeni beklenen degerin olmamasidir. Yakinsama ve merkezi limit
teoremi boliimiinde biiytik sayilar yasasinin neden sonlu bir beklenen deger istedigini goriirken bu 6rnege
donecegiz.
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4.7 Cauchy Dagilimi 67

Ornek 4.15 (Standart Cauchy Degiskeninin Tersi). X ~ Cauchy (1,0) olsun. + ~ Cauchy (1,0)
oldugunu gosteriniz.

Cozim.

P(X = 0) = 0oldugundanY = % olasilig1 1 olan bir olayda tanimhdir. g(z) = 1 fonksiyonu (—oo, 0)
ve (0, c0) araliklarinin her birinde kesin azalandir ve her aralig1 kendisine birebir gétiiriir. Iki aralikta
da tersi g~ (y) = i’dir ve

1
y?

dy y

d 1 ’
Doéniisiim teoremi geregi her y # 0 i¢in, y hangi araliktaysa yalmz o araligin katkisiyla

f()_lérl 1 11 1 1 1
L T T I R R

Bu, standart Cauchy yogunlugudur; tek nokta olan y = 0’daki deger dagilimi etkilemez. Demek ki
+ ~ Cauchy (1,0).
]

Ornek 4.16 (Iki Bagimsiz Normal Degiskenin Orani). X ~ N(0,02) ve Y ~ N(0,0?) bagimsiz
olsun. Z = & ~ Cauchy (1,0) oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Bagimsizlik nedeniyle ortak yogunluk marjinallerin ¢arpimidir:

1 122 +y2
fX,Y(x7y) e><p_ ) (ff,y) € RQ‘

~ 2102 202
P(Y =0) =0 oldugundan D = {(,y) : y # 0} acik kiimesinin olasilig1 1’dir. Yardime1 degisken

olarak V' = Y’yi alahm: z = £, v = y déniisiimii D'yi E' = {(2,v) : v # 0} kiimesine birebir gtiiriir.
Tersi x = zv, y = v’dir ve Jacobian’

J:det[g ﬂzv#O

olur. Jacobian doniigiim teoremi geregi

v v? 22
fzv(z,0) = | |e><p— (1+ )), (z2,v) € E.

2mo? 202

Z’nin marjinal yogunlugu icin v {izerinden integral alalim. Integrand v’de ¢ift oldugundan

) 02 2
fz(z) = 2/ 2:02 e>(p— (;:2 )>dv.
0

2
k= 1;7 Z~ dersek

oo —kv? 2
k? gy [ e L O
/0 R T i Tl v

olur. Boylece

1 o? 1
= . = R.
f2(2) o2 1422  7(l+22) €

Bu, standart Cauchy yogunlugudur. ¢ sonugtan diiser, ¢ctinkii X ile Y’yi ayni sabitle 6l¢eklemek orani
degistirmez.
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Log-Normal Dagilim

Gelirler, hisse fiyatlari, parcacik boyutlar: gibi pek cok pozitif biiyiiklik saga carpiktir: cogu deger
kiigiiktiir, ama ¢ok biuiyiik degerler de ara sira gorilir. Bu buyikliklerin logaritmas: ise ¢ogu zaman
simetrik, normale yakin bir dagilim gosterir. Log-normal dagilim bu gézlemi modeller. Bu bolimde In
dogal logaritmadir.

Tanim 4.7 (Log-Normal Dagilim). p € R ve o > 0 olsun. Pozitif degerli bir X rastgele degiskeni
icin Y =1In X ~ N(u,0?) ise X’e pu ve 0 parametreli log-normal dagilima sahiptir denir ve X ~
LogNormal (u,0?) yazilir.

Yani X’in logaritmasi normal dagilimlidir; esdeger olarak Y ~ N (i, 02) icin X = e¥dir. Buradaki x ve
02, X’in degil In X’in beklenen degeri ve varyansidir. Normal dagilimin 6zellikleri Olasilik Teorisi'nde
kuruldu ve bir sonraki béliimde ayrintisiyla ele alinacak.

Teorem 4.11 (Log-Normal Dagilimin Yogunlugu). X ~ LogNormal (u,0?) ise X ’in olasilik yogun-

luk fonksiyonu
11 Inz—p)?
f(z) = ._e{?M} £>0

202

vex < 0 igin f(x) = 0'dw.

Jx)

= pn=0,0=0,25
= u=0,0=05
===nu=0,0=1

——
——

Sekil 4.10: p = 0 igin log-normal yogunluklar. Hepsi pozitif eksende yasar ve saga ¢arpiktir; o bityiidiikce tepe
sola kayar, sag kuyruk uzar.

ispat.
X =g(Y) =eY yazalim. g fonksiyonu R’yi (0,00)’a birebir ve kesin artan bicimde gotiiriir. Tersi
g1 (z) = Inx siirekli tiirevlenebilirdir ve % Inz = %’tir, Doniisiim teoremi geregi x > 0 igin

1 1 Inz—p)?| 1
f(fr):fy(lnff)';: U\/ﬁex{p—( 202”) ] =

X yalmz pozitif degerler aldigindan x < 0 icin yogunluk sifirdir.
u

Teorem 4.12 (Log-Normal Dagilimin Momentleri). X ~ LogNormal (u, 0?) ise her reel s icin
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4.8 Log-Normal Dagilim 69

2

E(X?) = esitzs°0”,
Ozel olarak
E(X) = ert37”, Var (X) = e2#+20° _ g2u+0® — 2uto? ( e’ —1 ) -

Ispat.
Y=InX~ N(ui 0?) olsun. Normal dagilimin moment iireten fonksiyonu her t € R icin My (t) =
E ()= ethtaot i X5 = (€¥)* = e*¥ oldugundan

E(X*)=E (e )= My(s) = esr+35°",
s=1icin B(X) = el3°", s = 2 icin E(X?) = €2**29” bylunur. Varyans hesap formiiliiyle
Var (X) — E(X2) _ ( E(X))2 — e2u+2a2 _ 62(u+%02) — €2u+2a2 _ €2H+02.

2 ; e
Ortak carpan e®**°" parantezine alininca ikinci bicim cikar.
|

Yani log-normal degiskenin ortalamasi e” degil, ondan biiyiik olan el +o? 122 dir. Ote yandan P(X <
e") = P(Y < p) = % oldugundan e medyandir. Ortalamanin medyandan biiyiik olmasi saga ¢arpikligin
isaretidir: az sayidaki ¢ok bityiik deger ortalamay yukar ¢eker.

Ornek 4.17 (Standart Log-Normal Degiskenin Ortalamasi ve Varyansi). X ~ LogNormal (0, 1)
olsun. E(X), Var (X) ve X’in medyanini bulunuz.

Coziim.
1 =0veo? =1icin Teorem 4.12

E(X)=¢e?=\/e~1,6487, Var (X)=e?>—e' =e(e—1) ~4,6708

verir. Medyan €® = 1°dir. Ortalama medyanin yaklasik 1, 65 katidir.
|

Ornek 4.18 (Log-Normal Olasiligin Normal Tablodan Hesab1). Bir bolgedeki hanelerin aylik geliri
X (on bin TL) log-normal dagilimlidir; In X’in beklenen degeri u = 1, varyansi o2 = 0, 25tir. Rastgele
secilen bir hanenin gelirinin 4’1 (yani 40 000 TL’yi) asmama olasiligini bulunuz.

Cozim.
Y =InX ~ N(1,0,25) ve 0 = 0,5tir. In kesin artan oldugundan X < 4 ile Y < In4 aym olaydir.
In4 =~ 1, 3863 ve standartlastirmayla

1,3863 — 1
P(X§4):P(Yg1n4):€2<&

=P(Z <
< 2EE=N) Pz <o)

bulunur; burada Z ~ N (0, 1) ve z degeri iki ondalifa yuvarlandi. Standart normal tablosundan P(0 <
Z <0,77) = 0,2794 okunur. Simetri nedeniyle P(Z < 0) = 0, 5 oldugundan
P(X <4)=0,540,2794 =0, 7794.

Hanelerin yaklasik %78’inin geliri 40 000 TL’yi agsmaz.
]

Bu bolimde tanidigimiz aileler birbirine sikica baghdir: {istel dagilim gammanin 6zel halidir, bagimsiz
ustellerin toplami gamma, iki gammanin oram beta dagilimlidir. Weibull astelin bir kuvveti, log-normal
ise normalin tstelidir. Cauchy dagilimi bir normal oram olarak ortaya ¢ikar ve momentlerin her zaman
var olmadigin hatirlatir. Sirada biitiin bu ailelerin merkezinde duran dagilim var: Normal Dagilim.
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5.1

5. Normal Dagilim

Olgiim hatalar, boy ve agirlik gibi biyolojik biiyiikliikler, sinav notlari, iiretim hattindan ¢ikan parcalarin
boyutlar:... Birbirinden ¢ok farkli bu verilerin histogramlar: sasirtici bicimde aym sekle benzer: ortada
tepe yapan, iki yana dogru simetrik bicimde azalan bir ¢an. Bu ¢canin matematiksel ad1 normal dagilimdir.
Normal dagilim istatistigin merkezindedir, ¢inkii 6rneklem ortalamalar: ve toplamlar, kitlenin dagilimi
ne olursa olsun, bityiik 6rneklemlerde yaklagik olarak normal dagilir. Bu béliimde normal egrinin 6zellik-
lerini, normal rastgele degiskenlerle hesap yapmay1 ve binom olasiliklarini normal dagilimla yaklagik
hesaplamay1 6grenecegiz.

Normal Egri ve Ozellikleri

Normal dagilim olasilik teorisinden tanidik bir dagilimdir; 6nce tanimini hatirlayip egrisinin bi¢imini
inceleyelim.
i € Rve o > 0 olmak iizere, olasilik yogunluk fonksiyonu

e Gl
2 o
f(z) G e , zeR
olan X rastgele degiskenine normal dagilimli denir ve X ~ N(u,0?) yazilir (Olasilik Teorisi'ndeki
tanim). Birinci parametre y dagilimin ortalamasi (beklenen degeri), ikinci parametre o2 ise varyansidir;
o standart sapmadir. Gosterimde ikinci yere standart sapmanin degil varyansin yazildigina dikkat edin:
X ~ N(3,4) ise 0 = 2’dir. Normal egriye can egrisi ya da Gauss egrisi de denir.
Normal egrinin bi¢imini beg 6zellik belirler.
Onerme 5.1 (Normal Egrinin Temel Ozellikleri). X ~ N(u,0?) ve f, X in yogunlugu olsun.
1. Egri ortalama etrafinda simetriktir: her h icin f(u + h) = f(u — h).
2. Egri en biiyiik degerini x = p’de alir ve bu deger m}% dir.
3.y = 0 dogrusu (yani x ekseni) egrinin yatay asimptotudur.
4. Egri ile x ekseni arasinda kalan alan 1°dir:

o ]. 1/z—p\2
/ e 2(5") dr = 1.

o OV 2T

5. Egrinin konumunu p, yayilimini o belirler: u degisince egri yatay olarak kayar; o biiyidiikce tepe alcalir
ve egri iki yana yayilir.

o = 3, ortalamalar farkhi p = 0, standart sapmalar farkli

p=0 p=5 p=10

0,1 T

0,05 T

Sekil 5.1: Solda standart sapmast 3 olan, ortalamalari 0, 5 ve 10 olan ii¢c normal egri: u degisince egrinin
bicimi ayni kalir, yalniz yatay olarak kayar. Sagda ortalamasi 0, standart sapmalari 2, 4 ve 8 olan ii¢ normal
egri: o biiyiidiikce egri basiklasir ve yayilir, altindaki alan yine 1 kalir.
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5.2

72 Boliim 5. Normal Dagilim

ispat.
Kisalik icin iisteki ifadeyi u(zx) = —<w2_a’§)2 ile gosterelim; f(x) = m}ﬂ ev(®)
1. Simetri. u(pu + h) = —% veu(p — h) = —(;:2)2 = —% oldugundan iisler esittir, dolayisiyla f(u +

B) = F(u—h).
2. Maksimum. Her z icin (z — p)? > 0 oldugundan u(x) < 0°dir ve esitlik yalniz x = p’de saglanir. Ustel
fonksiyon artan oldugundan e**) < €° = 1, yani

fl@) < —— = f(),

027r_

ve esitlik yalniz x = p icin gecerlidir.

3. Asimptot.  — +oo iken (x — pu)? — oo, dolayisiyla u(xz) — —oo ve e“®*) — 0 olur. Demek ki
f(z) = 0. Ote yandan f(x) > 0 oldugundan egri = eksenine hichir zaman degmez; y = 0 bir yatay
asimptottur.

4. Toplam alan. z = *=£ degisken degistirmesini yapalim; dx = o dz olur ve x, —oc dan oo’a giderken
z de oyle gider:

o0 1 1/z—p\2 ]. o 2
e 2(5) dx = —/ e %124z
/_Oo oV 2m V2 J_ o

Son integralin degeri\/2m ‘dir; bu, integrali karesini alip kutupsal koordinatlara gecerek hesaplayan klasik
yolla Olasilik Teorisi’nde ispatlandi. Dolayisiyla alan % = 17dir.
Ayni deger gamma fonksiyonundan da okunabilir. Simetri nedeniyle biitiin dogru iizerindeki integral, yar
dogru iizerindekinin iki katidir:

/OO

oo

2 © 2
e ? /2dz:2/ e~ %12 dz.
0

Sagdaki integralde w = 2% /2 alirsak z = V2w ve dz = \;lT% olur:
/ e 12 dy = L/ w2 doy = _F(1/2) = ﬁ
0 V2 Jq V2 V2

Iki kat1 %E = \/2n dir. Yani normal yogunlugun toplam alaninin 1 olmasy, T'(1/2) = \/7 esitligiyle ayni
seydir.

5. Parametrelerin etkisi. p yalniz x — p fark: icinde gegtiginden N (u,02) egrisi, N(0,02) egrisinin p
birim saga kaydirilmisidir; bicim degismez. Tepenin yiiksekligi ﬁﬂ’ o ile ters orantilidir. Toplam alan
her zaman 1 kaldigina gore, tepe algalirken kiitle iki yana yayilmak zorundadir. Egrinin biikiim noktalar
da x = p + o’dadir; yani o egrinin “omuzlarinin” ortalamaya uzaklhgini élcer.

|

Besinci 6zellik modellemede 6nemlidir: varyans: kigiik bir dagilimin degerleri ortalamanin ¢evresinde
toplanir, varyans: bityiik olaninki genis bir araliga dagilir. Bir iiretim siirecinde hedef 6l¢iiytl tutturmak
ortalamayi ayarlamak, 6l¢tilerin tutarli olmas ise varyans: kii¢iiltmek demektir.

Moment Ureten Fonksiyon

Normal dagilimin moment tireten fonksiyonu ¢ok basit bir bicimdedir ve bu bolimdeki bir¢ok sonucun
kisa yoldan ispatini saglar.
X ~ N(u,o?)ise

a2¢2

Mx(t)=FE (*)=eM"2",  teR,

ve buradan E(X) = u, Var (X) = o2 bulunur. Hesap, integrandin iissiinii kareye tamamlayarak yapilir
ve Olasilik Teorisi'nde ayrintisiyla verilmistir. Standart normal icin p = 0, 0 = 1 aliur ve M, (t) = e*/2
olur.
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5.2 Moment Ureten Fonksiyon 73

Usteki ifade ¢’'nin ikinci dereceden bir polinomudur: #’nin katsayisi ortalamay1, ¢'nin katsay1si varyansin
yarisini verir. Moment iireten fonksiyon dagilimu tek tiirli belirledigi icin (teklik teoremi), bu bicimde bir
moment tireten fonksiyona sahip her rastgele degisken normal dagilimlidir ve parametreleri dogrudan
okunur.

Ornek 5.1 (Moment Ureten Fonksiyondan Dagilimi1 Okumak). X rastgele degiskeninin moment
iireten fonksiyonu My () = €3+2° ¢ € R ise X’in dagilimi nedir?

Coziim. )
Verilen ifadeyi e 3~ jle kargilagtiralim. ¢'nin katsayisindan p = 3 bulunur. ¢2’nin katsayisi "72 =2
oldugundan 0% = 4’tiir. Teklik teoremi geregi

X ~ N(3,4).

Ornek 5.2 (Varyans1 On Iki Olan Normal). X rastgele degiskeninin moment iireten fonksiyonu
My (t) = €376 ¢ € R ise X’in dagilimi nedir?

Cozim.
t'nin katsayis1 y = 3’tiir. *’nin katsayisi %2 = 6 oldugundan o = 12’dir. Buna gore X ~ N(3,12).
]

Ornek 5.3 (Ortalamas1 Negatif Olan Normal). X rastgele degiskeninin moment iireten fonksiyonu
My (t) = e 24 ¢ € Rise X’in dagilimi nedir?

Coziim.
t’nin katsayis1 y = —2’dir. t2’nin katsayisi "72 = 4 oldugundan ¢? = 8dir. Buna gore X ~ N(—2,8).
|

Ortalama ve varyans bir normal dagilimi tiimiiyle belirler. Ama bu, ortalamasi ve varyansi ayni olan iki
rastgele degiskenin ayni dagilima sahip oldugu anlamina gelmez.

Ornek 5.4 (Ayn1 Ortalama ve Varyans, Farkli Dagilim). X ~ N(3,3) ve Y, A\ = 3 parametreli
Poisson dagilimina sahip olsun. E(X) = E(Y) ve Var (X) = Var (Y) oldugunu gésterip X ile Y nin
ayni dagilima sahip olup olmadigini belirleyiniz.

Coziim.

Normal dagilimda parametreler ortalama ve varyanstir: E(X) = 3, Var (X) = 3. Poisson dagiliminda
ortalama da varyans da X’ya esittir: E(Y) = 3, Var (Y') = 3. Yani ilk iki moment aynidur.

Moment iireten fonksiyonlar: karsilagtiralim:

My (t) = e3t+3” My (t) = 31,
Bu iki fonksiyon farklidir; 6rnegin ¢ = 1°de
My (1) =e* ~ 90,0, My (1) =3V ~ 515 ~ 173,3.

Ayni dagilima sahip iki rastgele degiskenin moment iireten fonksiyonlar: her noktada esit olurdu;
oyleyse X ile Y’nin dagilimlar: farklidir. Bunu dogrudan da gorebiliriz: Y yalmiz 0, 1, 2, ... degerlerini
alir ve P(Y = 0) = e3 > 0’dur; X ise siirekli oldugundan her tek noktayi sifir olasilikla alir.

Sonug: ortalama ve varyans bir dagilimi genelde belirlemez. Normal dagilimda belirlemesinin nedeni,
normal ailesinin yalmz bu iki parametreye bagl olmasidir.

]
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74 Boliim 5. Normal Dagilim

Dogrusal Doniisiimler ve Bagimsiz Normallerin Birlesimleri

Normal dagilimin en kullanish yani, dogrusal islemler altinda normal kalmasidir: normal bir degiskeni
olgekleyip kaydirmak ya da bagimsiz normalleri toplamak yine normal bir degisken verir.
X ~ N(u,0?), c # 0ve d gercel sayilar ise Y = ¢X + d i¢cin moment iireten fonksiyon

20242

My (t) = E ( etlcX+d) )= et My (ct) = eler+di+=5t

olur; bu, N(cu + d, c?0?) dagiliminin moment iireten fonksiyonudur. Demek ki Y ~ N (cu + d, c?0?)
(Olasilik Teorisi'ndeki 6nerme). Benzer bicimde, X; ~ N(u;,0?) (i = 1,...,n) bagimsiz ise toplamlar
N ( Spg, S o? ) dagilimhdir (bagimsiz normallerin toplami). Bu iki sonucu tek bir ifadede birlestirelim.

Sonu¢ 5.1 (Bagimsiz Normallerin Dogrusal Birlesimi). X,,..., X, bagimsiz, her i icin X, ~
N(p;,02) olsun ve ay, ..., a,, hepsi birden sifir olmayan gercel sayilar olsun. O zaman

n
2 2
2ot
=1

1=

ale + ot a‘an ~ N (Zai:u‘i)
=1
Ozel olarak, X, ile X, bagimsiz ve X; ~ N (p;,0?) ise
D=X,—Xy~N (g —pg,0f+03).
ispat.

L=a,X,++a,X, divelim. X, ler bagimsiz oldugundan e'®
bagimsiz degiskenlerin ¢carpiminin beklenen degeri, beklenen degerlerin ¢arpimidir:

M;(t)=E (ﬁ etaiXi ) = f[ E (elet)Xi) = f[ My (a;t).
=1 =1 =1

Her ¢arpana normalin moment iireten fonksiyonunu yazalim:

X1 .., et Xn de bagimsizdir ve

a?a?tQ

My (a,) = ersest+°5%

Ustel fonksiyonlarin carpiminda iisler toplanir:

M, (t) :exp((iaiui ) t+(iafoi2 ) g) .

a; ’lerden en az biri sifirdan farkli ve her 2 > 0 oldugundan y" a?c? > 0’dir. Dolayistyla M, ortalamast
> a;p; ve varyanst Y a?0? olan normal dagilimin moment iireten fonksiyonudur; teklik teoremi geregi
L bu dagilima sahiptir.

Fark icinn = 2, a; = 1, ay = —1 aliir: ortalama pi, — o, varyans 1202 + (—1)%02 = 0? + o2 olur.
|

Yani ortalamalar katsayilarla birlikte toplanir, ama varyanslar katsayilarin kareleriyle toplanir; ¢iinkii
Var (aX) = a? Var (X)’tir. Bu yiizden iki bagimsiz degiskenin farkinda bile varyanslar toplanir, asla
cikarilmaz. Cikarisaydi, 6rnegin varyans: kiiciik bir degiskenden varyansi biiyiik olani ¢ikardigimizda
negatif bir varyans bulurduk; bu imkéansizdir. Sezgisel olarak: iki belirsiz biiyiikliigiin farks, her birinden
daha belirsizdir.

Ornek 5.5 (U¢ Normalin Toplami ve Farki). X ~ N(3,5), Y ~ N(2,4) ve U ~ N(1,3) bagimsiz
olsun. X + Y — U rastgele degiskeninin dagilimini bulunuz.

Coziim.

Sonu¢ 5.1'iay =1, ay = 1, a3 = —1 ile uygulayalim. Ortalama
EX+Y-U)=3+2—-1=4,

varyans
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5.3 Dogrusal Dontisiimler ve Bagimsiz Normallerin Birlesimleri 75

Var (X +Y —-U)=12-5+12-4+(-1)?-3 =12.

Buna gore X +Y — U ~ N(4,12).

Isaretler yalniz ortalamayi etkiler, varyansi etkilemez. Ornegin X — Y + U icin ortalama 3 — 2+ 1 =
2,varyansyine 5 +4 4+ 3 = 12°dir: X — Y + U ~ N(2,12).

|

Ornek 5.6 (Katsayili Dogrusal Birlesim). X ~ N(3,5),Y ~ N(2,4) ve U ~ N(1,3) bagimsiz olsun.
3X —2Y + 5U rastgele degiskeninin dagilimimi bulunuz.

Coziim.
Katsayilar a; = 3, a; = —2, a3 = 5’tir. Ortalama

3-3—2-2+5-1=9-445=10,
varyans ise katsayilarin kareleriyle
32.5+(—2)2-4+52.3=45+16+ 75 = 136.

Buna gore 3X — 2Y + 5U ~ N(10,136).

Aymni yolla —X + 2Y — 3U igin ortalama —3 +4 — 3 = —2, varyans 5+ 4 -4+ 9 -3 = 48 bulunur:
—X +2Y —3U ~ N(—2,48).

n

Standart Normal Dagilim ve Tablo Kullanimi

Normal dagilimla olasilik hesaplamak, yogunlugun bir aralik iizerindeki integralini almak demektir. Bu
integral elemanter fonksiyonlarla yazilamaz; bu yiizden hesap tek bir 6zel normal dagilima indirilir ve
onun degerleri tablodan okunur.

Ortalamas1 0, varyansi 1 olan N (0, 1) dagilimina standart normal dagilim denir (Olasilik Teorisi' ndeki
tanim); standart normal degisken genellikle Z ile gosterilir ve yogunlugu

1
f(z)= e 22, zeR

olur. Her normal degisken standart normale doniistiiriilebilir: X ~ N (u,o?) ise

X—p

Z = ~ N(0,1

LMY

(standartlastirma teoremi). Bu, yukaridaki ¥ = c¢X + d doéntsiimiinde ¢ = % ve d = —% alinmasidir:
2’

ortalama £ — £ = 0, varyans Z; = 1 olur. Ortalama ve varyansi dogrudan da kontrol edebiliriz. y ve o

sabit oldugundan beklenen degerin disina cikarlar:

E(Z):E(X)—u:u—u:

g g

0, Var (Z):i2 Var (X) = = = 1.
g

o2

Burada paydanin sabit olmasi énemlidir: payda da rastgele olsaydi, genelde F(X/Y) # E(X)/E(Y)
olurdu.

Standartlastirma bir olasilik hesabini soyle dontstiirir: o > 0 oldugundan a < X < b esitsizligi, her
tarafindan p ¢ikarip o’ya boliince yoniini korur ve

_ b
P(a<X<b):P<ao'u<Z<Tu>

olur. Sagdaki olasilik standart normal egrisinin altindaki bir alandir. Bu alan Taylor serisi ya da Simpson
yontemi gibi sayisal yollarla da hesaplanabilir; ama bir kez hesaplanip tabloya dokilmis degerleri
kullanmak ¢ok daha pratiktir. Kitabin sonundaki standart normal tablosu, z > 0 i¢in 0 ile z arasindaki
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alani, yani P(0 < Z < z) olasilifini dort ondalikla verir. Z siirekli oldugundan esitsizliklerin < ya da <
olmasi sonucu degistirmez.

© Standart normal tablosunu kullanmak iic adimda

1. Standartlastir. Olay1 X cinsinden yazin; sinirlardan p ¢ikarip o’ya bolin ve bulunan z degerlerini
iki ondaliga yuvarlayin.

2. Alanlar1 0’dan baslat. Egri 0’a gore simetriktir ve iki yarisinin her birinin alani 0, 5’tir. Bu yiizden
her olasilik 0’dan baglayan alanlarla yazilabilir. z > 0 ve a,b > 0 i¢in (iglinci satirda a < b):

P(Z>2)=0,5—P(0<Z<z),
P(—2<Z<0)=P0<Z<2z),
Pla<Z<b)=P(0<Z<b)—P0<Z<a),

P(—a<Z<b)=P0<Z<a)+P0<Z<b).

3. Tablodan oku. z’nin tam kismu ile ilk ondalig1 satiri, ikinci ondalig: siitunu belirler; kesisimdeki
say1 P(0 < Z < z)’dir.
Her adimda egriyi kabaca ¢izip istenen alani taramak, igaret hatalarini 6nlemenin en iyi yoludur.

Ornek 5.7 (Tablodan Alan Okumak). Z ~ N(0,1) icin P(0 < Z < 1, 25) olasiligini standart normal
tablosundan bulunuz.

Cozim.

z = 1,25’in tam kismu ile ilk ondalig1 1, 2, ikinci ondalig1 0, 05’tir. Tabloda 1, 2 satiriile 0, 05 siitununun
kesigimi okunur:

P(0 < Z <1,25) = 0,3944.

Bu, standart normal egrisinin altinda 0 ile 1, 25 arasinda kalan alandir.

Sekil 5.2: Standart normal egrisinin altinda 0 ile 1,25 arasinda kalan alan: tablonun 1,2 satir1 ile 0,05
stitununun kesistigi deger, P(0 < Z < 1,25) = 0,3944.

Ornek 5.8 (Standartlastirarak Olasilik Hesab1). X ~ N(3,4) ise P(3 < X < 5) olasiligini bulunuz.
Coziim.
Parametreler ;1 = 3 ve 02 = 4’tiir; standart sapma o = 2’dir. Her taraftan 3 ¢ikarip 2’ye bolelim:

3—3<X—3<5—3
2 2 2

PB<X<®=P( ):P@<Z<U

Standart normal tablosunun 1, 0 satir1 ile 0, 00 stitunundan
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PB<X<5)=P0<Z<1)=0,3413.

z=
(x-3)/2

Sekil 5.3: Standartlagtirma alani korur: N(3, 4) egrisinin altinda 3 ile 5 arasinda kalan alan, z = (x - 3)/2
doniisiimiiyle standart normal egrisinin altinda 0 ile 1 arasinda kalan alana doéniisiir; ikisi de 0,3413't{ir.

Siradaki ii¢ 6rnek ayni veriyi kullanir: iiniversiteye giden erkek 6grencilerin agirliklar: (kg) 68, 5 ortala-
mali ve 2,3 standart sapmali normal dagilima sahiptir. X rastgele secilen bir 6grencinin agirlig1 olsun;
X ~ N(68,5;2,32%). Gerekli standartlagtirmalar:

72— 68,5 70 — 68,5 65 — 68,5
—— "~ 1,52 —x — ~ —1,52.
2,3 52, 2,3 0,63, 2,3 X

Ornek 5.9 (Agirhigin 72 Kilogrami Asmasi). Ogrenci agirliklar1 X ~ N (68, 5; 2, 32) ise P(X > 72)
olasiligini bulunuz.

Coziim.
Standartlagtiralim:
72 — 68,5

P(X>72):P(Z> o3

) = P(Z >1,52).

Sag yarinin alam 0, 5’tir; bundan 0 ile 1,52 arasindaki alani ¢ikaririz. Tablodan P(0 < Z < 1,52) =
0,4357 oldugundan
P(X >172)=0,5—0,4357 = 0,0643.

Ogrencilerin yaklagik %6’s1 72 kilogramdan agirdur.

Sekil 5.4: Agirliklar N(68,5; 2,3%) dagilimli. X > 72 olay1 Z > 1,52 olayina karsilik gelir; sag kuyrugun
alani 0,5 — 0,4357 = 0,0643'tiir. Eksenin altindaki ikinci satirdaki sayilar X'in karsilik gelen degerleridir.
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Ornek 5.10 (Agirligin 70 ile 72 Kilogram Arasinda Olmasi). Ogrenci agirliklar1 X ~ N (68, 5; 2, 3%)
ise P(70 < X < 72) olasihigini bulunuz.

Coziim.
Standartlagtiralim:

70 — 68,5 72 — 68,5
—_— << —

P(70<X<72):P( % %

):P(O,65 < Z<1,52).

Iki smir da 0'1in saginda oldugundan biiyiik alandan kiiciikk alani ¢ikaririz. Tablodan P(0 < Z <
1,52) = 0,4357 ve P(0 < Z < 0,65) = 0, 2422:
P(70 < X < 72) =0,4357 — 0,2422 = 0,1935.

Ogrencilerin yaklagik %19 unun agirhigi 70 ile 72 kilogram arasindadir.

Sekil 5.5: 70 < X < 72 olay1 0,65 < Z < 1,52 olayina karsilik gelir; tarali alan 0,4357 - 0,2422 = 0,1935'tir.

Ornek 5.11 (Agirligin 65 ile 70 Kilogram Arasinda Olmasi). Ogrenci agirliklar1 X ~ N(68,5; 2, 32)
ise P(65 < X < 70) olasiligini bulunuz.

Coziim.
Standartlagtiralim:

65 — 68,5 70 — 68,5
—_— << —

P(65<X<70):P( o X

) = P(—1,52 < Z < 0,65).

Bu kez aralik 0’1 igerir; alan1 0’da ikiye bélip iki parcay: toplariz. Simetriden sol parcanin alam P(0 <
Z < 1,52)’ye esit oldugundan

P(65 < X < 70) = 0,4357 + 0, 2422 = 0, 6779.

Ogrencilerin yaklasik %68 inin agirlig1 65 ile 70 kilogram arasindadr.
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Sekil 5.6: 65 < X < 70 olay1 -1,52 < Z < 0,65 olayina karsilik gelir; aralik 0'1 icerdigi igin iki tablo alan
toplanir: 0,4357 + 0,2422 = 0,6779.

Olasiliktan Degere: Kantiller

Simdiye kadar bir aralik verip olasiligini bulduk. Uygulamada ¢ogu zaman soru terstir: “Ogrencilerin en
basarilt %5 ine girmek icin ka¢ puan gerekir?” Bu tiir sorular, belli bir olasilig1 solunda birakan noktay1
bulmay: gerektirir.

Tanim 5.1 (Standart Normal Dagilimin Kantili). Z ~ N(0,1) ve 0 < p < 1 olsun.
P(Z<2z,)=p

esitligini saglayan z,, sayisina standart normal dagilimin p kantili denir.

Yani z,, standart normal egrisinin altinda solunda p kadar alan birakan noktadir. Dagilim fonksiyonu
stirekli ve kesin artan oldugundan her p icin boyle tek bir nokta vardir. Egri 0’a gore simetrik oldugundan
2y_, = —z, dir; drnegin z( o5 = —zy g5 Kantil kitap boyunca hep bu bi¢imde, sol kuyruk alaniyla goste-
rilecektir.

p>0,5ise PO Z < zp) = p — 0,5 olur; bu yiizden z,, standart normal tablosunun i¢inde p — 0,5
aranarak bulunur. ki énemli 6rnek:

* 29 g5 icin tabloda 0, 45 aranir. P(0 < Z < 1,64) = 0,4495ve P(0 < Z < 1,65) = 0,4505 oldugundan
0,45 tam ortadadir ve z; g5 = 1,645 alinir.

* Zp 975 icin tabloda 0, 4750 aranir ve tam olarak 1, 96 satir ve siitununda bulunur: z; 75 = 1, 96.

Genel bir normal icin X = y + 0Z yazlabildiginden, X ~ N(u,0?) nin solunda p alan birakan nokta

p+ oz, dir.

Ornek 5.12 (Sag Kuyrugu Yiizde Bes Olan Nokta). X ~ N(3,36) olsun. P(X > z,) = 0, 05 oldu-
guna gore z sayisin bulunuz.

Coziim.
© = 3 ve 0 = 6°dir. Standartlagtiralim:

Ty — 3

P(X>m0):P(Z> )=0,05.

Saginda 0, 05 alan kalan noktanin solunda 0,95 alan kalir; yani = % sayisi .95 = 1,645’tir:

To—3

=1,645 = x,=3+6-1,645=12, 87
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Sekil 5.7: X ~N(3, 36) i¢in sag kuyrugun alani 0,05 olacak bicimde segilen nokta: x, =3 + 6 - 1,645
~ 12,87.

Ornek 5.13 (Saginda Yiizde Doksan Bes Kalan Nokta). X ~ N(3,36) olsun. P(X > —z,) = 0,95
olduguna gore x, sayisini bulunuz.

Cozim.
Standartlagtiralim:

—Zg—3

P(X>—-z)=P(2Z
(>ac0)(>6

) =0,95.

Saginda 0, 95 alan kalan noktanin solunda 0, 05 alan kalir; bu nokta 2 o5 = —2( g5 = —1, 645tir. Sa§
tarafta bu kadar bityiik bir alan kalmast i¢in noktanin 0’mn solunda olmas: gerektigi sekilden de goriiliir.
Buna gore

—xg—3
6

=-1,645 = -2,—3=-9,87 = x,=06,8T.

Sekil 5.8: X ~N(3, 36) icin P(X > —x,) = 0,95 kosulu: —x, noktasinin sagindaki alan 0,95, solundaki alan
0,05'tir; buradan x, ~ 6,87 bulunur.

Ornek 5.14 (En Yiiksek Harf Notu icin Gereken Puan). Bir istatistik sinavinda notlar 70 ortalamali
ve 10 standart sapmali normal dagilima sahiptir. Ogrencilerin %51 “AA” almigtir. “AA” alabilmek igin
gereken en dusiik not nedir?

Cozim.
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X bir 6grencinin notu olsun: X ~ N(70,100). “AA” i¢in gereken en diisiik not a ise, notlarin %5'i a’'nin
tstiindedir: P(X > a) = 0, 05. Standartlagtiralim:

— 70 — 70
e aT — 29,95 = 1,645.

P(X>a):P(Z> ):0,05

Buradan a = 70 + 10 - 1,645 = 86, 45 bulunur. “AA” alabilmek i¢in yaklasik 86, 5 puan gerekir.
|

5.6 Normal Dagilimla Hesaplar

Asagidaki orneklerde 6grendigimiz araclari birlikte kullaniyoruz: standartlagtirma, tablo okuma ve
bagimsiz normallerin birlegimleri.

Once bir kitle problemi. Bir olaym olasilig1 p ise, n kisilik bir toplulukta bu olayin gerceklestigi kisi say1st
Binom (n, p) dagilimlidir ve beklenen degeri np’dir (binomun beklenen degeri). “Kag kisi?” sorusuna bu
beklenen say1 ile yanit veririz.

Ornek 5.15 (Boyu 175 Santimetreden Uzun Ogrenciler). 500 6grencinin boy uzunluklar1 (cm)
N(167, 81) dagilimina sahiptir. Boyu 175 cm’den uzun olan 6grenci sayisini bulunuz.

Coziim.
X rastgele secilen bir 6grencinin boyu olsun; 1 = 167, ¢ = 9. Standartlastiralim; W = % ~ 0, 89:

P(X > 175) = P(Z > 0,89) = 0,5 — 0,3133 = 0, 1867.

Beklenen 6grenci sayis1 500 - 0, 1867 = 93, 35’tir; yaklagik 93 6grencinin boyu 175 cm’den uzundur.
|

Ornek 5.16 (Boyu En Cok 160 Santimetre Olan Ogrenciler). 500 6grencinin boy uzunluklari (cm)
N(167,81) dagilimina sahiptir. Boyu 160 cm’ye esit ya da daha kisa olan 6grenci sayisini bulunuz.

Coziim.
p=167,0 =9 ve 100167 — _T ~ 0, 78'dir:

P(X <160) = P(Z < —0,78).
Simetriden sol kuyruk, sagdaki esi P(Z > 0, 78)’e esittir:
P(Z <—0,78) =0,5—0,2823 = 0,2177.

Beklenen say1 500 - 0,2177 = 108, 85tir; yaklasik 109 6grencinin boyu 160 cm ya da daha kisadir.
|

Ornek 5.17 (Boyu 162 ile 170 Santimetre Arasinda Olan Ogrenciler). 500 6grencinin boy uzunluk-
lar1 (cm) N (167, 81) dagilimina sahiptir. Boyu 162 ile 170 cm arasinda (uglar dahil) olan grenci sayisini
bulunuz.

Cozim.
p=167, 0 =9. Siirlar 262167 = 3 ~ 0,56 ve 1705167 =
iki alan toplanir:

3+ ~ 0, 33’tiir. Aralik 0’1 icerdiginden

P(162 < X < 170) = P(—0,56 < Z < 0,33) = 0, 2123 + 0,1293 = 0, 3416.

Beklenen say1 500 - 0, 3416 = 170, 8dir; yaklasik 171 &grencinin boyu 162 ile 170 cm arasindadir.
n

Siradaki i¢ 6rnekte X ve Y bagimsiz, sirasiyla 10 ve 15 ortalamali, 3 ve 4 standart sapmali normal
degiskenlerdir: X ~ N(10,9),Y ~ N(15,16). Sonug 5.1 geregi
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X+Y ~N(2525), X—Y~N(—525), Y—Xn~ N(5,25);

l¢tiniin de standart sapmasi /25 = 5’tir.

Ornek 5.18 (Toplamin Ortalamay1 Asmas1). X ~ N(10,9) ile Y ~ N(15,16) bagimsiz ise P(X +
Y > 25) olasilifini bulunuz.

Cozim.
X +Y ~ N(25,25) oldugundan

25—25

P(X+Y>25):P(Z> ):P(Z>O):0,5.

Bu, simetriden beklenen sonugctur: normal bir degiskenin ortalamasini agma olasilig1 0, 5’tir.
|

Ornek 5.19 (Toplamin Bir Aralikta Olmas1). X ~ N(10,9)ile Y ~ N(15,16) bagimsiz ise P(10 <
X +Y < 30) olasiigin bulunuz.

Cozim.
X +Y ~ N(25,25); standartlagtiralim:

Z<
5 5

=P(-3<Z<1).

10 — 25 30 — 25
P(10<X+Y<30):P( )

Aralik 0’1 igerir; tablodan P(0 < Z < 3) = 10,4987 ve P(0 < Z < 1) = 0, 3413:
P(10< X +Y < 30) =0,4987 + 0, 3413 = 0, 8400.

Ornek 5.20 (Farkin Olasiligr). X ~ N(10,9)ile Y ~ N(15,16) bagimsiz ise P(X — Y < —5) olasi-
ligin1 bulunuz.

Cozim.
Sonug 5.1 geregi fark icin ortalamalar ¢ikarilir, varyanslar toplanir:

X —Y ~ N(10 — 15,9 + 16) = N(—5, 25).

Standartlagtirma her zaman oldugu gibi “degisken eksi kendi beklenen degeri, bélii kendi standart

sapmas1” bicimindedir:

X—-Y—(-5) < —5—(—5)
5 - 5

P(X—Y§—5):P( >:P(2§0)=0,5.

5.7 Binom Dagilimina Normal Yaklagim
Binom olasiliklar1 n bityiidiikce elle hesaplanamaz hale gelir: 500 denemede “275’ten fazla basar1” olasiligi,
iki yliz yirmi beg ayr1 terimin toplamidir. Neyse ki n biytidiik¢e binom dagiliminin ¢ubuk grafigi bir can

egrisine benzer ve olasiliklar normal dagilimla yaklasik hesaplanabilir.
X ~ Binom (n,p) ve ¢ = 1 — p olsun. Hatirlatalim (Olasilik Teorisi'ndeki tanim):

PX=1z)= (Z)p’”q”’z, x=0,1,...n; E(X)=np, Var (X)=npq.

Binomu yaklagik olarak temsil edecek normal dagilim, ayn: ortalama ve varyansa sahip olan N (np, npq)
dagilimidir.
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Teorem 5.1 (De Moivre-Laplace Teoremi). 0<p <1 sabit, g=1—p ve her n icin X, ~
Binom (n, p) olsun. Z ~ N(0,1) ise her a < b i¢in

X, —np
lim Pla<—=2——<b)\=Pla<Z<)D).
n—o0 ( - \/npq - ) ( - _)

Yani n buyiikken X,,, N(np,npq) dagilml bir degisken gibi davranir. X,,, basar1 olasilig1 p olan n
bagimsiz Bernoulli degiskeninin toplami oldugundan bu teorem merkezi limit teoreminin 6zel bir halidir;
ispatini Yakimsama ve Merkezi Limit Teoremi béliimiinde genel teoremle birlikte verecegiz.

Yaklagimin ne kadar iyi oldugu n’ye ve p’ye baghdir. p = % iken binom dagilimi simetriktir ve ¢can egrisine
cok cabuk benzer. p, 0’a ya da 1’e yaklastik¢a dagilim carpiklasir ve iyi bir yaklasim i¢in daha biytk n
gerekir. Uygulamada yaygin kural sudur: np > 5 ve nq > 5 ise normal yaklasim kullanilabilir. n bityitk
ama p cok kiiciikse, yani np kiiciik kaliyorsa, Poisson yaklasimi daha uygundur.

Siuireklilik Duzeltmesi

Binom degiskeni yalniz tam say1 degerleri alir ve her tam say1ya pozitif bir olasilik verir. Normal degisken
ise stireklidir ve tek bir noktaya sifir olasilik verir. Bu iki diinyay1 birlestirmenin yolu, her P(X = x)
olasiligini genisligi 1 olan bir dikdortgenin alani olarak diistinmektir: z — % ile x + % arasinda duran
ve yiiksekligi P(X = z) olan dikdértgen. Binom olasiliklar: noktalardaki yiiksekliklerdir; normal yakla-
simda ise olasiliklar alanlarla 6l¢ulir.

Tanim 5.2 (Siireklilik Diizeltmesi). X ~ Binom (n,p) ve Y ~ N(np, npq) olsun. Binom olasihigimn:
normal yaklasimla hesaplarken her z tam sayisini [ T — %, x+ % ] araligiyla degistirmeye siireklilik
diizeltmesi denir. Ornegin

P(X:m)zzP(x—Oi)SYSx—i—O,S).

Yani istenen tam sayilarin dikdortgenlerinin kapladigi araligin tamamu alinir. o’dan b’ye kadar (uclar
dahil) olan tam sayilarin dikdortgenleri a — 0,5 ile b + 0,5 arasii kaplar. Kat1 egitsizlikte ugtaki tam
say1 olaya dahil degildir; 6rnegin X > x olay1 X > = + 1 demektir ve bu degerlerin dikdortgenleri  +
0, 5’ten baglar. Butiin durumlar:

Binom olasilign  Siireklilik diizeltmeli normal yaklagim

P(X = z) P(z—0,5<Y <xz+0,5)
P(X <z P(Y <z+0,5)
P(X < z) P(Y <z—0,5)
P(X > ) P(Y >z—0,5)
P(X > z) P(Y >z +0,5)
Pla<X<b) Pla—05<Y<b+0,5)
Pla<X<b) Pla+05<Y<b+0,5)
Pla<X<b) Pla—0,5<Y <b—0,5)
Pla<X<b) Pla+0,5<Y <b—0,5)

Tabloyu ezberlemeye gerek yoktur: hangi tam sayilarin olaya d&hil oldugunu yazip dikdértgenlerinin

kapladigi araligi almak yeter. Y stirekli oldugundan sag siitunda < ile < arasinda fark yoktur. Diizeltmenin
etkisi \/OT;% kadardir; n kiiciik ya da orta bitytiklikkteyken (kabaca n < 50) sonucu belirgin bicimde iyiles-

tirir, n ¢ok bityiikken etkisi azalir. np > 5 ve ng > 5 kosulu saglandiginda diizeltme yaklasimi hemen her
zaman iyilegtirir; ¢arpik dagilimlarin ug¢ kuyruklarinda ise bir garanti vermez.

Ornek 5.21 (On Iki Atista Tura Sayis1). Bir para 12 kez atiliyor. Tura sayisinin dagilimini yazip 4 ile
6 arasinda (uclar dahil) tura gelme olasiligini tam olarak hesaplayiniz.

Coziim.
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84 Boliim 5. Normal Dagilim

X gelen tura sayisi olsun. Atiglar bagimsiz ve her atista tura olasiligl % oldugundan X ~

Binom ( 12,% ):

flz) = (f) (%)”” (%)12‘”” = (f)ﬁ, £=0,1,..,12.

('2) =495, ('2) =792 ve (}Z) = 924 oldugundan

495 + 792+ 924 2211
PA< X <6) = f(4) + (5) + f(6) = T = o

~ 0, 5398.

Ornek 5.22 (On iki Atista Normal Yaklasim). Bir para 12 kez atiliyor. 4 ile 6 arasinda (uclar dahil)
tura gelme olasiligini binom dagilimina normal yaklagim yaparak bulunuz.

Coziim.
X ~ Binom ( 12,% ) icin

=3, o=+V3~1732

1 11
= = 12 - = = = 12 o — . =
w=mnp 3 6, o npq 53

Y ~ N(6,3) alalim. Asagidaki sekilde her binom olasilig1 genisligi 1 olan bir dikdortgen olarak

cizilmis, iistlerine N (6, 3) egrisi gegirilmistir. 4, 5 ve 6'nin dikdértgenleri 3, 5 ile 6, 5 arasini kaplar; bu
dikdortgenlerin toplam alani, egrinin altinda ayni aralikta kalan alana yakindir.

3,5 6,5

02T

0,15 T

/ \

0,05 T / \
%774 : : : : : : i ; x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sekil 5.9: Binom(12; 1/2) olasiliklari, her biri x — 1/2 ile x + 1/2 arasinda duran genisligi 1 olan

dikdortgenler olarak cizildi; egri N(6, 3) yogunlugudur. 4, 5 ve 6'min dikddrtgenleri (turuncu) 3,5 ile

6,5 arasini kaplar; bu yiizden normal yaklagimda egrinin altinda 3,5 ile 6,5 arasinda kalan alan (mavi)
kullanilir.

Sireklilik diizeltmesiyle:
P4<X<6)~P(3,5<Y <6,5)

3,56 6,56
=P(“5 =7="5)

= P(—1,44 < Z < 0,29).

Aralik 0’1 icerir; tablodan P(0 < Z < 1,44) = 0,4251 ve P(0 < Z < 0,29) = 0,1141:
P(4< X < 6) ~0,4251 +0,1141 = 0, 5392.

Bu deger, 6nceki 6rnekte bulunan kesin olasilik 0, 5398’e ¢ok yakindir. Stireklilik diizeltmesini unutup
P(4 <Y < 6) hesaplasaydik P(—1,15 < Z < 0) = 0, 3749 bulurduk; uglardaki iki yarim dikdértgeni
kaybetmek biiyiik bir hata yaratir.

|
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5.7 Binom Dagilimina Normal Yaklagim 85

Siradaki iki drnekte bir iiniversitenin dgrencilerinin %50'si kizdir ve rastgele 30 dgrenci segilir. Ogren-
ci sayst ¢ok biiyik oldugundan segimler bagimsiz sayilabilir; secilenler arasindaki kiz sayis1 X ~
Binom ( 30, % ) olur. np = nqg = 15 > 5 oldugundan normal yaklasim uygundur:

11

2 2
Ornek 5.23 (En Az On Dokuz Kiz Ogrenci). Ogrencilerin %50'si kiz olan bir iiniversiteden rastgele
30 6grenci segiliyor. En az 19’unun kiz olma olasiligini normal yaklagimla bulunuz.

p=15 o2=30 7.5, o~ 2,739.

Cozim.
X ~ Binom ( 30, 1 )veY ~ N(15;7,5). Tam hesap Ziozlg(?f) ( %)30 toplamini gerektirir. X > 19
olayina dahil olan dikdortgenler 18, 5’ten baslar:

P(X > 19)~P(Y218,5):P<Zz 18’5_15>:P(Zz 1,28).

2.739
Tablodan P(0 < Z < 1,28) = 0, 3997 oldugundan
P(X >19)~0,5—0,3997 = 0,1003.

Binom dagilimiyla dogrudan hesaplanan deger 0, 1002’dir.
u

Ornek 5.24 (Kiz Ogrenci Sayisinin On Bir ile On Dokuz Arasinda Olmasi). Ogrencilerin %50’si kiz
olan bir Uiniversiteden rastgele 30 6grenci segiliyor. Kiz 6grenci sayisinin 11 ile 19 arasinda (uglar dahil)
olma olasiligini normal yaklasimla bulunuz.

Coziim.
X ~ Binom ( 30, 3 ) ve Y ~ N(15;7,5). 11,12,...,19 degerlerinin dikdértgenleri 10,5 ile 19,5

arasini kaplar:

0,15 T

ATh

AT

N(15; 7,5)

0,11

0,05 T

Sekil 5.10: Binom(30; 1/2) olasiliklar1 ve N(15; 7,5) egrisi. 11'den 19'a kadar (uclar dahil) olan dikdort-
genler 10,5 ile 19,5 arasin kaplar; yaklasik olasilik egrinin bu araliktaki alanidir.

P(11< X <19) ~ P(10,5 <Y < 19,5)

:P(10,5—15 <7< 19,5—15)
2,739 2,739

=P(—1,64 < Z <1,64).
Aralik 0’a gore simetrik oldugundan
P(11 < X <19) ~ 20,4495 = 0,8990.
Binom dagilimiyla dogrudan hesaplanan deger 0, 9013’tiir.
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86 Boliim 5. Normal Dagilim

Ornek 5.25 (Kadin Alicilarin Sayisi). Yeni bir arabanin tasarimi, satilan arabalari %60 min kadimlar
tarafindan alinacag1 varsayimiyla yapilmistir. Rastgele segilen 500 alicidan 275’ten fazlasinin kadin olma
olasilig1 nedir?

Cozim.
X secilen alicilar arasindaki kadin sayisi olsun: X ~ Binom (500; 0, 6). Parametreler

w=500-0,6 =300, 0% =500-0,6-0,4 = 120, o ~ 10,954.
np = 300 ve ng = 200 ¢ok bilyiik oldugundan normal yaklagim ¢ok iyidir; Y ~ N (300, 120) alalim.
X > 275 olay1 X > 276 demektir ve bu degerlerin dikdortgenleri 275, 5’ten baglar:

275,5 — 300
P(X>275)mP(Y2275,5):P(Z>’—

= P(Z > —2,24).
= 10,954) (Z22-2,24)

Bu alan, sag yari ile —2, 24 ile 0 arasindaki alanin toplamidir:
P(X >275) =~ 0,5+ 0,4875 = 0,9875.

Binom dagilimiyla dogrudan hesaplanan deger 0, 9870’tir.
|

Son iki 6rnek, kuralin siirinda kalan bir durumu gosterir. Bir isletme yeni kurdugu bir bolime basgka
birimlerden eleman aktaracaktir. 20 géniillii aday vardir; her adayin bu béliime ge¢me olasiligi 0, 8°dir ve
kararlar birbirinden bagimsiz verilir. Béliime gegen aday sayist X ~ Binom (20; 0, 8) olur.

Ornek 5.26 (Boliime Gecen Aday Sayisi: Kesin Hesap). Her biri birbirinden bagimsiz olarak 0, 8
olasilikla yeni béliime gecen 20 goniilli aday vardir. 16 ile 18 arasinda (uglar déhil) adayin béliime gecme
olasiligini binom dagilimiyla bulunuz.

Coziim.
X ~ Binom (20; 0, 8) oldugundan

P(16 < X <18) = i (20) (0,8)%(0,2)20-=.
=16 z

Terimleri tek tek hesaplayalim:
20
P(X =16) = (16) (0,8)%6(0,2)* = 4845 (0,8)5(0,2)* ~ 0, 2182,
20
P(X=17)= 17 (0,8)7(0,2)® = 1140 (0, 8)17(0,2)3 ~ 0, 2054,

20
P(X =18) = (18) (0,8)18(0,2)% = 190 (0, 8)'8(0, 2)2 ~ 0, 1369.

Toplam:
P(16 < X <18) ~ 0,2182 + 0,2054 + 0, 1369 = 0, 5605.

Ornek 5.27 (Boliime Gecen Aday Sayisi: Normal Yaklasim). Her biri birbirinden bagimsiz olarak
0, 8 olasilikla yeni boélime gecen 20 gonillii aday vardir. 16 ile 18 arasinda (uglar dahil) adayin boélime
gecme olasiligim siireklilik diizeltmeli normal yaklasimla bulunuz ve kesin degerle karsilastiriniz.

Cozim.
X ~ Binom (20; 0, 8) i¢in

§1=20-0,8=16, 0¢2=20-0,8-0,2=3,2, o= 1,789.
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5.7 Binom Dagilimina Normal Yaklagim 87

Y ~ N(16; 3,2) alalim. 16,17, 18 degerlerinin dikdértgenleri 15, 5 ile 18, 5 arasim kaplar:

P(16 < X < 18) ~ P(15,5 <Y < 18,5)
15,5 — 16 18,5 — 16
=p(=2 < z<c 2t
( 1,789 — 7 = 1,789 )

= P(—0,28 < Z < 1,40).

Tablodan P(0 < Z < 0,28) = 0,1103 ve P(0 < Z < 1,40) = 0,4192:
P(16 < X < 18) ~ 0,1103 40,4192 = 0, 5295.

Kesin deger 0,5605 oldugundan yaklagimin hatasi yaklasik 0, 03’tiir; 6nceki 6rneklerdekinden ¢ok
daha biyiktir. Nedeni, ng = 20-0,2 = 4 < 5 olmast: p = 0, 8 igin binom dagilimi sola ¢arpiktir ve
n = 20 simetrik ¢an egrisine yaklagmak icin yeterince buyiik degildir. Byle durumlarda kesin binom
hesabu tercih edilmelidir.

|

Normal dagilimi, standartlagtirmayi ve binoma normal yaklagimi gérditk. Normal dagilimin asil 6nemi bir
sonraki kisimda ortaya c¢ikacak: 6rneklem ortalamalarinin dagilimi, bitytik 6rneklemlerde yaklagik olarak
normaldir. Bu yolculuga Istatistige Giris béliimiinde, istatistigin temel kavramlariyla baghyoruz.
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6.1

6.2

6. Istatistige Giris ve Betimsel Olciiler

Simdiye kadar dagilimi bilinen rastgele degiskenlerle calistik: X ~ Binom (n,p) ise P(X = 3) nedir,
X ~ N(u,0?) ise P(X > 10) nedir? Gercek hayatta soru cogu zaman tersinden gelir. Elimizde birkag
ylz gozlem vardir ve bu gozlemleri tireten dagilim hakkinda bir sey sdylemek isteriz: ortalama nedir,
yayilim ne kadardir, bir iddia verilerle uyusuyor mu? Istatistigin isi budur.

Bu bolimde istatistigin temel kavramlarini kuracagiz: kitle, parametre, 6rneklem ve 6rneklemin nasil
secilecegi. Ardindan bir veri kiimesini birkac sayiyla 6zetlemeyi 6grenecegiz: verinin merkezini gosteren
ortalamalar ve verinin ne kadar yayildigini gsteren dagilim 6l¢ileri.

Istatistik Nedir?

Istatistik, rastgelelik iceren olaylar, siirecler ve sistemler i¢in model kurmaya, bu modellerin gézlemlerle
uyusup uyusmadigini stnamaya ve modellerden sonug ¢ikarmaya yarayan bilgi ve yéntemleri saglayan
bilim dalidir. Genel olarak iki amagla kullanilir.

Tanim 6.1 (Betimsel istatistik). Eldeki verilerin toplanmasi, diizenlenmesi, tablo ve grafiklerle sunul-
mas1 ve ortalama, varyans gibi 6zet dlciilerle anlatilmasiyla ugrasan istatistige betimsel (tanimlayic)
istatistik denir.

Yani betimsel istatistik yalnizca elimizdeki veriyi anlatir; o verinin digina genelleme yapmaz.

Tanim 6.2 (Cikarimsal istatistik). Bir biiyiik toplulugun yalnizca bir kismindan elde edilen verileri
kullanarak toplulugun tamami hakkinda olasilik temelli genellemeler (tahminler, kararlar) yapan istatis-
tige cikarimsal (tiimevarimsal) istatistik denir.

Yani cikarimsal istatistik parcadan biitiine gider. Parcadan biitiine gidildigi icin vardig1 sonuglar kesin
degildir; bu belirsizligin ne kadar oldugunu olasilikla 6lcer. Kitabin geri kalam biiytik 6l¢iide ¢ikarimsal
istatistigin araclariyla ilgilidir.

Ornek 6.1 (Betimsel mi, cikarimsal mi1?). Asagidaki iki calismadan hangisi betimsel, hangisi cika-
rimsal istatistiktir?

(i) Bir fabrikanin gecen ayki giinliik iretim miktarlar bir grafikte gosteriliyor ve aylik ortalama tiretimin
giinde 412 par¢a oldugu yaziliyor.

(ii) Bir iilkede rastgele secilen 1500 se¢menin %42’si bir aday: destekledigini sdylityor ve bundan tilkedeki
biitiin se¢menlerin yaklagik %42’sinin bu aday: destekledigi sonucu ¢ikariliyor.

Coziim.

(i) Gegen ayin biitiin giinleri elimizdedir ve yapilan ig bu giinlerin verisini diizenleyip 6zetlemektir.
Hicbir genelleme yapilmiyor; bu betimsel istatistiktir.

(if) Veri yalnizca 1500 se¢menden gelir, ama sonu¢ milyonlarca segmen hakkindadir. Parcadan biitiine
gidildigi icin bu c¢ikarimsal istatistiktir. Sonucun ne kadar giivenilir oldugunu, yani gercek oranin
%42’ye ne kadar yakin oldugunu ileride oran icin aralik tahmini ile dlcecegiz.

|

Temel Ornekleme Kavramlari

Cikarimsal istatistigin dilini birka¢ temel kavram kurar. Once hakkinda bilgi edinmek istedigimiz toplu-
lugu adlandiralim.

Tanim 6.3 (Kitle). Uzerinde arastirma yapilacak birimlerin olusturdugu kiimeye kitle (anakiitle, popii-
lasyon) denir. Birimler insanlar, nesneler, olaylar ya da kayitlar olabilir.
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Yani kitle, sorumuzun ilgilendigi “herkes”tir: bir tiniversitenin biitiin 6grencileri, bir fabrikanin trettigi
biitiin ampuller, bir hastanenin biitiin hasta kayitlar.

Tanim 6.4 (Sonlu ve sonsuz kitle). Birim sayis1 sonlu olan kitleye sonlu kitle, aksi hilde sonsuz
kitle denir.

Yani bir tiniversitenin 6grencileri sonlu bir kitledir. Bir iretim hattinin tiretecegi biitiin ampuller ya da bir
paranin yapilabilecek buitiin atiglari ise sonsuz kitle olarak diigiiniliir, ¢linki siireg ilke olarak sinirsizca
strdiirilebilir.

Tanim 6.5 (Karakteristik). Bir kitlenin her birimi tizerinde 6l¢iilebilen degiskene kitlenin bir karak-
teristigi denir.

Yani karakteristik, birimlere sordugumuz sorudur: “boyun kag santimetre?”, “ampul kag saat yandi?”. Ayni
kitlenin bir¢ok karakteristigi olabilir.

Tanim 6.6 (Parametre). Bir kitleyi tanimlayan sayisal 6l¢ciiye parametre denir.

Yani parametre, kitlenin tamamu i¢in hesaplanan bir sayidir: ortalama boy, ampullerin ortalama 6mri,
kusurlu ampullerin orani. Parametreyi bulmak i¢in kitledeki biitiin birimleri gézlememiz gerekir; bu cogu
zaman imkansiz ya da ¢ok pahali oldugundan parametrenin degeri genellikle bilinmez. Istatistigin temel
sorusu, bilinmeyen parametre hakkinda kitlenin kiiciik bir kismina bakarak ne soyleyebilecegimizdir.

Ornek 6.2 (Ogrencilerin boy uzunluklar1). Bir arastirmada bir tiniversitedeki grencilerin boy uzun-
luklar: inceleniyor. Kitle, karakteristik ve parametre nedir?

Cozim.

Kitle o tiniversitedeki biitiin 6grencilerdir; birim tek bir 6grencidir. Bu sonlu bir kitledir.
Karakteristik her 6grencinin boy uzunlugudur.

Parametre olarak kitlenin ortalama boy uzunlugu aliabilir. Tek secenek bu degildir: boylarin varyansi
ya da boyu 180 cm’den uzun &grencilerin orani da birer parametredir. Hangisinin kullanilacag: aragtir-
manin sorusuna baglidir.

u

Ornek 6.3 (Ampullerin émrii). Bir fabrika, iirettigi ampullerin ne kadar dayandigin1 merak ediyor.
Kitle, karakteristik ve parametreyi belirleyiniz. Parametre neden kitlenin tamami goézlenerek bulunamaz?

Coziim.

Kitle, tiretim hattinin urettigi ve tiretecegi butiin ampullerdir. Siire¢ durmadik¢a yeni ampuller eklen-
digi i¢in bu kitle sonsuz kabul edilir. Karakteristik bir ampuliin yanma siiresi (saat), parametre de
ampullerin ortalama 6mrudiir.

Bir ampuliin émriinii 6l¢mek i¢in onu yanip bitene kadar yakmak gerekir. Buitiin ampulleri denersek
satacak ampul kalmaz; tistelik kitle sonsuz oldugundan hepsini denemek zaten miimkiin degildir. Bu
ytizden birka¢ ampul denenir ve ortalama émiir onlardan tahmin edilir.

|

Kitlenin tamamina ulasamadigimizda bir kismiyla yetiniriz.

Tanim 6.7 (Orneklem). Kitlenin belli bir 6zelligini incelemek igin kitleden belirli kurallara gore segilen
birimler topluluguna érneklem denir. Orneklemdeki birim sayisina érneklem hacmi (bityiikliigii) denir
ve genellikle n ile gosterilir.

Yani 6rneklem, kitle birimlerinin gdzlenen bir alt kiimesidir. Orneklem {izerinden hesaplanan sayilara
(6rnegin o6rneklem ortalamasina) istatistik denir; parametre kitleyi, istatistik 6rneklemi anlatir. Bu
kavramin olasilik diliyle kesin tanimini1 Orneklem ve Istatistikler boliimiinde verecegiz.

Tanim 6.8 (Ornekleme). Bir kitleden 6rneklem secme siirecine 6rnekleme denir.
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Yani 6rnekleme, “hangi birimleri gozleyecegiz?” sorusunun cevabini veren yontemdir. Orneklemden
kitleye dogru bir genelleme yapabilmek i¢in 6rneklemin kitleyi iyi temsil etmesi gerekir; bunun ne kadar
saglanacag bityiik 6l¢iide 6rnekleme yontemine baglhdir.

Ornekleme Yontemleri

Ornekleme yontemleri, birimlerin seciminde olasiligin rol oynayip oynamamasina gore iki gruba ayrilir:

Olasiliga bagli 6rnekleme  Olasiliga bagli olmayan 6rnekleme

Basit rastgele 6rnekleme  Keyfi 6rnekleme
Tabakal1 6rnekleme Kota orneklemesi
Sistematik ornekleme Dilim 6rneklemesi

Kiime orneklemesi

Tanim 6.9 (Olasiliga bagh 6rnekleme). Kitledeki her birimin 6rnekleme girme olasiliinin 6nceden
bilindigi ve sifirdan biiyiik oldugu, secimin bir rastgele mekanizmayla (kura, rastgele sayilar) yapildig:
orneklemeye olasiliga bagli 6rnekleme denir.

Tanim 6.10 (Olasiliga bagli olmayan 6rnekleme). Birimlerin rastgele bir mekanizmayla degil, aras-
tirmacinin tercihine ya da kolayliga gore secildigi 6rneklemeye olasiliga bagli olmayan 6rnekleme
denir.

Yani ilk grupta secimi sans yapar ve her birimin sansi hesaplanabilir; ikinci grupta se¢imi bir insan
yapar. Bu fark 6nemlidir: bu kitapta gérecegimiz tahmin ve test yontemlerinin hepsi, 6rneklemin olasiliga
bagh bir yontemle, cogunlukla basit rastgele 6rneklemeyle secildigini varsayar. Olasiliga bagl olmayan
yontemlerde se¢im hatasinin buyikligi olasilikla dl¢iilemez.

Olasiliga Bagli Yontemler

Olasiliga bagli yontemlerin en temeli, biitiin birimlere esit davranan basit rastgele 6rneklemedir.

Tanim 6.11 (Basit rastgele 6rnekleme). N birimlik bir kitleden n birim, iadesiz olarak ve n birimlik
her alt kiimenin segilme olasilig1 ayn1 olacak bi¢imde seciliyorsa buna basit rastgele 6rnekleme denir.

Yani (17\[ ) tane olas1 6rneklemin her biri 1/ ( JZ ) olasilikla secilir. Uygulamada birimler 1’den N’ye numa-
ralanir ve kura ya da bilgisayarin iirettigi rastgele sayilarla n numara ¢ekilir.

Onerme 6.1 (Basit rastgele 6rneklemede secilme olasilig1). N birimlik bir kitleden basit rastgele
ornekleme ile n birim segilirse her birimin 6rnekleme girme olasihigi % dir.

Ispat.

Belirli bir birimi, diyelim ki 1 numarali birimi ele alalim. Bu birimi iceren 6rneklemleri sayalim: 1 numara
zaten secilmis oldugundan geriye kalan N — 1 birimden n — 1 tanesini segmek gerekir. Bunun (]lel)
yolu vardur.

Biitiin orneklemler esit olasilikly oldugundan istenen olasilik, uygun orneklemlerin sayisinin biitiin 6rnek-
lemlerin sayisina oranidir:

(N—1)!

(h1) _ momv—wr _ (N—1lnl _n
(" AT (n—1)IN! " N

Son adimdan! = n (n—1)! ve NI = N (N — 1)! esitliklerini kullandik. Hesap hangi birimle basladigi-
miza bagl olmadigindan sonug her birim i¢in aymidir.
|

Acgik Matematik - acik-matematik.com 91 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

92 Boliim 6. Istatistige Giris ve Betimsel Olciiler

Ornek 6.4 (Bes birimden iki birim). Birimleri a, b, ¢, d, e olan bir kitleden basit rastgele 6rnekleme
ile 2 birim seciliyor. Olas1 biitiin 6rneklemleri yaziniz ve a biriminin se¢ilme olasiligini bulunuz.

Cozim.
Iki elemanl alt kiimeler sunlardir:

{a,b}, {a,c}, {a,d}, {a, e}, {b, c},
{b,d}, {b,e}, {c,d}, {c, e}, {d,e}.

Bunlar ( g ) = 10 tanedir ve her biri % olasilikla secilir. a’y1icerenler ilk satirdaki 4 tanesidir, dolayisiyla

4 2
P ilir) = — = —.
(a secilir) 0= 5
Bu sonug, Onerme 6.1 ile bulunan § = % degeriyle aynidir.
]

Basit rastgele 6rneklemenin iki zayif yani vardir: biitiin kitlenin numarali bir listesi gerekir ve sans eseri
kitlenin bazi kesimleri 6rnekleme hic girmeyebilir. Asagidaki ii¢ yontem bu sorunlara ¢6ziim getirir.

Tanim 6.12 (Tabakali 6rnekleme). Kitle 6nce birbiriyle értiismeyen ve kendi icinde benzer birimler-
den olusan alt gruplara (tabakalara) ayrilir; sonra her tabakadan ayri ayr basit rastgele drnekleme ile
birim secilir. Bu yonteme tabakali 6rnekleme denir.

Yani tabakali 6rneklemede her tabakanin 6rneklemde temsil edilmesi garanti altina alinir. Cogu zaman
her tabakadan, tabakanin kitledeki payiyla orantili sayida birim secilir (orantili dagitim): NV, birimlik
bir tabakadan n - N, /N birim alinir.

Tanim 6.13 (Sistematik 6rnekleme). N birimlik numarali bir listeden n birim secilecek olsun ve k =
N /n bir tam say1 olsun. ilk & birim arasindan biri rastgele segilir; bu birimin numarasi r ise 6rneklem

ror+kr+2k ...,r+(n—1)k

numarali birimlerden olusur. Bu yonteme sistematik 6rnekleme, k sayisina da 6rnekleme aralig:
denir.

Yani yalmiz ilk birim rastgele secilir, gerisi her k birimde bir alinarak kendiliginden belirlenir. Uygulamasi
cok kolaydir: bir iiretim hattindan her 20. iirtinii almak ya da bir listede her 50. kisiyi aramak gibi. Tek
tehlike, listede k ile ayni adimda tekrarlanan bir diizen varsa drneklemin bu diizene takilmasidur.

Tanim 6.14 (Kitme 6rneklemesi). Kitle, her biri kitleye benzeyen kiiciik gruplara (kiimelere) ayrilir;
kiimelerden bir kismu basit rastgele 6rnekleme ile segilir ve secilen kiimelerdeki biitiin birimler 6rnekleme
alinir. Bu yonteme kiime 6rneklemesi denir.

Yani tabakali 6rneklemede her gruptan birkac birim alinirken, kiime 6rneklemesinde birka¢ grubun
tamamu alinir. Kiimeler ¢ogunlukla cografi ya da idari birimlerdir: siniflar, mahalleler, koyler. Kitlenin tam
listesi yoksa ama kiimelerin listesi varsa bu yontem ¢ok kullanighdir.

Ornek 6.5 (Aym: kitleden dort 6rneklem). 96 birimlik bir kitleden 12 birimlik bir 6rneklem
secilecektir. Birimler 1’den 96’ya numaralanmstir. Secimin basit rastgele, tabakali, sistematik ve kiime
orneklemesiyle nasil yapilacagini aciklaymiz. Tabakali 6rneklemede kitle 48, 24 ve 24 birimlik ii¢ taba-
kaya, kiitme 6rneklemesinde 6 birimlik 16 kiimeye ayrilmis olsun.

Cozim.

Basit rastgele. 1,2, ..., 96 numaralarindan 12 tanesi, (i’g) olas1 se¢imden her biri esit olasilikli olacak
bicimde ¢ekilir. Her birimin segilme olasilig1 12/96 = 1/8’dir.

Tabakali. Orantili dagitimla tabakalardan
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2.8 g 125 9.2

96 96 96 O

birim segilir; her tabakanin iginde se¢im basit rastgeledir.
Sistematik. Ornekleme aralig1 k = 96/12 = 8'dir. 1 ile 8 arasindan rastgele bir say1 ¢ekilir; diyelim ki
r = 5 geldi. Orneklem

5,13,21, ..., 93

numarali birimlerdir. Son birim 5 4+ 11 - 8 = 93’tiir.

Kiime. 16 kiimeden 2 tanesi basit rastgele 6rnekleme ile secilir ve bu iki kiimedeki 2 - 6 = 12 birimin
tamami 6rnekleme alinir.

Dért secimin birer 6rnegi asagidaki sekildedir.

Basit rastgele 6rnekleme Tabakali 6rnekleme
o0 o (] o0
([ o (]
PP 48
o o
o o o
o o [ J “
o o o
° ® 24
Sistematik 6rnekleme Kiime 6rneklemesi
° ( )( )
° [ ( OO XXX
° ( )( )
° ° ( )( )
° ( )( )
° ° ( )( )
® ( )( )
o () ( OO XXX

Sekil 6.1: 96 birimlik ayni kitleden dort olasiliga bagl yontemle segilen 12 birim (dolu noktalar). Basit

rastgele: her 12 birimlik alt kiime esit olasilikli. Tabakali: 48, 24 ve 24 birimlik tabakalardan orantili

olarak 6, 3 ve 3 birim. Sistematik: 5. birimden baglayip her 8. birim. Kiime: 6 birimlik 16 kiimeden
rastgele secilen 2 kiimenin biitiin birimleri.

Olasiliga Bagli Olmayan Yontemler

Bu yontemler hizli ve ucuzdur, ama 6rneklemin kitleyi temsil edip etmedigini olasilikla 6l¢cemeyiz. Genel-
likle 6n arastirmalarda ya da rastgele secimin miimkiin olmadig1 durumlarda kullanilirlar.

Tanim 6.15 (Keyfi ornekleme). Birimlerin, aragtirmacinin en kolay ulagabildikleri olduklar: i¢in
secildigi 6rneklemeye keyfi 6rnekleme denir.

Yani sokakta ilk kargilagilan 50 kisiye anket yapmak keyfi 6rneklemedir. O sokaktan o saatte gegenler
kitlenin tamamina benzemeyebilir.
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Tanim 6.16 (Kota 6rneklemesi). Kitle cinsiyet, yas grubu gibi 6zelliklere gore alt gruplara ayrilir ve
her alt gruptan kac birim alinacagi (kota) énceden belirlenir; kotay: dolduracak birimleri ise gériismeci
kendisi seger. Bu yonteme kota 6rneklemesi denir.

Yani kota 6rneklemesi disaridan tabakali 6rneklemeye benzer, ama gruplar icindeki se¢im rastgele degildir.
Bu yiizden olasiliga baglh bir yontem sayilmaz.

Tanim 6.17 (Dilim 6rneklemesi). Aragtirmacinin, kitle hakkindaki bilgisine ve yargisina dayanarak
kitleyi en iyi temsil ettigini diistindiigii birimleri sectigi 6rneklemeye dilim 6rneklemesi denir.

Yani se¢imde arastirmacinin uzmanlig: belirleyicidir; érnegin bir ilin fiyat diizeyini 6l¢mek igin “tipik”
oldugu diistiniilen birka¢ market secilir. Aragtirmacinin yargisi iyi oldugu 6l¢iide sonug da iyidir, ama
yanilma pay1 hesaplanamaz.

Merkezi Egilim Olgiileri

Bir veri kiimesini grafikle gostermek cogu zaman yeterli degildir; genel durumu birkag sayiyla anlata-
bilmek isteriz. Merkezi egilim ol¢iileri verilerin hangi deger ¢evresinde toplandigini gosterir. Veriyi
tek sayiyla 6zetlemelerinin yani sira farkli veri kiimelerini kargilastirmay1 ve genelleme yapmay:1 da
kolaylastirirlar.

Bu odlciiler iki gruba ayrilir. Analitik ortalamalar (aritmetik, agirlikli, geometrik ve harmonik ortalama)
hesapta biitiin gozlem degerlerini kullanir. Analitik olmayan ortalamalar (medyan ve mod) ise biitiin
degerleri kullanmaz; siralamaya ya da sikliga bakar.

Bu kisim boyunca x4, Z, ..., x,, bir veri kiimesinin gézlem degerlerini gosterecek.

Aritmetik Ortalama

En ¢ok kullanilan ortalama, biitiin degerleri toplayip deger sayisina bélmektir.

Tanim 6.18 (Aritmetik ortalama). z,,z,, ..., x,, gézlem degerlerinin aritmetik ortalamasi

oyt ay et 1E

n

sayisidir.

Yani aritmetik ortalama, toplami n kisiye egit paylastirinca her birine diisen paydir: nz = > ;. Fizikte
bir cubuga yerlestirilmis esit agirliklarin denge noktasi da z’tir. Bu denge yorumunu asagidaki 6zellik
kesinlestirir.

Onerme 6.2 (Ortalamadan sapmalarin toplami). Her veri kiimesinde gozlemlerin aritmetik ortalama-
dan sapmalarinin toplami sifirdir:

n

> (z;— ) =0.

=1

ispat.
Toplami terim terim ayiralim. T her terimde ayni sabit oldugundan n kez toplaninca nx verir:

n n

Z(xl —Z) = sz — nz.

i=1 i=1

Tamim geregi x = % > x,, yaninx =Y x; oldugundan sag taraf 0’dir.
]

Yani ortalamanin tistiinde kalan gézlemlerin toplam fazlasi, altinda kalanlarin toplam eksigine tam olarak
esittir. Ornegin 2, 3, 7 icin Z = 4 ve sapmalar —2, —1, 3’tiir; toplamlar1 0’dur.
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Aritmetik ortalamanin 6nemli bir zayifligl, u¢ degerlerden kolayca etkilenmesidir. Verilerden birkagi
otekilerden ¢ok biiytik ya da ¢ok kiiclikse ortalama verinin merkezini iyi temsil etmeyebilir. Bunu medyan1
tanimladiktan sonra bir 6rnekte gérecegiz (Ornek 6.12).

Agirlikli Ortalama

Bazen gozlem degerleri ayni 6nemde degildir. Bir dersin kredisi yiiksekse o dersin notu genel ortalamada
daha c¢ok soz sahibi olmalidir.

Tanim 6.19 (Agirlikli ortalama). z,,...,z, goézlem degerlerine sirasiyla wy, ..., w, > 0 agirliklart
(katsayilari) verilsin ve agirliklarin toplami pozitif olsun. Agirlikli aritmetik ortalama

n
Wi xy + Wy + o+ W, T, Zizl W T4

T
w n
wy + wy + -+ w, ) i Wi

sayisidir.

Yani her deger agirligi kadar kez sayilmig gibi davranilir. Biitiin agirliklar esitse (w;, = w) pay ve paydadaki
w sadelesir ve aritmetik ortalama geri gelir.

Ornek 6.6 (Kredili not ortalamas1). Bir 6grenci kredileri 5, 3 ve 2 olan ii¢ dersten sirasiyla 3,0, 4,0

ve 2, 0 notlarini almistir. Ogrencinin kredilerle agirliklandirilmis not ortalamasi nedir?

Cozim.
Agurliklar kredilerdir: w, = 5, wy = 3, w3 = 2. Tanimdaki formiille

L _5:30434042.20 15+1244 31 _

w == =31
5+3+2 10 10

Agurliksiz aritmetik ortalama (3,0 + 4,0 + 2,0)/3 = 3,0 olurdu. Agirlikli ortalama daha bityiik ¢ikt,
clinkii en yiiksek not (4, 0) ikinci bityiik krediye, en diisiik not (2, 0) ise en kii¢iik krediye sahip.
|

Geometrik Ortalama

Bir bityiiklitk her donem bir 6nceki degerinin belli bir katina ¢ikiyorsa, yani degisim toplamsal degil car-
prmsalsa, ortalama degisim hizini aritmetik ortalama yanlis verir. Boyle durumlarda geometrik ortalama
kullanilir.

Tanim 6.20 (Geometrik ortalama). z,,z,, ..., z,, pozitif sayilarinin geometrik ortalamasi, carpim-
larinin n. koka olan

G = Yriz4x,

sayisidir.

Yani G, biitiin ¢arpanlarin yerine kondugunda ayni ¢arpimi veren tek sayidir: G™ = z,x,---x,,. Deger
ardisik dénemlerde x4, ..., x,, katina c¢ikiyorsa toplam artis z;z,---x,, katidir ve her dénem G katina
ciksaydi da aymi sonuca varilirdi. Bu yiizden G ortalama bityiime carpanidir; ortalama biiyiime oram
G — U'dir.

Ornek 6.7 (Degeri artan bir esya). 90000 TL’ye alinan bir esyanin degeri, satin alindiktan sonraki ilk
yil %50, ikinci yil %20 ve tictincit yil %90 artmigtir. Yillik ortalama artig yiizde kagtir?

Coziim.
Yiizde artiglar bityiime ¢arpanlarina gevirelim: %50 artis degeri 1, 5 katina, %20 artis 1, 2 katina, %90
artis 1,9 katina gikarir. Deger yillara gore

90000 - 1,5 = 135000, 135000 - 1,2 = 162000,
162000 - 1,9 = 307 800
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olur. Uc yilda deger 1,5-1,2-1,9 = 3,42 katina cikmustir. Ortalama yillik carpan bu ii¢c carpanin
geometrik ortalamasidir:

G=+/1,5-1,2-1,9 = /3,42 ~ 1,5066.

Yani esyanin degeri yilda ortalama yaklasik %50, 66 artmistir. Saglama: 90 000 - 1, 50663 ~ 307 800
TL, gercek degerle aynidir.

Aritmetik ortalama kullansaydik ¢arpan (1,5 + 1,2 + 1,9)/3 ~ 1, 5333 cikardi ve 90 000 - 1, 53333 ~
324453 TL gibi gercekte hi¢ ulagilmamisg bir deger bulurduk.

deger (bin)

gercek artislar (%50, %20, %90) 15 324,5

300 sabit oran: geometrik ortalama 1,5066

— — — sabit oran: aritmetik ortalama 1,5333

200

100

0 yil

Sekil 6.2: 90 bin liralik egyanin ii¢ yillik degeri. Gercek yol (kirik ¢izgi) ile her yil 1,5066 katina ¢ikan
sabit artis ayni noktada, 307,8 binde biter. Oranlarin aritmetik ortalamasi 1,5333 ise degeri 324,5 bine
cikararak oldugundan biiyiik gosterir.

Ornek 6.8 (Seker fiyatinin ortalama artis1). 2010 yilinda 1 kg toz seker 2,25 TL iken 2018 yilinda
5,15 TL olmustur. Fiyat her yil ayni oranda artmig sayilirsa yillik ortalama artig orani nedir?

gl(l)lfll(l:;'tQ orani r ise fiyat her yil (1 + r) katina ¢ikar. Baglangig fiyati B olmak tizere n yil sonraki
fiyat
P, =R(1+r)"
olur. 2010°dan 2018’e n = 8 y1l gecmistir:
2010 — 2,25, 2011 —2,25(1+7), .., 2018 — 2,25(1+r)8.

5,15 = 2,25 (1 + r)® denkleminden

/5,15
Ltr= 855 ~ /22880 ~ 1,1001

bulunur. Burada 1 + r, sekiz yillik ¢arpanlarin geometrik ortalamasidir, ¢iinkii bu ¢arpanlarin ¢arpimi
5,15/2, 25’tir. Buna gore r &~ 0, 1091, yani fiyat yilda ortalama yaklasik %10, 9 artrmstir.

Toplam artis1 (%128, 9) yil sayisina bdlmek yanlis olurdu: yilda %16, 1 gibi fazla biiyiik bir oran verir,
ciinkii her yilin artis1 bir 6nceki yilin artmus fiyati tizerine eklenir.

|
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Harmonik Ortalama

Hiz (km/saat), birim fiyat (TL/kg), verimlilik (parca/saat) gibi oran bi¢cimindeki buiytikliiklerin ortalamasi
alinirken, pay1 sabit tutulan durumlarda dogru ortalama harmonik ortalamadir.

Tanim 6.21 (Harmonik ortalama). z,,z,,...,x,, pozitif sayilarimin harmonik ortalamasi, tersle-
rinin aritmetik ortalamasinin tersi olan

H = "

n
1 1 1 n
x—1+x—2+"'+z Z

1
=1 x;

sayisidir.

Yani 6nce her degerin tersi alinir, terslerin aritmetik ortalamasi bulunur ve sonug yeniden ters cevrilir.
Bir yolun esit uzunluktaki parcalarinda farkli hizlarla gidiliyorsa ortalama hiz bu hizlarin harmonik
ortalamasidir, ¢linkii her pargada harcanan zaman hizin tersiyle orantilidir.

Ornek 6.9 (Gidis-doniis hiz1). Iki sehir arasindaki yol gidiste saatte 75 km, doniiste saatte 50 km hizla
alinmigtir. Biitiin yolculuk boyunca ortalama hiz nedir?

Cozim.
Gidis ve doniig ayni uzunlukta oldugundan ortalama hiz iki hizin harmonik ortalamasidir:
2 2 2-150
5 T 50 150

Sonucu dogrudan “ortalama hiz = toplam yol / toplam zaman” tanimyla saglayalim. Yol 150 km olsun
(sonug yolun uzunluguna bagl degildir). Gidis 150/75 = 2 saat, doniig 150/50 = 3 saat siirer. Toplam
300 km yol 5 saatte alinmigtir:

% =60 km/saat .

Aymni sonug, hizlarin harcanan siirelerle agirliklandirilmis ortalamasi olarak da okunabilir:

2.75+3-50 _ 300

60.
2+3 5

Daha yavas gidilen doniiste daha cok zaman gegtigi icin ortalama 50’ye daha yakindir. Hizlarin
aritmetik ortalamasi (75 + 50)/2 = 62, 5 ise yanlistir, ¢iinkii iki yarida esit siire ge¢mis gibi davranir.
|

Ortalamalar Arasindaki Siralama

Son iki 6rnekte ayni sayilarin farkli ortalamalarini karsilastirdik: 75 ile 50’nin aritmetik ortalamasi 62, 5,
harmonik ortalamasi 60’tir. Aradaki siralama bir rastlanti degildir.
Teorem 6.1 (Harmonik, geometrik ve aritmetik ortalama esitsizligi). z,,z,, ..., z,, pozitif sayi-
larin harmonik, geometrik ve aritmetik ortalamalari sirastyla H, G ve T ise

H<G<=z
olur. Esitlikler ancak x| = x4 = --- = x,, iken saglanir; sayilar hepsi esit degilse H < G < x’tir.

ispat.

G < x. Bu aritmetik—geometrik ortalama esitsizligidir. In fonksiyonunun konkaviigindan elde edilisi ve
esitligin ancak biitiin x; ’ler esitken saglandig1 bkz. Analiz 2.

H < G. Aymi esitsizligiy, = zl > 0 sayilarina uygulayalim:

Y1+ Y+ -+ Y,
m .

YY1YaYn <
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Sol taraf /- L = é sag taraf ise 1 37 xi = %’dir. Boylece é < % bulunur. Iki taraf da pozitif

1% Ty n
oldugundan tersleri alinca esitsizlik yon degistirirr H < G.
Esitlik. Ikinci adimda esitlik ancak biitiin y, 'ler, yani biitiin x; 'ler esitken olur; birinci adim i¢in de durum
aymidir. Sayilar hepsi esitse ii¢ ortalama da bu ortak degere esittir. Hepsi esit degilse iki esitsizlik de kesindir.
]

Ornek 6.10 (iki sayinin ii¢ ortalamasi). a = 8 ve b = 2 sayilarinin aritmetik, geometrik ve harmonik
ortalamalarini bulunuz ve aralarindaki siralamayi (Teorem 6.1) bir yarim ¢ember tizerinde gosteriniz.

Coziim.
Tanimlardan

bulunur ve gercekten 3,2 < 4 < 5’tir.

Simdi geometrik resmi kuralim. Uzunlugu a + b = 10 olan bir [AB] ¢ap: lizerine yarim ¢ember ¢izelim;
merkez O, | AP | = ave | PB | = b olacak bi¢cimde P noktasi ¢apin iizerinde olsun. P’den ¢apa dik
cikilan dogru ¢emberi C’de kessin.

« | OC | yaricaptir: | OC' | = %2 = 5, yani aritmetik ortalama.

« ACB liggeni, ¢ap1 goren ¢evre act dik oldugundan C’de diktir ve [C'P] bu ti¢genin hipoteniise ait
yiiksekligidir. Dik ticgende yiikseklik bagintisiyla | PC |> = | AP |-| PB | = ab, yani | PC | =
Vab = 4, geometrik ortalama.

+ P’den [OC]’ye inilen dikmenin ayag1 D olsun. OPC tiggeni P’de diktir ve [PD] onun hipoteniise
ait yiiksekligidir. Oklid bagintisiyla | DC' |- | OC | = | PC |2, dolayisiyla

ab 2ab 16

DC = = = —
| | (a+b)/2 a+b 5

=3,2.

2

Ote yandan m =

% oldugundan | DC' | harmonik ortalamadr.

Dik tiggende hipoteniis her dik kenardan uzundur. PDC ii¢geninde hipoteniis [PC] oldugundan
| DC | < | PC |, OPC iggeninde hipoteniis [OC] oldugundan | PC | < | OC | olur. Boylece H <
G < z siralamasi sekilden okunur. P merkeze yaklastikca (a ile b esitlendikce) ti¢ uzunluk da yaricapa
yaklagur.
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=== OC = AO =5 (yarigap) m— PC =GO =4 === DC =HO =3,2

Sekil 6.3: Cap1a + b = 10 olan yarim ¢ember. Yaricap OC aritmetik ortalamadir (5). P'deki dikme PC,

dik tiggendeki yiikseklik bagmtisindan V(ab) = 4 uzunlugundadir. P'den OC'ye inilen dikmenin ayag:

D i¢in DC = PC?*/OC = 16/5 = 3,2 harmonik ortalamadir (OC tzerindeki parca, goriinsiin diye yanina
cizildi). Dik iicgende hipoteniis dik kenardan uzun oldugundan DC < PC < OC.

Medyan

Analitik olmayan ortalamalar biitiin degerleri hesaba katmaz. Bunlarin ilki verileri siraya dizip tam
ortadakine bakar. Bunun i¢in gézlem degerlerini kiiciikten biyiige siralayip

T(1) S T(a) S S Ty

yazalm; zy,, siralanmus verideki k. degerdir. Ornegin 5,2, 9 i¢in Ty = 2,35 =5, z3) = 9'dur.

Tanim 6.22 (Medyan). Buyukligine gore siralanmig gozlemlerin tam ortasindaki degere medyan
(ortanca, orta deger) denir:

3+1)

T(ns1), n tek ise,
M = m( +:E( . .
—2—-2—,n cift ise .

Yani n tekse tam ortada tek bir gézlem vardir ve medyan odur; n ¢iftse ortada iki gézlem vardir ve medyan
bu ikisinin aritmetik ortalamasidir. Her iki durumda da gozlemlerin en az yaris1t M den kiigiik ya da ona
esit, en az yaris1 M den biiyiik ya da ona esittir.

Ornek 6.11 (Tek sayida gozlemin medyani). Yedi 6lciimiin sonuglar 12, 5,9, 14, 7, 10, 8'dir. Med-
yani bulunuz.

Cozim.
Once siralayalim:
5,7,8,9, 10,12, 14.
n =7 tek oldugundan medyan 7%1 = 4. siradaki degerdir: M = z(4) = 9. Solunda ve safinda licer
gozlem vardir.
|
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Ornek 6.12 (U¢ degerin ortalamaya ve medyana etkisi). 1,2,3,4,4,5,6,7 verisinin en biiyiik
degeri 7 yerine yanlighkla 100 yazilmigtir. Bu hata aritmetik ortalamay1 ve medyani nasil degistirir?

Cozim.

Dogru veride n = 8 ve toplam 32°dir, dolayisiyla # = 32/8 = 4’tir. n ¢ift oldugundan medyan 4. ve 5.
degerlerin ortalamasidir: M = (44 4)/2 = 4.

Hatali veri 1,2, 3,4,4,5, 6,100 olur. Toplam 125’e ¢ikar ve

12
z= ?5 = 15,625

bulunur. Sirali veride 4. ve 5. degerler degismedigi icin medyan yine M = (4 + 4)/2 = 4’tiir.

Tek bir degerin degismesi ortalamayi yaklagik dort katina ¢ikardi, medyani ise hic etkilemedi. Ortalama,
tanimu geregi her degeri hesaba kattig icin ug degere cekilir; hatta hatali veride sekiz gézlemden yedisi
ortalamanin altinda kalir. Medyan yalmiz siralamaya baktigindan u¢ degerlere kars: dayaniklidir.
Gelir, konut fiyat1 gibi birkag ¢ok biiyiikk deger igceren verilerde merkezi gostermek igin bu ytizden
cogunlukla medyan tercih edilir.

1,2,3,4,4,5,6,7

ortalama = medyan = 4

[ J
©0 6006000 Y

0 2 4 6 8 10 12 14 16 100

1,2,3,4,4,5,6,100

medyan = 4 ortalama = 15,625
®
000 00 ®
; /7
0 2 4 6 8 10 12 14 16 100

Sekil 6.4: Ustte sekiz gézlemin ortalamasi ve medyan 4'tiir. Altta en bilyiik gdzlem 7 yerine 100 olunca
medyan yine 4 kalir, ortalama ise 15,625'e firlar: aritmetik ortalama tek bir u¢ degere ¢ok duyarldir.
Eksendeki kirik, 17 ile 98 arasinin atlandigini gosterir.

6.4.7 Mod

Ikinci analitik olmayan ortalama, veride en ¢ok tekrarlanan degere bakar.

Tanim 6.23 (Mod). Bir veri kiimesinde en sik gézlenen degere mod (tepe deger) denir.

Yani mod, frekansi en biiylik olan degerdir. En biiyiik frekansa birden ¢ok deger sahipse bunlarin hepsi
moddur; mod tek olmak zorunda degildir. Her deger yalmizca bir kez gézlenmisse higbir deger tekilerden
sik degildir ve veri kiimesinin modu yoktur. Mod sayisal olmayan veriler i¢in de anlamlidir: bir kan
grubu listesinin modu en sik goriilen kan grubudur.

Ornek 6.13 (Ayakkabi numaralarinin modu). On bes 6grencinin ayakkabi numaralari soyledir:
36, 37, 37, 38, 38, 38, 39, 39, 40, 40, 40, 41, 42, 42, 43.
Bu verinin modu nedir?

Cozim.
Her numaranin kag kez gectigini sayalim:
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Numara 36 37 38 39 40 41 42 43

Frekans 1 2 3 2 3 1 2 1

Frekanslarin toplami 15°tir. En buiyiik frekans 3’tiir ve iki numarada goriiliir. Veri kiimesinin iki modu
vardir: 38 ve 40. Bir ayakkab1 magazasi icin bu bilgi ortalamadan daha kullanighdir: en ¢ok bu iki
numaradan stok tutmak gerekir.

frekans iki mod: 38 ve 40

[

0 numara

36 37 38 39 40 41 42 43

ekil 6.5: On beg 6grencinin ayakkabi numaralarinin frekanslari. En yiiksek frekans 3'tiir ve iki degerde
g y y g
goriliir; veri kiimesinin 38 ve 40 olmak tizere iki modu vardur.

6.5 Dagilim Olgiileri

Merkezi egilim dlciileri birimlerin aldig1 degerler hakkinda genel bir bilgi verir, ama birimlerin birbirinden
ne 6l¢tide farkli oldugunu séylemez. Ortalamalar1 ayni olan iki veri kiimesi ¢ok farkli gériinebilir. Deger-
lerin ne kadar yayildigini 6l¢mek igin dagilim olciileri kullanilir: agiklik, varyans ve standart sapma,
ortalama mutlak sapma, degisim katsayis: ve ¢eyrekliklere dayanan 6lciiler.

En basit yayilim 6l¢iistiyle baglayalim.

Tanim 6.24 (Ac¢iklik). Bir veri kiimesinin en biiyiik ve en kiiciik degerleri arasindaki farka a¢iklik
(degisim araligy) denir: R = z(,y — @(q).

Yani aciklik, verinin kapladig1 araligin uzunlugudur. Hesabi kolaydir ama yalniz iki degere bakar; tek bir
uc deger aciklig cok buyiitebilir.

Ornek 6.14 (Aym1 ortalama, farkli yayilim). A grubunun gézlemleri 48,49, 50, 51,52, B grubunun-
kiler 30, 40, 50, 60, 70’tir. Iki grubun ortalamalarini ve agikliklarini karsilastiriniz.

Cozim.
Ortalamalar
48 +49+ 50+ 51 +52 250
4= 5 =5 =%
30 +40+50+60+70 250
%5 = 5 =5 =

olup esittir. Agikliklar ise Ry =52 — 48 =4 ve Ry = 70 — 30 = 40’tir. Ortalamaya bakan biri iki
grubu ayni sanir; oysa B’nin gézlemleri A'ninkilerden on kat genis bir araliga yayilmigtir.
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ortalama 50

|

Grup A 00000 -5
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
!
Grup B [ ] [ ] [ ] [ ] ® #=25
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

Sekil 6.6: Iki grubun ortalamasi da 50'dir, ama A'min gozlemleri 48 ile 52 arasinda sikigmisken B'ninkiler
30 ile 70 arasima yayilir. Ortalama bu fark: géremez; 6rneklem varyansi A i¢in 2,5, B i¢cin 250'dir.

Varyans ve Standart Sapma

Yayilimu biitiin gozlemleri kullanarak 6lgmenin dogal yolu, gozlemlerin ortalamadan sapmalarina bak-
maktir. Sapmalarin kendisini toplamak ise yaramaz, ciinkii Onerme 6.2 geregi toplamlar1 hep sifirdir.
Sapmalarin karelerini toplarsak art1 ve eksi sapmalar birbirini gotiirmez. Burada kitlenin tamamina mi1
yoksa bir 6rnekleme mi baktigimiz fark eder.

Tanim 6.25 (Kitle ortalamasi ve kitle varyansi). Hacmi N olan sonlu bir kitlenin degerleri
Ty, Ty, ..., Ty olsun. Kitle ortalamasi y ve kitle varyansi o2

1 & , 1Y )
,U:Z_V—;xi: o ZN;(%‘_M)

ile tanimlanir. ¢ = Vo2 sayisina kitle standart sapmasi denir.

Yani kitle varyansi, sapma karelerinin ortalamasidir. Kitleden bir birim esit olasilikla (1/N olasilikla)
rastgele secilir ve degeri X ile gosterilirse, X kesikli bir rastgele degiskendir ve y ile 0 tam olarak onun
beklenen degeri ve varyansidir: E(X) = u, Var (X) = o2. Kitle parametreleriyle rastgele degiskenlerin
momentleri arasindaki képrii budur.

Tanim 6.26 (Orneklem ortalamasi ve 6rneklem varyansi). Bir kitleden secilen n hacimli bir 6rnek-
lemin gozlem degerleri x,, z,, ..., z,, olsun. Orneklem ortalamasi1 7 ve 6rneklem varyansi s>

DI o PR
xr= — xT: S§° = r, —X
ni= " n_lizl ’

ile tanimlanir. s = V52 sayisina 6rneklem standart sapmasi denir.

Yani p kitleye,  6rnekleme ait aritmetik ortalamadir; o2 ile s2 arasindaki iliski de boyledir. Orneklem
varyansinda paydada n yerine n — 1 bulunur. Bunun nedeni, gézlemler bagimsiz ve ayni dagilimliyken
(kitle sonsuz sayildiginda ya da segim iadeli yapildiginda) s%'nin bilinmeyen ¢%’yi ortalamada dogru
tahmin etmesidir; n ile bélmek o2’yi sistematik olarak kiiciik tahmin eder. Bu sonucu Tahmin Edicilerin
Ozellikleri béliimiinde yansizlik kavramiyla birlikte ispatlayacagiz. Standart sapma, verilerle ayn1 birimde
oldugu i¢in (varyans ise birimin karesiyle ol¢iildiigii i¢in) yorumu daha kolaydur.

Varyansi elle hesaplarken sapmalari tek tek bulmak yorucu olabilir. Asagidaki 6zdeslik hesabi kisaltir.

Onerme 6.3 (Sapma kareleri toplamu icin kisa yol). Her veri kiimesi icin
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olur. Ayni 6zdeslik x yerine u, n yerine N yazilarak kitle i¢in de gecerlidir.

ispat.

Kareyi agalim: (z; — 7)% =

x? — 2Tz, + T2 Bunui = 1,...,n icin toplarsak, T sabit oldugundan

n n n

Z(mi —7)? = fo — 2;?2% +nz?
i=1 i=1 i=1
olur. Y x; = ni& oldugundan ortadaki terim —2% - nx = —2n & 2 dir ve
n n n
Z(ml —7)? = Z 22z’ +nz?= fo —nz?
i=1 i=1 i=1
bulunur.
|

Ornek 6.15 (Kiiciik bir kitlenin varyansi). Dért daireli bir apartmanin dairelerinin aylik su tiike-
timleri (m®) 2,4, 6, 8dir. Apartmanin biitiin daireleri kitleyi olusturmaktadir. Kitle ortalamasini, kitle
varyansini ve kitle standart sapmasini bulunuz.

Coziim.
Kitle hacmi N = 4’tir. Ortalama

_2+446+8 20
- =7
ve sapmalar —3, —1, 1, 3’tiir. Sapma kareleri 9, 1, 1,9 olup toplamlar1 20°dir. Kitle varyansinda N’ye
béleriz:

o2="=5 o=+v5~2236m

Ayni dort deger bir kitleden secilmis bir érneklem olsaydi n — 1 = 3’e bélerdik ve s? = 20/3 ~
6,667 bulurduk. Hangi formiiliin kullanilacagy, degerlerin kitlenin tamami m1 yoksa bir 6rneklem mi
olduguna baglhdir.

|

Ornek 6.16 (B grubunun 6rneklem varyansi). B grubunun 30, 40, 50, 60, 70 gézlemleri (Ornek 6.14)
bir 6rneklem olsun. Orneklem varyansini ve standart sapmasini tanimdan hesaplayimiz.

Coziim.
Zp = 50 bulunmustu. Sapmalar ve kareleri séyledir:

T, 30 40 50 60 70

K3

T;— -20 —-10 0 10 20

7

(z; —Z)> 400 100 0 100 400

Sapmalarin toplami 0’dir (Onerme 6.2). Sapma karelerinin toplami 1000’dir ve n — 1 = 4’e béliiniir:

1000
sh=—, =250, sp=V250~158L

Ornek 6.17 (A grubunun 6rneklem varyansi). A grubunun 48,49,50,51, 52 gozlemleri (Ornek 6.14)
bir 6rneklem olsun. Orneklem varyansini kisa yolla (Onerme 6.3) hesaplaymniz.
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Cozim.
Z 4 = 50 bulunmustu. Karelerin toplami

482 + 492 + 50% + 512 4 522 = 2304 + 2401 + 2500 + 2601 + 2704 = 12510

ve nz? =5-50% = 12500°diir. Kisa yolla sapma kareleri toplam1 12510 — 12500 = 10 bulunur.
Buradan

10
s =" =25, s4=1/2,5~1,58.

B grubunun varyansi (250) A’ninkinin 100 kati, standart sapmasi 10 katidir. Bu, gozlemlerin ortala-
madan uzakliginin B’de on kat biiyiik olmasiyla uyumludur.
| ]

Ortalama Mutlak Sapma

Sapmalarin birbirini gotiirmesini engellemenin ikinci yolu, kare yerine mutlak deger almaktir.

Tanim 6.27 (Ortalama mutlak sapma). z,,...,z,, gbzlemlerinin aritmetik ortalamadan sapmalarinin
mutlak degerlerinin ortalamasina ortalama mutlak sapma denir:

1 n
OMS = — —x .
ni§:1|xz z |

Yani ortalama mutlak sapma, bir gézlemin ortalamadan tipik olarak ne kadar uzakta oldugunu verinin
kendi biriminde dogrudan soyler. Varyans biiyiik sapmalar1 karesiyle cezalandirir, ortalama mutlak sapma
ise her sapmay1 biiytikliigi kadar sayar.

Ornek 6.18 (iki grubun ortalama mutlak sapmasi). A (48,49, 50,51, 52) ve B (30, 40, 50, 60, 70)
gruplarinin (Ornek 6.14) ortalama mutlak sapmalarini bulunuz.

Cozim.
Iki grupta da £ = 50’dir. A grubunda sapmalarin mutlak degerleri 2, 1,0, 1, 2’dir:
2+1+0+1+2 6

OMS, = -=1,2.
A 5 5 )

B grubunda sapmalarin mutlak degerleri 20, 10, 0, 10, 20°dir:

20+ 1 10 +2
oms, — 20F 0+g+ 0+ 0:%:12'

A grubunda bir gézlem ortalamadan ortalama 1, 2 birim, B grubunda 12 birim uzaktadir.
|

Degisim Katsayisi

Standart sapma verinin birimiyle 6l¢tliir. Bu yiizden ortalamalar1 ¢ok farkli olan ya da farkli birimlerle
olgtlen iki veri kiimesinin yayilimini standart sapmayla karsilagtirmak yaniltici olabilir: ortalamasi 10
olan bir veride 2 birimlik sapma buiyiiktiir, ortalamast 1000 olan bir veride kiigtiktiir.

Tanim 6.28 (Degisim katsayisi). Ortalamasi pozitif olan bir veri kiimesinin standart sapmasinin
ortalamasina oranina degisim katsayisi denir:

DK = 2 .100% (6rneklem), DK = = -100% (kitle).
I

ISTRRY)

Yani degisim katsayis1 yayilimi ortalamaya gore, ylizde olarak dlcer ve birimden bagimsizdir. Degisim
katsayisi kiiciik olan veri kiitmesi daha homojendir (birimleri birbirine daha ¢ok benzer).
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Ornek 6.19 (Hangi grup daha homojen?). A ve B kitlelerinin varyanslari esittir: 04 = 0% = 3. A'nin
ortalamasi p 4 = 10, B'ninki uz = 50°dir. Hangi kitle daha homojendir?

Cozim.
Standart sapmalar esittir: 0, = 05 = v/3 ~ 1,732. Yalniz buna bakarak iki kitlenin esit homojen
oldugunu séylemek yanlis olur. Degisim katsayilar:

3 3
DK, = \1/—0_ -100% ~ %17, 32, DKy = \5/—0_ -100% ~ %3, 46
bulunur. B’de ortalamaya gore yayilim bes kat kiigtiktiir; B kitlesi daha homojendir.
|

Konum Olciileri: Yiizdelikler ve Ceyreklikler

Medyan veriyi iki esit parcaya bolityordu. Ayni fikri bagka oranlara genellestirerek bir degerin veri kiimesi
icindeki goreli konumunu anlatan 6lciiler elde ederiz: “bu degerin altinda verilerin yiizde kag1 var?”

Tamim 6.29 (Yiizdelik). 0 < P < 100 olsun. Siralanmis veride gozlemlerin yaklasik %P’sinin kendi-
sinden kii¢iik, %(100 — P)’sinin kendisinden biiyiik oldugu degere P. yiizdelik denir ve Y} ile gosterilir.
n gozlemli bir veride Yp nin sirali veri i¢indeki konumu

P
Lp=+1D15

ile belirlenir:

* Lp bir tam sayrysa Yp = z(;, ) dir.
* Lp =k+dise (k tam sayy, 0 < d <1) Yp, zy ile 2, arasinda dogrusal olarak bulunur: Yp =

iy + A gan) = T )-
« Lp <liseYp =ux), Lp >niseYp =z, almr.

Yani konum formiilii, Y5 nin sirali veride kagic sirada durdugunu soyler; sira numarasi tam ¢itkmazsa
iki komgu g6zlemin arasina orantili olarak yerlegiriz. Yiizdelikler i¢cin bundan biraz farkli konum kurallar:
da kullanilir; bityiik veride farklar 6nemsizdir.

Tanim 6.30 (Ceyreklikler). Siralanmis veriyi dort esit parcaya bolen ti¢ degere ceyreklikler (ceyrek
degerler, dortte birlikler) denir:

« Birinci ceyreklik QQ; = Y,;: verilerin %25’ini solunda (altinda), %75’ini saginda (iistiinde) birakan
degerdir.

- Ikinci ceyreklik Q, = Y;,: medyandir.

« Ugiincii ¢eyreklik @Q; = Y,.: verilerin %75’ini solunda, %25’ini saginda birakan degerdir.

Yani c¢eyreklikler sirali veriyi, her birinde gozlemlerin yaklasik doértte biri bulunan dért parcaya ayirir.
Konumlari Loy = "TH, Ly = "TH ve Lys = @’tﬂm (), gercekten medyanla aynidir: n tekse Ly, =
”TH bir tam sayidir; n ciftse Lgy = 5 +% oldugundan @), iki ortadaki gozlemin tam ortasina, yani

aritmetik ortalamalarina duser.

Tanim 6.31 (Ceyrekler arasi aciklik ve ¢eyrek ayrilis). CAA = Q5 — @ farkina ceyrekler aras:

aciklik, bunun yarisi olan CA = Qgng sayisina ceyrek ayrilis (ceyrek sapma) denir.

Yani ceyrekler arasi aciklik, gézlemlerin ortadaki yarisinin kapladigi araligin uzunlugudur. En kiigiik ve en
biiyiik degerlere bakmadig; icin agikligin aksine u¢ degerlerden etkilenmez; medyanin yaninda kullanilan
dayanikli bir yayilim 6l¢iisiidiir.

Ornek 6.20 (On gozlemin ceyreklikleri). Bir kafede on giin boyunca satilan tath sayilari sirali olarak
sOyledir:

12,15, 17, 20, 22, 25, 28, 30, 34, 41.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 105 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

106 Boliim 6. Istatistige Giris ve Betimsel Olciiler

@1, @y ve Q5 ceyrekliklerini bulunuz.

Coziim.

n = 10 oldugundan n + 1 = 11’dir.

Q. Konum L,; = 11-0,25 = 2, 75’tir. Yani @, 2. ve 3. gzlemler arasinda, 2. den itibaren aradaki
farkin 0, 75’1 kadar 6tededir:

Q: = Z(g) +0,75( T(3) — T(a) ) =15+4+0,75-2=16,5.
Q,. Konum Ly, =11-0,5 = 5, 5’tir:
QQ :$(5) +O,5( .'17(6) _l'(S) ) :22+0,53:23,5

Bu, medyan taniminin verdigi (22 + 25)/2 = 23, 5 ile aymdur.
Q3. Konum L,y = 110,75 = 8, 25tir:

Asagidaki kutu grafigi bu sonuglar1 6zetler: kutu ();’den @5’e uzanir, icindeki ¢izgi medyandir,
kutunun iki yanindaki ¢izgiler (biyiklar) en kiicitk ve en biyiik gézleme kadar gider.

0.-16,5 0.-235 0,-31
[EE— |
1
Q- 0,=145
° e o o o ° e o ° °
10 15 20 25 30 35 40

Sekil 6.7: On gozlem (alttaki noktalar) ve geyreklikleri. Kutu Q1 = 16,5 ile Q3 = 31 arasindadir ve
gozlemlerin ortadaki yarisini tagir; igindeki ¢izgi medyandir (Q2 = 23,5). Bryiklar en kii¢iik (12) ve en
buyiik (41) gozleme uzanir. Kutunun genisligi ceyrekler arasi agikliktir.

Ornek 6.21 (Ceyrekler aras1 aciklik). Tatli satislarinin (Ornek 6.20) ceyrekler aras1 acikligini ve ceyrek
ayriligini bulunuz. Son giin 41 yerine 90 tath satilsaydi bu dlciiler ve aciklik nasil degisirdi?

Cozim.
@, = 16,5 ve Q3 = 31 bulunmustu. Buna gore

14,5
CAA=31-16,5=14,5, CA=-2"="7,25.

Giinlerin ortadaki yarisinin satiglar1 14, 5 tatlilik bir araliga sigar.

En biiyiik gozlem 41 yerine 90 olsa Q; ve Q3’lin hesabinda kullanilan zy), 73, ¥ (s, Z(g) degismez;
CAA ve CA ayni kalir. Agiklik ise 41 — 12 = 29’dan 90 — 12 = 78’e cikar. Tek bir ug¢ deger aciklig iki
katindan fazla buytitir ama ceyrekler arasi aciklig etkilemez.

|

Ornek 6.22 (Doksaninc yiizdelik). Tatl satiglarmin (Ornek 6.20) 90. yiizdeligini bulunuz.

Coziim.
Konum Lyy =11 - % =9,9’dur. Yani Yy, 9. ve 10. gozlemler arasinda, 9.'dan itibaren farkin 0,9’u
kadar 6tededir:
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}60:%(9)—’-0,9(1:(10)—{17(9)):34+0,97:40,3

Giinlerin yaklasik %90’inda 40, 3’ten az tath satilmistir.
|

Bu bélimde veriyi kitle-6rneklem ayrimiyla disiinmeyi ve birkag sayiyla 6zetlemeyi 6grendik. Simdiye
kadar Z ve s? bizim icin elimizdeki verinin sabit sayilartydi. Oysa baska bir 6rneklem secseydik bagka
degerler bulurduk; yani 6rneklem ortalamasi da 6rneklemden 6rnekleme degisen bir rastgele degiskendir.
Bir sonraki boliim Orneklem ve Istatistikler, 6rneklemi rastgele degiskenlerle modelleyerek bu degisken-
ligi olasilik diliyle incelemeye bagliyor.
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7.1

7.2

7. Orneklem ve Istatistikler

Istatistikte asil merak ettigimiz sey kitlenin kendisidir: bir tilkedeki biitiin yetigkinlerin ortalama boyu, bir
fabrikanin tirettigi biitiin ampullerin 6mri. Kitlenin tamamini 6l¢mek cogu zaman olanaksizdir; bu yiizden
kitleden birkag birim secer, onlar1 6lger ve bu 8lgiimlerden kitle hakkinda sonug ¢ikaririz. Istatistige Girig
béliimiinde kitle, 6rneklem ve parametre kavramlarini sozel olarak tanidik. Bu bolimde ayni kavramlara
olasilik diliyle kesin bir bi¢im veriyor, ardindan en 6nemli istatistik olan 6rneklem ortalamasinin davra-
nisini inceliyoruz.

Orneklem ve Orneklem Uzay1

Kitlede inceledigimiz 6zellik (boy, 6miir, puan) rastgele segilen bir birim icin bir rastgele degiskendir.
Orneklemi, bu degiskenin birbirini etkilemeyen kopyalar1 olarak diisiinecegiz.

Tanim 7.1 (Orneklem). Kitledeki tek bir 6zelligin 6l¢iimiine karsilik gelen rastgele degisken X olsun.
Her biri X ile ayn1 dagilima sahip ve birbirinden bagimsiz X, X, ..., X,, rastgele degiskenlerine ya da
(X, X,, ..., X,,) rastgele vektoriine n birimlik (rastgele) 6rneklem denir. n sayisina 6rneklem hacmi
(6rneklem biyiikligii) denir.

Yani X, i-inci secilecek birimde yapilacak él¢iimdiir. Olciim heniiz yapilmadig icin degeri belli degildir;
bu yiizden bir rastgele degiskendir. “Ayn1 dagilim” her l¢iimiin ayni kitleden geldigini, “bagimsizlik”
ise bir 6l¢iimiin sonucunun digerlerini etkilemedigini séyler. X’in dagilimina kitle dagilim diyecegiz.
Bagimsizligin (Olasilik Teorisi'ndeki tanim) sonlu bir kitleden iadesiz ¢ekiliste bozuldugunu agagida gore-
cegiz; o durumda da secilen birimlerin degerlerine, alisilageldigi gibi, 6rneklem demeye devam edecegiz.

Tamim 7.2 (Gézlem Degerleri). Olciim yapildiktan sonra X, X, ..., X,

, Ornekleminin aldig:
Zy, Ty, ..., T, sayllarina gozlem degerleri ya da kisaca 6rnek denir.

Yani buiyiik harf (X;) 6l¢iimden 6nceki belirsiz niceligi, kii¢iik harf (z;) dl¢iimden sonra elimize gecen
say1y1 gosterir. Ayn kitleden ikinci kez 6rneklem alirsak X;’ler ayni kalir ama gozlem degerleri biiyiik
olasilikla degisir.

Tanim 7.3 (Orneklem Uzayi). Elde edilebilecek biitiin (1, zs, ..., z,) € R" gézlem noktalarinin
kiimesine 6rneklem uzay1 denir ve 2 C R" ile gosterilir.

Yani 6rneklem uzayi, (X, ..., X,,) vektdriiniin alabilecegi biitiin degerlerin kiimesidir; her gézlem bu
kiimenin bir noktasidir.

Ornek 7.1 (U¢ Zar Atisindan Olusan Orneklem). Hilesiz bir zar ii¢ kez atilsin ve X, i-inci atista gelen
say1 olsun. Atislar birbirini etkilemedigi ve her atista 1, ..., 6 sayilarinin her biri % olasilikla geldigi icin
(X1, X5, X5), kitle dagilimu {1, ..., 6} iizerinde kesikli diizgiin dagilim olan 3 birimlik bir érneklemdir.

Orneklem uzay1
== {1,2,3,4,5,6)% C R?

kiimesidir ve 63 = 216 noktadan olusur. Atislar sirasiyla 2, 5, 5 gelirse gozlem degerleri ©, = 2, x, = 5,
x5 = 5 olur; bu, E'nin (2, 5, 5) noktasidir.

Istatistik
Orneklemden kitle hakkinda bilgi cikarmak icin gdzlemleri bir formiilde birlestiririz: toplariz, ortalamasini
aliriz, en biyigini segeriz. Bu formiillerin tek sarti, gézlemler geldiginde gercekten hesaplanabilmele-

ridir.
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110 Bé6liim 7. Orneklem ve Istatistikler

Tanim 7.4 (Istatistik). X, Xy, ..., X,, 6rnekleminin bilinmeyen parametre icermeyen herhangi bir T’ =
T(X;, X, ..., X,,) fonksiyonuna érneklem istatistigi ya da kisaca istatistik denir.

Yani istatistik, gozlem degerleri elimize gecer gecmez sayisal degeri hesaplanabilen bir formiildiir. Ornegin
X, + X, + -+ X,,, max{ Xy, ..., X,,} ve yalnizca X birer istatistiktir. Kitle ortalamasi z bilinmiyorsa
X — pbir istatistik degildir, ¢iinkii gozlemler gelse bile p bilinmeden degeri hesaplanamaz. Bir 6rneklemle
sonsuz c¢oklukta istatistik tanimlanabilir.

Bir istatistik 6rneklemin fonksiyonu oldugundan kendisi de bir rastgele degiskendir: 6rneklem degistikce
degeri degisir. Bu degisimi dagilimiyla betimleriz.

Tanim 7.5 (Ornekleme Dagilimi). Bir 7 istatistiginin olasilik dagilimina 7" nin érnekleme dagilimi
denir.

Yani 6rnekleme dagilimi, ayni kitleden ayni hacimde 6rneklemler tekrar tekrar alindiginda 7nin hangi
degerleri hangi olasiliklarla aldigini séyler. Boliimiin ilerleyen kisminda bir sonlu kitlede bu dagilimu
biitiin 6rneklemleri sayarak kuracagiz.

Bazi istatistikler o kadar sik kullanilir ki 6zel adlar1 vardur.

Tanim 7.6 (Orneklem Ortalamasi). X, X,, ..., X,, 6rnekleminin 6rneklem ortalamasi
_ _ 18
X=X,=- X,
i—1
istatistigidir.

Tanim 7.7 (Orneklem Varyansi). X, X,, ..., X,, érnekleminin (n > 2) érneklem varyansi

1

n—li

% =

. o\2

(X = X)
-1
istatistigidir.

Tanim 7.8 (Orneklem Momenti). k=1,23,... icin X;, X,, ..., X,, érnekleminin k-inci 6rneklem
momenti

M= 13
=1

istatistigidir.

Yani X gozlemlerin merkezini, S? gozlemlerin bu merkez cevresindeki yayilimin 6lger; M), ise gozlem-
lerin k-inci kuvvetlerinin ortalamasidir. Istatistige Giris béliimiinde bir veri kiimesi i¢in hesapladigimiz
aritmetik ortalama ve 6rneklem varyansi, bu istatistiklerin gozlem degerlerindeki degerleridir. S?’de n
yerine n — 1 ile b6lmenin nedenini asagidaki bir 6rnekte somut olarak gorecegiz; genel agiklama Tahmin
Edicilerin Ozellikleri boliimiindedir.

Birinci 6rneklem momenti érneklem ortalamasidir: M; = X. ikinci moment ise ortalamamn karesi
degildir. M, énce kareleri alip sonra ortalar, X2 6nce ortalayip sonra karesini alir:

M B X? =
2 n )

_XP 4+ X2 . (X1+~-~+Xn)2

n

Ikisi arasmdaki fark tam olarak yayilimi verir.

Onerme 7.1 (Orneklem Varyansinin Hesap Formiilii). n > 2 icin

SO (X, - X)F = 3 X7 0¥
i=1

i=1
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7.2 Istatistik 111

ve dolayisiyla
2 _ n M., — X2
n—1 ( 2 )
olur.
ispat.
Kareyi acip toplami terimlere dagitalim:
S X% -X)" = "x2-2X > X, +nX2
i=1 i=1 i=1

X toplama indisine bagl olmadig igin toplamin disina ¢ikti. Tanim geregi 2?21 X, = nX oldugundan
ortadaki terim —2n X? 'dir ve

n

Z(Xi—X)z ZiXiQ—ZnXQ—i—nX'Q :iXiQ—nX2
J i=1

i=1 i=1
bulunur. Y X2 = nM, yazip n — 1’e bolersek ikinci esitlik ¢ikar:

nM, — nX? _n

S2 — =
n—1 n—1

(M, — X?).

Sol taraf negatif olmayan terimlerin toplami oldugundan M, > X?’dir; esitlik ancak biitin gozlemler
ayniyken saglanir.

Ornek 7.2 (Bir Ornekte Ortalama, Varyans ve Ikinci Moment). Dért birimlik bir 6rneklemin gézlem
degerleri 3, 5, 6, 10 olsun. Orneklem ortalamasinin, srneklem varyansinin ve ikinci 6rneklem momentinin
bu gozlemlerdeki degerlerini hesaplayiniz.

Cozim.
Ortalama:

_ 3+5+64+10 24 6
r=-——— = — = .
4 4

Ortalamadan sapmalar3 —6 = —3,5 — 6 = —1,6 — 6 = 0 ve 10 — 6 = 4’tiir. Karelerinin toplam1 9 +
14 0+ 16 = 26 oldugundan

26 26

2= =T .
=y =g ~ 867

Ikinci moment karelerin ortalamasidir:

94+25436+100 170

my = 42,5 ile z2 = 36 birbirinden farklidir. Onerme 7.1 ile saglama yapalim:

n 5 4 4 26
— %) =-(42,5—36)=- 6,5 = —.
(m2 33) 3( ) ) 3 ) 3

n—1

Bu, dogrudan buldugumuz s? degeriyle aynidir.
|
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Orneklem Ortalamasinin Beklenen Degeri ve Varyansi

Orneklem ortalamas: kitle ortalamasi 2"yl tahmin etmek icin kullamlan en dogal istatistiktir. Bu tahminin
ne kadar giivenilir oldugunu anlamak icin X’in merkezine ve yayillimina bakacagiz. Bir Y rastgele
degiskeni i¢in 1y = E(Y) ve 03 = Var (Y) kisaltmalarini kullanacagiz; érnegin iy = E(X) ve U%( =
Var (X).

Teorem 7.1 (Bagimsiz Goézlemlerde Orneklem Ortalamasi). X, X,,...,X,, heri =1,...,n icin
E(X;) = pu ve Var (X;) = 02 olan bagimsiz rastgele degiskenler olsun. Bu durum, ornegin sonsuz bir
kitleden alinan bir 6rneklemde gecerlidir. O zaman

olur.

ispat.
Beklenen deger. Beklenen deger lineer oldugundan (Olasilik Teorisi’ndeki teorem) sabit% disar ¢ikar ve
toplamin beklenen degeri beklenen degerlerin toplami olur:

B(X) =E(%ZX) Iy By = L=

Varyans. Bir sabitle ¢arpilan rastgele defiskenin varyansi, sabitin karesiyle carpilir: Var (aY) =
a? Var (Y) (Olasilik Teorisi’ndeki teorem). Bagimsiz rastgele degiskenlerin toplaminin varyans: da var-
yanslarin toplamidir, ¢iinkii bagimsiz degiskenler arasindaki kovaryanslar sifirdir (Olasilik Teorisi’ndeki
sonug). Bu iki kuralla

- 1 n 1 & no? o
Var (X) = — Var (;X> = T?Z;Var (X)) =—5 =—

bulunur.

Yani 6rneklem ortalamasi ortalamada kitle ortalamasim tutturur ve yayilimi 6rneklem hacmiyle ters
orantili olarak azalir: gézlem sayisini dért katina ¢ikarmak X’in varyansini dértte birine, standart sapma-
sin1 yariya indirir.

Teoremin varsayimlari bosuna degildir. Beklenen degeri olmayan bir kitlede, 6rnegin Onemli Siirekli
Dagilimlar bélimiindeki Cauchy dagiliminda, p ve o2 tanimh degildir; standart Cauchy kitlesinde X
her n icin tek bir gézlemle ayni dagilima sahiptir ve n bityiiditk¢e hi¢ daralmaz. Bagimsizhik kalktiginda
varyans formiiliiniin nasil degistigini ise asagida iadesiz cekiliste gorecegiz. Ayrica teorem yalnizca X’in
beklenen degerini ve varyansim verir, dagilimimin bi¢imini sdylemez. Bicim, kitle normalse agagida tam
olarak, genel kitlelerde ise Yakinsama ve Merkezi Limit Teoremi bélimiinde biiyiik n i¢in yaklagik olarak
belirlenecek.

Sonlu Kitleler

Simdi kitlenin /N birimden olustugunu ve birimlerin 6l¢iilen degerlerinin ¢4, ¢y, ..., ¢5 oldugunu varsa-
yalim. Istatistige Giris béliimiindeki gibi kitle ortalamasi ve kitle varyansi

1 Y 9 1 & 2
“:N;Cﬁ g :N;(%*#)

sayilaridir. Kitleden rastgele secilen tek bir birimin degeri X ise her birim % olasilikla secildigi icin
E(X) = pve Var (X) = o2 olur; degerler farkliysa X, {c;, ..., ¢y } iizerinde kesikli diizgiin dagilimlidur.
n birimi iki farkli yolla secebiliriz: secilen birimi her cekilisten sonra kitleye geri koyarak (iadeli) ya da
geri koymadan (iadesiz).
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Teorem 7.2 (ladeli Cekiliste Orneklem Ortalamasi). N birimlik sonlu bir kitleden iadeli olarak n
birimlik bir 6rneklem segilirse

_ B 2
py =B(X)=p, 0% =Var (X)="
olur.

ispat.

ladeli gekiliste her cekilisten once kitle ilk haline déner. Bu yiizden her cekiliste her birim % olasilikla segilir
ve bir ¢ekilisin sonucu digerlerini etkilemez. Dolayisiyla X, ..., X,, bagimsizdir ve her biri tek birimlik
secimle ayni dagilima sahiptir: E(X;) = p, Var (X;) = o2. Teorem 7.1 dogrudan uygulanir.

|

fadesiz gekiliste ise durum degisir: ilk cekiliste bityiik bir deger gelirse o birim kitleden ¢ikar ve sonraki
cekiliglerde biiyiik deger gelme olasilig1 azalir. Gozlemler artik bagimsiz degildir ve aralarindaki negatif
iligki varyansi kigultir.

Teorem 7.3 (Iadesiz Cekiliste Orneklem Ortalamasi). N > 2 birimlik sonlu bir kitleden iadesiz olarak
n < N birim segilsin ve X, i-inci se¢ilen birimin deferi olsun (X, ..., X,, bu durumda bagimsiz degildir).
O zaman

_ - N—n o2
o= E(X) = 2 vy X) = R
px =EX)=p, oy =Var (X)=F— —
olur.
Ispat.
Birimleri 1,2, ..., N ile numaralayalim ve i-inci cekiliste segilen birimin numarasina U; diyelim; boylece
X, = ¢y olur. Iadesiz rastgele cekiliste, birbirinden farkli birimlerden olusan her sirali (uy, ..., u,,) dizisi

ayni olasilikla ortaya ¢ikar. Bu dizilerin sayist N(N — 1)---(N —n + 1) dir. (X siraya bagh olmadigin-
dan, sirasiz (JZ) drneklemin esit olasilikli olmast da ayni sonucu verir.)
Adim 1: Her X; kitle dagilimina sahiptir. i-inci yere belirli bir a birimini koyarsak kalann — 1 yer,
kalan N — 1 birimden (N — 1)(N — 2)-«(N —n + 1) farkli bicimde doldurulur. Bu sayiy1 toplam dizi
sayisina bolersek

(N—1)+(N—-n+1) 1

PU=) = SN~ —ntD) N

bulunur. Demek ki i-inci ¢ekiliste, onceki cekilislerin sonucunu bilmiyorsak, her birim esit olasiliklidir.
Dolayisiyla her i igin E(X;) = pu ve Var (X,) = o2 dir.

7
Advm 2: Iki gozlemin kovaryansi. n > 2 ve i # j olsun. i-inci ve j-inci yerlere farkli a ve b birimleri

konursa kalan yerler (N — 2)--«(N — n + 1) bi¢imde doldurulur, dolayisiyla

PU=al;=0) = 5=y (@#)

ve a = b igin bu olasilik sifirdir. d, = c, — p yazalim. Kitle ortalamasinin tanimi geregi Za d, =0 ve
kitle varyansinin tanimi geregi Za d? = No?’dir. Buna gore

Cov (X, ,) = B [ (X, = )X, = 1) | = 37575 2 dadl
a#b

olur. a # b olan ¢arpimlarin toplamy, biitiin ¢carpimlarin toplamindan kosegen terimlerinin ¢ikarilmasiyla

elde edilir:
> d,d, = (Zda)Z —) d2=0-No?.
a a

a#+b

Boylece Cov (X, X;) = —N"—_zl bulunur.
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Adim 3: Beklenen deger ve varyans. Beklenen degerin lineerligi bagimsizlik gerektirmez; Adim 1
ile B(X) = % -mu =y olur. Toplamin varyansi, varyanslann toplami ile biitiin ¢ # j swrali ciftlerinin
kovaryanslarinin toplamidir (Olasilik Teorisi’ndeki formiil ve hemen altindaki not). n tane varyans ve
n(n — 1) tane swrali ¢ift oldugundan

Var (iXi):na2 +n(n—1) (_N021>

i=1
-1 N—n
= 21_n ): 2.
no( N1 no N1

olur. n = 1 iken kovaryans terimi yoktur ve ayni sonug kalwr. Son olarak n? ye bolersek

— 1 N—n N-n o2
Var (X) = — - no?- = L
ar (X) n? ne N—1 N-1 n

elde edilir.
| ]

Iki teorem arasindaki tek fark varyanstaki carpandir.
Tanim 7.9 (Sonlu Kitle Diizeltme Carpani). N birimlik bir kitleden iadesiz n birimlik 6rneklem
secildiginde

N—n

N-—-1

sayisina sonlu kitle diizeltme ¢arpani denir.

J((N = n)/(N - 1)), N = 100

n =5 icin 0,98 n = 50 icin 0,71

n < 0,05N

0,2 7

Sekil 7.1: N = 100 birimlik bir kitlede standart hatay1 diizelten v((N - n)/(N - 1)) carpani. Orneklem
kitlenin %5'inden kiigiikken (tarali serit) carpan 1'e cok yakindir; n bitytidiikce kii¢iiliir ve n = N oldugunda
sifir olur.

Yani iadesiz cekiliste X in varyansi, iadeli cekilisteki %2 degerinin bu ¢arpanla kii¢tltiilmiis halidir. n >
1 i¢in carpan en ¢ok 1’dir; n = N oldugunda sifir olur, ¢linkii o zaman biitin kitle se¢ilmigtir ve X = p
kesin olarak bilinir. IV sabit bir n i¢in sonsuza giderken carpan 1’e yakinsar. Bu yiizden kitle sonsuzsa ya
da 6rneklem kitlenin %5'inden kiicitkse (n < 0, 05N) ¢arpan kullanilmaz; bu durumda garpanin karekoki
V0,95 ~ 0,975’ten buyiiktir ve standart hatay: en fazla yaklagik %2,5 degistirir.

Tanim 7.10 (Standart Hata). Orneklem ortalamasinin varyansinin karekokiine, yani o 3 = 4/Var (X)
sayisina, orneklem ortalamasinin standart hatasi denir. Daha genel olarak bir T istatistiginin standart
hatasi1 o = /Var (T) sayisidir.
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Yani standart hata, istatistigin kendi standart sapmasidir ve tahminin tipik olarak ne kadar sastigini,

kitlenin kendi biriminde dlcer. Bagimsiz gozlemlerde ve iadeli ¢ekiliste o5 = \/Lﬁ, iadesiz cekiliste o ¢ =
N—n>7q:
V=V N dir

Ornek 7.3 (Diizeltme Carpaninin Gerektigi Bir Durum). N = 1000 6grencinin sinav puanlarinin
standart sapmasi1 o = 15'’tir. Bu égrencilerden iadesiz olarak n = 100 grenci seciliyor. Orneklem ortala-
masinin standart hatasini hesaplayiniz.

Cozim.
Orneklem kitlenin % =0,10’u, yani %10'udur. Bu oran 0,05’ten biiyiik oldugundan diizeltme
carpani kullanilmalidir. Teorem 7.3 ile

c |[N—n 15 900
Ox = —F7—=\ 7 = —F—\/ 7=
X7 nVN—1 100V 999

Carpan kullanilmasaydi 1, 5 bulunurdu; bu yaklasik %5 fazladir.
]

=1,5-0,9492 ~ 1,4237.

Ornek 7.4 (Diizeltme Carpaninin Thmal Edilebildigi Bir Durum). N = 1000 dgrencinin smav
puanlarimnin standart sapmasi ¢ = 15’tir. Bu 6grencilerden iadesiz olarak n = 40 6grenci seciliyor. Ornek-
lem ortalamasinin standart hatasini hesaplaymiz ve diizeltme carpaninin ihmal edilip edilemeyecegini
inceleyiniz.

Coziim.
40

Orneklem kitlenin 1535 = 0, 04’iidiir; bu oran 0, 05’ten kiiciik oldugundan ¢arpan ihmal edilebilir:

~ 2,3717.

ok
OUT

U)*(%

Carpanla birlikte tam deger

15 /960

Ox = —1\/ —

X7 40V 999

olur. iki deger arasindaki fark yaklagik %2’dir; bu yiizden carpani ihmal etmek pratikte bir sey kaybet-

tirmez.
||

~ 2,3717-0,9803 ~ 2, 3250

Bir Sonlu Kitlede Ornekleme Dagilim1

Teoremleri somut bir kitlede, biitiin olas1 6rneklemleri tek tek yazarak dogrulayalim. Asagidaki 6rneklerin
hepsi ayn1 kii¢iik kitleyi kullanir.

Ornek 7.5 (Orneklem Ortalamasinin Ornekleme Dagilimi). 2, 4, 10, 12 ve 18 sayilarindan olusan
bir kitleden iadesiz olarak n = 3 birimlik rastgele dérneklemler cekiliyor. Orneklem ortalamasi X’in
ornekleme dagilimini olusturunuz.

Coziim.
Kitle N = 5 birimlidir. fadesiz cekiliste 3 birimlik 6rneklemlerin say1s1

5\ 5l
= — =1
(3) 3191 — 1V

olup her biri 1l0 olasilikla secilir. Biitiin 6rneklemleri ve ortalamalarini yazalim:

Orneklem z Orneklem z

2,4,10 16/3 2,12,18 32/3
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Orneklem z Orneklem z

2,4,12  18/3 4,10,12 26/3
2,4,18  24/3 4,10,18 32/3
2,10,12  24/3 4,12,18 34/3
2,10,18 30/3 10,12,18 40/3
Karsilastirmay1 kolaylastirmak icin biitiin ortalamalar1 paydasi 3 olacak bicimde yazdik. 24/3 ve 32/3

degerleriikiser 6rneklemde, digerleri birer 6rneklemde ortaya ¢ikar. Buna gére X in olasilik fonksiyonu
sOyledir:

x 16/3 18/3 24/3 26/3 30/3 32/3 34/3 40/3
P()g = % 1 B 1 1 % 1 i
X

Olasiliklarin toplami % = 1’dir.

P(=x) B Xolasiliklar
4 O Kkitle degerleri
041 w=92
03 T
0,2 T
0,171
x
2 4 6 8 10 12 14 16 18

Sekil 7.2: Kitle degerleri 2, 4, 10, 12 ve 18 (halkalar) 2 ile 18 arasina yayilmigken, iadesiz c¢ekilen 3
birimlik 6rneklemlerin ortalamalar: (¢ubuklar) 16/3 ile 40/3 arasinda kalir ve kitle ortalamasi p = 9,2
cevresinde toplanir.

Ornek 7.6 (Orneklem Ortalamasinin lieklenen Dggeri). 2, 4, 10, 12, 18 kitlesinden iadesiz cekilen
n = 3 birimlik 6rneklemlerin ortalamast X olsun. F(X)’i érnekleme dagilimindan hesaplayip kitle orta-
lamasiyla karsilagtiriniz.

Cozim.
Kitle ortalamasi
1 46
olur. Ornekleme dagilimindaki (Ornek 7.5) her degeri olasiligiyla carpip toplayalim. Biitiin terimlerin
paydasi 3 - 10 = 30’dur:

B(X) = 16+18+2-24+26;E)30+2o32+34+40:%:9,2.
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7.4 Bir Sonlu Kitlede Ornekleme Dagilimi 117

Buldugumuz deger kitle ortalamasina esittir; boylece E(X) = p esitligi (Teorem 7.3) bu kitlede dogru-
lanmus olur.
|

Ornek 7.7 ((")rneklem Ortalama§1n1n Varyansl). 2, 4, 10, 12, 18 kitlesinden iadesiz cekilen n = 3
birimlik 6rneklemlerin ortalamasi X olsun. Var (X)’i iki yoldan hesaplayinmz.

Cozim.
Once kitle varyansini bulalim. g = 9, 2’den sapmalarin kareleri (2 —9,2)? = 51,84, (4—9,2)? =
27,04, (10 —9,2)2 = 0,64, (12 —9,2)? = 7,84 ve (18 — 9,2)? = 77, 44’tiir. Toplamlar1 164, 8 oldu-
gundan

164

o? = 1648 _ 32,96
5

bulunur.
Birinci yol: teoremle. Cekilis iadesiz oldugundan Teorem 7.3 kullanilir:
N—n o® 5-3 32,96 1 32,96 412

= = % ~5,4933.
N—1 n 5—-1 3 2 3 75 04933

Var (X) =

ikinci yol: dagilimdan. Var (X) = E(X?) — [E(X))]? formiiliinii (Olasilik Teorisi'ndeki hesap for-
miilit) kullanalim. X?'nin degerleri, dagilimdaki degerlerin kareleridir ve paydalar1 9 - 10 = 90 olur:

Cov 162 +18% 42242 4 267 + 302 + 2 - 322 + 342 4 402

E(X?) %0
256+ 324 + 1152 + 676 + 900 + 2048 + 1156 + 1600 8112
- 90 To90

Beklenen deger E(X) = 9,2 = 4?6 oldugundan (Ornek 7.6)

8112 (46\% 1352 2116 6760 — 6348 412
ar (X) = =55 ( 5 ) 15 25 75 75 %

Iki yol ayn1 sonucu verir.
]

Orneklem ortalamasinin varyansi (5, 49), kitle varyansindan (32, 96) cok kiiciiktiir: ortalama alma, ug
degerlerin etkisini yumusatir. Orneklem biiyiiditkce bu etki artar. Ayni kitlede Teorem 7.3 ile n =
1,2,3,4,5 icin

Var (X)=32,96; 12,36; 5,4933; 2,06; 0

bulunur. n = 5 iken biitiin kitle secilir, X her zaman 9, 2°dir ve varyans sifirdur.
Orneklem ortalamast, kitlenin merkezini tahmin etmek igin akla gelen tek istatistik degildir. Ayni 6rnek-
lemlerle medyanin davranigina bakalim.

Ornek 7.8 (C)rneklem Medyaninin Beklenen Degeri ve Varyansi). 2,4, 10,12, 18 kitlesinden iadesiz
olarak n = 3 birimlik 6rneklemler cekiliyor. Orneklemin ortanca degerine, yani 6rneklem medyanina Y
diyelim. Y nin érnekleme dagilimini bulunuz; E(Y) ve Var (Y)’yi hesaplayiniz.

Cozim.
Ug saymin medyani, siralandiginda ortada kalan sayidir. On 6rneklemin medyanlar: soyledir:

Orneklem y  Orneklem vy

2,4,10 4 2,12,18 12
2,4,12 4 4,10,12 10
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Orneklem y  Orneklem y

2,4,18 4  4,10,18 10
2,10,12 10 4,12,18 12
2,10,18 10 10,12,18 12

4 ii¢ 6rneklemde, 10 dort 6rneklemde, 12 {i¢ 6rneklemde ortaya ¢ikar:

y 4 10 12

3 4 3
PY=vy) % 15 1o

Beklenen deger:

E(Y):4-%+10~%+12.%=—12+118+36 =%=8,8-
Varyans i¢in 6nce ikinci momenti bulalim:

E(Y2):16-f—0+100~1i0+144-%=WZ%.
Buradan

Var (Y) = E(Y?)— [E(Y)]? =88 —8,82 =88 — 77,44 = 10,56
bulunur.

P(Y=1y) @ medyan Y olasiliklart
4 O Kkitle degerleri
4/10
04 T
3/10 3/10
03 T H=92—
E(Y) =838
0zt ()
0,1 T
O—>y
2 4 6 8 10 12 14 16 18

Sekil 7.3: Ayni 6rneklemlerin medyan1 Y yalmz 4, 10 ve 12 degerlerini alir. Beklenen degeri E(Y) = 8,8,
kitle ortalamas1 9,2'den farklidir; olasiliklar da 6rneklem ortalamasininkinden daha genis bir araliga
yayilmustir.

Iki sonug dikkat ¢ekicidir. Birincisi, E(Y') = 8, 8 ne kitle ortalamas1 9, 2’ye ne de kitlenin medyan1 10’a
esittir; 6rneklem medyani bu kitlede ortalamada hedefi tutturmaz. Ikincisi, Var (Y) = 10, 56, 6rnek-
lem ortalamasinin varyansi 5, 49’un yaklasik iki katidir; 6rneklem ortalamasi 6rneklemden 6rnekleme
daha az degisir.

|

Son olarak, iadeli ¢ekilisi ve 6rneklem varyansini en kigiik bir kitlede inceleyelim.

Ornek 7.9 (fadeli Cekiliste Varyansin Dogrulanmasi). 5 ve 7 say112ar1ndan olusan iki birimlik bir
kitleden iadeli olarak n = 2 birimlik 6rneklemler cekiliyor. Var (X) = 2- oldugunu biitiin 6rneklemleri
yazarak dogrulayimiz.
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Cozim.
Kitle ortalamas1 p = % = 6, kitle varyansi

1
o’ = 5[(5—6)24-(7—6)2] =—=1
olur. Tadeli cekiliste her cekiliste iki birim de % olasilikla gelir ve gekilisler bagimsizdir. Dort siralt

orneklem (5,5), (5,7), (7,5), (7,7)’nin her biri i olasiliklidir. Ortalamalar1 sirasiyla 5, 6, 6, 7°dir.
Dolayisiyla

= 5+6+6+7
E(X):L:(i:u
4
ve
o (5—=6)>+0*40°+(7-6)> 2 1
Var (X) = 1 =13
bulunur. Bu deger %2 = %’ye esittir.
|

Ornek 7.10 (Orneklem Varyansinin Beklenen Degeri). 5 ve 7 sayilarindan olusan iki birimlik bir
kitleden iadeli olarak n = 2 birimlik 6rneklemler ¢ekiliyor. Orneklem varyansi S?’nin beklenen degerinin
kitle varyansina esit oldugunu gésteriniz.

Coziim.

Kitle varyansi 02_= 1’dir (Ornek 7.9); dort sirali érneklemin her biri % olasiliklidir. n = 2 icin S2 =
s (X, — X)?dir.

- (5,5) ve (7,7) érneklemlerinde iki gozlem ortalamaya esittir, sapmalar sifirdir ve S2 = 0 olur.

« (5,7) ve (7,5) drneklemlerinde z = 6, sapmalar F1'dir ve 5? = 1+1 = 2 olur.

Buna gore
1 1
ES*)=0--+2--=1=0%
(5%) 525 o

n — 1 yerine n ile bolseydik degerler 0 ve 1 olur, beklenen deger % cikards; bu, kitle varyansini siste-
matik olarak kiigiik tahmin etmek demektir. S?’nin tanimindaki n — 1 tam olarak bu kaymayn diizeltir.
Esitlik gozlemlerin bagimsizlifina dayanir. Aymi kitleden iadesiz 2 birim ¢ekilseydi tek érneklem {5, 7}
olurdu, S? her zaman 2 olur ve F(S?) = 2 # o2 ¢ikardi.

]

Normal Kitleden Alinan Orneklem

Teorem 7.1, X in beklenen degerini ve varyansim verir ama dagiliminm bicimini vermez. Kitle normal
dagilimliysa bigim de tam olarak belirlenir. Normal dagilimin tanimi igin Olasilik Teorisi’ndeki tanima,
moment iireten fonksiyonu icin oradaki teoreme bakilabilir.

Teorem 7.4 (Normal Kitlede Orneklem Ortalamasinin Dagilimi). p € R ve 02 € (0,00) olmak
iizere X1, Xy, ..., X,,, N (11, 0%) dagiliml bir kitleden alinan bir érneklem olsun. O zaman

XNQ/JGF

olur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 119 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/temel-surekli-dagilimlar.html#def-normal-dagilim
https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/temel-surekli-dagilimlar.html#thm-normal-momentleri-mgf
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

120 Bé6liim 7. Orneklem ve Istatistikler

p-3c p-20 p-c n p+o p+20 p+3c

Sekil 7.4: N(u, o®) kitlesinden alinan érneklemin ortalamasi N(u, 0°/n) dagilimlidir. n = 1, 4 ve 16 icin standart
sapma o, 0/2 ve o/4 olur: egri p'de kalir ama n bityiidiikce daralir ve yiikselir.

ispat.
Moment iireten fonksiyonlarla gosterelim. Her X, ’nin moment iireten fonksiyonu

i

o?t?
MX,(t)=E(etXi)=eput+T , teR

olur. X ’in moment iireten fonksiyonunda iisteki toplami ¢carpima ayiralim:
tX tx ix
Mg (t) = E (X ) = E(enXienXn).

X, ..., X, bagimsiz oldugundan enXi, . en¥n de bagimsizdir ve garplmm beklenen degeri beklenen
degerlerin ¢carpimidir (Olasilik Teorisi ndekz teorem). Her carpan M ‘nin ; noktasindaki degeridir:

- )] e 9)

Bu, @(L, ) dagiliminin moment iireten fonksiyonudur. Moment iireten fonksiyon dagilimi tek tiirlii
belirledlgz icin (Olasilik Teorisi’'ndeki teklik teoremi) X ~ @ZL ) 'dir. Ayni sonug, bagimsiz normal degis-
kenlerin toplaminin normal oldugunu séyleyen Olasilik Teorisi ndekz teoremin ozel bir durumudur.

|

Yani normal bir kitlede 5rneklem ortalamasi da normaldir, merkezi kitleninkiyle aynidir, standart sapmasi
ise y/n kat kl'i(;uktur Bu sayede X ile ilgili olasiliklar standartlagtirma ve standart normal tablosu ile
hesaplanir: Z = /\F ~ N(0,1).

Ornek 7.11 (Normal Kitlede Ortalamanin Bir Araliga Diismesi). Bir kitlede olciilen 6zellik
N(50,36) dagilimhidir. Bu kitleden n = 9 birimlik bir érneklem aliniyor. P(48 < X < 53) olasiligim
hesaplayiniz ve tek bir gzlemin ayni araliga diisme olasiligiyla karsilagtiriniz.

Cozim. ~
Teorem 7.4 geregi X ~ @50 36) N(50,4), yani standart hata o ; = 2°dir. Araligin uclarin standart-
lastiralim:

48 —50 1 53 — 50

2 7 2

=1,5.

Standart normal egri 0’a gore simetrik oldugundan P(—1 < Z < 0) = P(0 < Z < 1)’dir. Standart
normal tablosundan P(0 < Z < 1) =0,3413ve P(0 < Z <1, 5) 0, 4332 okunur:

P(48< X <53)=P(—1< Z<1,5)=0,3413 40,4332 = 0, 7745.
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Tek bir gozlem i¢in standart sapma 6°dir ve uclar % ~ —0,33 ile 53%—50 = 0, 5’e doniisiir. Tablodan
P(0<Z<0,33)=0,1293 ve P(0 < Z <0,5) =0, 1915 okunur:

P(48 < X < 53) ~ 0,1293 + 0,1915 = 0, 3208.

Dokuz gozlemin ortalamasi, tek bir gozleme gore bu araliga iki kattan fazla olasilikla diiger.

Tek gozlem: X ~ N(50, 36) X~ N(50,4),n=9

0,7745

10,3208

35 40 45 50 55 60 65 35 40 45 50 55 60 65

Sekil 7.5: Ayni aralik, iki farkli dagilim: 48 ile 53 arasina tek bir gozlemin diisme olasilig1 yaklagik
0,3208 iken, 9 gozlemin ortalamasinin diigsme olasilig1 0,7745'tir. Ortalamanin dagilimi p = 50 ¢evresinde
¢ kat daha dardir (standart sapma 6 yerine 2).

Kitle normal de“ilse2X ‘in dagilimi genellikle tam olarak normal degildir. Yine de 6rneklem hacmi biiyii-
ditk¢e dagilimi 5&, %) ’ye yaklagir; bu, bir sonraki boliimde ele alacagimiz merkezi limit teoremidir.

Markov ve Chebyshev Esitsizlikleri

Kitlenin dagilimini bilmiyorsak X ile ilgili olasiliklari tam olarak hesaplayamayiz. Yine de yalmizca
varyansi kullanarak bu olasiliklara kaba ama her durumda gecerli sinirlar koyabiliriz. Bunun i¢in Olasilik
Teorisi’nde ispatlanan iki esitsizligi hatirlayalim.

Markov esitsizligi (Olasilik Teorisi’ndeki teorem): Y negatif deger almayan ve beklenen degeri olan bir
rastgele degiskense her ¢ > 0 i¢in

E(Y)

P(Y >¢) <
C

olur. Ispatin 6zii sudur: E(Y) = Zy yf(y) toplammdan y < ¢ olan negatif olmayan terimleri atip kalan

terimlerde y yerine daha kiiciik olan ¢’yi yazarsak E(Y) > ¢ P(Y > ¢) bulunur; siirekli durumda toplam
yerine integral kullanilir. Sinir yalnizca ¢ > E(Y') oldugunda bilgi verir; ¢ < E(Y) i¢in sag taraf en az
1’dir ve her olasilik zaten 1’den kiigiik ya da esittir.

Chebyshev esitsizligi (Olasilik Teorisi'ndeki teorem): X varyansi var olan (0% < o0o) bir rastgele degis-
kense her ¢ > 0 icin

< Var (X)

= 02

P(|X-EX)|[zc)
olur. Bu, Markov esitsizliginin Y = (X — E(X))? degiskenine ve c? esigine uygulanmasidir: | X —
E(X) | > colay1Y > ¢? olayiyla aynidir ve E(Y) = Var (X)'tir. 0y > O iken ¢ = ko y (k > 0) alinirsa
disarida kalma olasilig1 i¢in bir ust sinir, tiimleyen olaya gegilirse iceride kalma olasilig1 icin bir alt sir
elde edilir:

P(|X—B(X)|<kox)>1-—

P(|X—E(X)|>kox)< -

1
ﬁ7
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0 < k <1 i¢in bu smurlar bilgi vermez: iist sinir en az 1, alt sinir en ¢ok 0°dur.

Ornek 7.12 (Markov Egsitsizligiyle Bir Ust Sinir). Bir ¢agri merkezine bir saatte gelen cagr1 sayist
Y’nin beklenen degeri 20°dir; dagilimi hakkinda baska bilgi yoktur. Bir saatte en az 50 ¢agr1 gelme olasilig1
icin bir tst siur bulunuz.

Cozim.
Cagr1 say1si negatif olamaz, bu yiizden Markov esitsizligi ¢ = 50 ile uygulanabilir:
EY) 20

P(Y >50) < —~

=—=0,4.
- 50 50 0

Yani dagilim ne olursa olsun, bir saatte 50 ya da daha fazla ¢agri gelme olasilig1 en ¢ok 0, 4’tir. Ayni
yéntem ¢ = 15 i¢in 22 > 1 verir; bu siir bir sey sdylemez, ¢iinkii 15 < E(Y') dir.
]

Ornek 7.13 (Varyans Bilinince Sinirin lyilesmesi). Bir cagri merkezine bir saatte gelen ¢agr1 sayisi
Y’nin beklenen degeri 20, varyans1 20°dir. Bir saatte en az 50 cagri gelme olasilig1 icin Chebyshev
esitsizligiyle bir tist stnir bulunuz.

Cozim.
Y > 50ise Y’ — 20 > 30°dur, dolayistyla | ¥ — 20 | > 30 olur. Yani (Y > 50) olay1 (| ¥ —20 | > 30)

olayimnin i¢indedir ve olasilig1 ondan biiyiik olamaz. Chebyshev esitsizligi ¢ = 30 ile

20 20 1
PY>250)<P(|Y-20[230)< =5 =—=—~0,0222
(¥'=350)< P (] = )_302 900 45 ’
verir. Varyans bilgisi, yalniz beklenen degeri kullanan Markov sinir1 0, 4’1 yaklasik on sekiz kat iyiles-
tirmistir.
]

Chebyshev esitsizligini rneklem ortalamasina uyguladigimizda, X’in varyans: n ile kiiciildiigii icin cok
daha giiclii bir sonug elde ederiz.

Teorem 7.5 (Orneklem Ortalamasi icin Chebyshev Esitsizligi). X, X,, ..., X,,, beklenen degeri 1
ve varyansi 0 < o2 < oo olan bir kitleden alinan bir 6rneklem olsun. Her e > 0 icin

P(|X—p|>e)<—
(1X-ulze)= 2
olur. Ayrica her k > 0 igin
_ 1 o
olur.
Ispat.

Teorem 7.1 geregi E(X) = pu ve Var (X) = %’dir. Chebyshev esitsizligini X degiskenine c = ¢ ile
uygularsak

< Var (X) o2

P(IX-nlze)s TG =

bulunur. ¢ = ko . alip tiimleyen olaya gegersek

_ _ o2 1
P(\X—p\<kax):1—P(|X—,u|2ko)g)zl—é:1 =

elde edilir.
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Yani 6rneklem ortalamasiin kitle ortalamasindan € kadar sapma olasiligy, sabit bir € i¢in n biiytiditkce
% hiziyla sifira iner. Sonlu bir kitleden iadesiz cekiliste Var (X) daha da kiiciik oldugundan aym sinirlar
orada da gegerlidir.

Ornek 7.14 (Paket Agirliklarinda Chebyshev Sinir1). Bir makinenin doldurdugu paketlerin agirlik-
larmin standart sapmasi o = 10 gramdir; agirliklarin dagilimi bilinmiyor. 100 paketlik bir 6rneklemin
ortalama agirliginin kitle ortalamasindan 2 gramdan az sapma olasilig1 i¢in bir alt sinir bulunuz.

Coziim.
10

Standart hata o ¢ = o5 = 1 gramdir. 2 gram = 20 5 oldugundan Teorem 7.5 k = 2 ile uygulanir:

P(|X’—,u|<2)21—2i2=0,75.

Yani 6rneklem ortalamasi en az 0, 75 olasilikla kitle ortalamasinin 2 gram yakinindadir.
]

Ornek 7.15 (Normal Kitlede Ayn1 Olasiligin Tam Degeri). Bir makinenin doldurdugu paketlerin
agirliklar1 o = 10 gram standart sapmali normal dagilima sahiptir. 100 paketlik bir érneklemin ortalama
agirliginin kitle ortalamasindan 2 gramdan az sapma olasiligini hesaplayiniz.

Cozim. ~ ~
Teorem 7.4 geregi X ~ N(u,1)'dir, yani Z = X — p standart normaldir. Simetri ve standart normal
tablosu ile

P(|X—p|<2)=P(-2<Z<2)=2P(0<Z<2)=2-0,4772 = 0,9544

bulunur. Gercek olasilik, Chebyshev esitsizliginin verdigi 0,75 alt sinirindan (Ornek 7.14) oldukga
buyiiktiir. Chebyshev sinir1 her dagilim i¢in gecerli olmanin bedelini bu kabalikla éder.
|

Ornek 7.16 (Chebyshev ile Orneklem Hacmi). Bir kitlenin standart sapmasi o biliniyor, dagilimi
bilinmiyor. Orneklem ortalamasinin kitle ortalamasia 0, 50’dan daha yakin olma olasiliginin en az 0, 95
olmasini giivenceye almak icin 6rneklem hacmi en az ka¢ olmalidir?

Coziim.
Teorem 7.5 ¢ = 0, 5o ile
_ o? 4
P(|X—p|>2050) ———=—
([X=n]=050)< o507 =

verir, dolayistyla P (| X —pu|<0,50 )= 1-— 2°dir. Bu alt siuirin en az 0, 95 olmasi i¢in
4 4
1—2>095e 2 <005 n>80
n n

gerekir. Yani n = 80 birimlik bir 6rneklem, dagilim ne olursa olsun istenen giivenceyi verir.
]

Ornek 7.17 (Normal Kitlede Orneklem Hacmi). Bir kitle N (u, 02) dagilimlidir. Orneklem ortalama-
sinin kitle ortalamasina 0, 50’dan daha yakin olma olasiliginin en az 0, 95 olmast icin 6rneklem hacmi en
az kac olmalidir?

Cozim.
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Teorem 7.4 geregi 7 = <~ standart normaldir. | X — u | < 0,50 esitsizligini -%="ye bolersek | Z | <
gereg o/vn gt 2y

0, 54/n olur. Simetri ile
P(|X—u|<0,5a)=2P(0gZ<o,5ﬁ).

Bunun en az 0,95 olmasi i¢in P ( 0<Z<0,5vn ) > 0,475 gerekir. Standart normal tablosunda
0,4750 alan1 z = 1, 96’ya karsilik gelir ve alan z ile birlikte artar. Dolayisiyla

0,5v/n > 1,96 < /n > 3,92 < n > 15,3664

olmalidir; en kiigiik tam say1 n = 16°dir. Kitlenin normal oldugunu bilmek, gereken 6rneklem hacmini
80°den 16’ya indirir.

P(]- | < 0,50)

————————————————————————— ——=
0,95
— normal kitlede gercek olasilik
— Chebyshev alt sinir1 1 - 4/n
02T
; : . . : - n
0 16 40 60 80 100

Sekil 7.6: Orneklem ortalamasinin p'ye 0,50'dan daha yakin olma olasiligi. Chebyshev alt sinir1
(turuncu) her dagilim i¢in gecerlidir ve 0,95'e ancak n = 80'de ulasir; kitle normalse gercek olasilik
(mavi) 0,95'1 n = 16'da gecer.

g

hiziyla
7 vn
kiguldigiuni gordik. n sonsuza giderken bu toplanmanin ne anlama geldigini ve X in dagiliminin neden
normale yaklastigini Yakinsama ve Merkezi Limit Teoremi boliimiinde inceleyecegiz.

Bu boliimde 6rneklem ortalamasinin kitle ortalamasi ¢evresinde toplandigini ve yayiliminin
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8.1

8. Yakinsama ve Merkezi Limit Teoremi

Orneklem ve Istatistikler boliimiinde drneklem ortalamasinin beklenen degerinin kitle ortalamasina,
varyansinin da 02 /n’ye esit oldugunu gordiik. Orneklem biiyiidiikce bu varyans sifira iner. Bu boliimde
bunun iki 6nemli sonucunu inceliyoruz. Birincisi, 6rneklem ortalamasi kitle ortalamasina yaklasir: bityiik
sayilar yasasi. Ikincisi, kitlenin dagilimi ne olursa olsun érneklem ortalamasinin dagilimi normal dag:-
lima benzemeye baglar: merkezi limit teoremi.

Bu iki sonucu kesin bicimde soyleyebilmek icin 6nce “bir rastgele degisken dizisi yakinsar” s6ziniin
ne anlama geldigini belirlememiz gerekiyor. Say1 dizilerinde tek bir yakinsama kavrami vardir; rastgele
degisken dizilerinde ise birkac farkli kavram vardir. Béliim boyunca X, X,, ... rastgele degiskenleri i¢in

_ 1 n
n n; %

ilk n degiskenin ortalamasidir.

Olasilikta Yakinsama

Bir rastgele degisken, deneyin sonucuna bagli bir fonksiyondur. iki rastgele degiskenin birbirine “yakin”
olmasini en dogal bicimde soyle okuyabiliriz: aralarindaki farkin biiyiik olma olasiligy kiigiiktiir.

Tanmim 8.1 (Olasilikta Yakinsama). (Q,%, P) bir olasilik uzayi, (X,,) bu uzayda tanimh rastgele
degiskenlerin bir dizisi ve X ayn1 uzayda bir rastgele degisken olsun. Her € > 0 i¢in

1i_>m P({w:| X,(w) —X(w) |2} )=0
oluyorsa (X,,) dizisi X rastgele degiskenine olasilikta (olasilik 6l¢iisiinde) yakinsar denir ve

P
X, & X

n—oo

yazilir. Kosul kisaca lim,,_,  P(] X,, — X | > €) = 0 diye yazilir. Tiimleyen olaya gegilirse ayni kosul
lim P(| X,, — X | < ¢) = 1 bicimini alir.

n—oo

Yani n buyudik¢e X,,’in X ten € ya da daha fazla uzaklagma olasilig1 sifira iner, € ne kadar kiiciik secilirse
secilsin. Bu yakinsama olasiliklar i¢in soylenmistir, tek tek sonuglar icin degil. Her n igin X,,’in X ten
uzak diistiigii baz1 sonuclar bulunabilir. Onemli olan, bu sgnuglarm olasiliginin kiigiilmesidir. Limit cogu

zaman bir sabittir. X her sonucta c degerini aliyorsa X,, — ¢ yazariz.

Ornek 8.1 (Olasilikta Sifira Giden Ama Beklenen Degeri Bir Kalan Dizi). Her n > 1 icin X,
rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

olsun. (X,,) dizisinin olasilikta 0’a yakinsadigini, buna karsin E(X,,) dizisinin 0’a gitmedigini gosterin.
Cozim.

€ > 0 verilsin. X, yalmz 0 ve n degerlerini alir. n > € oldugunda | X,, | > € olay1 tam olarak X,, = n
olayidir. Bu yiizden n > € i¢in

P(|X,~0|>¢)=P(X :n>:%

n

P
olur. n < ¢ olan sonlu sayidaki terim limiti etkilemez ve % — 0 oldugundan X,, — 0 bulunur.
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Ote yandan her n i¢in
1 1
E(Xn):n-——i—o-(l——):l
n n

olur. Yani X, biiyiik olasilikla 0°dir. Ama kiiciik bir olasilikla aldig1 ¢ok biiyiik n degeri beklenen degeri
1’de tutar. Demek ki olasilikta yakinsama, beklenen degerlerin yakinsamasini gerektirmez.
]

Ornek 8.2 (Diizgiin Orneklemin En Kiiciik Degeri). U, U,, o bagimsiz ve her biri U (0, 1) dagiliml
olsun (siirekli diizgiin dagilm). M,, = min{Uy, ..., U, } i¢in M,, — 0 oldugunu gosterin.

Cozim.

M, >0 oldugundan | M,, — 0 | = M, dir. € > 1 ise P(M,, > ¢€) =0 olur ve gosterilecek bir sey
kalmaz.

0 < € < 1 olsun. En kiiciik degerin €’dan kii¢iik olmamasi, U; lerin hicbirinin ¢’dan kii¢iik olmamasi
demektir:

{M, >e}={U; >2e}n--n{U, >e}.
U,’ler bagimsiz ve P(U; > €) = 1 — € oldugundan

PM, >e)=PU, >¢)-PU,>¢e)=(1—¢g)"

bulunur. 0 < 1 — & < 1 oldugundan (1 — &)™ — 0’dir. Béylece M, Lo
Sayisal bir fikir vermek i¢in € = 0,01 ve n = 500 alalim:
P(Mjgqo > 0,01) = 0,995 2 0, 0066.

Yani 500 gézlemin hepsinin 0, 01’in iistiinde kalmasi neredeyse imkansizdur.
|

Zayif Biiyiik Sayilar Yasasi

Olasilikta yakinsamanin istatistikteki en 6nemli 6rnegi, 6rneklem ortalamasinin kitle ortalamasina yakin-
samasidir. X, ..., X,, bagimsiz, her biri 41 ortalamali ve o2 varyansli ise beklenen degerin dogrusalligindan
ve bagimsiz degiskenlerde varyansin toplanmasindan

-1
Var (X,,) = 1 ZVar (X;) = ooz

1

~

oldugunu biliyoruz. X, ’in merkezi yerinde durur, yayitlim ise sifira iner. Asagidaki teorem bu gozlemi
olasilikta yakisama diliyle soyler.

Teorem 8.1 (Zayif Bityiik Sayilar Yasas1). X, X, ... bagimsiz, ayni u ortalamasina ve ayni 0% < oo
varyansina sahip rastgele degiskenler olsun. O zaman

n

X, =

S|

olur.

ispat.
€ > 0 verilsin. Chebyshev esitsizligi (Olasilik Teorisi’ndeki ispati) varyansi sonlu her Y ve her ¢ > 0 igin
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8.2 Zay1f Buytk Sayilar Yasasi 127

< Var (Y)

P(|Y-EY)|>c) -

der. BunuY = X,, ve c = ¢ ile uygulayalim. E(X,)) = p ve Var (X,,) = 02 /n oldugundan

0S<P(|X,—pu|l>e)<—
SP(IXp—plze)< —
bulunur. o* ve € sabit oldugundan sag taraf n — oo iken 0°a gider. Ortadaki olasilik iki sifira giden dizi

arasinda sikistigindan o da 0°a gider. Bu, X,, — p1 demektir.
|

Yani 6rneklem hacmi biiyiiditk¢ce 6rneklem ortalamasi, istedigimiz kadar yiiksek bir olasilikla, kitle orta-

lamasina istedigimiz kadar yakin olur. Ispat bize bir de sayisal bir smir verdi:
P(|X,—up|>e)<—.
([ Xn—plze)<——

Bu simir yasay1 somut hesaplara ¢evirmemizi saglar. Asagidaki 6rneklerde onu kullanacagz.
Ornek 8.3 (Zar Atislarinin Ortalamasi). Diizgiin bir tavla zar1 arka arkaya atiliyor. X, i’inci atista
gelen say1 olsun; atiglar bagimsizdir. X,, hangi sayiya olasilikta yakinsar?

Coziim.
Her X;, {1,2,...,6} iizerinde kesikli diizgiin dagilimlidir. Momentleri goyle hesaplanir:

14244621 7

ILL ( Z) 6 6 2 3357
1+44+9+164+254+36 91
B(x2) = LHAT916+25436 91
6 6
, 91 7, 182—147 35
g = — — — = ——=
6 (2) 12 12

Atislar bagimsiz, ayni dagiliml ve varyans sonludur. Teorem 8.1 geregi

zn:Xi B u=35

< n—oo
i=1

X

n =

S|

olur. Yani zar atildikca gelen sayilarin ortalamasi 3,5’e yaklagir. Higbir atista 3,5 gelmedigi halde
ortalama bu say1ya yerlesir.
|

En yalin 6zel durum, iki sonuglu bir deneyin tekraridir. Yasa bu durumda olasiligin géreli siklik yorumunu
Verir.

Sonug 8.1 (Bernoulli Bityiik Sayilar Yasasi). Basar: olasilifi p olan bagimsiz denemeler yapilsin. X;,
i’inci denemede basari olursa 1, olmazsa 0 olsun. Yani X; ~ Bernoulli (p) dir (Olasilik Teorisi’ndeki tanim).
n denemedeki basari sayist S,, = X; +--- + X,, ise

S P
Zno o
n n—oo

olur. Ozel olarak diizgiin bir para arka arkaya atildiginda ilk n atistaki tura orant igin

— n atigta gelen tura sayisi P 1
X — sta g Y a8 2

n

n n—oo 2

yani here > 0 i¢inlim,,_, ., P ( | X, — il<e ) = 1'dir. Asagidaki sekil bu yakinsamayu ii¢ ayri deneyde
gosteriyor.
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128 Boliim 8. Yakinsama ve Merkezi Limit Teoremi

ilk n atistaki tura orani,

0,75 T

1/2 - 0,05 ile 1/2 + 0,05 aras1
12+ 7777777777777777 Y /" DMy 7 "’%.,,;”‘—

025 T

1 10 100 1000

Sekil 8.1: Diizgiin bir paranin 1000 kez atildigi ii¢ ayri deneyde, ilk n atistaki tura orani (yatay eksen
logaritmik). Ilk atislarda oran 0 ile 1 arasinda sert dalgalanir; n biiyiidiikce ii¢ yol da 1/2'nin cevresindeki 0,45
ile 0,55 arasindaki banda girer ve orada kalir.

Ispat.

Bernoulli dagiiminda E(X;) = p ve Var (X;) = p(1 — p) dir (ispatr). p(1 — p) < 1 oldugundan var-
yanspsonludur. X, ler bagimsiz ve ayni dagilimhdir, % = X, 'dir. Teorem 8.1'yi p = p ile uygularsak
% — p bulunur. Diizgiin para icin X, ~ Bernoulli ( %
u

), yanip = %’dir.

Yani “diizgiin bir para atildikca tura orani 1/2’ye yakinsar” Bir olayin olasilifi, deney ¢ok kez tekrar-
landiginda o olayin gerceklesme oraninin yaklastigl sayidir. Zayif biiyiik sayilar yasasinin bu 6zel hali
Bernoulli bityiik sayilar yasasi olarak bilinir.

Ornek 8.4 (Bin Atista Tura Orani I¢in Bir Ust Sinir). Diizgiin bir para 1000 kez atiliyor. Tura oraninin
1/2’den en az 0, 05 sapmast olasilif1 i¢in bir iist sinur bulun.

Coziim.
X; ~ Bernoulli ( i ) oldugundan 0% = 1.1 = L’tiir. Zayif bityiik sayilar yasasinin ispatindaki sinir1
n = 1000 ve € = 0, 05 ile kullanalim:

o 0,25 _0,25_01
ne2  1000-0,0025 2,5

P<|X1000—%|20,05>§

Sapma olasilig1 en ¢ok 0, 1’dir. Tiimleyen olaya gecersek P ( 0,45 < X000 < 0,55 ) > 0,9 bulunur.
Yani bin atigta tura orani en az 0, 9 olasilikla 0, 45 ile 0, 55 arasindadir.
|

Ornek 8.5 (Chebyshev Siiriyla Gereken Atis Sayis1). Tura oraninin 1/2°den 0,05’ten az sapmast
olasiliginin en az 0, 95 olmasi isteniyor. Chebyshev siiria gére diizgiin bir para en az kag kez atilmalidir?

Cozim.
Uzzive6:0,05ile
= 1 0,25 100
— > P i ——
P(lX" 2 ‘_0’05>_n~070025

olur. Timleyene gecersek
100

P(’Xn—%|<0,05>21—7.
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Sag tarafin en az 0,95 olmasi i¢in =— 100 < 0,05, yani n > 01%% = 2000 gerekir. Chebyshev sinir1 2000
atisin yetecegini garanti eder. Merkem limit teoremiyle ayn1 soruyu yeniden ele alacagiz (Ornek 8.19)
ve ¢ok daha kiiciik bir say1 bulacagz.

Hemen Hemen Her Yerde Yakinsama

Olasilikta yakinsama her n i¢in ayr1 ayr1 bir olasiliga bakar. Daha giiclii bir istek sudur: deneyin her sonucu
w i¢in X (w) say1 dizisi X (w)’ye yakinsasin. Bunun biitiin sonuglarda olmasi gerekmez; yakinsamanin
olmadig1 sonugclarin olasiliginin sifir olmas yeter.

Tanim 8.2 (Hemen Hemen Her Yerde Yakinsama). (X,,) dizisive X aym (Q, U, P) olasilik uzayinda

tanimli olsun.
({w nll_)r{.IOX w) = X(w)})zl

ise (X,,) dizisi X rastgele degiskenine hemen hemen her yerde (h.h.h.) yakinsar denir ve
hhh.
X, - X

n—oo

yazilir. Denk olarak her € > 0 igin

(U ﬂ{w X,(w) = X(w) | <e})=1

N=1n=

olmalidir.

Yani olasilikta yakinsamada limit olasiigin disindadir: énce P(| X,, — X | > ) sayilar1 hesaplanur,
sonra bu say1 dizisinin limiti alinir. Hemen hemen her yerde yakinsamada ise limit olasiligin i¢cindedir:
her w i¢in X, (w) say1 dizisine bakilir ve yakinsamanin olmadig1 sonuglarin kiimesinin olasilig1 0 olma-
Lidur.

Tanimdaki ikinci kosulun igindeki kiime, “bir N’den sonraki biitiin n’lerde | X,,(w) — X (w) | < &”
olan sonuglardan olusur. X, (w) — X (w) olmasi, bunun her ¢ i¢in saglanmasi demektir. € = 1, ;, é,
degerleri yeterlidir. Bu ylizden yakinsama kiimesi, € = % icin yazilan bu kiimelerin k = 1, 2, ... izerinden
kesisimidir. Ikinci kosul saglaniyorsa olasilif1 1 olan sayilabilir ¢oklukta olayin kesisiminin olasilig1 da 1
oldugundan birinci kogul da saglanir. Tersine, yakinsama kiimesi her € i¢in bu kiitmenin i¢inde kaldigindan
birinci kogul ikinciyi verir. Demek ki iki kogul denktir.

Teorem 8.2 (Giiclii Bityiik Sayilar Yasasi). X, X,, ... bagimsiz, ayni dagilimli, beklenen degeri p ve
varyansi 02 < oo olan rastgele degiskenler olsun. O zaman

olur.

Yani 6rneklem ortalamasi hemen hemen her yerde kitle ortalamasina yakinsar. Gozlemler birer birer
eklendik¢e hesaplanan ortalamalar dizisi, olasilig1 1 olan bir olay tizerinde p’ye yakinsar. Sonuc 8.1'deki
sekil tam bunu gésterir: her yol, yani her w i¢in cizilen X, (w) dizisi, ayr1 ayr1 1/2’ye gider. Bu yakinsama
giiclii bityiik sayilar yasasi olarak bilinir. Ispati Borel-Cantelli lemmasi gibi bu dersin kapsami disindaki
ol¢ti kurami araglarini gerektirir. Teorem, varyans sonsuz olsabile E | X | < oo oldugu siirece gegerlidir.

Dagilimda Yakinsama

Ugiincii yakinsama tiirii rastgele degiskenlerin degerlerine degil, yalniz dagilim fonksiyonlarina bakar. Bu
ylizden X, 'lerin ve X in ayni olasilik uzayinda taniml olmasi bile gerekmez.
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130 Boliim 8. Yakinsama ve Merkezi Limit Teoremi

Tanim 8.3 (Dagilimda Yakinsama). (X,,), dagilim fonksiyonlar1 F,, olan rastgele degiskenlerin bir
dizisi, X de dagilim fonksiyonu F olan bir rastgele degisken olsun. F’nin siirekli oldugu her « noktasinda

lim F,(z) = F(z)

oluyorsa (X,,) dizisi X rastgele degiskenine dagilimda yakinsar denir ve X, 2> X yazilir.

Yani n buiyitkken X, ile ilgili olasiliklar X’in olasiliklariyla yaklagik olarak hesaplanabilir. F'nin siirekli
oldugu a < b noktalari icin

Pla< X, <b)=F,(b)— F,(a) = F(b) — F(a) = P(a < X < b)

olur. Limit dagilim normal dagilim gibi stirekliyse kosul her z icin gegerlidir. Tanimin F’nin sicrama
noktalarimi neden disarida biraktigini asagidaki ikinci 6rnek gosteriyor. Dagilimda yakinsamanin en
onemli 6rnegi ise boliimiin sonundaki merkezi limit teoremidir.

Ornek 8.6 (Kesikli Diizgiinden Siirekli Diizgiine). X,,, { 12 .2 } kiimesi tizerinde kesikli

o n

dizgiin dagiliml olsun. X,, — X oldugunu gésterin; burada X ~ U(0, 1)’dir.
Cozim.
U(0,1) dagihimimmn dagilim fonksiyonu z < 0 i¢in F(z) =0, 0 <z < 1 icin F(z) =z, x > 1 i¢in
F(z) = 1’dir. Bu fonksiyon her yerde siireklidir, bu yiizden yakinsamay: her z i¢in géstermeliyiz.

X, her % degerini % olasilikla alir. 2’ten kii¢iikk ya da ona esit olan % degerlerinin sayisy, k < nx
kosulunu saglayan k£ > 1 tam sayilarinin sayisidir. Buna gore:

« x < 0ise F,(x) =0= F(x).
« x > 1 ise biitiin degerler 2’in solundadir ve F,(z) = 1 = F(z).
c0<z<lise F,(z) = %’dir. Burada |nz |, nz’i asmayan en biiyiik tam say1dir.

Son durumda nz — 1 < |nz| < ne esitsizligini n’ye bélersek
1
r——<E(z)<=z
n
D
elde ederiz. Sikistirma ile F), () — = = F(x) bulunur. Demek ki her z i¢in F,, () — F(x)ve X,, — X.

n=>5 n=20

= Hx)=x

Sekil 8.2: {1/n, 2/n, ..., 1} kiimesi tizerindeki kesikli diizgiin dagilimin basamakli dagilim fonksiyonu F,
(turuncu) ile U(0, 1) dagiliminin F(x) = x fonksiyonu (mavi). Solda n = 5, sagda n = 20: basamaklar 1/n
yiiksekligindedir ve n bityiidiikk¢e dogruya yapisir.

Ornek sunu gosteriyor: her biri kesikli olan dagilimlar siirekli bir dagilima yakinsayabilir. Basamaklar
% yiiksekliginde oldugundan n buiyliditkce basamakli fonksiyon dogrudan ayirt edilemez hale gelir.
|
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Ornek 8.7 (Sicrama Noktasinda Yakinsamayan Dagilim Fonksiyonlar1). Her n i¢in X,, = % sabit

rastgele degisken, X = 0 olsun. F,, (0) dizisinin F'(0)’a yakinsamadigini, buna karsin X,, — X oldugunu
gosterin.

Coziim.
Sabit degiskenlerin dagilim fonksiyonlar tek bir sicramadan olugur:

0,z <%, 0,z <0,
F.(z) = {1 sl F@- {M o

« x < 0iseher nicinz < L'dir ve F,(z) = 0 = F(z).

« x> 0isen > Licin L < zolurve F,(z) = 1 = F(z). Yani dizi bir yerden sonra sabit olarak F(z)’e
esittir.

+ = 0igin her n’de F, (0) = 0’dir ama F'(0) = 1’dir. Bu noktada yakinsama yoktur.

D
F’nin siireksiz oldugu tek nokta 0’dir. Tanim bu noktay1 disarida biraktig: icin X, — 0 olur.
Sayilar olarak + — 0 oldugundan bu sonucu beklemeliyiz. Yakinsamay1 her noktada isteseydik, % gibi
en basit dizi bile dagilimda yakisamazdi. Tanum, F’nin sigrama noktalarini bu yiizden digarida birakar.
|

Yakinsama Tiirleri Arasindaki Iliskiler

Ug yakinsama tiirii birbirinden bagimsiz degildir. Biri digerini gerektirir ve aralarinda kesin bir siralama
vardir.

Teorem 8.3 (Yakinsama Tiirleri Arasindaki liskiler). (X)) dizisi ve X ayni olasilik uzayinda tanimh
olsun.

hhh. P
() X, 2 X iseXnD—> X olur.
(ii) X,, —» X ise X,, = X olur.

ispat.
(i) € > 0 wverilsin ve her N igin
(oo}
Ayv= (X, —X|<¢e}
n=N

olsun. Ay, 1, Ay deki kosullarin birini daha az icerir; bu yiizden Ay C Ay, olur ve (Ay) artan
bir dizidir. Tanimin denk big¢imine gore UN Ay birlesiminin olasihgi 1°dir. Olasiligin siirekliligi geregi
P(Ay) — 1 olur. Ote yandan Ay C {| X — X | < €} dir. Buradan

1>P(| Xy—X|<e)>P(Ay) — 1

N—o0

elde edilir. Demek kilimy .. P(| Xy — X | <¢) =1, yani X, 5 X.
(ii) x, F’nin siirekli oldugu bir nokta olsun ve € > 0 verilsin. X, <z iken X >z +eise X — X, > ¢
olur. Bu yiizden

{(X,<z}C{X<z+e}U{| X, —X|>¢}
olur. Benzer bicimde X < x — ¢ iken X, > z ise X,, — X > € olur:

{(X<z—e}C{X,<z}U{ X,—X|>e}
Birlesimin olasilig olasiliklarin toplamini asmaz. p,, = P(| X,, — X | > ¢) dersek iki kapsamadan

Flex—¢)—p, < F(z) < F(z+¢) +p,

bulunur. Varsayim geregip,, — 0°dir. n — oo iken alt ve iist limitlere gecersek

F(z —¢) <liminfF, (z) <limsup F,(z) < F(z +¢)
n—00

n—oo
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olur. Bu her e > 0 i¢in dogrudur. F, x’te siirekli oldugundan € — 0 iken iki u¢ da F'(x) e gider. Demek ki
alt ve iist limit F(z) e esittir ve F,(x) — F(z) olur.
|

Yani en giiclii yakinsama hemen hemen her yerde yakinsamadir, en zayifi dagilimda yakinsamadir:

hhh. P D
X, - X=X, = X=X, 6 - X.

Ozel olarak giiclii bityiik sayilar yasasi zayif olani icerir. Iki gerektirmenin tersi dogru degildir. Asagidaki
iki 6rnek bunu gosteriyor.

Ornek 8.8 (Dagilimda Yzbklnsayan Ama Olasilikta Yakinsamayan Dizi). X ~ N(0,1) ve her n
icin X,, = —X olsun. X,, — X oldugunu, ama (X,,)’in olasilikta X e yakinsamadigini gésterin.

Coziim.

Standart normal egri 0 etrafinda simetrik oldugundan —X de N(0,1) dagilimhidir (Bagimsiz Normal-
lerin Dogrusal Birlesimi, tek terim ve a; = —1 ile). Bu yiizden her n i¢in F,, = F olur ve X,, = X
kendiliginden saglanir.

Ote yandan | X,, — X |=|—X—X |=2]| X |'tir ¢ =1 alalm. Standart normal tablosundan

P(0 < Z <0,5) =0,1915 okunur ve her n i¢in

1
P(X,~X[>1)=P(|X|>5)=1-2P0<X<0,5)
=1-2-0,1915 = 0,6170

bulunur. Bu olasilik n’ye bagh degildir ve 0’a gitmez. Demek ki X,, olasilikta X’e yakinsamaz.
Dagilimda yakinsama yalniz dagilimlarin birbirine yaklastigini séyler. Degiskenlerin kendileri birbi-
rinden uzak kalabilir. Burada X, ile X ayni dagilima sahiptir ama her zaman ters isaretlidir.

|

Ornek 8.9 (Olasilikta Yakinsayan Ama Hemen Hemen Her Yerde Yakinsamayan Dizi). ) =
[0, 1] olsun ve bir alt araligin olasilifi uzunlugu olsun (yani w, [0, 1]’den diizgiin seciliyor). Her n > 1 tam
say1s1 tek bir bicimde n = 2k 4 7 olarak yazilir; burada k > 0ve 0 < j < 2F°dir. Buna gore

_rJ Jt1 _JlLwel,
In_[2k7 9k ]a X"(w>_{0,w¢In

P
tanumlansin. X,, — 0 oldugunu, ama X, (w) dizisinin hicbir w i¢in yakinsamadigini gdsterin.

Coziim.

Once diziyi tantyalm. n = 1i¢in I; = [0, 1] olur.n = 2, 3icin I,, strayla [0, 1] ve [1, 1] olur.n = 4, ..., 7
icin [0, 1]’in dért ¢eyregini sirayla tarar, ve bdyle devam eder. Her “tur” [0, 1]’i bastan sona, her seferinde
yar1 boyda bloklarla tarar.

Olasilikta yakinsama. 0 < £ < lise | X,, | > € olay1 w € I, olayidir ve

1

P(| X, —0|>¢)=P(I,) =

n

olur.e ; lise bu olasilik 0’dir. 28 < n < 28+1 oldugundann — ooiken k — oo ve 2% — 0 olur. Demek
ki X, — 0.

Hemen hemen her yerde yakinsamama. w € [0, 1] sabit olsun. Her k turunda 2* blok [0, 1]’i érter.
Bu yiizden w bu bloklardan en az birindedir ve o turda en az bir n i¢in X,,(w) = 1 olur. k¥ > 2 iken bir
turda en az dort blok vardir ve w bunlardan en ¢ok ikisine (iki komsu blogun ortak ucuysa) diiser. Bu
yiizden ayni turda en az bir n i¢in X,, (w) = 0 olur. Demek ki X, (w) dizisi sonsuz kez 1, sonsuz kez 0
degerini alir ve yakinsamaz.

Bu her w i¢in dogru oldugundan yakinsamanin oldugu kiime bostur ve olasilig1 0’dir, 1 degildir. Olasi-
likta yakinsamada bloklar kii¢iildiigi icin “sanssiz” sonuglarin olasilif1 azalir. Ama bloklar her turda
yeniden basa déndiigii igin her sonug sonsuz kez sanssiz olur.
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Merkezi Limit Teoremi

Biiyiik sayilar yasasi X,’in p'ye yaklastigmi soyler. Ama u cevresinde nasil dagildigmni séylemez.
Var (X,,) = 0?/n sifira gittigi icin dagilimin bicimini gérmek istiyorsak X,,’i standartlastirmaliy1z:

Xn_E(Xn) — Xn_p'
Var (X,) o/Vn~

Z, =

Her nicin E(Z,) = 0ve Var (Z,,) = 1’dir. Merkezi limit teoremi, kitlenin dagilimi ne olursa olsun Z,,’in

dagiliminin standart normal dagilima yaklastigini sdyler. Once E(X,,) ve Var (X,,) hesabin1 somut bir
kitlede gorelim.

Ornek 8.10 (Binom Kitleden Alinan Orneklemlerin Ortalamasi). Kitle X ~ Binom ( 30, % ) dags-
limlidir. Bu kitleden alinan 5 ve 12 hacimli rastgele drneklemlerin ortalamalarinin beklenen degerlerini
ve varyanslarin karsilastirin.

Cozim.
Binom dagiliminin momentlerinden

2 2 3 36
=FE(X)=30-=- =12 2 — X)=30.-2.2 =2
] ()305 , 0Var()30555
bulunur. E(X,) = uve Var (X,,) = ¢2/n oldugundan
= = 36/5 36
n=5: E(X;) =12, Var (X;) = T/ == L44,
. _ 36/5 36 3
n=12: E(X;,) =12, Var (X”):T:@:E:O"S

olur. Tki ortalamanin merkezi aynidir: kitle ortalamasi 12. Orneklem biiyiidiikce varyans kiiciiliir:
1,44’ten 0, 6’ya iner. Standartlagtirilmis

g X 12
" \/36/(5n)

degiskeni ise her iki 7 icin de 0 ortalamali ve 1 varyanslhidir. Merkezi limit teoremi bu Z,,’in dagilimiyla
ilgilidir.
]

Ispatta moment iireten fonksiyonlar1 kullanacagiz. Teklik teoremine gére moment iireten fonksiyon
dagilimi belirler. Asagidaki teorem bunun limit halidir: moment tireten fonksiyonlar yakinsiyorsa dag-
limlar da yakinsar. Ispati karakteristik fonksiyonlar igin siireklilik teoremine dayanir ve bu dersin kapsami
disindadir. Burada teoremi kullanacagiz.

Teorem 8.4 (Moment Ureten Fonksiyonlar Icin Siireklilik Teoremi). Z,,Z,,... ve Z rastgele
degiskenlerinin moment iireten fonksiyonlari ortak bir (—h, h) araliginda var olsun. Hert € (—h, h) icin

lim M, () = My(t)

n—oo

D
ise Z,, — Z olur.

Teorem 8.5 (Merkezi Limit Teoremi). X;,X,,... bafimsiz, ayni dagiliml, beklenen degeri 1 ve
varyansi 0 < o2 < oo olan rastgele degiskenler olsun. Moment iireten fonksiyonlar: 0’in bir komsulugunda
var olsun. O zaman n — oo iken
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= Var (X,,) o/vn ~ VoD

olur. N(0,1)’in dagilim fonksiyonu ® her yerde siirekli oldugundan bu, her z i¢in lim P(Z,<z) =
®(z) demektir.
Asagidaki sekilde X, ler ¢ok ¢arpik bir dagilima, Ustel (1) dagilimina sahiptir. Z,,'in gercek yogunlugu n

biiyiidiikce yine de standart normal yogunluga yaklasir.

n—00

===n=2
0,5 T N

\, —_—n=38

— n =32
— N, 1)

04 T

0,3 T

02 T

01T

Sekil 8.3: Ustel(1) dagihimli n bagimsiz degiskenin standartlastirilmis toplaminin (ya da ortalamasinin)
gercek yogunlugu, n = 2, 8 ve 32 icin. Ustel dagilim ¢ok carpiktir; yine de n biiyiidiikce egriler standart normal
yogunluga (mavi) yaklagr.

ispat.
Standartlastirma. Y, = = Y, ’ler bagimsiz ve ayni dagihmhdir, E(Y;) =0 ve E(Y;?) =
Var (Y;) = 1°dir. My fonksiyonu (—h, h) aralzgmda varsa

M — E( esX—W/o\ = g—hnslopf ( 5 )
y(5) = E (e Xmio ) = eslony (2
fonksiyonu | s | < oh igin vardir. B’ = oh diyelim. Ayrica

Iy w=2%y,

i=1 i=1

3I'—‘
3IQ

oldugundan Z,, f Z Y, olur.

Z,,’in moment iireten fonkSIyonu. Y; ’ler bagimsiz oldugundan e?Yi/V™ carpanlar da bagimsizdur.
Bagimsiz degiskenlerin ¢arpiminin beklenen degeri beklenen degerlerin carpimidir. Buradan | t | < h/+/n

:E(iﬁlem/\/ﬁ):ﬁMy<%):[My(%”n

bulunur. Ozel olarak her M ortak (—h’, h") araliginda vardur.
Taylor acilimi. Moment iireten fonksiyondan momentler teoremine gore | s | < h’ igin My kuvvet
serisine agilir:

2 oo k 2
Y)SQ+ZE(Y )Sk:H%M(s)_

E
My(s)=1+E(Y)s+ '
— Kk

Burada r(s) son toplamdir. — @ = Z;o 3 E(k, ) k=2 ge yakinsak bir kuvvet serisidir ve s = 0’da degeri
0°dir. Kuvvet serileri siirekli oldugundan s — 0 iken s( —0 olur
Limit. t € (—h',h) sabit olsun. t =0 ise My (0)=1= eV olur ve séylenecek bir sey yoktur. t # 0

olsun ve
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w = t2 et
" 2n ( vn )
diyelim. Béylece M (t) = (1 +a,,)" olur. \/Lﬁ — 0 oldugundan
2 2
t r(t/y/n) . t

na, = — +t2. 1~

2 T ) o 2

bulunur. Buradan a,, — 0 olur. g(a) = @ (a # 0)veg(0) = 1 fonksiyonu 0 °da siireklidir. n yeterince
biryiikken 1 + a,, > 0 oldugundan
t2 t2

In My, (t) =nln(l +a,) =na, - g(a,) e 1= 5
olur. Ustel fonksiyon siirekli oldugundan M (t) — /2 elde edilir.
Sonuc. e!°/2, her t icin var olan N (0,1) dagiliminin moment iireten fonksiyonudur. (—h’, k') arahgin-
daki hert icin M, (t) — M(t) gosterdik; burada Z ~ N(0, 1) dir. Teorem 8.4 geregi Z,, — Z olur.
|

Yani X, X, ... rastgele degigkenlerinin dagilimi ne olursa olsun (kesikli ya da suirekli, simetrik ya da
carpik), 6rneklem hacmi biiyiidiikce drneklem ortalamasinin dagilimi beklenen degeri p, varyansi o2 /n
olan normal dagilima yaklagir:

o2

X, ~N (u, o ) (n biiyiik).

Uygulamada genel olarak n > 30 yeterli sayilir. Kitle simetrikse daha kiicitkk n de iyi sonug verir, ¢cok
carpiksa daha bityiik n gerekir. Kitle zaten normalse “yaklasik” s6zciigii kalkar: X, her n icin tam olarak
N(u,0?/n) dagilimhdir (Bagimsiz Normallerin Dogrusal Birlesimi). Moment iireten fonksiyon varsayimi
yalniz bizim ispatimiz icindir. Teorem, karakteristik fonksiyonlarla verilen bir ispatla, 02 < oo oldugu
siirece gecerlidir.

Teoremi toplamlar icin de yazabiliriz. Bu bicim, toplam siire, toplam agirlik ya da toplam puan gibi
sorularda dogrudan kullanilir.

Sonug 8.2 (Merkezi Limit Teoreminin Toplam Bi¢imi). Teorem 8.5'nin varsayimlar altinda S,, =
X, 4+ -+ X, olsun. O zaman

Var (S,,) oy/n

olur. Yani biiyiik n i¢in S,, ~ N (nu,no?) dir. Asagidaki sekilde X, ler zar atislandir. Tek zarin diiz dagilim,
birkag zar toplandiginda bile ¢an egrisine doniisiir.

n=1 n=2 n=>5

/\ AN /"\
o1t / \ - 0.05 |

v
Y

Sekil 8.4: n zarin toplaminin olasiliklar: (genisligi 1 olan turuncu dikdortgenler) ve ayni beklenen deger ile
varyansa sahip N(3,5n; 35n/12) egrisi, n = 1, 2 ve 5 i¢in. Tek zarin dagilimi diizdiir; iki zarda iiggen olur, bes
zarda simdiden ¢an egrisine ¢ok yakindir.
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ispat.
Beklenen degerin dogrusalligindan E(S,,) = nu, bagimsizliktan Var (S,,) = no? olur. Pay ve payday:
n’ye bolersek
Sn—nu: % (Sp—np) :X’ﬂ'iu:Z
ovn Loyn a/\/n "

bulunur. Sol taraf, Teorem 8.5'deki Z, ile aymi rastgele degiskendir. Bu yiizden onunla ayni limite,
N(0,1) e dagilimda yakinsar.
]

Binom dagilimi bagimsiz Bernoulli degiskenlerinin toplami oldugundan toplam bi¢iminin ilk ve en eski
uygulamasi binoma normal yaklasimdir. Normal Dagilim bdlimiinde ispatsiz kullandigimiz teorem simdi
kolayca elde edilir.

Sonug 8.3 (Binoma Normal Yaklasim: De Moivre-Laplace Teoremi). 0 <p < 1,q=1—p ve her
n i¢in X,, ~ Binom (n,p) olsun. O zaman

X,—np D

N7 — N(0,1)

olur. Yani De Moivre-Laplace teoremi dogrudur: her a < b i¢in

X, —np
Pla<Zn ™ )\ S Pla< Z<b).
(e< ™ <t)2Pla<z<d)

Ispat.

Y., Y,, ... bagimsiz ve her biri Bernoulli (p) dagiimli olsun, S,, =Y; + -~ + Y, diyelim. n bagimsiz de-
nemedeki basari sayist binom dagiimli oldugundan S,, ~ Binom (n, p) dir. Olasiliklar yalniz dagilima
bagh oldugundan X, yerine S,, ile calisabiliriz.

Y; ’lerin beklenen degeri 1 = p, varyansi 02 = pq’dur ve 0 < p < 1 oldugundan 0 < 02 < co’dur. Mo-
ment iireten fonksiyonlart My (t) = q + pe® hert i¢gin vardir. Sonug 8.2'in biitiin varsayimlari saglanir ve

S,—np S,—nu D
L == — N(0,1
/TDq ovn 0,1)

bulunur. Limit dagilim fonksiyonu ® her yerde siirekli oldugundan her a < b i¢in

P(a<S"T/T?)§b)—><I>(b)—<I>(a)

olur. Standartlastinlmis S,,’in a noktasindaki olasihgi da sifira gider: € > 0 igin bu olasilik, (a — €, a]
aralginin olasilygini asmaz ve o da ®(a) — ®(a — €) ‘a yakinsar. € istendigi kadar kiigiik segilebildiginden
sol ucun < ya da < olmasi limiti degistirmez. Sonug olarak limit P(a < Z < b) olur.

|

8.7 Merkezi Limit Teoremiyle Olasilik Hesabi

Teoremin uygulamadaki degeri, kitlenin dagilimini bilmeden 6rneklem ortalamasi ya da toplami hakkinda
olasilik hesaplayabilmemizdir. Hesap her seferinde ayni semayz izler.

Acik Matematik - acik-matematik.com 136 CC BY-NC-SA 4.0


normal-dagilim.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

8.7 Merkezi Limit Teoremiyle Olasilik Hesab1 137

© Merkezi limit teoremiyle olasilik hesab1 dort adimda

Kitlenin y ortalamasini ve 0% varyansini bulun.

Soru ortalama hakkindaysa X,, ~ N (u, o / n), toplam hakkindaysa S,, ~ N (nu,no?) alin.
Olayin smurlarimi standartlagtlrm z= x/ 7= yadaz= SUF

Olasilig: standart normal tablosundan okuyun. Degisken tam say1 degerliyse ve tek bir degerin
olasilig1 soruluyorsa siireklilik diizeltmesi yapin.

Ll s

Ik dért 6rnek ayni deneyle ilgilidir: diizgiin bir tavla zar1 100 kez atiliyor. Ornek 8.3’de buldugumuz gibi
tek atista = 3,5 ve 02 = 35/12'dir. Zar ortalamasmnin 3,5’e yakinsadigmi biiyiik sayilar yasasindan
biliyoruz. Simdi bu yakinsamanin hizini soruyoruz.

Ornek 8.11 (Yiiz Atisin Ortalamasinin 3,5'e Yakinligi). Diizgiin bir zar 100 kez atiliyor (1 = 3, 5,
0? = 35/12). Gelen sayilarin ortalamasi X o, i¢in P (| X100 —3,5[<0,1) olasihig1 nedir?

Cozim.

Once X, iin beklenen degerini ve varyansini bulalim:

100

- 1 100- 3,5
E(X = — EX)=—"1 =
( 100) 100 Z ( z) 100 3757
9 100 - 35 35
12 __

% - :
Var (Xig0) 1002 Zvar ~100-100 1200

Olayin iki yanini standart sapmaya bolelim:

P(X100—375§071)=P(

,/001 1200 ,/ 20,5855 ~ 0,50
1/35/120

olur. Merkezi limit teoremine gore soldaki standartlastirilmug degisken yaklagik olarak Z ~ N(0,1)
dagilimhidir. Standart normal tablosundan P(0 < Z < 0,59) = 0, 2224 okunur:

| Kip—3,5] __ 0,1 )

1/35/1200 \/35/120

Sagdaki sinir

P (| Xy0—3,5|<0,1)~P(—0,59 < Z <0,59) =2-0,2224 = 0,4448.

Sekil 8.5: 100 zar atisinin ortalamasi icin 3,4 < X < 3,6 olay1 yaklasik olarak -0,59 < Z < 0,59 olayina
karsilik gelir; tarali alan 2 - 0,2224 = 0,4448'dir. Eksenin altindaki ikinci satirda X'nin karsilik gelen
degerleri var.

Yani 100 atistan sonra bile ortalamanin 3, 5°e 0, 1’den yakin olma olasilig1 yaridan azdir. Biyiik sayilar
yasas1 sonunda isler, ama yavas isler.
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Ornek 8.12 (On Bin Atisin Ortalamasinin 3,5'e Yakinligi). Diizgiin bir zar 10000 kez atiliyor (u =
3,5,02=235/12). P (| X10000 — 3,5 [ < 0,1 ) olasihigini hesaplayn.

Cozim.

E(X10000) = 3,5 ve

35/12 35

Var (Xi0000) = 75000 = 120000

olur. Standartlastirilmig sinir

0,1 0,01-1200002\/1200:10 /gm’%
+/35/120000 35 35 35

bulunur. Merkezi limit teoremiyle

P (| X0 — 3,51 <0,1)~ P(| Z | <5,86) = 2P(0 < Z < 5,86).

Standart normal tablosu 3,9’dan sonra dort ondalikla 0, 5000 verir. Yani olasilik dért ondalikla 1°dir.
Daha duyarli bir hesap 2P(0 < Z < 5,86) ~ 0,999999995 verir.

n=100 n=10000

10 T

Sekil 8.6: Zar ortalamasiin yaklagik yogunlugu N(3,5; (35/12)/n) ve 3,4 ile 3,6 arasmndaki bant. n =
100 iken bandin i¢inde kalan alan 0,4448'dir. n = 10 000 iken yogunluk Sylesine sivrilir ki (eksen 6lcegi
farkly) butiin alan bandin igine sigar: olasilik 0,999999995'tir.

Hacim 100 kat artinca standart sapma 10 kat kigilda. Ayni 40, 1’lik bant, £0, 59 standart sapmalik
bir banttan 45, 86 standart sapmalik bir banda doniistii. Chebyshev sinir1 bile burada giiclii bir sonug
verir:

- 35/120000 35
P(|X10000—3,5|§O,1)21—W:1—F00%0,9708

Ornek 8.13 (Yiiz Atisin Toplaminin Bir Aralikta Olmasi). Diizgiin bir zar 100 kez atiliyor (u =
3,5, 02 = 35/12). Gelen sayilarin toplam1 7' = X + - + X, iin [340, 360] araliginda olmast olasilig
nedir?

Cozim.
Birinci yol: ortalamaya ¢evirme. Toplami 100’e bélersek
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T _
340 < T <360 € 3,4 < 715 <3,6 4| i —3,5 ] <0,1

olur. Bu, Ornek 8.11°daki olayin ta kendisidir. Olasilik yine yaklagik 0, 4448’dir.
Ikinci yol: toplam bicimi. Sonu¢ 8.2'a gére T yaklasik normaldir ve
35 875
E(T) =100- 3,5 = 350, Var (T)leOoEZTm291,67

olur. \/Var (T') &~ 17,08°dir. Siurlar1 standartlagtiralim:

360 —350 10 340 — 350

= ~ 0,59, ~ —0,59.
875/3 17,08 V/875/3

Buradan yine
P(340 < T < 360) ~ P(—0,59 < Z < 0,59) = 2 - 0,2224 = 0, 4448

bulunur. iki yol ayni sonucu verir, ¢iinkii toplami ve ortalamay standartlagtirmak ayn1 Z,,’i verir.
Siuireklilik diizeltmesiyle. T yalniz tam say1 degerleri alir. Streklilik diizeltmesi yapilirsa aralik

339, 5; 360, 5] olur. Sinirlar EREULAPY 40,61 olur ve
17,08

P(339,5 < T <360,5)~2-P(0< Z<0,61) =2-0,2291 = 0, 4582

bulunur. 7”nin gercek dagiimindan bilgisayarla hesaplanan deger 0,4608dir. Diizeltmeli yaklasim
gercek degere daha yakindir.
|

Ornek 8.14 (Yiiz Atisin Toplaminin Tam 350 Olmasi). Diizgiin bir zar 100 kez atiliyor (u = 3, 5,
0? = 35/12). Gelen sayilarin toplami 7"nin tam olarak 350 olmast olasilig1 nedir?

Cozim.
Siirekli bir dagilimda tek bir noktanin olasiligi 0’dir. Bu yiizden T”yi dogrudan normal degiskenle
degistirmek anlamsiz bir 0 verir. T' tam say1 degerli oldugundan siireklilik diizeltmesi yapariz. Diizeltme
binom i¢in tanimlandi, ama ayn1 gerekgeyle tam say1 degerli her degiskene uygulanir: her P(T = t)
olasiligy, t — % ile t + % arasinda duran genisligi 1 olan bir dikdortgenin alanidir. Buna goére T' = 350
olay1 yerine 349,5 < T < 350, 5 araligini kullaniriz.
Ornek 8.13'deki gibi E(T') = 350 ve y/Var (T) = 1/875/3 a2 17,08'dir. Smirlar

350,5 — 350 349,5 — 350

~ 293 ~ —_— & —
17,08 0,0293 ~ 0,03, 17,08 0,03

olur. Standart normal tablosundan P(0 < Z < 0,03) = 0,0120 okunur:
P(T = 350) ~ P(—0,03 < Z <0,03) =2-0,0120 = 0, 0240.
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P(T = 350)

— —
— —

0,02 + e x\\ N(350; 291,67)

TS

0,01 T

330 340 350 360 370

Sekil 8.7: 100 zarin toplami T'nin 330 ile 370 arasindaki gercek olasiliklar: (dikdortgenler) ve N(350;
291,67) egrisi. T = 350 olasilig1, genisligi 1 olan turuncu dikdértgenin alanidir; normal yaklagimda bunun
yerine egrinin altinda 349,5 ile 350,5 arasinda kalan ince serit alinir.

Tablo kullanimi 2’yi iki ondaliga yuvarlamay1 gerektirir. z = 0,0293 yuvarlanmadan hesaplanirsa
sonug 0,0234 ¢ikar. Gergek deger ise 0,0233’tiir. Yani yaklasim ¢ok iyidir. Yaklagik %2, 3 olasilikla
toplam tam 350 olur.

|

Ornek 8.15 (Yiiz Parcanin Toplam Dayanma Siiresi). Bir elektronik parcanin yil cinsinden dayanma
siiresi X in olasilik yogunluk fonksiyonu

0 ={5 "

diger durumlarda

ile veriliyor. Boyle 100 par¢anin dayanma siireleri bagimsizdir. Toplam dayanma stiresinin en az 110 yil
olmasi olasilig1 nedir?

Coziim.
X, Ustel (1) dagilimlidir (iistel dagilim). Beklenen degeri ve varyansi u = 1 ve o2 = 1’dir. Bunu
dogrudan da gorebiliriz. Kismi integrasyonla

oo [e9)
EX) = / ze *dr =1, E(X?) = / r2e % dr =2
0 0

bulunur, boylece 02=2—-12 =1olur.
Toplam sire T = X; + -+ Xy, olsun. m =100 buyik oldugundan Sonu¢ 8.2a gore T ~
N(np,no?) ve

E(T) =100-1 = 100, Var (T') = 100 - 1 = 100, v/ Var (T) =10
olur. T stirekli oldugundan stireklilik diizeltmesi gerekmez:

100 _ 110 — 100
>
0 10 )

T —
P(TzllD):P( - ~P(Z>1).

Standart normal tablosundan P(0 < Z < 1) = 0, 3413 okunur:

P(T > 110) ~ 0,5 —0,3413 = 0, 1587.
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0,04 + = N(100, 100)
=== gercek yogunluk (gamma)

0,03 +
0,02 T

0,01 T

70 80 90 100 110 120 130

Sekil 8.8: 100 parcanin toplam 6mrii T icin N(100, 100) yaklasimi (mavi) ve T'nin gercek yogunlugu
(kesikli). 1ki egri neredeyse cakisir. Tarali sag kuyruk T = 110 olayidir; alan1 yaklagik 0,5 - 0,3413 =
0,1587.

Bu 6rnekte T"nin gercek dagilimini da biliyoruz: bagimsiz iistel degiskenlerin toplami Gamma (100, 1)
dagilimlidir. Bu dagilimla hesaplanan gercek deger 0, 1583’tiir. Merkezi limit teoremi, gamma tablosuna
hi¢ gerek duymadan ¢ok yakin bir sonu¢ verdi.

|

Ornek 8.16 (Ortalama Dinleme Siiresinin Sapmasi). Belli bir grubun bir radyo istasyonunun miizik
programlarini dinleme siiresi, ortalamasi 4 saat ve standart sapmasi 1 saat olan normal dagilima sahiptir.
Bu gruptan 16 kisilik bir rastgele érneklem segiliyor. Orneklemin ortalama dinleme siiresi ile grup
ortalamasi arasindaki farkin % saatten fazla olma olasilig1 nedir?

Cozim.

X ~ N(4,1) ve n = 16°dur. Kitle normal oldugundan X, tam olarak normal dagilimhdir (Bagimsiz
Normallerin Dogrusal Birlesimi); burada merkezi limit teoremine bile gerek yoktur:

= = Var (X 1 = 1
E(Xy6) =4, Var (Xy6) = % =16 V Var (Xy6) = 1

Istenen olasilik

P(|X16—4|>%):P(%>i—ﬁ):P(|Z|>2)

olur. Standart normal tablosundan P(0 < Z < 2) = 0,4772 okunur. Iki kuyruk esit oldugundan
P(|Z|>2)=2(0,5-0,4772)=2-0,0228 = 0,0456

bulunur.
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N(4; 1/16)
0,5 T

0,0228 0,0228

z=-2 z=2

Sekil 8.9: 16 kisilik 6rneklemin ortalama dinleme siiresi X ~ N(4; 1/16). Ortalamanin 4'ten yarim saatten

fazla sapmasi iki kuyrugun (X < 3,5 ve X > 4,5) toplam alanidur: 2 - 0,0228 = 0,0456.

Yani 16 kisilik bir 6rneklemin ortalamasi, grup ortalamasindan yalniz yaklagik %4, 6 olasilikla yarim
saatten fazla sapar. Tek bir kisinin dinleme siiresi i¢in ayni olasilik

P(| Z|>0,5) =2(0,5—0,1915) = 0,6170

olurdu.
| ]

Son iki 6rnek ayni soruya iki farkli aracla bakar. Chebyshev esitsizligi dagilim hakkinda higbir sey
varsaymadan kesin bir sinir verir. Merkezi limit teoremi ise yaklasik ama ¢ok daha keskin bir deger verir.

Ornek 8.17 (Boy Ortalamasi icin Chebyshev Alt Sinir1). Bir okuldaki erkek 6grencilerin boylarinin
varyansi 12 cm?’dir. Bu okuldan 30 kisilik bir rastgele érneklem seciliyor. Orneklem ortalamasi ile kitle
ortalamasi arasindaki farkin 1 cm’den kiciik olma olasilig1 icin bir alt sinir bulun.

Coziim.
Boylarin dagilimi bilinmiyor. Bu ytizden Chebyshev esitsizligini kullaniriz. Kitle ortalamas: y olsun.
0?2 =12ven = 30ile

S - 12
E(Xy) = p, Var (X3) = 30 0,4
olur. Chebyshev esitsizligini ¢ = 1 ile uygularsak
- Var (X
P(|X30—M‘21)§%:074

bulunur. Timleyen olaya gegersek
P(|Xz—p|<1)>1-0,4=0,6

olur. Ayni sonug esitsizligin k’li biciminden de ¢ikar. 0 ¢ = 1/12/30 oldugundan ko 5 = 1 kosulu k =

+/30/12 verir. Buradan

_ 12 18
P(|Xg—p|<kox)=1-—

—=1-—==2=0,6
k2 30 30

bulunur. Yani farkin 1 cm’den kigiik olma olasilig1 en az 0, 6’dir. Tiimleyen olay igin bu bir tist sinir
verir: farkin en az 1 cm olma olasilif1 en ¢ok 0, 4’tir.
|
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Ornek 8.18 (Boy Ortalamasinda Merkezi Limit Teoremiyle Karsilastirma). Bir okuldaki erkek
dgrencilerin boylarinin varyansi 12 cm?'dir ve 30 kisilik bir rastgele érneklem seciliyor. P ( | X30 —
| < 1) olasithigmi merkezi limit teoremiyle yaklasik olarak hesaplayin ve Ornek 8.17°deki 0,6 alt
siniriyla tutarli oldugunu gosterin.

Coziim. -
n = 30 oldugundan merkezi limit teoremini kullanabiliriz: X5, &~ N(u,0,4). Standartlastirirsak

- Xy — 1 /30
P(|X30—p,|<]_)zp(| \3/00_4ﬂ|<m)wP<|Z< E)

olur. 1/30/12 = /2,5 & 1, 58dir. Standart normal tablosundan P(0 < Z < 1,58) = 0, 4429 okunur:

P (| Xg—p|<1)~P(~1,58 < Z<1,58) =0,4429 +0,4429 = 0, 8858,

Chebyshev alt sinir1: 0,6

i t t t t i z
-3 -1,58 -1 0 1 1,58 3
p-1 p+1

Sekil 8.10: 30 kisilik 6rneklemde |X - p| < 1 olay1 yaklagik olarak —1,58 < Z < 1,58 olayidur; tarali alan
20,4429 = 0,8858. Chebyshev esitsizligi yalniz 0,6'lik bir alt sinir verir; normal yaklagimin degeri bu
sinirin Ustindedir.

0, 8858 > 0, 6 oldugundan yaklasik deger Chebyshev alt sinirtyla tutarlidir. Chebyshev sinir1 cok daha
temkinlidir, ¢inkii her dagilim i¢in gecerli olmak zorundadir. Merkezi limit teoremi ise ortalamanin
dagiliminin normale yakin oldugunu kullanarak gercek degere ¢ok daha yakin bir sonug verir.

|

Ornek 8.19 (Merkezi Limit Teoremiyle Gereken Atis Sayis1). Diizgiin bir para n kez atiliyor. Tura
oraninin 1/2’den 0, 05’ten az sapmasi olasilifinin en az 0, 95 olmasi i¢in, merkezi limit teoremine gore, n
en az kag¢ olmalidir?

Cozim.

X, ~ Bernoulli ( % ) oldugundan p = 1 ve 02 = 1 ’tiir. Merkezi limit teoremine gére

— 1

1 e 1
a@ )a Var (Xn) = m

N = o=

Xn~N<
olur. Standartlastirirsak
- 1
P<|Xn—§|<0,05)mP(|Z\<0,05-2\/ﬁ)=P(\Z|<0,1\/ﬁ)

bulunur. Bu olasihifin en az 0,95 olmasi, P(0 < Z < 0,14/n) > 0,475 demektir. Standart normal
tablosunda 0, 4750 degeri z = 1,96’ya karsihik gelir; yani 2 g75 = 1, 96’dir. Buradan

0,1v/n > 1,96 < /n > 19,6 < n > 384, 16

olur. n tam say1 oldugundan en az 385 atis gerekir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 143 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

144 Boliim 8. Yakinsama ve Merkezi Limit Teoremi

Ornek 8.5'de Chebyshev sinir1 2000 atig istemisti. Merkezi limit teoremi aym giivenceyi yaklasik beste
bir atigla verir. Aradaki fark, Chebyshev esitsizliginin hicbir dagilim bilgisi kullanmamasindan gelir.
|

Bu bolumde 6rneklem ortalamasinin buyiik 6rneklemlerdeki davranmigini tamamladik. Bityiik sayilar ya-
sas1 6rneklem ortalamasinin kitle ortalamasina yakinsadigini, merkezi limit teoremi de bu yakinsamanin
cevresinde dagilimin normal bi¢im aldigin: sdyler. Ayni dilsiince 6rneklem momentlerinin kitle moment-
lerine yakinsamasi i¢in de gecerlidir. Bir sonraki boliim tam da buna dayanir: Momentler Yontemi kitle
parametrelerini, kitle momentlerini 6rneklem momentlerine esitleyerek tahmin eder.
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9.1

9.2

9. Momentler Yontemi

Buraya kadar dagilimlarin parametrelerini biliyormusg gibi davrandik: A verildiginde Poisson olasiliklarini,
w ile o2 verildiginde normal alanlar1 hesapladik. Istatistikte durum tersine doner. Elimizde veri vardur,
dagilimin bicimini de ¢ogu zaman biliriz; bilmedigimiz sey parametrenin kendisidir. Bu kismin konusu,
veriden parametre i¢in tek bir sayisal deger iiretmektir. Bu boliimde 6nce temel kavramlari kuracak, sonra
ilk ve en eski tahmin y6ntemini, momentler yontemini 6grenecegiz.

Tahmin Teorisine Giris

Bir kitleyi incelerken genellikle “bu kitle hangi aileden bir dagilima uyar?” sorusunun cevabini biliriz;
ailenin hangi tiyesi oldugu ise bir ya da birka¢ sayiya baghdir. Bu sayilara bir ad verelim.

Tanim 9.1 (Parametre ve Parametre Kiimesi). X rastgele degiskeninin dagilimi f (x; 6) olasilik
(yogunluk) fonksiyonu ile verilsin; burada € ©’dir. f’ya dagilimin parametresi, #’nin alabilecegi biitiin
degerlerin kiimesi ©’ya da parametre kiimesi denir. Parametre birden ¢ok sayidan olusabilir; o zaman
0= (6,...,6,,) bir vektor ve © C R™ olur.

*rYm

Yani fy(x;0) tek bir dagilim degil, 6 degistikce degisen bir dagilimlar ailesidir. Parametre kiimesi de bu
ailenin hangi iiyelerinin “izinli” oldugunu sdyler: fy(-;8) nin gercekten bir olasilik (yogunluk) fonksi-
yonu oldugu 6 degerleri.

Ornek 9.1 (Bilinen Dagilimlarin Parametre Kiimeleri). Onceki boliimlerde gérdiigiimiiz dagilim-
larin parametreleri ve parametre kiimeleri sunlardir.

« Bernoulli dagilimi Binom (1, p): parametre p, parametre kiimesi © = (0,1) C R.

+ Poisson dagilimi Poisson (\): parametre A, parametre kiimesi © = (0,00) C R.

+ Gamma dagilimi (Tanim 4.2) Gamma (r, ): parametreler r ve o, parametre kiimesi © = (0, 00) X
(0,00) C R2.

« Normal dagilim N (p, 0?): parametreler p1 ve o, parametre kiimesi © = (—o0, c0) x (0, 00) C R2.

Son 6rnekte p her reel degeri alabilir, ama varyans pozitif olmak zorundadir; parametre kiimesinin ikinci
carpaninin (0, co) olmasi bundandir.

Nokta Tahmini

Parametreyi bilmedigimizde elimizdeki tek bilgi kaynag: kitleden gekilen 6rneklemdir. Orneklemin bir
fonksiyonunu, yani bir istatistigi, parametrenin yerine koymak en dogal fikirdir. Parametre i¢in tek bir
say1 6nermeye nokta tahmini denir.

Tanim 9.2 (Tahmin Edici ve Tahmin). Bilinmeyen bir § parametresini (ya da ’nin bir g(6) fonksiyo-
nunu) belirlemek amaciyla kullanilan bir 6rneklem istatistigine §’nin tahmin edicisi (kestirici, estimator)
denir ve = T(X,, ..., X,) ile gosterilir. Tahmin edicinin gézlenen 6rneklemde aldig1 sayisal degere
tahmin (kestirim) denir.

Yani tahmin edici bir kuraldir: “gézlemleri topla, n’ye bol” gibi. Gozlemler rastgele oldugundan tahmin
edici de bir rastgele degiskendir ve kendi dagilimi vardir; bu yiizden onu X, S?, T gibi biiyiik harflerle
yazariz. Tahmin ise bu kuralin elimizdeki veriye uygulanmasiyla ¢ikan tek bir sayidir, 6rnegin z = 3,12.
Aymni tahmin edici, bagka bir 6rneklemde bagka bir tahmin verir. Gosterimi ytiklememek i¢in ikisine de
¢ogu zaman 0 denir; hangisinin kastedildigi baglamdan anlasilir.

Ornek 9.2 (Bir Paranin Yazi Olasilig1). Yazi gelme olasilig1 p bilinmeyen bir para 10 kez atiliyor. .
atista yazi gelirse X; = 1, tura gelirse X; = 0 olsun; boylece X1, ..., X}, bir Binom (1, p) kitlesinden
alinmis bir 6rneklemdir. p i¢in p = X tahmin edicisi kullaniliyor ve atiglar 0,1,0,0,1,1,0,0,1,0 sonu-
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146 Boliim 9. Momentler Yontemi

cunu veriyor. Paranin gercek yazi olasilign (istatistik¢inin bilmedigi) p = 0, 3 olsun. Gozlenen tahmini, p
tahmin edicisinin olasilik fonksiyonu icinde yorumlayimiz.

Cozim.
Gozlenen 6rneklemde 4 yazi vardir. Tahmin edicinin bu 6rneklemdeki degeri

0+14040+1+140+0+140 4 _
10 10

A

p:i‘:

0,4

olur. Bu say1 bir tahmindir.
Simdi p = X’in kendisine bakalim. Y = X; + .- + X;, yaz1 sayisidir ve Y ~ Binom (10; 0, 3)’tiir.
p = Y /10 oldugundan tahmin edici yalniz 0; 0, 1; ...; 1 degerlerini alir ve k = 0, 1, ..., 10 i¢in

(fp= 1—’“0) =P(Y =k) = (lk(’) (0,3)%(0,7)10*

olur. Ornegin

10
P(p=0.3)= (4 ) 0.30.7)7 ~0,2668,

10
P(p=0,4) = ( p )(0,3)4(0,7)6 ~ 0,2001.

Yani tahmin edici gergek degeri (0, 3) en yiiksek olasilikla verir, ama bu olasilik yalmizca yaklasik

0, 27°dir; bizim gozledigimiz 0,4 gibi komsu degerler de sik sik ¢ikar. Tahmin edicinin iyiligi tek bir
tahmine bakarak degil, bu dagilima bakarak degerlendirilir.

A olasilik "
erce =03
03T gereeiep }
|
|

02 + gozlenen tahmin: 0,4

01T

\ 4

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

tahmin edicinin alabilecegi degerler k/10

Sekil 9.1: p = 0,3 iken 10 atislik 6rneklemden hesaplanan p = X tahmin edicisinin olasilik fonksiyonu.
Tahmin edici 0; 0,1; ...; 1 degerlerinden birini rastgele alir; bu 6rneklemde gézlenen deger 0,4'tiir.

Bir parametre icin akla bir¢cok tahmin edici gelebilir. Bunlarin hangisinin daha iyi oldugunu (yansizlik,
etkinlik, tutarhilik gibi 6lgiitlerle) Tahmin Edicilerin Ozellikleri béliimiinde tartisacagiz. Once tahmin
edicileri sistemli olarak iiretmenin yollarina bakalim; bunlarin ilki momentler yontemidir.

9.3 Momentler Yontemi
Yontemin fikri ¢ok basittir. Kitle momentleri parametrelere baghdir; 6rneklem momentleri ise veriden

hesaplanir ve biiyiik sayilar yasasi geregi 6rneklem buytidiitkce karsilik gelen kitle momentine yaklasir.
O halde ikisini esitleyip parametreyi ¢6zebiliriz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 146 CC BY-NC-SA 4.0


tahmin-edicilerin-ozellikleri.qmd
yakinsama-ve-merkezi-limit-teoremi.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

9.3 Momentler Yontemi 147

X’in olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(z; 6, ...,0,,) olsun; yani dagilim m tane parametreye bagli. X’in
k. mertebeden momenti kesikli halde

E(XF) = > 2" f(z;0,,...,0,,),

€Dy

surekli halde

E(Xk)z/ z*f(z;0,,...,0,,) dx
D

X

ile verilir; burada Dy, X’in deger kiimesidir. Her iki héalde de sonug 6, ...,0,, parametrelerinin bir
fonksiyonudur. Bu fonksiyona bir ad verelim:

E(X*) =W, (0,,...6,), k=12, ..

Bu sayilara kitle momentleri de denir. Orneklem tarafindaki kargiliklari, Tanim 7.8 ile tanimladigimiz
orneklem momentleridir:

1 n
M, ==Y XF k=1,2,..
k ni:l ) 9 <y

M, gozlemlerin k. kuvvetlerinin aritmetik ortalamasidir; 6zel olarak M; = X'tir. E | X \k < oo oldu-
gunda E(XF) = E(X*) oldugundan beklenen degerin dogrusalligiyla E(M,) = E(X*) bulunur; yani
M, ortalamada tam olarak kitle momentini verir.

Tanim 9.3 (Momentler Yontemi). X’in dagilimi 6,,...,0, parametrelerine bagh ve FE(X*) =
U, (0, ...,0,,) olsun. Ilk m kitle momentini ilk m érneklem momentine esitleyen

Mk:\lfk(el,...,em), k:1,2,...7m

N

denklem sisteminin 0, ..., 8, icin ¢6zimi 91, ..., 0, ye parametrelerin momentler yontemi tahmin

edicileri (moment tahmin edicileri) denir.

Yani bilinmeyen sayis1 kadar denklem kurariz: tek parametre icin yalmz X = E(X) denklemi, iki
parametre i¢cin bunun yanina M, = E(X?) denklemi yeterlidir. Uygulamada ilk m moment yerine
parametreleri belirleyen bagka m moment denklemi de (6rnegin varyans denklemi) kullanilir; bu genis
anlamda ayni parametre i¢in farkli tahmin ediciler ¢ikabilir. C6ztimde bulunan ifade goézlemlerin bir
fonksiyonu, yani bir istatistiktir; bu yiizden onu biiyiik harflerle yazariz.

Iki parametreli dagilimlarda ikinci denklemi E(X?) yerine varyansla kurmak ¢ogu zaman hesabi kisaltir.
Bunun mesru oldugunu su 6zdeslik gosterir.

Onerme 9.1 (Orneklem Varyansi Ozdesligi). Her X, ..., X,, icin

n

M, — X2 = 1 (X, — X)2

"=
ispat.
Kareyi acip toplami terim terim dagitalim:
n _ n _ n _
DX, —X)?2=> X2—2X) X, +nX
i=1 i1 i1
E?zl X,; = nX oldugundan ortadaki terim —2n.X? dir; son terimle birlesince
DX, —X)?2=> X?—nX?
i1 i-1

kalir. ki yani n’ye béliince sol taraf% S(X; — X)?, sag taraf M, — X? olur. m
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148 Boliim 9. Momentler Yontemi

Kitle tarafinda da varyans hesap formiilii Var (X) = E(X?) — (EX ))2 der. Dolayisiyla X = E(X)
denklemi yaninda M, = E(X?) yazmak ile

% zn:(Xi — X)? = Var (X)

yazmak ayni sonucu verir.
Yontemle ilgili iki gozlem, 6rneklere gecmeden 6nce akilda tutulmalr:

« Tahmin edilecek parametre sayisi kadar moment kullanilir; daha az1 sistemi belirsiz birakur.

« Momentler yontemi bir parametre i¢in tek bir tahmin edici vermek zorunda degildir. Hangi momentlerin
esitlendigine gore ayni parametre icin birbirinden farkli tahmin ediciler ¢ikabilir. Asagidaki Poisson
ornegi bunu agikca gosterecek.

© Momentler yéntemi iic adimda

1. Parametre sayis1 m ise E(X), E(X?),..., E(X™) momentlerini parametreler cinsinden hesapla-
yin. -

2. Her E(X*)’yi karsilik gelen 6rneklem momenti M, ’ye esitleyin (M; = X).

3. Elde edilen sistemi parametreler icin ¢6ziin ve sonucu gozlemlerin fonksiyonu olarak yazin.

Ornek 9.3 (Kuvvet Yogunlugunda Moment Tahmin Edicisi). X’in olasilik yogunluk fonksiyonu
f(z;0) = (1+6) 2%, 0<z<1,0>—-1

olsun. Bu dagilima sahip bir kitleden n bitytikligiinde bir rastgele 6rneklem alindiginda 6 parametresinin
tahmin edicisini momentler yontemiyle bulunuz.

Coziim.
Tek parametre oldugu i¢in yalmz birinci momente ihtiyac var.
Adim 1. 0 > —1 iken § + 2 > 0 oldugundan integral yakinsaktir ve

E(X):/lm(l—l—a)zgda::(1+9)/1x9+1dw:(1+6)
0 0

Adim 2. Bunu 6rneklem ortalamasina esitleyelim:

= 146

X=—

0+ 2

Adim 3. Payday1 karsiya atip 6’1 terimleri bir tarafa toplayalim:
X0+2X=14+60 = 0X—-1)=1-2X.

0 < X; <1 oldugundan X < 1’dir ve siirekli bir dagilimda biitiin gozlemlerin tam 1 ¢ikma olasilig1
sifirdir; yani X — 1 # 0 ve bolebiliriz:

é_l—QX_2X—1
S X-1  1-X

Bulunan tahmin parametre kiimesinin i¢inde mi? 1 — X > 0 oldugundan
0>-1<2X-1>—-(1-X)=X>0
olur ve biitiin gézlemlerin 0 ¢ikma olasilig1 da sifirdir. Demek ki 0 her zaman (—1, 00) i¢inde kalur.

Asagidaki sekil neden X’in @ hakkinda bilgi tasidigini gosteriyor: 6 biiyiidiikee kiitle 1’e dogru kayar
ve beklenen deger artar.
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9.3 Momentler Yontemi 149

Sekil 9.2: Kuvvet ailesinden dort yogunluk. 0 buytdiikce kiitle 1'e dogru kayar; eksenin tistiindeki
ticgenler beklenen degerleri 1/3, 1/2, 2/3 ve 4/5'1 gdsterir. Bu yiizden X bize 6 hakkinda bilgi verir.

Ornek 9.4 (Kuvvet Yogunlugunda Sayisal Tahmin). Olasihik yogunluk fonksiyonu f(x;6) =
(14802 0<z<1, §>—1) olan kitleden n =5 biyiikliginde bir 6rneklem cekilmis ve
0,3;0,5;0,1;0,1;0,2 gozlemleri elde edilmistir. #’nin momentler yontemiyle elde edilen tahminini
bulunuz.

Coziim.

Tahmin ediciyi Ornek 9.3 iginde § = 21)3 }(1 olarak bulduk. Once 6rneklem ortalamasini hesaplayalim:

. 0,34+0,5+0,1+0,1+0,2 1,2
Xr = =

5 5

=0,24.

Bunu tahmin edicide yerine koyalim:

2(0,24) —1  —0,52 13
= = = —— ~ —0,684.
1-0,24 0,76 19 ’

>

Saglama: 6 = —}—3 icin % = 265/% = % = 0,24 olur; yani bu deger kitle ortalamasini gercekten

gozlenen ortalamaya esitler.
Negatif bir 8, yogunlugun azalan oldugu, yani kiitlenin 0 yakininda toplandig1 anlamina gelir. Gozlem-
lerin hepsinin 0, 5’ten kiiciik olmas1 bununla uyumludur. Sekilde ¢6zdigiimiiz denklemi goriiyoruz.
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E(X)

1,00 T

E(X)=(1+0)/(6+2)

0

Sekil 9.3: E(X) = (1 + 6)/(0 + 2) egrisi artandir ve 0 ile 1 arasindaki her degeri bir kez alir. Yatay % = 0,24
¢izgisi egriyi tek bir noktada keser; o noktanin apsisi 6 = -13/19 ~ -0,684 tahminidir.

Bilinen Dagilimlarda Moment Tahmin Edicileri

Simdi yontemi Onceki bolumlerde tanidigimiz dagilimlara uygulayalim. Her 6rnekte gereken Kkitle
momentleri ya kardes kitapta ya da bu kitabin ilk kisminda hesaplanmustir; biz yalniz esitleme ve ¢6zme
adimlarini yapacagz.

Ornek 9.5 (Ustel Dagilimin Oran Parametresi). Ustel (\) dagilimina sahip bir kitleden alinmis n
boyutlu bir 6rnekleme dayanarak A parametresinin momentler yontemine gore tahmin edicisini bulunuz.

Coziim. -
Tek parametre vardir. Ustel dagilimin momentlerinden E(X) = %’dlr. Bunu Xe esitleyelim:
> 1 ~ 1
X=7- = A==
A X

Gozlemler pozitif oldugundan X > 0’dir ve bolme her zaman tanimlidur.
Ayni parametre i¢in ikinci momentten de bir denklem kurulabilir. Varyans hesap formiiliinden

B(X?) = Var (X) + (EQOP = & + 55 = =

oldugundan M, = % denklemi, A > 0 oldugu hesaba katilinca,

< [ 2
A= E

tahmin edicisini verir. Tek parametre icin birinci moment yeterli oldugundan olagan secim A=
1/X’tir; A, momentler yonteminin ayni parametreye farkli tahmin ediciler verebileceginin bir érne-
gidir. m

Ornek 9.6 (Normal Dagilimin iki Parametresi). N (u,0?) dagilimina sahip bir kitleden cekilen n
boyutlu bir 6rnekleme dayanarak p ve 0% parametrelerinin momentler yéntemiyle tahmin edicilerini
bulunuz.

Cozim.
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9.4 Bilinen Dagilimlarda Moment Tahmin Edicileri 151

Iki parametre oldugu icin iki moment gerekir. Normal dagilimin momentlerinden E(X) = pu ve
Var (X) = 0%'dir; buradan

E(X?) = Var (X) + ( E(X))2 =02+ p?
bulunur. Momentleri esitleyelim:
X =p, M, = o2 + p?.

flk denklem dogrudan ji = X verir. Bunu ikincide yerine koyarsak o2 = M, — X? olur ve Onerme
9.11ile

[u—y

p=X, *=M,-X*=-) (X,— X)?

elde edilir.

Dikkat: 62’nin paydasi n’dir; rneklem varyansi S?’nin paydasi ise n — 1°dir. Ikisi arasindaki farkin
ne anlama geldigini, yani 6%’ nin 0%’yi ortalamada biraz kiigiikk tahmin ettigini, Tahmin Edicilerin
Ozellikleri boliimiinde gérecegiz. m

Ornek 9.7 (Paket Agirliklar: icin Normal Model). Bir makinenin doldurdugu paketlerin agirligi (kg)
normal dagilimli kabul ediliyor. Rastgele segilen 10 paketin agirliklar:

4,8;5,2;5,0;4,6;5,4;5,1;4,9;5,3;4,7;5,0
olarak 6lciilmiistiir. ;4 ve 02 icin momentler yontemiyle elde edilen tahminleri bulunuz.

Cozim. ~ ~
Normal kitle 6rneginde (Ornek 9.6) buldugumuz gibi it = X ve 6% = M, — X*dir.
Gozlemlerin toplami 50 oldugundan = 50/10 = 5’tir. Gozlemlerin karelerinin toplami

> a2 =123,04 427,04 + 25+ 21,16 + 29, 16
426,01 + 24,01 + 28,09 + 22,09 + 25 = 250, 6

olur; buradan m,, = 250,6/10 = 25,06 ve
=25, 62 = 25,06 — 5% = 0,06
bulunur. Saglama olarak sapmalarla hesaplayalim. z; —  degerleri sirasiyla

—0,2; 0,2; 0; —0,4; 0,4;
0,1; —0,1; 0,3; —0,3; 0

olup kareleri toplam
0,0440,044+0+0,1640,16 + 0,01 40,01 40,09 + 0,09 4+ 0 = 0,60

olur; 0,60/10 = 0, 06 ayn1 sonucu verir. Standart sapmanin tahmini & = /0,06 ~ 0, 245 kg’dir. Kar-
silastirma icin 6rneklem varyansi s2 = 0,60/9 ~ 0, 0667 dir.
Tahmin edilen N(5; 0,06) modeli ve gozlemler agagida goriilityor.
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Jx)

~ ® gozlemler

1,0 T

0,5 T ~
o~ 0,245

f———

[
® o 0 0 0 0 0 o0 o
,0 5,2 5,4 5,6 58

3]

4,2 4,4 4,6 4,8

Sekil 9.4: On paketin agirliklari (noktalar; 5,0 iki kez gozlendi) ve momentler yontemiyle kurulan N(5;
0,06) yogunlugu. Tarali serit i + ¢ araligidir.

Ornek 9.8 (Poisson Parametresi I¢in Iki Tahmin Edici). A > 0 parametreli bir Poisson kitlesinden
X, X,, ..., X, rastgele 6rneklemi alinsin. A parametresinin momentler yéntemiyle iki farkli tahmin

edicisini elde ediniz.

Cozim.

Poisson dagiliminin momentlerine gore (Teorem 3.2) E(X) = A ve Var (X) = X’dwr. Ortalama ile
varyansin ayni parametreye esit olmasi, iki ayr1 denklem kurmamiza izin verir.

Birinci yol (birinci moment). E(X) = X'y1 X’e esitlersek

M =X

bulunur.

Ikinci yol (varyans). Varyans hesap formiilinden E(X?) = Var (X) + ( E(X))Q, yani E(X?) =
A + A%dir. Buradan Var (X) = E(X?) — (EX ))2 = X olur. Birinci moment yerine bu varyans
denklemini kullanalim: kitle varyansi A’y1 drneklemin (paydasi n olan) varyansina esitleriz. Onerme
9.11ile

n
5‘2 = M, - X2 = Z(Xi _X)2
i=1

S|

elde edilir.
iki tahmin edici genellikle farkli degerler verir: A, verinin merkezine, \, yayilimina bakar. Yalniz ikinci
momenti kullamip M, = A + A2 ikinci derece denklemini A > 0 i¢in ¢ozmek de iigiincii bir tahmin
edici verir:

L VI+AM, -1

3= 2

Ornek 9.9 (Cagr1 Sayilar1 i¢cin Poisson Tahminleri). Bir cagri merkezine gelen ¢agr1 sayisi Poisson
dagilimlh kabul ediliyor. Rastgele secilen 20 dakikada gelen ¢agri sayilarinin dagilimi asagidaki gibidir.

Cagrisayistk 0 1 2 3 4

Dakikasayist 3 5 6 4 2
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A icin 3\1 = X ve :\2 = M, — X? tahminlerini hesaplayniz.

Coziim.
Toplam gozlem sayist n = 3 4+ 5 + 6 + 4 4+ 2 = 20’dir. Toplamlar1 frekanslarla agirliklandirarak he-
saplayalim:

ng:0.3+1-5+4~6+9~4+16-2=97~

Buradan z = 37/20 = 1,85 ve my = 97/20 = 4, 85 olur. Tahminler

A\ =2 =1,85,
Xy = my — 22 = 4,85 — 3,4225 = 1, 4275

bulunur. Ayn1 veri ve ayni ydntem, hangi momentin kullanildigina gére farkli sayilar vermistir. (Uciincii
tahmin edici de Ay = (v1I+19,4—1) /2~ 1,758 verir)

Sekil iki modelin veriyle nasil karsilastigini gdsteriyor: A; ile kurulan model gozlenen oranlara daha
yakin durur. Bu veride varyans ortalamadan kiigtiktiir; Poisson modelinde ise ikisi esit olmaliydi. Farkin
ne kadarinin rastlantidan geldigi sorusu hipotez testlerinin konusudur.

Y oran / olasilik
’ B gozlenen oran

B Poisson(1,85)

s B Poisson(1,4275)

02 T

0,1 1

Sekil 9.5: Yirmi dakikada goézlenen cagr sayilarinin oranlar ile iki moment tahmininden kurulan
Poisson olasiliklar. Ortalamadan gelen X, = 1,85 ile varyanstan gelen X, = 1,4275 farkli modeller verir.

Ornek 9.10 (Gamma Dagiliminin iki Parametresi). Olasilik yogunluk fonksiyonu

f(z) = %(ax)Ple*‘”, z>0,a>0,r>0

olan Gamma (r, @) dagiliml bir kitleden n biiyiikliigiinde bir rastgele rneklem aliniyor. r ve o paramet-
relerinin tahmin edicilerini momentler yontemiyle bulunuz.

Cozim.
Iki parametre oldugu icin ilk iki moment gerekir. Gamma dagiliminin momentlerinden (Teorem 4.2)

r r
E(X):a, Var (X):E
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bulunur.
Esitleme ve ¢6ziim. Denklemler
rir4+1) r? r

_ 7
x=1 M= =+
o’ 2 a? a? o2

olur. Birinci denklemin karesi X? = 2 /a? oldugundan ikinciden ¢ikarinca

M X2 _ T 1 _ X
2 T2 a a o«
kalir. Buradan énce «, sonra r = a.X bulunur:
R X . X2
o = — = r=—-———————=.
M, — X? M, — X?

Onerme 9.1 geregi payda L 3~ (X; — X)%dir; gozlemlerin hepsi esit olmadik¢a pozitiftir, dolayisiyla
iki tahmin de pozitif ¢ikar. m

9.5 Yontemin Bir Zayiflig:

Momentler yontemi hesap acisindan ¢ok rahattir, ama buldugu tahmin her zaman veriyle uyumlu olma-
yabilir. Bunu, deger kiimesi parametreye bagli olan bir dagilimda gorelim.

Ornek 9.11 (Uggen Yogunlugun Ug Noktasi). Olasilik yogunluk fonksiyonu

2(0 — )

Fl@0) = —p3—

O<z<b

olan bir kitleden alinmis n hacimli bir 6rneklem yardimiyla 6 parametresinin tahmin edicisini momentler
yontemiyle bulunuz.

Coziim.
Tek parametre vardir; birinci momenti hesaplayalim:

0 . 0
E(X) :/ x2(09—2)d:c = %/ (6z — z?)dz
0 0

_2(6% 6\ _2 6 90
Te2\2 3) 62 6 3

Bu sonug sezgiyle de uyumludur: yogunlugun grafigi koseleri (0, 2/6), (0, 0) ve (6, 0) olan bir iicgendir
ve bir tiggenin agirhk merkezinin apsisi koselerin apsislerinin ortalamasi (0 + 0 + ) /3’tiir.
X = 0/3 denklemi

6=3X

tahmin edicisini verir. B

Ornek 9.12 (Veriyle Celisen Bir Moment Tahmini). Ucgen yogunluklu kitleden (Ornek 9.11) n =
6 gozlem alinmis ve 0,2;0,1;0,4;0,3;0,2; 1,6 degerleri gozlenmistir. § = 3X tahminini hesaplayip
veriyle kargilagtiriniz.

Cozim.
Gozlemlerin toplami 2, 8 oldugundan
28 _ 7

7 = — f=3.
T T 1m
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bulunur. Oysa 6 = 1,4 olsaydi yogunluk = > 1,4 icin sifir olurdu; yani 1,4’ten biiyiik bir gézlem
imkéansiz olurdu. Halbuki gézlemlerden biri 1,6’dir. Bagka bir deyisle, momentler yéntemi tam da
gozledigimiz veriyi tiretemeyecek bir model 6nermigtir. Veriyle uyumlu her 6 en biyik gozlemden
buyik, yani 6 > 1, 6 olmaliduir.

Jx)

flx) = 2(1,4 - x)/1,96

0,5 1

gozlem 1,6
(]

_ A 1,0 1,5
x=7/15

Sekil 9.6: 6 = 3% = 1,4 ile kurulan ti¢gen yogunluk 1,4'tin saginda sifirdir; oysa gozlemlerden biri 1,6'dur.
Moment tahmini, verinin kendisiyle ¢elisen bir model tiretebilir.

Bunun nedeni, momentler yénteminin veriyi yalnizca X gibi 6zetler {izerinden gérmesidir; X en bityiik
gozlemin parametre hakkinda tagidigi bilgiyi kullanmaz. m

Momentler yontemi kolaydir ve cogu zaman makul tahminler verir; ama tahmin edici tek degildir ve son
ornekte gordiigiimiiz gibi veriyle celigebilir. Bir sonraki boliimde parametreyi “gézlenen veriyi en olasi
kilan deger” olarak secen ve bu sorunlar1 biiyiik 6l¢iide gideren yontemi inceleyecegiz: En Cok Olabilirlik
Yontemi.
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10.1

10. En Cok Olabilirlik Yontemi

Momentler yontemi kitle momentlerini 6rneklem momentlerine esitleyerek tahmin edici iiretiyordu. Bu
boliimde soruyu tersinden soruyoruz: Elimizde belirli gozlemler var; parametrenin hangi degeri tam da
bu gozlemleri en olasi kilar? Bu sorunun cevabi en cok olabilirlik (maksimum olabilirlik, Ing. maximum
likelihood) yontemidir ve istatistikte en yaygin kullanilan tahmin yéntemidir.

Olabilirlik Fonksiyonu

Yontemin temel nesnesi, érneklemin ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonunun parametreye bagl bir
fonksiyon olarak okunmasidir.

Bir kitle tizerinde tamimli X rastgele degiskeninin dagilimi f(z;0), x € Dy, 6 € O olasilik (yogunluk)
fonksiyonuyla verilsin; © parametrenin alabilecegi degerlerin kiimesidir (parametre uzayi). Bu kitleden
alman X, X,, ..., X, rastgele orneklemi bagimsizdir ve her X, nin olasilik (yogunluk) fonksiyonu
f(z;; 6) dir. Bagimsizlik yiiziinden ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonu bu fonksiyonlarin ¢arpimidir.

Tanim 10.1 (Olabilirlik Fonksiyonu). X, X,,...,X,,, f(z;0) (6 € 0©) dagilimindan alinmis bir rast-
gele 6rneklem ve z,, z, ..., z,, gozlenen degerler olsun.

L(0) = L(zy, -y 230) = f(2150) f(25;0)-f (2,30
=[[f@s:0), o6eco

fonksiyonuna, gozlemler sabit tutulup €’nin bir fonksiyonu olarak diisiiniildiigiinde, olabilirlik fonksi-
yonu denir.

Yani formiil 6rneklemin ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonunun ta kendisidir; degisen yalmiz bakig
acisidir. Ortak olasilik fonksiyonunda 6 sabittir ve x’ler degisir. Olabilirlikte ise veri elimizdedir, yani x’ler
sabittir, degisen 6’dir. Kesikli bir kitlede L(#), “parametre € iken tam da bu gozlemlerin ¢ikma olasiligi”
demektir. Siirekli bir kitlede L(#) bir olasilik degil yogunluktur, ama yorum aynidir: L(#) ne kadar
bitytikse gozlenen veri 6 altinda o kadar “beklenen” bir sonugtur.

Ornek 10.1 (Ayn1 Formiil, ki Bakis). X, )\ parametreli Poisson dagilimina sahip olsun. Tek bir
gozlem yapiliyor ve = 2 bulunuyor. Olabilirlik fonksiyonunu yaziniz ve onu en bityiik yapan A degerini
bulunuz.

Cozim.
Poisson olasilik fonksiyonu (Olasilik Teorisi'ndeki tanim)
e A\

flz;\) =

— z=0,1,2,..., A€ 0O =(0,00)
z!

bi¢imindedir. A sabitken bu, z’in bir fonksiyonudur: her z igin f(z;\) > 0 ve Zz f(z; \) = 1. Simdi
ise x = 2 sabit, A degisken:
A2

2 )

LN = f(2;)) = A> 0.

Carpim kuraliyla tiirev alalim:
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A >0 ve e > 0 oldugundan tiirevin isareti 2 — X'nin isaretidir: (0,2) araliginda L artar, (2,c0)
araliginda azalir. O halde L en biiyiik degerini A = 2’de alir:
4 -2

L(2) = eT = 2¢2 ~ 0, 2707.
Karsilagtirma icin L(1) = e/2 ~ 0,1839 ve L(4) = 8¢~* ~ 0,1465. Yani tek gozlem 2 iken, bu
sonucu en olasi kilan parametre degeri A = 2°dir.
Asagidaki sekil ayni formiiliin iki okunusunu yan yana koyuyor. Solda A = 2 icin x’e gore olasiliklar,
sagda z = 2 icin X’ya gore olabilirlik var; iki grafigin ortak noktas1 f(2;2) = L(2)’dir.

A = 2 sabit, x degisiyor x = 2 sabit, A degisiyor

A flx2) AL
> 0,2707 03 0,2707

0,2 1 02t LV = \2e/2

0,17 0,17

Sekil 10.1: Ayni formiil, iki bakis. Solda A = 2 sabitken x'e gore Poisson olasiliklari; ¢ubuklarin toplami
1'dir. Sagda gozlem x = 2 sabitken A'ya gore olabilirlik fonksiyonu; en bilyiik degerini A = 2'de alir.
Vurgulu ¢ubuk ile vurgulu nokta ayni sayidir: f(2; 2) = L(2) = 0,2707.

Olabilirlik fonksiyonu 6’ya gére bir olasilik dagilimi degildir; 6 tizerinden toplami ya da integrali 1 olmak
zorunda degildir. Ornegin Bernoulli dagiliminda tek gézlem z = 1ise L(p) = p olur ve fol pdp = % cikar.

Bu yiizden L() icin “olasilik” degil “olabilirlik” deriz.

En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi

Olabilirligi en bitytik yapan parametre degeri, gézlenen veriyi en iyi agiklayan degerdir. Yontem bu degeri
tahmin olarak seger.

Tanim 10.2 (En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi). Her gozlem kiimesi (24, Zq, ..., T

) ) i¢in L(6)
olabilirlik fonksiyonunu © iizerinde en biiyiik yapan deger 6(z, x5, ..., z,,) olsun:

n

L ( 0 ) = rgleaexL(O).

Gozlemlerin yerine rastgele degiskenler konarak elde edilen 6= é(Xl, Xy, ..., X,,) istatistigine 0 para-
metresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi denir. Gozlenen degerlerden hesaplanan 6(zq, ..., z,,)

sayisina da en ¢ok olabilirlik tahmini denir.

Yani parametrenin alabilecegi biitiin degerler arasindan, elimizdeki veriyi en yiiksek olasilikla (yogun-
lukla) iireten degeri segiyoruz. Ingilizce kaynaklarda bu tahmin ediciye maximum likelihood estimator
(kisaca MLE) denir. Tahmin edici ile tahmin arasindaki fark, momentler yénteminde goérdigumizle
aynidir (Tanim 9.2): tahmin edici bir rastgele degiskendir, tahmin ise onun gézlenen bir degeridir.
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10.2 En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi 159

Olabilirlik Denklemi

L tiirevlenebilir ve en bityiik degerini ©’nin bir i¢ noktasinda aliyorsa, o noktada tiirevi sifirdir. Bu, tahmin
ediciyi bulmanin olagan yoludur.

Tanim 10.3 (Olabilirlik Denklemi). L(0) tirevlenebilir olsun.

dL(6)
@

denklemine olabilirlik denklemi denir. Bu denklemin bir 8 ¢oziimi icin

d2L(9)

gz |0 <0

ise 9 L’nin bir yerel en bityiik noktasidir; en ¢ok olabilirlik tahmini bu tiir ¢éziimler arasinda aranir.

Yani birinci tiirevin sifir oldugu yer bir tepe adayidir; ikinci tiirevin negatif olmasi egrinin orada asag1
dogru biikiildiigiinii, dolayisiyla adayim gercekten bir tepe oldugunu séyler. Yine de iki noktaya dikkat
etmek gerekir. Birincisi, yerel bir tepe her zaman en yiiksek tepe degildir; bu yiizden 6rneklerde buldu-
gumuz noktanin mutlak en biiyiik oldugunu da gerekgelendirecegiz. ikincisi, en biiyiik deger tiirevin sifir
olmadig bir yerde de alnabilir (Ornek 10.15).

Olasilik (yogunluk) fonksiyonlar1 ¢ogu zaman istel ifadeler ve ¢arpimlar igerir. Bu yiizden L(6) yerine
In L(6)’y1 en biyiik yapmak ¢ok daha kullanighdir: logaritma ¢arpimi toplama, {issii ¢arpana cevirir.
Asagidaki 6nerme bunun sonucu degistirmedigini soylityor.

Onerme 10.1 (Log-Olabilirlik Ayn1 Noktada En Biiyiiktiir). L(6) > 0 olan 6 degerlerinde In L(6)
tanimly olsun. L ileIn L en biiyiik degerlerini ayni noktalarda alir. Ayrica L tiirevlenebilirse
d _L'(9)

5 mL(6) o)

dolayisiyla L(0) > 0 olan 0 degerleri iizerinde olabilirlik denklemi ile % In L(0) = 0 denklemi aymi ¢oziim-
lere sahiptir.

ispat.
In fonksiyonu (0, 00) iizerinde kesin artandir. Bu yiizden L(6,), L(6,) > 0 i¢in

L(6,) < L(6,) < In L(6;) < In L(6,).

L’nin en biyiik deferi pozitiftir (gozlenen veri hichir 6 altinda imkansiz olsayd: veri gozlenemezdi);
L(6) = 0 olan noktalar zaten en biiyiik deger aday: degildir. Simdi 0 noktas: L’yi en biiyiik yapsin. Her
0 iin L(0) < L() oldugundan yukandaki denklik In L(0) < In L() verir; yani 6, In L"yi de en biiyiik
yapar. Ayni akil yiiriitme ters yonde de isler.

Tiirev igin zincir kuralini uygulariz: (Inw)’ = v’ /u oldugundan S5 In L(6) = L’ (0)/L(6). Payda pozitif
oldugundan bu kesir ancak L’ () = 0 iken sifirdir. m

© Do6rt Adimda En Cok Olabilirlik Tahmini

Olabilirligi yazip sadelestirin: L(0) = [T, f(;;6).

Logaritmasini alip toplam olarak yazin: In L(6) = 27: (Inf(z;;0).

% In L() = 0 denklemini 6 i¢in ¢oziin.

Bulunan noktanin en bityiik deger oldugunu gosterin (ikinci tiirevin negatifligi ya da birinci
tiirevin isaret degisimi), sonra z,’lerin yerine X, yazarak tahmin ediciye gecin.

L

Tek Parametreli Ornekler

Dért adimi 6nce en sik kargilasilan iki kesikli dagilima uygulayalim.
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Ornek 10.2 (Poisson Dagiliminda A). Poisson (\) dagilimina sahip bir kitleden alinmig n birimlik bir
rastgele 6rnekleme dayanarak A parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulunuz.

Cozim.
Olabilirlik. Poisson olasilik fonksiyonu
e A\

flz;\) =

o z=0,1,2,..., A€ (0,00)

oldugundan Xj, ..., X, 'nin ortak olasilik fonksiyonu

LX) = f(@1;A) f@a; )~ f (23 A)

n
e ANTL e A\T2 e A)\Ta e~ A /\Zi=1 x;

z,! Zy! z,,! zqlzylez,)!
olur: n tane e~ carpani e™™ verir, \’nin iisleri toplanir.
Logaritma. Tek bir ¢carpanin logaritmasi

e AN

In '
z;!

=—-A+z;In\—1In(z,!)

oldugundan, bunlar1 ¢ = 1, ..., n igin toplarsak

n

InL(A\) = —nA + (Zw )ln)\ —In(zlz,lm,! )

i=1
Tiirev. Son terim \'ya bagl degildir, tiirevi sifirdir:

d Eyf T, 1
—InL()\) =— =l b = :_E: —
d}\n (A n+ S 0 A ni:lxl T

En biiyiik deger. Gozlemlerden en az biri pozitifse (3 z; > 0)

d2 Z:'L:]_ Z;
olur; A = Z noktasinda degeri —nz/z% = —n/Z tir. Ikinci tiirev her yerde negatif oldugundan birinci

tirev azalandir; z’ten 6nce pozitif, sonra negatiftir. Yani & yalniz yerel degil, mutlak en biiyiik noktadur.
(Biitiin gozlemler 0 ise L(\) = ™™ azalan olur ve en biiyiik degerine © i¢inde ulagsmaz; formiil yine
siur degeri & = 0’1 verir.)

Gozlemlerin yerine rastgele degiskenleri koyarsak

A= \NX, Xy, X,) = X, = X.

S

n
i=1

Orneklem ortalamas1 X, \’nm en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. F(X) = A oldugundan momentler
yoéntemi de birinci momentten ayni tahmin ediciyi verir (Ornek 9.8). m

Ornek 10.3 (Santrale Gelen Cagrilar). Bir telefon santraline bir dakikada gelen c¢agri sayisi
Poisson () dagilimhidir. Rastgele segilen alt1 dakikada sirasiyla 2,4, 3,1, 5, 3 ¢cagr1 gelmigtir. \’nin en ¢ok
olabilirlik tahminini bulunuz.

Cozim.
Genel sonuca gore (Ornek 10.2) tahmin, érneklem ortalamasidir:

6

R 18
1, =2+443+145+43=18 A=i=_=3
=1

Sonucu olabilirlik {izerinden de gérelim.
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214131115!131=2-24-6-1-120-6 = 207 360
oldugundan
InL(A\) = —6A 4 181n X\ — In 207 360.
Birkag deger: In L(2) ~ —11, 766, In L(3) ~ —10,467, In L(4) ~ —11, 289. Ikinci tiirev —18/A\%, \ =
3’te —2’dir. Olabilirligin kendisi ¢ok kiiciiktiir: L(3) = e 10467 ~ 2,85 - 107°. Bu, In L ile calismanin

pratik bir nedenidir; ¢ok sayida kiiciik olasiligin carpimi hizla sifira yaklasir, logaritmalari ise rahatca
toplanir.

B Olabilirlik Log-olabilirlik
L(A) - 10° oA InL(A)

3T r=3 1-3

~12 +

-16 T

—20 +

Sekil 10.2: Orneklem 2, 4, 3, 1, 5, 3 icin Poisson olabilirligi (solda) ve logaritmasi (sagda). L(A) cok kiigiik
sayilardan olugur (en butyiik degeri yaklagik 2,85 - 107°), In L ise rahat okunur; ikisi de en biiyiik degerini
ayni noktada, A = X = 3'te alir.

Yani bu alt1 dakikaya bakarak santrale dakikada ortalama 3 ¢agr1 geldigini tahmin ederiz. m

Ornek 10.4 (Bernoulli Dagiliminda p). Bernoulli (p) dagilimina sahip bir kitleden alinmig n birimlik
bir rastgele 6rnekleme dayanarak p parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulunuz.

Cozim.
Olabilirlik. Bernoulli olasilik fonksiyonu (Olasilik Teorisi'ndeki tanim) f(z;p) = p®(1 —p)*"%, z €
{0,1}, 0 < p < 1 bicimindedir. Buna gore

L(p) =p™ (1 —p)' =" - p*2(1 —p)! "2 p® (1 —p)'™on
= pZia ¥ (1 —p) " 2

> x;, 6rneklemdeki basari (1) sayisidir; kisaca Y | z; = nZ yazalim.
Logaritma ve tiirev.

InL(p) =nzlnp+n(l—2z)In(l—p),

d nz n(l—12)
—InL(p)=———2=0.
dp ®) p 1—p

n(1—z)
p

17— yani (1 — p) = p(1 — ) bulunur. Parantezleri acinca  — zp = p — Zp, dola-

Buradan ”Tf =
yisiyla p = .
En bityiik deger. 0 < z < 1 iken
d? nz n(l—2z)
—Ihlp)=——7F————-<0
dp? " ) P a2
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her p i¢cin dogrudur. Birinci tiirev azalan oldugundan p = = mutlak en bityiik noktadur. (Biitiin gozlemler
Oyadahepsilise L(p) = (1 — p)" yada L(p) = p" tekdiizedir ve en biiyiik degerine © i¢inde ulasmaz;
formil yine siur degeri p = z’i verir.)

Sonug olarak

X =X

1 b
=1

3>
Il
S|+

yani basar1 olasiiginin tahmini orneklemdeki basar1 oramidir. E(X) = p oldugundan momentler
yontemi de ayni tahmin ediciyi verir. B

Ornek 10.5 (Bes Denemede U¢ Basar1). Bir Bernoulli (p) deneyi bes kez bagimsiz olarak tekrarlaniyor
ve (0,1,0,1,1) sonuglar1 gozleniyor. p’nin en ¢ok olabilirlik tahminini bulunuz.

Coziim.
Ug basar1 oldugundan ) z; = 3 ve olabilirlik

Lip)=p*(1—p)?, 0<p<Ll

Genel sonuca gore (Ornek 10.4) tahmin bagar1 oramdir: p = T = % = 0, 6. Olabilirligi birka¢ noktada
hesaplayarak bunu dogrulayalim:

L(0,2) =0,00512, L(0,5)=0,03125, L(0,6)=0,03456, L(0,8)=0,02048.
En buytuk deger p = 0, 6’dadur.

ALQp)

0,04 ‘
L(p) = p’(1 - p)? = 0.,6:0,03456

0,03125
0,03 T

0,02048
0,02 T

0,01 T
0,00512

0,0 0,2 0,4 0,5 0,6 0,8 1,0

Sekil 10.3: Gozlemler 0, 1, 0, 1, 1 iken olabilirlik L(p) = p*(1 - p)>. Birka¢ aday deger isaretli: p = 0,6 bu
bes sonucu en olasi kilan degerdir.

Yani bes denemenin iicii basariliysa, bu sonucu en olasi kilan bagar olasilii 3/5’tir. B

10.4 Degismezlik Ozelligi

Cogu zaman parametrenin kendisi degil, ondan hesaplanan bir biiyiikliik istenir: o2 yerine o, p yerine
P(X = 0) =1 — p gibi. En ¢ok olabilirlik yénteminde bunun i¢in her seyi bagtan yapmak gerekmez.

Teorem 10.1 (Degismezlik Ozelligi). 0, 6 parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ve g, ©
iizerinde taniml bire bir bir fonksiyon olsun. Bu durumda g(0), n = g(8) parametre fonksiyonunun en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisidir.

g bire bir degilse, n’nin olabilirligi L*(n) = sup{L(0) : g(8) = n} ile tamimlanir ve sonug yine gecerlidir.

ispat.
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Bire bir g. Modeli 0 yerine n = g(6) ile yazalim. g bire bir oldugundan her n € g(©) igin tek bir 6 =
g~ (n) vardir ve olasilik (yogunluk) fonksiyonu f (z; g t(n) ) olur. Dolaysiylan’ya gore olabilirlik

Lm=L(g"m) neg®).

0, L’yi en biiyiik yaptigindan hern icin

L) =L (g '(n))<L@)=L"(g)).

(0)’da alir: = g(0).

da g(0) = g(0) kosulunu sagladigindan
L (g(8)) > L)

Ote yandan hern igin L*(n), baz1 L(0) degerlerinin supremumudur ve bu degerlerin hepsi L (9) ‘dan kiigiik
ya da ona esittir; bu yiizden L*(n) < L(0 ). Iki esitsizlik birlikte hern icin L*(n) < L* (g(0 ) ) verir, yani
g(0), L* 1 en biiyiik yapar. m

Yani L* en biiyiik degerinin =

g
Genel g. L*"in tamiminda 6 = 0

Yani en cok olabilirlik tahmini, parametreyi nasil adlandirdigimiza bagh degildir. ¢2’nin tahmini 62 ise

o’nin tahmini v/ §2’dir; p’nin tahmini p ise 1 — p’nin tahmini 1 — p’dir. Bu kullanigh 6zelligi her tahmin
edici tagimaz; sonraki bolimde yansizligin béyle bir doniisiimle korunmadigini gorecegiz.

Ornek 10.6 (Basarisizlik Olasiligimin Tahmini). Bir Bernoulli (p) deneyinin bes tekrarinda
(0,1,0,1,1) degerleri gozleniyor. P(X = 0) olasiliginin en ¢ok olabilirlik tahminini bulunuz.

Coziim.

Once p’yi tahmin edelim. Bes denemede ii¢ basar1 érneginde (Ornek 10.5) buldugumuz gibi p = & =
3/5.

P(X =0) =1—p’dir. g(p) = 1 — p fonksiyonu bire birdir, bu yiizden degismezlik 6zelligine (Teorem
10.1) gore

PX=0)=g(p)=1—2=2.
( 0) = g(p) E=E

Yani tahmin edilen dagilim Bernoulli (3/5)’tir ve bu dagilimda 0 gelme olasilif1 2/5’tir. m

Birden Cok Parametre
Dagilim birden fazla bilinmeyen parametre icerdiginde olabilirlik ¢cok degiskenli bir fonksiyon olur ve tek
tirevin yerini kismi tiirevler alir.

Tanim 10.4 (Olabilirlik Denklem Sistemi). X, X,, ..., X,, rastgele 6rneklemi f(x; 6,0, ..., 6,,) gibi
k parametreli bir dagilimdan alinmis olsun ve

L(0y, ..., 0y) = [ ] £(i361, .., 0)
=1

olabilirlik fonksiyonu olsun. L’yi en biiyiik yapan (91, ey ék) degerlerine 6, ..., 0, nin en cok olabilirlik
tahmin edicileri denir. L tiirevlenebilir ve en biiyiik deger i¢ bir noktada aliniyorsa bu degerler

oL oL 0 oL

8—0120, 8_62: 3 eeny 8_%:0

ya da, log-olabilirlik énermesindeki (Onerme 10.1) nedenle esdeger olarak,

3lnL_ 81nL_ OlnL

gns _y, 2By, ., g
90, ~ 86, T o8,

olabilirlik denklem sisteminin ¢6ziimleri arasindadir.
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164 Boliim 10. En Cok Olabilirlik Yontemi

Yani her parametreye gore ayr1 ayri tiirev alinir, diger parametreler o an sabit sayilir ve k£ denklem birlikte
cozulir.

Ornek 10.7 (Normal Dagilimda p ve 6?). N(u,0?) dagilimindan alinmis n birimlik bir rastgele
ornekleme dayanarak 4 ve o2 parametrelerinin en cok olabilirlik tahmin edicilerini bulunuz.

Cozim.
Olabilirlik. Normal yogunluk

1 (z—p)?
T 22,  zeRpeR,0*>0.
o

n yogunlugun carpiminda n tane 1/v/2mwo? carpam (27)~"/2(0?)

n (I@ )
=l 5=
=1

f(x; M, 02) =

/2 yerir, iisler toplanir:

2

27r02
1 1 & ,
D RECIRE exp(— %92 Z(mz — ) ) :
Logaritma.
2y_ 1 n 2 RN 2
In L(p,0%) = —Eln(2ﬂ') - Elna - F;(mz — ).

Birinci denklem (p’ye gére). o2 sabit tutulur; (z; — p)?'nin p’ye gore tiirevi —2(z; — ) dir:

alnL 1 &
on~_ — ) (~1) = = _
202 Z Zi ) o2 ;(xz

02 > 0 oldugundan Y (z; — p) = 0, yani >z, —nu = 0ve u = 7.
Ikinci denklem (o02’ye gore). Bu kez p sabit tutulur ve o2 tek bir degisken gibi tiiretilir:

OlnL n 1 & 9
D07 = 207t g 2B =0
=

Her iki tarafi 20* ile carparsak —no? + > (z; — p)? = 0, yani 02 = 1 3" (x; — )2, Birinci denklem-
den gelen p = Z’i yerine koyariz.

En bityiik deger. Coziimiin gercekten en bityiik deger oldugunu iki adimda gérelim; biitiin gozlemlerin
esit olmadigini varsayiyoruz. Once her y i¢in

Z(xi—u)2:Z(xi—x) +n(Z —p Zaz—x

olur (sagdaki capraz terim 2(Z — u) Y (x; — %) = 0’dwr). Dolayisiyla her o2 igin In L(p,0?) <

In L(Z,0?%). Sonra A = Y (x; — )% > 0 ve v = 02 yazip

A
h(v) = In L(z,v) = _g In(27) — glnv -

fonksiyonuna bakalim. h’(v) = —g3- + % = Az_y ue

Yani h en bityiik degerini v = A/n’de alir.
Sonug olarak

v < A/n iken pozitif, v > A/n iken negatiftir.

_ —~ 1 _
p=X, o?=-) (X,—-X)>

Momentler yéntemi de ayni iki tahmin ediciyi verir (Ornek 9.6). Dikkat: o2’nin paydasi n’dir; 6rneklem
varyansi S2’nin paydasi ise n — 1°dir, yani 02 = "T_lS 2 Bu farkin ne anlama geldigini sonraki boliimde
yansizlik kavramiyla gorecegiz. B
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10.5 Birden Cok Parametre 165

Ornek 10.8 (Normal Dagilimda o). N(p,0?) dagilimindan alinmig n birimlik bir rastgele 6rnekleme
dayanarak standart sapma o’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulunuz.

Cozim. N ~
Iki parametreli normal rnekte (Ornek 10.7) 02 = 1 3°(X; — X)2. (0, 00) iizerinde g(v) = /v bire bir
oldugundan degismezlik 6zelligine (Teorem 10.1) gore

Ayni1 sonucu, modeli bastan o ile yazarak da dogrulayabiliriz. In 02 = 21In o oldugundan

n

1
InL(p,0) = —g In(27) —nlno — 297 ;:1 (z; — p)?,
ve 0’ya gore tiirev
OlnL n 1< 9 , 1 9
gy Z—;‘i‘; E (z;—p)*=0 = o = E (z; — w)*

1 = & konunca yukaridaki & cikar; degismezlik 6zelliginin séyledigi de budur. m

Ornek 10.9 (Bes Ol¢iimden p ve 6). Normal dagilimli bir kitleden alinan bes 6lciim 3, 5, 6,7, 9°dur. p,

0?2 ve o’nin en ¢ok olabilirlik tahminlerini bulunuz.

Cozim.
Normal dagilim i¢in buldugumuz formiilleri (Ornek 10.7, Ornek 10.8) uygulayalim. Ortalama

3+54+464+7+9 30 _
5 5

PN

/_l,:l_‘:

6.

Ortalamadan sapmalar —3, —1, 0, 1, 3; kareleri 9, 1,0, 1, 9 ve toplamlar: 20°dir. Buna gore

-~ 2
_0: G=+v4=2.

02 =

4,
5

Kargilastirma icin 6rneklem varyansi s? = 20/4 = 5'tir.
Tahmin edilen dagilim N (6,4)’tiir. Olabilirligin anlamini gérmek i¢in onu iki bagka adayla karsilasti-
ralim. n = 5 i¢in

5 5 1<
lnL(/L,O'Z) = —5 1I1(27T) — 51110'2 — ﬁ Z(:El - /1/)2
i=1

formiilunden:

Aday S(z;—p)? InL

N(6,4) 20 ~ —10,560
N(6,9) 20 ~ —11,199
N(4,4) 40 ~ —13,060

En biyiik deger tahmin edilen dagilimdadir. Merkezi kaydirmak gézlemleri egrinin kuyruguna iter;
egriyi gereginden fazla yaymak ise biitiin yiikseklikleri alcaltir.
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166 Boliim 10. En Cok Olabilirlik Yontemi

J&x)

—— N(6,4): L ~2,59-107°
N(6, 9): L = 1,37 - 107>
—=—< N(4,4):L~213-107°

Sekil 10.4: Bes gozlem (eksen tizerindeki noktalar) ve ti¢ aday normal yogunluk. Bir adayin olabilirligi,
gozlemlerin distiindeki yogunluk yiiksekliklerinin ¢carpimidir; kesikli ¢izgiler N(6, 4) i¢in bu yiikseklik-
leri gosteriyor. Merkezi kaydirmak (N(4, 4)) ya da egriyi yaymak (N(6, 9)) carpimi kiigiiltiir.

Ornek 10.10 (Ortalamasi ile Varyansi Esit Normal Dagilim). (X, X,, ..., X,,), N(6,0) dagilimin-
dan alinmig bir 6rneklem olsun; yani ortalama da varyans da €’dir.  parametresinin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicisini bulunuz.

Coziim.
Varyans pozitif olacagindan § > 0’dir. Bu kez tek parametre vardir ama hem ortalamada hem varyansta
gOrundr.
Olabilirlik ve logaritma. Iki parametreli normal 6rnekteki (Ornek 10.7) hesapta u ve o yerine 0
yazarsak

1 1 & 9
L(9) = —(27r0)”/2 exp(— 2 ;(fﬂz —0) ),

n " (x, — 6)2
In L(6) = —5 In(27) — % Z %

(3
Tiirev. Bolimiin tirevi kuraliyla

d (z—0)? —2x—0)0—(x—0)>2 (x—0)(z+0) z? — 62

o 0 62 62 92

¢iinkii paydaki ortak ¢arpan (z — ) disar1 aliminca 20 + (z — 6) = z + 6 kalir. Ayrica & In(276) = 3.
Buna gore

d _n I U N D DF -

My = % >~ 22 (ikinci 6rneklem momentinin gézlenen degeri, Tanim 7.8) yazip ortak paydada toplarsak

d n 9

Denklemin ¢éziimii. Tiirev ancak 6% + § — m,, = 0 iken sifirdir. Gozlemlerin hepsi 0 degilse my >
0’dir; koklerin ¢arpimi —mg < 0 oldugundan biri pozitif, biri negatiftir; § > 0 kosulu pozitif kokii secer:
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10.5 Birden Cok Parametre 167

9_—14-\/1—1—47712

En bityiik deger. 57 > 0 oldugundan tiirevin isareti my — 6 — 6% nin isaretidir. 6 + 62 ifadesi § > 0
iizerinde artandir; bu ytizden tiirev bulunan kokten 6nce pozitif, sonra negatiftir. Yani kok mutlak en
buiytik noktadir.

Sonug olarak

. —14/1+4M, 1 &
b= —5—= M=~

I

S

g
24

Tahmin edici X’e degil, gozlemlerin karelerinin ortalamasma dayamr; ¢iinkii 6 hem ortalamay: hem
varyanst belirler ve E(X?) = 0 + 6%’dir. m

Ornek 10.11 (N(6, 6) Modelinde Bir Orneklem). N(,60) dagilimindan alinan dért gézlem

0, 2,2, 4’tir. @’nin en c¢ok olabilirlik tahminini bulunuz.

Coziim.
Genel formiilii (Ornek 10.10) kullanalim. Karelerin ortalamasi

024224922442 24
m2: 4 :ZZG7

dolayisiyla

~1+v1+4-6 —1+5

é:
2 2

2.

Gergekten = 2 i¢in 6% + 6 = 6 = m, dir. Log-olabilirligin birkag degeri de bunu dogrular: In L(1) ~
—9,676,In L(2) ~ —7,062,In L(3) ~ —7,873.

AL

0=2:InL=~-7,06

-10 T

~12 +

_14 +

Sekil 10.5: N(6, 6) modelinde 0, 2, 2, 4 6rneklemi i¢in log-olabilirlik. Egrinin tek bir tepesi vardir ve bu
tepe 6% + 0 = 6 denkleminin pozitif kokii 0 = 2'dedir.

Bu 6rneklemde ortalama £ = 2 ve sapma kareleri ortalamasi

1 4404+0+4
_z(xi_W:L:Q
44 4

de @ ile aymi ¢ikiyor; genel olarak bu ii¢ say1 farklidir. m
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Baska Dagilimlar

Asagidaki 6rneklerde ayni dort adimi bagka dagilimlara uyguluyoruz; sonuncusu, olabilirlik denkleminin
ise yaramadig1 bir durumu gosteriyor.

Ornek 10.12 (Geometrik Dagilimda p). Geo (p) dagillimindan alinmus n birimlik bir rastgele drnek-
leme dayanarak p parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulunuz.

Cozim.

Geometrik olasilik fonksiyonu (Olasilik Teorisi'ndeki tanim) f(z;p) = (1 —p)* !p,2=1,2,..,0 <
p < 1 bicimindedir; X ilk basariya kadar yapilan deneme sayisidir.

Olabilirlik ve logaritma.

L(p)=(1—p)*'p- (1 —p)=lp(1—p)®lp=p"(1—p)==,

InL(p) = nlnp—l—(in —n)ln(l —Dp).

=1

Tiirev.

ilnL(p)znfwzo.

dp p 1-p
Paydalari esitlersek n(1 —p) =p (>_; —n ), yanin —np =p} x; —npven = p3_ z; Buradan
n

D= =
Zlewi

En biiyiik deger. Gozlemlerin hepsi 1 degilse >z, —n > 0 ve

ST

d? nooy.r;—n
L mLp) =L =TT
a2 ) = T AT <0

yani tiirev azalandir ve 1/ mutlak en biiyiik noktadir. (Hepsi 1 ise L(p) = p™ artandir ve en biiyik
degerine © icinde ulagmaz; formiil yine sinir degerip = 1/ = 1’i verir.)

Sonug olarak p = % Yani ilk bagar1 ortalama Z denemede geliyorsa, basari olasilif1 1/ olarak tahmin
edilir; bu, E(X) = 1/p iliskisiyle de uyumludur. m

Ornek 10.13 (Gamma Dagiliminda « (r Bilinirken)). 7 bilinen bir sabit olmak iizere Gamma (7, c)
dagilimindan alinmis n birimlik bir rastgele 6rnekleme dayanarak o parametresinin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicisini bulunuz.

Coziim.
Gamma yogunlugu (Tanim 4.2), (az)™"! = a" 12" acilinca
flz;a) = %(aac)“le*o‘“C = % z" ez, x>0

bigimini alir; burada a: > 0 bilinmeyen, r > 0 bilinen parametredir.
Olabilirlik ve logaritma. n yogunlugun ¢arpiminda sabit carpanlar o™ /T'(r)™ verir:

L(a) = ra(_:;n (ﬁxi)r—le—azmi’

i=1

InL(a)=nrlna+ (r— 1)Zlnxi —ain —nlnl(r).

i=1 i=1

Tiirev. Yalniz birinci ve ticiincii terim o’ya baghdir:
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10.6 Bagka Dagilimlar 169

En bityiik deger. ddez In L(a) = — 25 < 0 her a > 0 icin dogrudur; tek kritik nokta mutlak en biiyiik
noktadur.

Sonug olarak & = %. E(X) = r/a oldugundan (Teorem 4.2) bu, ortalamay1 X’e esitlemekle aym
sonugtur. 7 = 1 6zel durumunda iistel dagilimin oran parametresi icin & = 1/X bulunur. m

Ornek 10.14 (Ustel Dagilimda Bir Olasiligin Tahmini). (X, X,, ..., X,,), olasilik yogunluk fonksi-
yonu

1
f(z;0) = ée*r/e, z>0,0>0

olan dagilimdan alinmig bir érneklem olsun. P(X < 2) olasiliginin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini
bulunuz.

Coziim.

Bu, ortalamast 0 olan iistel dagilimdir (Olasilik Teorisi’ndeki tanimda A = 1/6).
Istenen olasilik 0 cinsinden.

2
1

P(X <2) :/ —e /0 dy = [_e—z/e](z) =1—e2/°
o 0

@’nin tahmini. L(0) = 6~ "e~ 2%/ ve

1 d no >z no_
lnL(H)z—nlnH—agxi, @lnL(H):—g—i— 02 29—2(39—6).

Tirev 6 < z iken pozitif, > x iken negatiftir; mutlak en biyiik nokta 6 = x’tir. (Ikinci tiirev bu
noktada —n/z? < 0’dir.) Yani § = X.

Degismezlik. g(f) = 1 — e=%/% fonksiyonu 6 > 0 iizerinde kesin azalandir (¢’ (0) = —%e%/% < 0),
dolayisiyla bire birdir. Degismezlik 6zelligine (Teorem 10.1) gore

P(X<2)=g() =1—e X,

Ornegin gozlemlerin ortalamasi Z = 4 olsaydi tahmin 1 — e~ /2 ~ 0, 3935 olurdu. m

Ornek 10.15 (Diizgiin Dagilimda 0: Tiirevin Ise Yaramadigi Durum). X, X,,..., X,,, olasilik
yogunluk fonksiyonu

f(m;@):%, 0<2<0,06>0

olan U (0, #) dagilimindan (Olasilik Teorisi'ndeki tanim) alinmis bir rastgele érneklem olsun. 6’nin en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisini bulunuz ve gozlemler 2, 3, 5 iken tahmini hesaplayiniz.

Coziim.

Olabilirlik. Bir z; gozlemii¢in f(z;;0), z; < §ise 1/0, x, > 6 ise 0’dir. Carpimun sifirdan farkli olmasi
icin biitin gozlemlerin #’dan kiiciik ya da egit olmasi, yani § > max; z; olmasi gerekir:

a1
L(0) = eme% max{zy,...,Z, },
0, diger durumlarda.

Olabilirlik denklemi ¢6ziimsiiz. § > max x,; bolgesinde d%&‘" = —n @ "1 < 0;tiirev hicbir yerde
sifir olmaz. Bu ylizden tiireve bakarak degil, fonksiyonun bi¢imine bakarak diigiintiriiz.
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170 Boliim 10. En Cok Olabilirlik Yontemi

En bityiik deger. < maxx, iken L(f) = 0’dwr. § > maxx; iken L(f) = 6" kesin azalandir; en
biiyiik degerini bu bolgenin sol ucunda alir. O halde

0 = max{X,, X,, ..., X, }.

Yani 6 her gozlemden en az onun kadar bityiik olmak zorundadir; bu kosulu saglayan degerler arasinda
yogunluk 1/6°y1 en biiyiik yapan en kiigtigudiir.

Sayisal durum. Gozlemler 2,3, 5ise n = 3 ve 6 = 5. Olabilirlik L(5) = 1/125 = 0,008; buna karsilik
L(6) = 1/216 ~ 0,0046 ve 5’ten kii¢iik her 6 i¢in L(0) = 0’dur, ¢iinkii o durumda 5 gozlemi imkansiz
olurdu.

L(9)

f=max x; = 5
0,008 T

0,006 T

0,004 T L(e) _ 1/93

0,002 T

L(0) =0

1

1

1

1

1

1

i
é) } i » 0
5 8

Sekil 10.6: U(0, 0) modelinde 2, 3, 5 gzlemleri i¢in olabilirlik. 6 < 5 iken 5 g6zlemi imkansizdir ve L(0)
= 0'dur; © = 5 iken L(0) = 1/6* azalir. En bityiik deger, tiirevin sifir oldugu bir noktada degil, sicramanin
oldugu 0 = 5'te alinir.

Karsilastirma i¢in momentler yontemi £(X) = 6/2 esitliginden 2z = 20/3 ~ 6, 67 verir; iki yontem
her zaman ayn1 sonucu vermez. Ustelik 2X baz érneklemlerde en bityiik gézlemden kiigiik ¢ikabilir,
yani veriyle celisebilir (benzer bir durum igin bkz. Ornek 9.12); max X; ise hicbir zaman ¢elismez. B

Bu béliimde bir 6rneklemden, onu en olasi kilan parametre degerini secen genel bir tahmin yéntemi
kurduk ve onu kesikli, siirekli, tek ve ¢ok parametreli dagilimlara uyguladik. Ayni parametre igin artik
birden fazla tahmin edicimiz var: 6rnegin o i¢in o2 ile S2, U(0, 6) icin max X ile 2X. Hangisinin daha
iyi oldugunu sdyleyebilmek icin &l¢iitlere ihtiyac¢ var; bunlar1 Tahmin Edicilerin Ozellikleri bsliimiinde
ele alacagiz.
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11.1

11. Tahmin Edicilerin Ozellikleri

Momentler yontemi ve en ¢ok olabilirlik yontemi bize tahmin edici iiretmeyi 6gretti. Ama ayni parametre
i¢in genellikle birden ¢ok aday vardir. Ornegin kitle ortalamasi y igin rneklem ortalamasi X, 6rneklem
medyany, ilk ve son gézlemin ortalamasi (X; + X,,)/2, hatta yalmz ilk gozlem X akla gelebilir. Hangisini
kullanmaliy1z? Bu béliimde bir tahmin edicinin “iyi” olmasi 6lgen dort 6lgiitii taniyacagiz: yansizlik,
hata kareler ortalamasi, etkinlik ve tutarhilik.

Bir istatistik olan T'( X, X, ..., X,,) tahmin edicisini kisaca T ile gosterecegiz. T bir rastgele degiskendir:
orneklem degistikge degeri de degisir. Orneklem gozlendikten sonra T nin aldig1 say1 ise bir tahmindir.
Bu yiizden biiyiik harfli X tahmin edicidir, kiiciik harfli Z onun gézlenen degeri, yani tahmindir (Tanim
9.2). Bir tahmin edicinin iyiligini tek bir tahmine bakarak degil, 7°nin dagilimina bakarak degerlendiririz.
Tahmin edilen parametre 6, parametre kiimesi © ile gosterilir (Tanim 9.1).

Yansizlik

flk istek dogaldir: tahmin edici ortalamada hedefi tutturmali, sistematik olarak ne yukarida ne agagida
kalmalidur.

Tanim 11.1 (Yansiz Tahmin Edici). 6 € O kitle parametresi i¢in 6nerilen bir 7" tahmin edicisi her 6§ €
O i¢in
E(T)=90

ozelligine sahipse T’ye 6 parametresinin yansiz tahmin edicisi denir.

Tanim 11.2 (Bir Tahmin Edicinin Yanlilig1). 6 parametresi icin 6nerilen bir 7' tahmin edicisinin
yanlilig:

Yanlhlik (7,6) = E(T) — 6

sayisidir. Yanlilig: sifirdan farkli olan tahmin ediciye yanli tahmin edici denir.

Yani T’yi ¢ok sayida orneklem icin hesaplayip ortalamasini alsaydik, yansiz bir tahmin edicide bu
ortalama tam §’ya denk gelirdi. Yanlilik, 7”nin merkezinin hedeften ne kadar kaydigini 6lcer: pozitifse
T ortalamada @’y1 fazla, negatifse eksik tahmin eder. 7" ancak ve ancak yanliligi her 6 € © icin sifirsa
yansizdur.

Iki noktaya dikkat edelim. Birincisi, F(T) = 0 esitligi her § € © i¢in saglanmalidir; yalniz bir parametre
degerinde tutan esitlik yetmez. Ikincisi, yansizlik tahmin edilen nicelige gére sdylenir. Ornegin F(T) =
a ise T, a parametresinin yansiz tahmin edicisidir. E(T) = 1/« ise T bu kez 1/a’nin yansiz tahmin
edicisidir, ama o’'nin yanl bir tahmin edicisidir.

Ornek 11.1 (Orneklem Ortalamasinin Yansizligi). (X, X,, ..., X,,), ortalamas1 4 olan bir kitleden
alinmug bir 6rneklem olsun. X’in y i¢in yansiz oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Orneklemdeki her X, kitle ile ayni dagilima sahip oldugundan F(X,) = p’diir. Beklenen degerin
dogrusalligindan

_ 1 < 13 1 1
E(X):E(E;X¢>ZE;E(XOZEZMZE'"MZM

=1

Bu esitlik her p icin dogrudur; o halde X, w’niin yansiz tahmin edicisidir. Bu, Teorem 7.1 i¢cindeki ilk
esitligin tahmin dilindeki kargiligidir.
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Orneklem varyansini n yerine n — 1’e bélerek tanimlamistik (Tanim 7.7):

% =

1 n —\2
n—14 (X = X"~

3

Iki birimlik bir kitlede bu bélmenin kitle varyansini ortalamada tam verdigini Ornek 7.10 i¢inde saymugtik.
Asagidaki teorem bunun her kitle i¢cin dogru oldugunu soyler.

Teorem 11.1 (Orneklem Varyansimin Yansizhigl). (X, X,, ..., X,,), n > 2, ortalamasi p ve varyanst
02 < oo olan bir kitleden alinmus bir rastgele rneklem olsun. Bu durumda

E(S?) =o?,
yani S?, 02 kitle varyansinin yansiz tahmin edicisidir.

ispat.
Kareler toplamini 6nce daha kullanish bir bicime getirelim. Her terimde p ekleyip ¢ikaralim:

Xi— X=X —mw+(p—X).

Karesini alip i iizerinden toplarsak

+n(p—X )2.
Ortadaki terimde i — X ifadesi i ye bagli olmadig icin toplamin disina cikti. Ayrica

i=1 i=1

oldugundan ortadaki terim —Zn(,u — X')z olur. Bunu son terimle birlestirirsek

f (X, - X)’ = i (X, — 1) —n(X — ).

?

?

Simdi beklenen deger alalim. Her i i¢in E [ (X; — w)? | = Var (X;) = o2’dir. E(X) = p oldugundan

E| (X — p)? | = Var (X) = o2 /n’dir (Teorem 7.1). Boylece

2

E (XiX)2]:n02n~a—=(n1)02.
-1

n

K2

Iki tarafin — 1’e bolersek

E(S?) = El 3 (X, —X)Q] il gy

Ispattaki 6zdeslik neden n — 1 gerektigini de agiklar. Kitle ortalamas: y bilinseydi £ 3~ (X,; — p)? tam
02’yi ortalamada verirdi. Ama £’yii bilmedigimiz icin yerine X’i koyariz ve X gozlemlere kareler toplami
anlaminda g’den en az o kadar yakindir: 6zdeslige gore (X, — X)? < 32(X; — p)? ve aradaki fark
n(X — p)?dir. Bu kayip ortalamada tam bir o2 ettigi icin n yerine n — 1’e béleriz. Sonlu bir kitlenin
varyansi ise bitin birimler ve gercek p bilindiginden % S (x; — p)? ile hesaplanir; orada diizeltmeye
gerek yoktur.
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Sonug 11.1 (Kareler Toplamini n'ye Bélmek). Teorem 11.1 i¢indeki varsayimlar altinda

1< _
0t == (X, - X)’
=
tahmin edicisi igin
—1 2
B(6?) ="""0%  Yanhlk (%02 = -Z
n n

2

olur. Yani 02 > 0 iken 62, 02 ’nin yanl bir tahmin edicisidir ve varyansi ortalamada eksik tahmin eder.

yogunluk
1+ E(c*) =0,8 E($)=0%=1

=== 5% n'ye bolunir

I
l
I
; = §%: n - 1'e bolinir
I
}

Sekil 11.1: Varyansi ¢? = 1 olan normal bir kitleden alinan n = 5 birimlik 6rneklemlerde iki varyans tahmin
edicisinin dagilimi. n - 1'e boliinen S*nin ortalamasi tam o° = 1'dir; n'ye béliinen 67 ise sola kaymistir ve
ortalamast (n - 1)/n - 6% = 0,8 olur.

ispat.
6?2 = an S? yazilabilir. Beklenen degerin dogrusalligi ve Teorem 11.1 ile
n—1 n—1
E(6?) = E(S2?) = 2
) =B ="

Buradan yanhilik

1 2

Yanllik (62,02) =+~ 02 — 02 = -
n n

bulunur; 0® > 0 iken bu say: negatiftir.
|

Ornek 11.2 (Orneklem Ortalamasinin Karesi). (X;, X,, ..., X,,), N (¢, 0?) dagilimindan alinmis bir
orneklem olsun. (X)? istatistiginin y? parametresi icin yansiz bir tahmin edici olup olmadigmi incele-
yiniz; yani E | (X)? |= p? mi?
Cozim.
Teorem 7.1 uyarinca E(X) = pu ve Var (X) = 0?/n’dir. Varyansin hesap formiilii Var (Y) =
E(Y?)— ( E(Y))Q’yi Y = X icin yazip E(X?)’yi yalmz birakirsak
2

g

E[(X)?]=Var (X)+( E(X))* = - + p.

02 > 0 oldugundan bu deger p?’den bityiiktiir. O halde (X)?2, 4?'nin yanlt bir tahmin edicisidir ve
yanlilig1
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0.2

Yanhlik ( (X)2, 4% )= —
anliik ( (X)%, 2 ) =~
olur. Kareyi almak ortalamay1 degistirmeyen bir islem degildir: X in u cevresindeki salinimi kareye
gegince hep pozitif bir katk: birakir. Hesapta normalligi kullanmadigimiza da dikkat edelim; sonug
sonlu varyansl her kitle i¢in gecerlidir.

|

Bu 6rnek yansizligim doniisiimlerle korunmadigim gésterir: X, p icin yansizdir ama (X)?, p? icin yansiz

degildir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicileri ise dontisimlerle korunur (Teorem 10.1). Ayni olgu varyans
ile standart sapma arasinda da gorilir. S 2 02 icin yansizdir; ama S = V.52 i¢in

0 < Var (S) = E(S?) — ( E(S))? = 0? — ( E(S))?

oldugundan E(S) < o’dir. Esitlik ancak Var (S) = 0, yani S sabitken olur; bu da gézlemlerin hep aym
degeri aldig1 yozlasmig durumdur. Dolayisiyla S, o’y1 genellikle ortalamada eksik tahmin eder.

Asimptotik yansizlik

Son iki 6rnekteki yanliliklar, —o? /n ve 02 /n, 6rneklem biiyiidiikce sifira gider. Bu tiir tahmin ediciler
kiciik 6rneklemlerde yanlidir ama biiytik 6rneklemlerde yansiza yaklasir.

Tanim 11.3 (Asimptotik Yansiz Tahmin Edici). 7 birimlik 6rneklemden hesaplanan tahmin ediciyi

T, ile gosterelim. Her § € O i¢in
lim E(T,) =196

n—oo

ise T,,’ye 0 parametresinin asimptotik olarak yansiz tahmin edicisi denir.

Yani yanlilik n — oo iken sifira gidiyorsa tahmin edici asimptotik yansizdir. Her yansiz tahmin edici
elbette asimptotik yansizdir; tersi dogru degildir.

Ornek 11.3 (Ortalamanin Karesi Asimptotik Yansizdir). N(u, 0?) dagilimindan alinan n birimlik
orneklemde 7, = (X)? olsun. T, ’nin p? igin asimptotik yansiz oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Ornek 11.2 i¢inde E(T},) = p? + 02 /n bulduk. 0% sabit ve 02 /n — 0 oldugundan

B 2
lim E [ (X)*] = lim (MQ + a—) = u2.
n—oo n—oo n

Bu her p ve o2 icin dogrudur. O halde (X)?, u? parametresinin asimptotik olarak yansiz tahmin
edicisidir.
]

& ' s Yae . . .. A2 1 n
Ornek 11.4 (n'ye Boliinen Varyans Asimptotik Yansizdir). Sonuc 11.1i¢indeki 6% = =3

_ i=1
X)? tahmin edicisinin o2 icin asimptotik yansiz oldugunu gosteriniz.

(X, -

?

Cozim.
Sonug 11.1 uyarinca E(6?) = =Lo? = (1 — 1)6?'dir. 1/n — 0 oldugundan

1
lim E(6?) = lim (1 — —)02 =02,

n—oo n—o00 n

Demek ki 62 her n icin yanhdir, ama asimptotik olarak yansizdir. Ornegin n = 2 iken ortalamada

o?’nin yalniz yarisini, n = 10 iken 0, 9 katin1 verir.
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E()/ o?
hedef: o*
ool i i i L
...................
oo *® °
o n=10:0,9 ¢*
0,75 T [ 4
[
0,50 + { ] n:2:0)50-2
0,25 T
t | ' | ' | ‘ )
0 5 10 15 20 25 2

Sekil 11.2: n'ye bdlinen varyans tahmin edicisi 6*'nin beklenen degeri 6®nin (n - 1)/n katidir. Her n
icin hedefin altinda kalir (yanldir), ama n bitytidiik¢e oran 1'e yaklasir: 6% asimptotik olarak yansizdur.

Yanlilig1 diizeltmek

Beklenen degeri parametrenin dogrusal bir fonksiyonu olan bir tahmin ediciyi basit bir kaydirma ve
olcekleme ile yansiz héle getirebiliriz. Bu bolimdeki 6rneklerin ¢ogu bu fikre dayanir.

Onerme 11.1 (Dogrusal Diizeltme). T, 6 parametresi icin bir tahmin edici olsun ve a # 0 ile ¢, 0’ya
bagl olmayan sabitler olmak iizere her § € © igin

ET)=ab8+c

T;C, 0’nin yansiz bir tahmin edicisidir.

olsun. Bu durumda

ispat.
a ve c sabit oldugundan beklenen degerin dogrusallifiyla her € © icin

E(Tc> _B(T)—c_af+c—c _

a [¢ [¢

6.

(T — ¢)/a yalniz T"’ye ve bilinen sabitlere bagh oldugundan bir istatistiktir.
|

Buradaki a ile ¢’nin #’ya bagli olmamasi sarttir; aksi halde (T — ¢)/a bilinmeyen parametreyi icerir ve
istatistik olmaz. Beklenen deger #’nin dogrusal olmayan bir fonksiyonu oldugunda ise bagka bir istatis-
tikten gelen diizeltme terimine ihtiya¢ duyariz.

Ornek 11.5 (Ortalamanin Karesini Diizeltmek). (X, X,,..., X)), n > 2, N(u,0?) dagilimindan
alinmus bir 8rneklem olsun. (X)?’yi diizelterek p? icin yansiz bir tahmin edici bulunuz.

Cozim. ~
Ornek 11.2 uyarinca £ [(X )2 |= p? + o2 /n’dir. Fazladan gelen 0 /n terimi bilinmeyen o2’yi icerdigi

i¢in dogrudan ¢ikarilamaz. Ama Teorem 11.1 uyarinca E(S?) = o2, dolayisiyla E(S?/n) = o2 /n’dir.
Bu yiizden

_ 52
— 2 _
T =(X) -

alirsak dogrusalliktan
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2 0_2

g
ET)=p*+———=u?
n n

bulunur. 7" yalniz érneklemden hesaplandig: icin bir istatistiktir ve y?’nin yansiz tahmin edicisidir. Bir
gozlem hatirlatmast: T negatif degerler de alabilir, oysa 2 > 0’dir. Yansizlik tek basina tahminin her
zaman makul olmasini garanti etmez.

|

11.1.3 Binom kitlelerinde yansiz tahmin ediciler

Simdi kesikli bir kitlede p ve p? icin yansiz tahmin ediciler kuralim. Hatirlatma: X ~ Binom (n, p) ise
E(X) =npve Var (X) = np(1 — p)’dir (Olasilik Teorisi'ndeki binom momentleri).

Ornek 11.6 (Tek Gézlemden p icin Yansiz Tahmin). X ~ Binom (3, p) dagilimina sahip bir kitleden
tek bir gézlem aliniyor (6rneklem hacmi 1). p parametresi i¢in yansiz bir tahmin edici belirleyiniz.

Cozim.
E(T) = p olan bir T = T'(X) artyoruz. Binom dagiliminda

E(X)=3p

oldugundan E(X) = 3p esitligi Onerme 11.1 icindeki bicimdedir (a = 3, ¢ = 0). iki tarafi 3’e bolersek

O halde T; = X /3, p’nin yansiz bir tahmin edicisidir: ii¢ denemedeki bagar1 orani.
|

Ornek 11.7 (Tek Gézlemden p? i¢in Yansiz Tahmin). X ~ Binom (3,p) dagilimina sahip bir kitle-
den tek bir gézlem aliniyor. p? parametresi igin yansiz bir tahmin edici belirleyiniz.

Cozim.
flk akla gelen (X/3)%’dir, ama yansiz degildir. Gorelim: 6nce E(X?)’yi hesaplayalim. Var (X) =
E(X?) — ( E(X))2 oldugundan

E(X?) = Var (X) + ( E(X))* = 3p(1 —p) + 9p* = 3p + 6p°.

Buna gore

xX\? 3p+6p2 p  2p?
El|l|l= == 4= 2
[( )] 9 gt 7P

olur.
E(X?)deki fazladan 3p terimi tam F(X)’e esittir. Bu yiizden onu X ile yok edebiliriz:

E(X?—-X)=E(X?) — E(X)=3p+6p*—3p = 6p>.

X?2—-X
E( 5 )zpz.

Ohalde Ty = X(‘)éfl), p?’nin yansiz bir tahmin edicisidir.

Sonucu dogrudan da denetleyebiliriz. T; degerleriz = 0, 1, 2, 3 icin sirastyla 0, 0, %, dir P(X =2) =
3p%(1 —p) ve P(X = 3) = p? oldugundan

Iki tarafi 6'ya bolersek

1
B(Ty) = 3-3p°(1—p) +1-p° =p* —p° +p* = p”.
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Ornek 11.8 (Binom Ornekleminden p? i¢cin Yansiz Tahmin). (X;, X,, ..., X,,), Binom (3, p) dagili-
mindan alimus bir rastgele 6rneklem olsun. p? icin biitiin 6rneklemi kullanan yansiz bir tahmin edici
bulunuz.

Cozim. ~
Tek gozlemdeki fikri X e uygulayalim. E(X;) = 3p ve Var (X;) = 3p(1 — p) oldugundan
_ - 3p(1—
E(X)=3p, Var (X)= M.

(ilk esitlikten X /3’tin p i¢in yansiz oldugu da goriiliir.) Varyansin hesap formiiliiyle

¢ ez _ 3p(1—p)

E(X?) = Var (X) + ( E(X))? — 9p2.

Paydadan kurtulmak i¢in n ile ¢arpalim:

E(nX?) = 3p — 3p> 4+ 9np® = 3p + (9n — 3) p>.

Fazladan gelen 3p yine E(X)’e esittir; onu ¢ikarirsak
E(nX? - X) = (9n —3) p%.
9n — 3 > 0 oldugundan iki tarafi ona boélebiliriz:
,  nX?-—X
p'=——G—5
9n —3

p?’nin yansiz bir tahmin edicisidir. n = 1iken X = X, ve bu ifade (X? — X,)/6 olur; yani Ornek 11.7
icindeki tahmin edicinin genellemesidir.
|

Ornek 11.9 (Bernoulli Ornekleminden p? i¢in Yansiz Tahmin). (X, X,,...,X,), n>2,
Binom (1, p) dagilimindan alinmus bir 6rneklem olsun. Cekilen 6rneklemin tiimiine bagh kalarak p? icin
bir yansiz tahmin edici bulununuz.

Coziim.
Her X, bir Bernoulli degiskenidir: E(X,) = p ve Var (X,) = p(1 — p). Ayrica X, yalmiz 0 ve 1 deger-
lerini aldig1 icin X? = X, dir; gercekten de

E(X}) = Var (X;) + ( E(X;))* =p—p*+p* =p.
Orneklem ortalamasi icin E(X) = p ve Var (X) = p(1 — p)/n oldugundan

BE(X?) = p(ln—P) 4 p2.

Yani X2 yanlidir. n ile carpip diizenleyelim:
E(nX?) =p—p?>+np?=p+ (n—1)p°
p = E(X) oldugundan
E(nX?—X)=(n—1)p?

ven > 2ikenn — 1 > 0 ile bolerek
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,  nX?—X
L

p?’nin yansiz bir tahmin edicisi olur. -

Bu tahmin edicinin sade bir yorumu var. Bagari1 sayis1 Y = > X, ise X =Y /n ve

nX?—X Y’n-Y/n Y -1

n—1 n—1 n(n—1)"

Y (Y — 1), iki basarinn sirali segilis sayisidir; n(n — 1) ise biitiin sirali gézlem ciftlerinin sayis1. Yani
p?, i # jolan biitiin (i, j) ¢iftleri tizerinden X; X ; carpimlarinin ortalamasidir. Tek bir cift de yansizdur,
clinkii bagimsizhiktan E(X; X,) = p?'dir; ama X; X, yalniz iki gézlemi kullanir. Soruda istenen, biitiin
orneklemi kullanan tahmin edicidir.

|

Orneklem momentleri

k. 6rneklem momenti M, = % Z:L: L X f (Tanim 7.8), ortalamada tam olarak karsilik gelen kitle momen-
tini verir. Momentler yontemi de bu yiizden ise yarar. Bu gozlemi yansizlik diliyle kaydedelim; asagidaki
orneklerde isimizi ¢cok kolaylastiracak.

Onerme 11.2 (Orneklem Momentlerinin Yansizhigl). (X, X,,...,X,,), X kitlesinden alinmis bir
orneklem ve E(X*) sonlu olsun. Bu durumda

E(M,) = BE(X"),

yani My, k. kitle momentinin yansiz tahmin edicisidir.

ispat.
Her X, kitle ile ayni dagilima sahip oldugundan E(XF) = E(XF) dir. Beklenen degerin dogrusalligiyla
1 & 1
E(M,) ==Y E(XF)=--nEX*) =E(X*).
(M) = =Y BXE) = - B(X) = B(X)

=1

Ornek 11.10 (Poisson Kitlesinin Uciincii Momenti). (X;, X,, ..., X,,), Poisson (\) dagilimindan
alinmis bir 6rneklem olsun. F(X?) icin yansiz bir tahmin edici bulunuz ve E(X?)’ii A cinsinden hesap-
layiniz.

Coziim.
Poisson dagilimimin biitiin momentleri sonludur (Olasilik Teorisi'ndeki tanim). Onerme 11.2 uyarinca
t¢lincii 6rneklem momenti

M; = %iXE
i=1

E(X3)’iin yansiz bir tahmin edicisidir.
E(X3)’t bulmak igin faktériyel momentleri kullanalim. k(k — 1)(k — 2) ¢arpimi k = 0, 1, 2 icin sifir-
dir; £ > 3 i¢in k!’in son ti¢ ¢carpanini sadelestirir:

00 e )\F
E[X(X—l)(X—Q)]:Zk(k—l)(k—mk—')‘
k=3 '
5 o) e—)\)\k—?) 5
=\ ; o =

Son toplam, Poisson olasiliklarinin toplami oldugu icin 1'dir. Aym yolla E [ X(X —1) | = A2 ve
E(X) = X bulunur. Simdi z*’ii bu carpimlar cinsinden yazalim:
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2> =z(z—1)(z—2)+3zx(xr — 1) + =
Gergekten, sag taraf agilirsa
23— 322 +2r+ 322 — 3z + 2 = 23
olur. Beklenen deger alirsak
E(X3) =X +3)\2 + .

Ayni diisiinceyle £ Z:L: | Xi(X; — 1)(X; — 2) istatistigi de A%’{in yansiz bir tahmin edicisidir.
|

Ornek 11.11 (U¢gen Yogunlukta Sol U¢ Noktasi). Olasilik yogunluk fonksiyonu

flz) = (z—0), 0<z<b

olan kitleden (X, X, ..., X,,) orneklemi almiyor; b bilinen bir sabittir. # i¢in bir yansiz tahmin edici
bulunuz.

Cozim.
Once kitle ortalamasini hesaplayalim. L = b — 6 ve u = z — 0 diyelim; z, #’dan b’ye giderken u da
0’dan L’ye gider ve x = u + 6 olur:

Y L
E(X):/xwdxzé/ (u+0)udu
0 0

2 L3+9L2 _2L+0
L2\ 3 2] 3 '

2(b—46 1 2b
E(X) =0+ (3 )=§e+?

L = b — 0 yerine konursa

Buna gére E(X) = E(X) = 30+ %b olur. Bu, Onerme 11.1 igindeki bicimdir: a = §, ¢ = %b ve ikisi
de @’ya bagl degildir. O halde

[ )

X_b

<

6= =3X —2b

W=

’nin yansiz bir tahmin edicisidir. Denetleyelim: F(3X — 2b) = 6 + 2b — 2b = 0.
|

Ornek 11.12 (Rayleigh Tipi Yogunlukta Olcek Parametresi). (X, X,, ..., X,,), olasilik yogunluk
fonksiyonu

2 2
f(:c;O):%e*z/e, >0,0>0

olan bir kitleden alinmig bir 6rneklem olsun. f parametresi i¢in yansiz bir tahmin edici 6neriniz.
Cozim.

Yogunluk z? iizerinden yazildig igin ikinci momente bakmak dogaldir. u = 22 /0 déniisiimiinde du =
%m dx ve % = Qu olur; z, 0’dan co’a giderken u da oyle gider:

E(Xz):/ xQ%e*wZ/edxz/ Oue tdu=6-1=0.
0 0
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Son integral fooo ue™* du = 1’dir. Demek ki ikinci kitle momenti tam 6’dir. Onerme 11.2 uyarinca
b=, =t Z X2
2 n 4 %

@’nin yansiz bir tahmin edicisidir.

Birinci moment burada ise yaramaz: aym déniisiimle E(X) = vAT'(3/2) = @ bulunur (Tanim 4.1).
Bu, 6’'nin dogrusal bir fonksiyonu olmadigi icin X ten dogrusal bir diizeltmeyle §’nin yansiz tahmin
edicisi elde edilemez.

Ornek 11.13 (Simetrik Diizgiin Dagilimda 0? icin Yansiz Tahmin). (X, X,,...,X,,), U(—6,0)
dagilimindan alinmis bir rastgele 6rneklem olsun. #2 parametresi icin yansiz bir tahmin edici 6neriniz.

Coziim.

U(—0, ) yogunlugu (—8, 6) araliginda 55 dir (Olasilik Teorisi'ndeki tanim). Birinci moment simetriden
sifirdir, dolayisiyla 6 hakkinda bilgi tasimaz. fkinci momente bakalim:

0 3
E(X2)=/ L

62’nin yansiz bir tahmin edicisidir; kisaca T', X 2 degerlerinin ortalamasinin ti¢ katidir.

Burada M, ile (X)?yi karigtirmamak gerekir. E(X) =0 oldugundan F [ (X)? | = Var (X) =
g—n’dir; yani 3(X)? yansiz degildir.
|

Hata kareler ortalamasi

Yansizlik tek basina yeterli bir 6l¢iit degildir. Yansiz bir tahmin edici 6 cevresinde ¢ok genis salinabilir;
hafif yanli ama dar dagilmis bir tahmin edici ise cogu 6rneklemde §’ya daha yakin diigebilir. Bu iki etkiyi
tek bir sayida toplayan olcit, T ile 6 arasindaki uzakligin karesinin ortalamasidir.

Tanim 11.4 (Hata Kareler Ortalamasi). 6 € © C R kitle parametresine 6nerilen bir 7' tahmin edicisi
icin

HKO (T,0) = E [ (T —6)? ]

sayisina 7" tahmin edicisinin hata kareler ortalamasi (HKO) denir.

Yani HKO, tahminin hedeften ortalama kare uzakligidir. Ne kadar kiicitkse tahmin edici o kadar iyidir.
Iki tahmin edici kargilagtiriirken her 6 € © icin HKO’su daha kiiciik olan tercih edilir; HKO #’ya
bagli oldugundan siralama bazi parametre degerlerinde degisebilir. T yansiz ise E(T') = 6 oldugundan
HKO (T,0) = E [ (T — E(T))? | = Var (T') olur.

Teorem 11.2 (Hata Kareler Ortalamasinin Ayrisimi). 0 kitle parametresine Gnerilen ve varyansi sonlu
olan bir'T tahmin edicisi igin

HKO (T,0) = Var (T) + ( Yanllik (T,6))?

dir.
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11.2 Hata kareler ortalamasi 181

yanlilik = E(7) - 0

yayilim: v Var(T)
Tnin
dagilimi

Sekil 11.3: Bir T tahmin edicisinin dagilimi. Hata kareler ortalamasu iki parcadan olusur: dagilimin merkezi
E(T)'nin hedef 0'dan uzakligi (yanlhilik) ve dagilimin kendi merkezi cevresindeki yayilimi (varyans).

ispat.
T — 0 farkina E(T) ekleyip ¢ikaralim:

T—-0=(T—-ET))+(ET)—-0).
Karesini alip beklenen deger alirsak
HKO (T,0) = E (T—E(T))2J+2E [(T—E(T) ) ( E(T)—e)]
+E[(E(T)—9) ]

E(T) — 0 bir sabittir; rastgele degil. Bu yiizden ortadaki terimde beklenen degerin disina ¢ikar ve kalan
beklenen deger sifirdir:

E[(T—E(T))(E(T)—G)]:(E(T)—G)E[T—E(T)]zo.
E(T)—E(T)=0

Son terim de bir sabitin beklenen degeri oldugundan kendisine esittir: ( E(T) — 9)2. [lk terim tamim geregi
Var (T) dir. Béylece

HKO (T,6) = Var (T) + ( E(T) — 0)* = Var (T) + ( Yanllik (T,0))>.

Teorem, iyi bir tahmin edicinin iki seyi birden istedigini soyler: merkezi hedefe yakin olmali (kiigiik
yanlilik) ve merkezi ¢evresinde dar dagilmali (kiigiik varyans). Biraz yanliliga katlanip varyansi ¢ok
azaltmak HKO’yu kigiltebilir. Asagidaki 6rnek tam olarak bunu gosterir.

Ornek 11.14 (Ustel Kitlede iki Tahmin Edicinin Karsilastirilmasi). Olasilik yogunluk fonksiyonu
f(z;0) = Ae™*, 2 > 0 olan bir kitleden (X;, X,) rastgele drneklemi alintyor. 1/\ parametresi i¢in
tanimlanan

X, + X
Tl = % ve T2 = \/X]_Xz

tahmin edicilerini HKO 6l¢iitiine gore karsilagtiriniz.

Coziim.

Kitle iistel dagiimhdir, dolaywsiyla E(X;) = ; ve Var (X;) = 55°dir (Olasilik Teorisi'ndeki iistel
dagilim). X ile X, bagimsizdir.

T;’in HKO’su. Dogrusalliktan
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(B(X)+E(X,) ) =22 =1

E(TI): _§ )\:X7

DN | =

yani T}, 1/Xnin yansiz tahmin edicisidir. Bagimsizliktan varyanslar toplanur:

1 2 1

1
Var (T7) = 1 (Var (X,) + Var (X,) ) =1 %=

Yanlilik sifir oldugundan Teorem 11.2 ile
1 1

Ty’nin beklenen degeri. Bagimsizliktan E(T,) = E ( /X, ) E ( /X, )'dir. t = Az doniisiimilyle
(dt = Xdx)

E( \/X)z /ooxl/Q)\e_de = /00 (;)1/26_tdt= F%Z).

Son integral tanim geregi I'(3/2) dir (Tanim 4.1). Teorem 4.1 uyarinca I'(3/2) = £ T'(1/2) = ‘/TE oldu-
gundan E' ( \/Y) = Vﬂxve

_ VT VT

m/4 ~ 0,785 < 1 oldugundan T, 1/X’ nin yanl bir tahmin edicisidir ve onu ortalamada eksik tahmin
eder:

VS e

1 1 4—
Yanlilik (TQ, —) T T
A
T, nin varyans1 ve HKO’su. 77 = X; X, oldugundan bagmsizlikla E(T%) = E(X;) E(X,) =
%’dir. Buna gore
1 2 16 — 72

Var (1) = B(T) — ( BB))! = 35 — 1oy = o2

Teorem 11.2 ile

1 16—72 (4—m?% 16—72+16— 81+ =2
HKO (T,,~ ) = —
0 ( 2’A> 632 16 162
_32—87r_4—7r
T16M2 22

Karsilagtirma. Iki HKO’nun paydasi aynidir; paylar 4 — m ~ 0, 8584 ve 1°dir. 4 — 7 < 1 oldugundan
her A > 0 i¢in

1 0,4292 0,5 1

Yani HKO o6l¢iitiine goére yanli olan 75, yansiz olan T} ’den daha iyidir. 75, ’nin yanliliginin karesi yalniz
~ 0,0461/)?’dir; buna karsilik varyansi 7} 'inkinden yaklagik 0, 1169/ daha kiiciiktiir.
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11.2 Hata kareler ortalamasi 183

yogunluk
E(T;) = /4 ~ 0,79 E(T))=1/A=1

1,00 T

—_ T =(Xi + Xz)/z
—_— T, = V(X,X)

0,25

-~
-~ -
——

-+

Sekil 11.4: A =1 iken iki tahmin edicinin dagilimi. T,'in ortalamasi hedef 1/A = 1'dir; T;'nin ortalamasi
1/4 ~ 0,79 ile hedefin solunda kalir, ama T, ortalamasi ¢evresinde daha dar toplanir.

Ornek 11.15 (Geometrik Ortalamay1 Yansiz Yapmak). Ornek 11.14 igindeki kitle ve 6rneklemle T}, =
/X, X, yi diizelterek 1/ icin yansiz bir T tahmin edicisi kurunuz ve T3t HKO olgiitiine gore T; =
(X; + X,)/2 ve T, ile karsilagtiriniz.

Coziim.
E(T,) = T - ; bulmustuk. Bu Onerme 11.1 i¢indeki bicimdir (a = 7/4, ¢ = 0). O halde

4
T, = VXX

1/XNmin yansiz bir tahmin edicisidir. Yansiz oldugu i¢in HKO’su varyansina esittir; sabit ¢arpan
varyansa karesiyle gecer:

1 16 16 16—72 16—72 0,6211
X>:;Var (T2):— = ~ .

72 1602 w22 )2

HKO (T3,

o 5. . . 42925 . e . . . e
Bu deger T;’in %’smden de, Ty ’nin =~ % sinden de biiyliktiir. Sonug olarak ii¢ tahmin edicinin
siralamasi

HKO (T,) < HKO (T}) < HKO (T3)

olur. T, ’nin yanliligin gidermek onu 6lgekledigi i¢in varyansini da biiytttii: yansiz héle getirilen T3,
basladigimiz T, den kétiidiir. Iki yansiz tahmin edici arasinda ise 7} daha iyidir.
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Y

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

hata kareler ortalamasi (A = 1)

M varyans B yanliligin karesi

Sekil 11.5: A =1 iken {i¢ tahmin edicinin hata kareler ortalamasi, varyans ve yanliligin karesi olarak
parcalanmuisg. T, ile T, yansizdir; yanl olan T,nin kiigtik bir yanlilik karsiliginda kazandigi varyans, onu
en kiiciik hata kareler ortalamasina tasur.

Son olarak, iki tahmin yénteminin farkli sonug¢ verdigi bir modele dénelim. En ¢ok olabilirlik yontemi
bslimiinde U (0, 0) kitlesi icin momentler yonteminin 2X’i, en ¢ok olabilirlik yénteminin ise en biiyiik
gozlemi verdigini gérmiistitk (Ornek 10.15). Hangisinin daha iyi oldugunu artik sdyleyebiliriz.

Ornek 11.16 (Diizgiin Dagilimda En Biiyiik Gozlem ile 1ki Kat Ortalama). (X, X,,...,X,,),
U(0,0) dagihmindan alinmis bir rastgele drneklem ve X,y = max{X;, ..., X,,} olsun. f icin T} = 2X
ve T; = X, tahmin edicilerini HKO &l¢iitiine gore karsilastiriniz.

Cozim.
U(0, ) kitlesinde E(X) = g ve Var (X) = %’dir (Olasilik Teorisi’ndeki diizgiin dagilim).
T, = 2X.E(2X) =2- £ = 0, yani T yansizdur. Teorem 7.1 ile

— 02 02
HKO (T;,0) = Var (2X) =4 - = .

T; = X(y’in dagilim. En buyiik gézlem ’i agmiyorsa biitiin gézlemler #’i agsmiyordur. Bagimsiz-
Iiktan 0 < z < 6 igin

P (X, <z)=P(X, <a)-P(X, <z)= (f)n

Tiirev alarak yogunluk g(x) = %, 0 < z < 0 bulunur. Buradan

6 n—1 n+1
n n 0 nd
E(X = de = — - =
(X)) /Om o T nr1l n+ 1
ve ayni yolla E(X(Qn)) = 2—?_22. Varyans
Var (X,.) = n? B n?*0>  nf®[(n+1)>—n(n+2)] n?
™ " n+2 (n+1)2 (n+1)%2(n+2) T (n+1)2(n+2)

ciinkii (n +1)2 — n(n + 2) = Udir.

T,’nin HKO’su. Yanlilik n"—fl —0= —niﬂ’dir; en buytk gozlem 6’y1 hi¢bir zaman asamadig icin

ortalamada eksik tahmin eder. Teorem 11.2 ile
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11.2 Hata kareler ortalamasi 185

e 2 _ _Pent2) 2
HKO (5.0) = o et D) ot 2 et D+ ®) i Dt )’

Karsilastirma. Farki ortak paydada yazalim:

62 262 P [(n+1)(n+2)—6n] 6*(n—1)(n—-2)
3n (n+1)(n+2) 3n(n+1)(n+2) C 3n(n+1)(n4+2)

Bu say1 n = 1,2 i¢in sifir, n > 3 i¢in pozitiftir. Yani n > 3 iken yanli T5,, yansiz T} ’den daha kiigtik
HKO’ya sahiptir. Fark 6rneklem biiyiidiikce agilir: T} ’in HKO’su 1/n gibi, 75 ninki 1/n? gibi kiiciiliir.
Ornegin n = 10 iken HKO (73, 0) = 6%/30 ~ 0,0333 6%, HKO (T,,0) = 62 /66 ~ 0,0152 6? olur.

|

Ornek 11.17 (En Biiyiik Gézlemi Yansiz Yapmak). (X, X,, ..., X,,), U(0,0) dagilmindan alinmis
bir rastgele 6rneklem ve X,y = max{X;, ..., X,,} olsun. X,,’i diizelterek 6 icin yansiz bir T3 tahmin
edicisi kurunuz ve HKO’sunu X, "inkiyle kargilagtiriniz.

Cozim.
Ornek 11.16 i¢inde E(X,,)) = 45 0 ve Var (X(,,)) = (n+1)—n+2 bulduk. Beklenen deger #’nin sabit
bir kat1 oldugundan Onerme 11.1 (@ = ¢ =0)ile
n+1
T, = X
3 n (n)

@’nin yansiz bir tahmin edicisidir. Yansiz oldugu i¢in HKO’su varyansina esittir:

(n+1)2 n? 62

HKO (73,6) = n2 (n+1)2(n+2) - n(n+2)

X(n) In HKO’su m idi. Ortak ;> 2 carpani d1§1nda o ile =5 +1 karsilagtirilir ve
1
- < <sn+1<2n<sn> 1.
n_ n+1

Demek ki her n icin HKO (T3, 0) < HKO (X,),6)’dwr; e§1thk yalniz n = 1’de olur. Burada, Ornek
11.15 ile tersine, yanlihig1 gidermek HKO’yu kﬁgultur X'l 7+l jle biiyiitmek varyansi ¢ok az artirir
ama yanlilig1 tiimiiyle yok eder. n = 10 iken HKO (75, 8) = 6?/120 ~ 0, 0083 6%’dir.

A HKO /¢
n = 1: gt de 1/3

=== 2X (yansiz)

037 max X; (yanli)
= (n+1)/n- max X; (yansiz)
02T
0,1 T
-
.-
—o—0—
e "‘—:-—0-—.——.-—.-—.__.
t + as . ® e ® » n
0 5 10 15 20

Sekil 11.6: U(0, 6) kitlesinde ti¢ tahmin edicinin hata kareler ortalamasi (6% birimiyle) 6rneklem hacmine
gore. n = 1'de iicii aynmidir; n biiytiditkce en biiyiik gozleme dayanan iki tahmin edicinin HKO'su
2X'inkinden cok daha hizl kiiciiliir.
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11.3 Etkinlik

Yansiz tahmin ediciler arasinda HKO varyansa esittir. Bu yiizden iki yansiz tahmin ediciyi karsilagtirmak,
varyanslarini kargilastirmak demektir: varyansi kiiciik olan, hedefin ¢evresinde daha dar toplanir.

Tanim 11.5 (Etkinlik ve Goreli Etkinlik). T} ve 15, 0 parametresinin iki yansiz tahmin edicisi olsun.
Her 0 € O i¢in Var (T}) < Var (T,) ise ve esitsizlik en az bir € i¢in kesinse 7;’e T,’den daha etkin
denir. 7} ’in T, ’ye gore goreli etkinligi

Var (T)

e(Ty, Tp) = Var (T})

oranidir.

Yani e(T},T;) > 1ise T} daha etkindir ve 75, 'nin varyansi 7} ’inkinin (77, T, ) katidir. En kiigiik varyansl
yansiz tahmin ediciyi aramak, bu ol¢iitin dogal devamidir.

Ornek 11.18 (Tek Gézlem ile Orneklem Ortalamasi). (X, X,, ..., X,,), ortalamas: y ve varyansi
o2 > 0 olan bir kitleden alinmis bir rastgele 6rneklem olsun. p icin fi; = X, ve fi, = X tahmin edicilerini
etkinlik bakimindan kargilagtiriniz.

Cozim. ~
Ikisi de yansizdir: E(X;) = p ve Ornek 11.1 uyarinca E(X) = p. Varyanslar

2
Var (X;) = o2, Var (X) = z
n

olur. n > 2 iken 02 > ¢ /n oldugundan X, X, ’den daha etkindir ve goreli etkinlik

2
(X, X,) = Var (X;) o

~ Var (X) o2/n -

n

bulunur. Tek gézleme yaslanan tahmin edicinin varyansi, biitiin 6rneklemi kullananinkinin n katidir.

=== X,: varyans ¢’

— X (n=4): °/4 -
(n = 4): varyans ¢*/ P(X - yi < 0) = 0,95

P(X; - p <o)~ 0,68

~
~
—_—’ ‘5‘—

- 30 H-20 p-o i p+o p+ 20 p+ 30

Sekil 11.7: Normal bir kitlede p'niin iki yansiz tahmin edicisi. fkisi de p ¢evresinde toplanir, ama n =
4 iken X'in varyansi X,'inkinin dértte biridir: p'ye ¢'dan yakin diisme olasilif1 X, i¢in yaklagik 0,68, X
icin yaklagik 0,95'tir.
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Ornek 11.19 (ilk ve Son Gozlemin Ortalamasi). Ortalamasi p ve varyansi o2 > 0 olan bir kitleden
(X1, X5, ..., X,,),n > 2, rastgele érneklemi alimyor. T = (X; + X,,)/2 tahmin edicisinin X e gore goreli
etkinligini bulunuz.

Cozim.
E(T) = 3(u+ p) = p oldugundan T yansizdur. X ile X,, bagimsiz oldugundan

2
(Var (X;) + Var (X)) ) - 4_11 .202 = U_.

Var (T) = 5

P

Buna gore

- _ Var (T)  ¢%/2 n
fX.T) = Var (X) o2/n 2

n = 2iken T = X’tir ve oran 1'dir. n > 2 i¢in oran 1'den biyiiktiir: X daha etkindir. Ornegin n = 10
iken T”nin varyanst X inkinin 5 katidir.
|

Ornek 11.20 (Diizgiin Dagilimda ki Yansiz Tahmin Edicinin Etkinligi). (X, X,,..,X,),
U(0,0) dagiimindan alinmus bir rastgele orneklem olsun. §’nin iki yansiz tahmin edicisi 2X ve Ty =
2t max{Xj, ..., X,,} icin goreli etkinligi e(Ty, 2X)’i bulunuz.

Coziim.
Ornek 11.16 ve Ornek 11.17 i¢inde varyanslar1 bulduk:

_ 02 92
Var (2X) = o Var () = o
Tanimdan
Var (2X) 62/(3n) n+2

Ty,2X) = =
e(T3,2X) Var (T;) 6%/ (n(n+2)) 3
n = 1 iken oran 1'dir; gercekten de o zaman ilgi tahmin edici de 2.X; ’dir. n > 2 icin oran 1'den biiyuktiir,
yani Ty daha etkindir; 6rnegin n = 10 iken 2X in varyansi T; "{inkiiniin 4 katidir. Orneklem biiytiditkce

fark sinirsiz artar.
| ]

Ornek 11.18 ve Ornek 11.19 igindeki tahmin ediciler gézlemlerin agirhkli toplamlaridir. Bu tiir tahmin
ediciler arasinda 6rneklem ortalamasinin en iyisi oldugunu gosterebiliriz.

Teorem 11.3 (Dogrusal Yansiz Tahmin Ediciler Arasinda Orneklem Ortalamas).
(X, X5, ..., X,,), ortalamast ju € R bilinmeyen ve varyanst o > 0 olan bir kitleden alinmis bir rastgele
orneklem olsun. a, ..., a,, sabitleri icinT = Z?:l a; X, bicimindeki tahmin ediciler arasinda p’niin yansiz
tahmin edicileri tam olarak Z?:l a; = 1 olanlardir ve bunlar arasinda varyansi en kiiciik olan yalniz X ’tir.

ispat.

Yansizlik kosulu. Dogrusalliktan E(T) = " a,E(X;) = u>_ a,; dir. Bunun her i € R icin u’ye esit
olmasi, ornegin p = 1 alinarak, >, a; = 1 demektir; tersine Y, a;, = 1 ise her p i¢in E(T) = u olur.
Varyans. Gozlemler bagimsiz oldugundan

n

Var (T) = Zaf Var (X;) = o2 Za?.
=1

i=1

Simdi " a; = 1 kosulu altinda ¥, a?yi alttan simirlayalim. Kareyi agip Y, a; = 1’i kullanirsak
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I CEIEDIEEEDSORUNTED IS

i=1 i= =1 =1

Sol taraf kareler toplami oldugu icin negatif olamaz. Demek ki

n
Soat

i=1

o? S

= Var (X),

3=

yani Var (T) > —
n

ve esitlik ancak heri icin a; = 1/n, yani T = X iken saglanur.

|

Teorem yalniz dogrusal tahmin edicileri kargilastirir. Dogrusal olmayan tahmin ediciler daha iyi olabilir:
U(0, ) kitlesinde ortalama p = 6/2°dir ve Ornek 11.20 gésteriyor ki %t max X;, p/’yit X ten ¢ok daha
kiciik varyansla tahmin eder.

11.4 Tutarlilik

Simdiye kadarki 6l¢itler 6rneklem hacmi n sabitken tahmin edicinin dagilimima bakti. Son ol¢iit n
biiytiditkce ne oldugunu sorar: ¢ok veri topladigimizda tahmin edicinin hedefe yaklagmasini isteriz. Bunu
olasilikta yakinsama ile ifade ederiz.

Tanim 11.6 (Tutarli Tahmin Edici). 7 birimlik 6rneklemden hesaplanan tahmin ediciyi 7,, ile goste-
relim. Her § € © ve her ¢ > 0 i¢in

lim P (|T,—0]>¢c)=0

n—oo

ise, yani T,, olasilikta §’ya yakinsiyorsa, T,,'ye 0 parametresinin tutarl tahmin edicisi denir.

Yani ne kadar dar bir § + ¢ arali1 secersek secelim, érneklem yeterince biytidiigiinde 7,, ’nin bu araligin
disina diigme olasilig: istedigimiz kadar kiiciilir. Tutarlilifl tanimdan gostermek ¢ogu zaman zordur;
asagidaki teorem isi HKO hesabina indirger.

Teorem 11.4 (HKO Sifira Giderse Tahmin Edici Tutarlidir). Her € © i¢inlim,,_, .  HKO (7,,,0) =
0 ise T,,, 6’min tutarl bir tahmin edicisidir.

fspat
6 € © vee > 0 verilsin. | T,, — 0 | > ¢ olay: (T,, — 0)? > €2 olayiyla aynidir. Negatif olmayan (T,, —
0)? degiskenine Markov esitsizligini uygularsak

E [ (T,-6)*] _ HKO (T,,0)

2 2

P(|T,~0|2e)=P((T,—0?>>e)<

3 9

€ sabitken sag taraf varsayimdan sifira gider. Olasilik negatif olamayacag: icin sol taraf da sifira gider.
u

Sonug 11.2 (Tutarlilik i¢in Yeter Kosul). Her 6 € O icin
lim E(T,) =160 ve lim Var (T,)) =0

n—oo n—oo

ise T,,, 0’min tutarl bir tahmin edicisidir. Ozel olarak varyans sifira giden asimptotik yansiz bir tahmin edici
tutarhdr.

ispat.
Teorem 11.2 uyarinca

HKO (T,,,0) = Var (T,,) + ( E(T,) — 6)*.
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11.4 Tutarlilik 189

Varsayimdan ilk terim sifira gider; E(T,) — 6 — 0 oldugundan ikinci terim de sifira gider. Boylece
HKO (T,,,0) — 0 olur ve Teorem 11.4 sonucu verir.
|

Ornek 11.21 (Orneklem Ortalamasinin Tutarhilign). Ortalamasi p ve varyansi 02 < co olan bir
kitleden alinan n birimlik 6rneklemin ortalamasi X,, olsun. X,,’nin yx icin tutarl oldugunu gosteriniz.

Cozim.
X,, yansiz oldugundan HKO’su varyansina esittir:

o2

HKO (X,,, ) = Var (Xn)=7—>0 (n — 00).

Teorem 11.4 uyarinca X,,, 4'niin tutarl bir tahmin edicisidir. Bu sonug, zayif bityiik sayilar yasasinin
tahmin dilindeki kargiligidur.

P(X -y z¢)

==== n=1:0,6171
—=- n=4:03173
—— 1=16:0,0455

n = 64:0,0001

p-3 H p+3

Sekil 11.8: o = 1 olan normal bir kitlede X'in dagilimi n = 1, 4, 16, 64 icin; tarali serit p £ &, € = 0,5. n
buytdiikce dagilim p'niin gevresine sikisir ve seridin digina diisme olasiligi sifira gider: X, p'niin tutarl
bir tahmin edicisidir.

Ornek 11.22 (Ortalamanin Karesinin Tutarhiligr). (X, X,, ..., X)), N(p, 0?) dagihimindan alinms
bir érneklem olsun. (X,,)? nin x? icin tutarl oldugunu gosteriniz.

Coziim. ~
Ornek 11.2 icinde (X,,)?’nin yanli ama asimptotik yansiz oldugunu gordiik. Tutarlilik icin HKO’sunu
hesaplayalim. Normal kitleden alinan 6rneklemin ortalamasi yine normaldir: X, ~ N (u,0?/n) (Te-

orem 7.4). Standartlagtirarak X,, = yu + \/LEZ yazalim; burada Z ~ N (0, 1). Buna gore

(X)) —p* = (X —n) (Xn+ﬂ>=3—§(2“+a—fi) :2”75“%22-

Karesini alalim:

n ny/n n?
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190 Bé6liim 11. Tahmin Edicilerin Ozellikleri

Standart normalin momentleri: E (Z?) =1, simetriden E(Z3)=0 ve E(Z*)=3. Sonuncusu
My(t) = e’2 =1+ % + % + -+ acilminda t*/4!in katsayisindan gelir: % = 3. Beklenen deger
alirsak

4p20? 3ot

HKO((XH)2,/,L2)= - +F_>O (n — 00).

Teorem 11.4 uyarmca (X,,)?, 4% nin tutarli bir tahmin edicisidir. Yani yanli bir tahmin edici de tutarl
olabilir.
]

Ornek 11.23 (Yansiz ama Tutarsiz Bir Tahmin Edici). (X, X, ..., X,,), N(u,0?) dagiimindan
alinmig bir 6rneklem ve T,, = (X; + X,,)/2 olsun. T,,’nin y i¢in yansiz oldugunu ama tutarli olmadigin:
gosteriniz.

Cozim.
Ornek 11.19 i¢inde E(T,,) = pve Var (T},) = 02 /2bulduk. X] ile X,, bagimsiz normal oldugundan 7},
de normaldir: her n > 2 i¢in T}, ~ N (p,02/2). Yani T}, nin dagilimi n’ye hi¢ bagh degildir; 6rneklem
buytise de yalmz iki gézlem kullanilir.
€ = 0/+/2 alahm. T}, yi standartlastirirsak Z = :775 ~ N(0,1) ve
P(|T,—plze)=P(|Z]|21)
=2(0,5-P0<Z<1))
=2(0,5—0,3413) = 0,3174.

Burada P(0 < Z < 1) = 0, 3413 degeri standart normal tablosundan okunur. Bu olasilik her 7 i¢in
aynidir, dolayisiyla n — oo iken sifira gitmez. O halde T,, yansiz oldugu halde tutarli degildir. Aym
sonug Teorem 11.4 ile de uyumludur: HKO (7T}, ) = 0 /2 sifira gitmez.

|

Ozetle: yansizlik tahmin edicinin merkezine, etkinlik yayilimina, hata kareler ortalamas: ikisinin toplam
etkisine, tutarlilik ise bitytik 6rneklemlerdeki davranigina bakar. Bu 6l¢iitlerin hicbiri digerlerini tek bagima
garanti etmez. Nokta tahminini burada bitiriyoruz. Bir sonraki kisimda tek bir say1 yerine parametreyi
belli bir giivenle iceren araliklar kuracagiz; bunun icin 6nce normal kitleden alinan érneklemlerde X ve
S$?’nin dagilimlarmi Orneklem Dagilimlari béliimiinde inceleyecegiz.
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12.1

12. Orneklem Dagilimlar:

Nokta tahmininde bir parametreyi tek bir sayiyla tahmin ettik. Bu tahminin ne kadar giivenilir oldugunu
soyleyebilmek, yani bir giiven aralig1 kurmak ya da bir hipotezi sinamak i¢in, tahmin edicinin kendisinin
nasil dagildigini bilmemiz gerekir. Normal bir kitleden cekilen 6rneklemde X ve S?’den kurulan istatis-
tiklerin dagilimlar: ii¢ aileyle ifade edilir: ki-kare, ¢t ve F' dagilimlari. Bu béliimde bu ii¢ aileyi taniyacak,
yogunluklarini tiiretecek, tablolarimi okumay1 6grenecek ve sonunda normal 6rneklemdeki iki temel
teoremi ispatlayacagiz.

Ki-kare Dagilimi

flk aile, gamma ailesinin istatistikte en sik karsilagilan iiyesidir; standart normal degiskenlerin karelerinin
toplamu olarak ortaya ¢ikar.

Tanim 12.1 (Ki-kare Dagilimi). v pozitif bir tam say1 olsun. Olasilik yogunluk fonksiyonu

wv/2-1 g—u/2
Fu) =4 7P v >0
0, u<0

olan U rastgele degiskenine v serbestlik dereceli ki-kare dagilimina sahiptir denir ve U ~ x?2 yazilir.

Yani x2, r = v/2 ve a = 1/2 parametreli gamma dagilimidir (Tanim 4.2). Gamma yogunlugunda bu
degerler yerine konunca

(1/2)"?

(au)rflefau _ uu/27167u/2

- T(v/2)

bulunur ve bu, yukaridaki yogunluktur. Béylece f’nin gercekten bir yogunluk oldugunu ayrica gésterme-
mize gerek kalmaz. Dagilim yalniz pozitif degerler alir ve tek parametresi v’diir. Egrinin bicimi asagidaki
sekilde goriiliiyor: v = 1 ve v = 2 i¢in yogunluk sifirdan itibaren azalir, v > 3 icin sifirdan baglayip u =
v — 2’de tepe yapar ve saga dogru uzun bir kuyrukla sontimlenir.

Sekil 12.1: Serbestlik derecesiv = 1, 2, 4 ve 8 olan x* yogunluklar1. v = 1 ve v = 2 i¢in egri sifirdan baslayarak
azalir; v = 3 icin tepe v — 2 noktasindadir. v buytudiikce egri saga kayar, yayilir ve daha simetrik bir ¢an
bicimine yaklagur.

Parametrenin adi bir sayma iglemini anlatir.
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192 Béliim 12. Orneklem Dagilimlar:

Tanim 12.2 (Serbestlik Derecesi). Bir 6rneklemdeki bagimsiz gézlemlerin sayisindan, bu gézlemlere
dayanarak tahmin edilen kitle parametrelerinin sayis: ¢ikarilinca elde edilen sayiya serbestlik derecesi
denir.

Yani serbestlik derecesi, bir biiyiikliigii hesaplarken elimizde “serbestce degisebilen” kag bilgi kaldigini
sayar. n bagimsiz standart normal degiskenin kareleri toplaminda her terim serbesttir ve serbestlik
derecesi n’dir (Sonuc 12.1). 32(X; — X)? toplaminda ise n terim vardir ama sapmalarin toplam1 her zaman
S (X, — X) = 0’dur; ilk n — 1 sapma bilinince sonuncusu belirlenir. X ile kitle ortalamasini tahmin
etmenin bedeli bir serbestlik derecesidir ve bu toplam n — 1 serbestlik derecelidir (Teorem 12.8).
Gamma dagilimi i¢in bildiklerimiz ki-kare dagilimina dogrudan aktarilir.

Teorem 12.1 (Ki-kare Dagiliminin Moment Ureten Fonksiyonu ve Momentleri). U ~ x2 iset <
1 . .
5 icin

My () = (1—2)/2

EWU)=v, Var (U) = 2v.

ispat.
U ~ Gamma ( L1 ) oldugundan Teorem 4.3 1 =

v

2

Mott) = (1/12/it)y/2 - (1%%)”/2 = (1 —2t)™2.

Momentler Teorem 4.2 ile bulunur:

ve = % ile uygulanir. t < % icin

r /2 r o v/2
—_—= — = = — = —— = 2
a1 v, Var (U) v

EW) = a2 1/4 "

Ayni sonuglar moment iireten fonksiyondan da okunur. Tiirevler
My(t) =v(1—2t)"/27 MG(t) = v(v +2)(1—2t) /272

oldugundan E(U) = M{;(0) = v, E(U?%) = M{;(0) = v? + 2v ve Var (U) = v? + 2v — 1?2 = 2v.
|

Yani ki-kare dagiliminin ortalamasi serbestlik derecesine, varyansi serbestlik derecesinin iki katina esittir.
Moment iireten fonksiyon dagilim tek tiirlii belirlediginden (teklik teoremi), (1 — 2¢)~*/2 biciminde bir
moment iireten fonksiyonu olan her degisken x2 dagilimlidir. Bu gozlem asagidaki ispatlarin hepsinde
kullanilacak.

Ornek 12.1 (Moment Ureten Fonksiyondan Ki-kare Dagilimimi Tanimak). U rastgele degiske-
ninin moment iireten fonksiyonu ¢ < 3 icin My, (t) = (1 — 2t)~° ise U’nun dagilumin, beklenen degerini
ve varyansini bulunuz.

Coziim.
Verilen ifadeyi (1 — 2t)~*/2 ile karsilagtiralim: 5 = 6, yani v = 12’dir. Teklik teoremi geregi U ~
X3, dir. Teorem 12.1 ile

E(U)=12, Var (U)=2-12=24.

Ki-kare olasiliklarimin integrali (v ¢ift olmadikc¢a) elemanter fonksiyonlarla kapali bicimde hesaplanamaz;
bu ytizden degerler tablodan okunur. Kantil gosterimi normal dagilimdakiyle aynidir (Tanim 5.1): Xg,p’
X2 egrisinin altinda solunda p kadar alan birakan noktadir, yani U ~ x2 icin
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P(ngip):p.

Kitabin sonundaki x? tablosu bu kantilleri satirda v, siitunda p olacak bicimde verir. Dagilim simetrik
olmadigindan sol ve sag kuyruk kantilleri ayr1 ayr1 okunur; normal dagiimdaki z,_,, = —z,, gibi bir
kisayol yoktur.

Ornek 12.2 (Ki-kare Dagiliminda Sag Kuyruk). U ~ x?, ise P(U > 18, 31) olasiligini bulunuz.
Cozim.
x? tablosunun v = 10 satirinda 18, 31 degeri p = 0, 95 siitunundadir: X%0,0,95 = 18,31, yani P(U <
18,31) = 0,95. Tumleyen olaya gecersek

P(U > 18,31) =1—0,95 = 0, 05.

Ornek 12.3 (Ki-kare Dagiliminda Tki Kantil Aras1). U ~ x3, ise P(3,25 < U < 20,48) olasiligin
bulunuz.

Cozim.
x? tablosunun v = 10 satirindan X%o, 0,025 = 3,25 ve X%o, 0,975 = 20,48 okunur. U siirekli oldugundan

P(3,25 < U < 20,48) = P(U < 20,48) — P(U < 3,25) = 0,975 — 0,025 = 0, 95.

Iki smir E(U) = 10’a gére simetrik degildir: 10 — 3,25 = 6,75 iken 20,48 — 10 = 10, 48’dir. Uzun
sag kuyruk ytiziinden iist siur ortalamadan daha uzaktadir.
n

Serbestlik derecesi 2 iken yogunluk f(u) = %e‘”/ 2 olur; bu, ortalamasi 2 olan iistel dagilimdir ve olasi-
liklar tablo olmadan da hesaplanir.

Ornek 12.4 (ki Serbestlik Dereceli Ki-kare Dagilimi1). U ~ x2 icin P(U > u)’yu kapali bicimde
bulunuz ve X%, 0,95 = 9,99 tablo degerini dogrulayimniz.

Coziim.
v=2icin I'(1) = 1 ve u”/>~* = u° = 1 oldugundan yogunluk v > 0 i¢in f(u) = %e‘“/Q’dir. u>0
icin
R I p—"
PU>u)= 56“: dx:[—e“’];’o:e“ .
u = 5,99 icin
P(U > 5,99) = e~29% & 0, 0500,

yani P(U < 5,99) ~ 0,95’tir. Bu, x? tablosundaki X%,0,95 = 5,99 degeriyle uyusur. Kesin kantil
P(U > ¢) = 0,05 denkleminden ¢ = —21n 0,05 = 21n 20 ~ 5,991 bulunur.
|

Standart Normallerin Kareleri

Ki-kare dagiliminin istatistikteki énemi, standart normal degiskenlerle olan bagindan gelir. Ik adim tek
bir standart normalin karesidir.

Teorem 12.2 (Standart Normalin Karesi). Z ~ N(0,1) ise Z% ~ x2’dir. Daha genel olarak X ~

N(u,o?) ise
~ X1
o
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194 Béliim 12. Orneklem Dagilimlar:

ispat.
® standart normal dagilim fonksiyonunu, ¢ = ® da standart normal yogunlugu gostersin. Y = Z>
diyelim ve dagilim fonksiyonunu hesaplayalhim.y < 0 icin P(Y < y) = 0°dir (sifir olasilikli Z = 0 olay
disinda Z* > 0).y > 0 icin
Fy(y)=P(Z2? <y) = P(—y < Z < V)
=2(vy) — o(—vy) =20(Vy) — 1;
son adimda standart normalin simetrisinden gelen ®(—z) = 1 — ®(z) esitligini kullandik. y > 0 igin
zincir kuralvyla tiirev alalim:
11
25 Ve

Ote yandan v = 1 icin ki-kare yogunlugunun paydasi 2'/°T'(1/2) = V/2/m = /2w 'dir (T'(1/2) = /7,
Teorem 4.1 (d)). Dolay1siyla

~1/2-y/2.

Iy () = 20(/y)

y1/2—le—y/2

fy(y) = m,

y >0,

X3 yogunlugudur. Genel durumda % ~ N(0,1) oldugundan (standartlastirma) ilk kistm uygulanir.
]

Ikinci adim, bagimsiz ki-kare degiskenlerinin toplamidir.

Teorem 12.3 (Bagimsiz Ki-kare Degiskenlerinin Toplami). U; ~ X12'1 ve Uy ~ X12/2 bagimsiz ise
Uy +U; ~ X12/1+y2-
Timevarimla, bagimsiz U; ~ Xlz,i @=1,..,k)icinU; + -+ U, ~ X12/1+'“+Vk‘

ispat.
U, ileU, bagimsiz oldugundan eVt ile e'V2 de bagimsizdir ve bagimsiz degiskenlerin carpiminin beklenen
degeri, beklenen degerlerin ¢carpimidir. t < % i¢in Teorem 12.1 ile

My o, (t) = E (€Y )E (V2 ) = (1—2t)71/2(1 — 2t)72/2 = (1 — 2¢)~(1+2)/2,

2 o .. . . . . . 2
Bu, Xy, 4y, dagihminin moment iireten fonksiyonudur; teklik teoremi geregi fjl +Us ~ Xy, 4, (Bu,
bagimsiz gamma degiskenlerinin toplamina iliskin Teorem 4.4 sonucunun o = 5 durumudur.) k terimli

toplam i¢in Uy + --- + U,,_, ile Uy, nin bagimsiz oldugunu kullanip ayni adimi tekrarlariz.
|

Iki teorem birlesince ki-kare dagiliminin en bilinen tanimu ¢ikar.

Sonuc 12.1 (Standart Normallerin Kareleri Toplami). X;, ..., X,, bagimsiz ve X; ~ N (p;,02) olsun.
Y, = lo;’“ standartlastirilmis degiskenler olmak iizere

i

n n X. — 1 2

U:ZY;222< L Z) NX?%,

i1 i1 Ti

Ozel olarak Zy, ..., Z,, bagimsiz standart normal ise Z2 + - + Z2 ~ x2 “dir.
ispat.
Her Y, standart normaldir; Teorem 12.2 geregi Y;? ~ x3. X, ler bagimsiz oldugundan onlarin ayri ayr
fonksiyonlari olan Y2, ..., Y,% de bagimsizdir. Teorem 12.3 ile

U=Y7?++Y7~ Xitoa1 = X
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12.1 Ki-kare Dagilim1 195

Yani x2, n tane bagimsiz standart normalin karelerinin toplamidir. Bu bakis agis1 E(U) = n sonucunu da
aciklar: her Y;?’nin beklenen degeri E(Y;?) = Var (Y;) = 1'dir ve n tanesi toplanir.

Ornek 12.5 (U¢ Normalin Standart Karelerinin Toplami). X; ~ N(1,4), X, ~ N(0,9) ve X3 ~
N(—2,1) bagimsiz olsun.

X, —1)? X3
U=M+—2+(X3+2)2
4 9
i¢cin P(U > 7,81) olasiligini bulunuz.

Cozim.
Standart sapmalar 0y = 2, 0, = 3, 05 = 1’dir. Buna gore

X, -1\ (X,—0\? | [(X;—(=2)\?
U= 1 2 X3 —(=2)
( 2 ) * ( 3 ) + ( 1
bagimsiz ii¢ standart normalin kareleri toplamidir ve Sonuc 12.1 geregi U ~ x 3 tiir. 2 tablosundan
X2 0,95 = 7,81 oldugundan

P{U >7,81)=1—-0,95=0,05.

Ki-kare dagiliminin beklenen degeri, kitle varyansi i¢in yansiz tahmin ediciler bulmay1 kolaylastirir. Kitle
ortalamasi biliniyorsa kareli sapmalar1 bu bilinen ortalamadan 6l¢mek yeter.

Ornek 12.6 (Ortalamasi Sifir Olan Normal Kitlede Varyansin Yansiz Tahmini). Xi,..., X,
N(0,0?) dagiliml bir kitleden alinmis bir érneklem olsun. Orneklemin tiimiine dayanan, o2 igin yansiz
bir tahmin edici bulunuz.

Coziim.
Her X; ~ N(0, 02) oldugundan 2 ~ N(0, 1)’dir ve 6rneklemin gbzlemleri bagimsizdir. Sonug 12.1 ile

X\ 1
> (5) =X~k

i=1 =1

Ki-kare dagiliminin beklenen degeri serbestlik derecesidir (Teorem 12.1):
1 n n
E(—22X3> =n = E(ZXE) = no?.
7= i1

Her iki tarafi n’ye bolelim. Buna gore

i¢cin E(62) = 0%'dir; 42, 0%’nin yansiz (Tanim 11.1) bir tahmin edicisidir. Varyansi da ayni yoldan
no

bulunur: Var ( a—; ) = 2n oldugundan
ot 204

Var (6%) = — - 2n = —.
n n

Ornek 12.7 (Ortalamasi Bir Olan Normal Kitlede Varyansin Yansiz Tahmini). Xj,...,X,,

N(1,0?) dagilimli bir kitleden alinmus bir 6rneklem olsun. Orneklemin tiimiine dayanan, o2 icin yansiz
bir tahmin edici bulunuz.
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196 Béliim 12. Orneklem Dagilimlar:

Cozim.
Bu kez X2 ~ N(0,1)°dir. Sonuc 12.1 ile

o

1 &
i=1

g

ve beklenen degeri n’dir. Dolayisiyla E' ( 32(X; — 1) )= no? olur ve

1 n
§2==> (X, — 1)

n =1

0?’nin yansiz bir tahmin edicisidir. Onceki 6rnekten tek farki, sapmalarin bilinen ortalama olan 1’den

olgiilmesidir. Varyansi yine 22-"dir.
n
]

12.1.2 Biiyiik Serbestlik Derecelerinde Normal Yaklagim

Sekildeki egriler serbestlik derecesi biiyiiditkge daha simetrik bir cana benziyordu. Bunun nedeni, x 2 niin
v tane bagimsiz ve ayni dagilimli terimin toplami olmasidir.

Onerme 12.1 (Ki-kare Dagilimina Normal Yaklasim). U, ~ x?2 ise her z icin

U, —v
lim P 24— < 2| = &(2).
s ( NG Z) (2)

Uygulamada v > 30 igin x% dagilimi yaklasik olarak N (v,2v) alimr.

— 2
X's50

=== N(50, 100)

20 30 40 50 60 70 80 90

Sekil 12.2: y%, yogunlugu (diiz) ile ayni ortalama ve varyansa sahip N(50, 100) yogunlugu (kesikli). Iki egri
birbirine ¢ok yakindir; y? egrisinin tepesi biraz solda, sag kuyrugu biraz daha kalindr.

Ispat.

Z,, Zy, ... bagimsiz standart normal olsun. Sonuc 12.1 geregi Z2 + --- + Z2 ile U, ayni dagilima sahiptir;
dolayisiyla olasihigt Z2 + -+ + Z2 icin hesaplamak yeter. Z? ler bagimsiz, ayni dagihmli ve x? dagilim-
lidir; Teorem 12.1 ile ortalamalari 1, varyanslart 2°dir. Z? 'nin moment iireten fonksiyonu (1 — 2t)~1/2,
stfirin bir komsulugunda vardir. Toplamin ortalamasi v, varyansi 2v oldugundan merkezi limit teoremi
(Teorem 8.5) standartlastirilmis toplamin dagilim fonksiyonunun ®’ye yakinsadigini séyler:

Zi++Z2—v W,—1 W_le—i—'-'JrZE
V2v V2/\v' v v '
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Ornek 12.8 (Elli Serbestlik Dereceli Ki-kare Dagiliminda Kantil). U ~ xZ, icin X%o, 0,05 Kantilini
normal yaklasimla bulunuz ve tablo degeriyle karsilastiriniz.

Coziim.
Onerme 12.1 ile U yaklasik olarak N(50,100) dagilimlidir; standart sapma /100 = 10°dur. P(U <

¢) = 0,95 kogulu, standartlagtirinca % ~ 2p 95 = 1,645 demektir. Buradan

c~50+1,645-10 = 66, 45.
x? tablosundaki deger X§070,95 = 67,50°dir. Yaklasimin hatasi yaklasik 1 birimdir. Hatanin yonii
sekilden gorulir: ki-kare egrisinin sag kuyrugu normal egrininkinden kalindir, bu ytizden sag kuyruk

kantilleri normal yaklasimin verdiginden biraz birytiktiir.
]

Ornek 12.9 (Elli Serbestlik Dereceli Ki-kare Dagiliminda Olasilik). U ~ xZ, icin P(U > 60)
olasiligini normal yaklasimla bulunuz.

Coziim.
U yaklagik N (50,100) dagilimli oldugundan standartlagtiralim:

60 — 50

P(U>60)mP(Z> ):p(z>1).

Standart normal tablosundan P(0 < Z < 1) = 0, 3413 oldugundan
P(U > 60) ~0,5—0,3413 = 0, 1587.

Bilgisayarla hesaplanan kesin deger 0, 1572’dir; yaklasim iki ondalik basamakta dogrudur.
u

Student t Dagilimi

Ikinci aile, bir standart normalin, bagimsiz bir ki-kare degiskeninin serbestlik derecesine bélitnmiig
halinin karekokiine oranidir. Kitle varyansi bilinmediginde ortalama hakkinda sonug ¢ikarirken bu oran
kendiliginden ortaya ¢ikar (Teorem 12.9).

Tanim 12.3 (Student t Dagilimi). Z ~ N(0,1) ve V ~ x2 bagimsiz olsun.
A

VV /v

rastgele degiskeninin dagilimma v serbestlik dereceli Student ¢ dagilimi denir ve T' ~ ¢, yazilir.

Yani ¢ degiskeni, bir standart normalin, “tahmin edilmis bir birim”e bolinmesidir: %’nﬁn beklenen degeri
1’dir ve v buiytidiikce 1’e yaklasir; bu yiizden T', Z’ye benzer ama paydadaki rastgelelik nedeniyle ondan
daha daginiktir.
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198 Béliim 12. Orneklem Dagilimlar:

Sekil 12.3: Serbestlik derecesi v = 1, 3 ve 10 olan t yogunluklari ile standart normal yogunluk (kesikli).
Hepsi 0'a gore simetriktir. t egrilerinin tepesi daha alcak, kuyruklar1 daha kalindir; v bityiiditkge egri
standart normale yaklasir.

Yogunluk, V’nin degeri verildiginde 7" nin normal olmasindan yararlanilarak bulunur.
Teorem 12.4 (Student t Dagiliminin Yogunlugu). T ~ t, ise hert € R icin
_wiL
T v+l t2 2
fr(t) = JVLL 1+— :
L(g)vm v
ispat.

Z ile V bagimsiz oldugundan ortak yogunluklari ¢(z) fy,(v) carpimidir; burada ¢ standart normal, fy,
ise x2 yogunlugudur.v > 0 icin T < t olayr Z < t\/v/v demektir. Once z’ye gore integral alahm:

Fp(t)=P(Z <t V/y):/ootb(t v/v) fy(v) dv.
0

t’ye gore tirev alalim. Integrandin tirevip ( t\/v/v ) \/v/v fy (v) dir ve \/%7 Vu/lv fiy () ile sinirlidir;
bu sinir integrallenebilir oldugundan tiirev integralin icine alinabilir:

fr(t) = /OOOSD(t\/U/_V)\/ng(v) dv.

Integrandi acik yazalim. flk iki carpan

v_ 1 e e
P(eV/oTo) % = el

oldugundan

1 oo o= Y 1 t?
= vz e du, A=—-11+—].
V2mv2v/2T (v/2) /0 2 v

v+1
2

fr(t)

icin L®) gip.

Son integral, Teorem 4.1 (e) ilep = r

_ vl

[ee] 2 2
/ v%l_le_)‘”dv:F(V—i_l)Z%l (1+t—> .
0 2 v

Yerine koyunca ikinin kuvvetleri sadelesir, ¢iinkii ?;;;ZZ =1veV2mv =2 /v dir. Geriye iddia edilen

formiil kalir.
|
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12.2 Student t Dagilimi 199

Formiilden dagilimin temel 6zellikleri okunur.

Onerme 12.2 (Student t Dagiliminin Ozellikleri). T ~ t, olsun.

1. Yogunluk 0’a gére simetriktir: fr(—t) = fr(t). Tepe noktasi t = 0’°dadwr.
2.v = 1i¢inT standart Cauchy dagilimlidir; beklenen degeri yoktur.
3v>1lise E(T)=0;v>2iseVar (T) = ﬁ.2

4.v — oo iken hert icin f;(t) — ©(t) = ﬁ e /2,

ispat.

1. t formiilde yalniz t? olarak gecer, dolayisiyla fr(—t) = fp(t). 1+ % en kiigiik degerini t = 0’da
aldigindan ve iis negatif oldugundan yogunluk en biiyiik degerinit = 0’°da alr.

2.v=1i¢inT(1) =1 veT'(1/2) = /7 oldugundan

1
(1+¢)' =

fr(t) = raEey

1
VT

bu da standart Cauchy yogunlugudur (Tanim 4.6, c =1, 8 = 0). Cauchy dagiliminin beklenen degeri
yoktur (Teorem 4.9).

3. Z ile V bagimsiz oldugundan | Z | ile V—/2 de bagimsizdir ve
E|T|=VvE|Z|E(V?).

V ~ Gamma ( 5 % ) icin Teorem 4.2, s > —% olan her s i¢in E(V'*) 'nin sonlu oldugunu soyler. s = —%
icin bu kosulv > 1 demektir; o zaman E | T | < oo olur ve simetri nedeniyle E(T) = 0’dwr. Varyans igin

s = —1 alimwr; kosul v > 2°dir ve

11
v/2—1 v—2

—1y _ L(v/2—1)
ECV ) = thp) i)

buradaT'(v/2) = (v/2 — 1) T'(v/2 — 1) esitligini kullandik. Buna gore

1
)

v
v—2

Var (T) = E(T?) =vE(Z)E (V') =

4. Yogunlugu f1(t) = c, g, (t) biciminde yazalim: g, (t) = ( 1+ %)_(”HW ve c,, ondeki sabit. Hert igin

1 t2 t2
Ing,(t) = —”;r In (1 + ;) -,

2
giinkii z — 0 ikenIn(1 + x) ~ & tir ve “51 - % — % Demek ki g, (t) — e /2. Sabitin limitini bulmak
icin [ fr =1, yanic, =1/ [ g, esitligini kullanirz. (1+ %) ifadesi v ile artifindan v > 2 igin

v+l 4
2\ ° 2\ ° #2
(1+—) z(1+—> >1+ —,
v v 2

yanig,(t) < 1++2/2 ‘dir ve sagdaki fonksiyonun biitiin dogru iizerindeki integrali sonludur. Baskin yakin-
saklik teoremiyle [ g, — [ e~*'/? dt = \/2m, dolaysiyla ¢, — \/% ve fr(t) — @(t).
]

Uciincii 6zellik sekildeki gériintityt aciklar: Var (T') = -5 > 1 oldugundan ¢ dagilum standart normal-
den daha yayvandir; kiitlenin bir kismi merkezden kuyruklara kaymistir. Ornegin v = 10 icin varyans
1, 25’tir. v butytidiikce varyans 1’e iner ve egri standart normale yaklagur.

t dagiliminin kantilleri de normal dagilimdaki gibi sol kuyruk alaniyla gosterilir.

Tanim 12.4 (Student t Dagiliminin Kantili). 7' ~ ¢, ve 0 < p < 1 olsun.
P ( T<t,, ) =p

esitligini saglayan ¢, ,, sayisina ¢,, dagiliminin p kantili denir.
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200 Béliim 12. Orneklem Dagilimlar:

Yanit, ,, 1, egrisinin altinda solunda p kadar alan birakan noktadir. Dagilim simetrik oldugundan

dir; drnegin tg 925 = —tg o 975 Kitabin sonundaki ¢ tablosu satirda v, siitunda p olacak bicimde p >
0, 60 i¢in kantilleri verir; kiigiik p’ler bu simetriyle okunur.

Ornek 12.10 (Dokuz Serbestlik Dereceli t Dagiliminda Simetrik Aralik). T ~ tgise P(—2,262 <
T < 2,262) olasiligini bulunuz.

Coziim.
t tablosunun v =9 satirinda 2,262 degeri p = 0,975 stitunundadur: to 0,975 = 9,262, Simetriden
tg 0,025 = —2,262. Buna gore

P(—2,262 < T < 2,262) = 0,975 — 0,025 = 0, 95.

-2,262 2,262

Sekil 12.4: t, yogunlugu. Simetri nedeniyle 2,262'nin sagindaki ve —2,262'nin solundaki alanlar esittir
(0,025'er); aradaki alan 0,95'tir.

Ornek 12.11 (Ortada Yiizde Doksan Alan Birakan Simir). 7T ~ t;; ise P(—c < T < ¢) = 0,90
olacak bicimde ¢ sayisin1 bulunuz ve standart normal i¢in karsilik gelen sayiyla karsilastiriniz.

Coziim.
Ortada 0,90 alan kaliyorsa iki kuyrugun toplami 0,10°dur ve simetri nedeniyle her birinin alam
0, 05°tir. Demek ki c¢'nin solunda 0, 95 alan vardir: ¢ = ¢ ¢ g5. ¢ tablosunun v = 15 satirindan

¢ =ty 095 = 1,753.

Standart normal igin ayni kosul ¢ = z; g5 = 1, 645 verir. ¢ dagiliminin kuyruklart daha kalin oldugun-
dan, ayni alani ortada birakmak i¢in sinirin daha digarida olmasi gerekir.
|

Ornek 12.12 (Normal ve Ki-kare Degiskenlerinden t Degiskeni Kurmak). Z ~ N(0,1) ve V ~
X3 bagimsiz olsun. P (\2/—% > 2, 132) olasiligini bulunuz.

Cozim.

Orani ¢ tamimindaki bigime getirelim: \/V /4 = @ oldugundan
2z  Z Z ;
VWV vt

t tablosundan t4 g5 = 2,132 oldugundan
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12.2 Student t Dagilimi 201

P(z >2,132) =1-10,95=0,05.
VvV

12.3 F Dagilimi

Ugiincii aile, iki bagimsiz ki-kare degiskeninin, her biri kendi serbestlik derecesine bsliinmiis hallerinin
oranudir. Iki kitlenin varyanslarini karsilastirirken bu oran ortaya cikar.

Tanim 12.5 (F Dagihm). U, ~ x;. ve U, ~ x;, bagimsiz olsun.

F— Ui /v,
Uy /vy

rastgele degiskeninin dagilimina (v;,v,) serbestlik dereceli F' dagilimi denir ve F' ~ F, ., yazilr.
v, e pay1n, v, ye paydanin serbestlik derecesi denir.

Yani F, iki “ortalama kare”nin oranidir: pay ve paydanin beklenen degerleri 1°dir. Serbestlik derecelerinin
ile F,, , genelde farkli dagilimlardur.

siras1 6nemlidir; F,,
1,72

Sekil 12.5: Serbestlik dereceleri (2, 10), (5, 10) ve (20, 30) olan F yogunluklar1. Hepsi yalniz pozitif degerler
alir ve saga carpiktir; serbestlik dereceleri biyiiditkge dagilim 1'in ¢evresinde toplanur.

Teorem 12.5 (F Dagilhiminin Yogunlugu). F ~ F,  isex > 0 icin

fole) = T ( Vl;'”Z ) - 1/1’1/2 y;2/2wu1/2—1
TETTT(F) Gatnat

z < 0igin fp(xz) =0dw.

ispat.
F pozitif degerli oldugundan x < 0 igin yogunluk sifirdir. x > 0 olsun. Uy = v > 0 iken F' < x olay
U, < 22y demektir. U, ile U, bagimsiz oldugundan

Fo(z) = / " (1)

Vg

x’e gore tiirev alirsak (t dagilimindaki gibi tiirev integrale girer)

o) = [ 8 1 () o, (0.
0

Vy Vg
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202 Béliim 12. Orneklem Dagilimlar:

Iki ki-kare yogunlugunu yazip v’nin kuvvetlerini ve iistel ¢arpanlari toplayalim. 1= carpani fu, ‘deki

Va
( %)”1/2_1 ile birlesince ﬁ)”l/2w”1/2_1v”1/2 verir. Sabitleri
2 Va

(Vl/VQ)V1/2‘,EV1/271
201+%2)2T (v, /2) (5 /2)

K =

ile gosterirsek

(10) et
vy 2vy

N | =

fr(z) = K/ vIEE LA gy, A=
0

Teorem 4.1 (e) ile integral T ( D ) A~ H2)/2 i e

_nitvg

- (1/2 + yl,q;)(V1+V2>/2 ’

2(V1+V2)/2Vé”1+”2)/2

K ile ¢arpinca ikinin kuvvetleri sadelesir ve u;"1/2 1/;”1"”'2)/2 = V;/2/2 olur. Geriye iddia edilen formiil
kalw.
|

Yogunluk yalniz pozitif eksen tizerindedir ve saga ¢arpiktir. v, > 2 icin beklenen deger, pay ile paydanin
bagimsizligindan ve Onerme 12.2 ispatinda bulunan E(U; ') = ﬁ esitliginden

V. V. 1 V.
E(F)=22EWUN)E (U; Y= 2.y, . =2
(F) ” (U)E (U;) ” v P R

olur ve v, bityiditkce 1’e yaklasir. Serbestlik dereceleri birlikte bitytidiikce pay ve payda, biyiik sayilar
yasasi (Teorem 8.1) geregi 1’e yaklagan ortalamalardir; bu yiizden dagilim 1’in cevresinde toplanir ve
bi¢imi simetrik bir cana benzemeye baglar.

F tanimindaki pay ile paydanin yer degistirmesi, tablolarda yalniz sag kuyruk kantillerinin verilmesine
izin verir.

Onerme 12.3 (F Degiskeninin Tersi). F ~ F, ., ise o~ F, . 'dir. Buna gore her 0 < p <1 icin

1
F;/la’/z, 1-p —
Va,V1,P

= Ty ise % = gj%f 'dir; bu, payinda X'%z’ paydasinda ondan bagimsiz X,le degiskeni olan orandiwr

ve tamim geregi F,,

v, dagilimhdir.
Kantiller i¢in ¢ = F, diyelim; % ~ F, , oldugundan P ( 1% <c ) =p’dir. ' > 0 ve c > 0 oldu-

Vo,V P
gundan % >cileF < % ayni olaydir ve F siirekli oldugundan

1 1
PlF<-|=Pl=> =1—np.
( _C) <F_c) P

Demek ki i, F, v, dagilimimin 1 — p kantilidir.

c’ TV,
|

t ile F' dagilimlar: arasinda da basit bir bag vardur.

Onerme 12.4 (t Degiskeninin Karesi). T ~t, iseT? ~ F ,dir.

ispat.
T= \/57/” yazalim; Z ~ N(0,1) ve V ~ x2 bagimsizdir. Karesini alalim:
T? = Z_2 = 22/ 1,
Viv V/v
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12.3 F Dagilimi 203

Teorem 12.2 geregi Z2 ~ X2 dir ve Z%, V ’den bagimsizdir. Tanim geregi T? ~ F,.
|

Kitabin sonundaki F' tablosu £, ,, . kantillerini p = 0,95, 0,975 ve 0, 99 i¢in verir; siitun v, satir v, dir.
Sol kuyruk kantilleri Onerme 12.3 ile bulunur.

Ornek 12.13 (F Dagiliminda Sag Kuyruk). F ~ F ,, ise P(F > 3,33) olasihgin bulunuz.

Coziim.
F tablosunun p = 0,95 kisminda vy = 5 siitunu ile v, = 10 satirinin kesisiminde F; 14 ¢ 95 = 3,33
okunur. Buna gore

P(F>3,33)=1-—0,95 =0, 05.

Ornek 12.14 (F Dagiliminda Sol Kuyruk Kantili). F; 10, 0,025 kantilini bulunuz.

Cozim.
Sol kuyruk kantilleri tabloda yoktur. Onerme 12.3 ile p = 0,975 almirsa

1

Fs,10,0,025 = —F .
10,5,0,975

Serbestlik derecelerinin yer degistirdigine dikkat: F' tablosunun p = 0,975 kisminda v; = 10 siitunu
ile v, = 5 satirmdan Fj 5 ¢ 975 = 6,62 okunur. Buna gore

1
F5 10,0025 = 5.62 ~ 0,151.

Kargilagtirma igin F; 1 o 975 = 4, 24’tlir; iki kantilin 1’e uzakliklar ¢ok farkhidir, ¢iinkii dagilim saga
carpiktir.
|

Ornek 12.15 (Iki Ki-kare Degiskeninin Orami). U; ~ x2 ve U, ~ X3, bagimsiz olsun. P (% < c) =
0, 95 olacak bicimde ¢ sayisini bulunuz.
Cozim.
Orani F' tamimindaki bicime getirelim:
U,/5 U,
= =2—=~F .
u,/10 U, 510

Demek ki % =L ve % < colay1 F' < 2c olayidir. P(F' < 2¢) = 0,95 kosulu 2¢ = Fj 1 95 = 3,33

demektir (¥ tablosu). Buna gore

c=¥=1,665.

Ornek 12.16 (t Tablosu ile F Tablosunun Uyumu). T ~ t;, olsun. P(T? < ¢) = 0, 95 olacak bicimde
¢ sayisini 6nce t tablosundan, sonra F' tablosundan bulunuz.

Coziim.

t tablosuyla. T* < ¢ olay1 —/c < T < +/c olayidir. Ortada 0,95 alan kalmas1 i¢in /¢ =t ¢ 975 =
2,228 olmalidir (¢ tablosu). Buradan
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c=2,228% ~ 4,964.

F tablosuyla. Onerme 12.4 geregi T? ~ F, 1¢’'dur; dolayisiyla ¢ = F 1 o 95 = 4,96 (' tablosu).

Iki yol yuvarlama siurlari i¢inde aym sonucu verir. Genel olarak F} , ; ,, = ti’ 1—ao dir: t2’nin sag
kuyrugu, t’'nin iki kuyrugundan olusur.

]

Normal Orneklemde Orneklem Ortalamasi ve Varyansi

Simdi bu ii¢ ailenin neden énemli oldugunu gérelim. X1, ..., X,,, N (u, 0?) dagilimh bir kitleden alinmug
bir 6rneklem olsun. Orneklem ortalamasi (Tanim 7.6) ve drneklem varyansi (Tanim 7.7)

n 1 n _
;Xi, §P=—=> (X;—X)

i=1

X:

SERe

dir. Bagimsiz normallerin dogrusal birlesimi normal oldugundan (Sonug¢ 5.1, her a; = %) orneklem ortala-
masinin dagilimi tam olarak (Teorem 7.4)
B 2
TN ( . 0_)
n

dir; bu, normal kitlede merkezi limit teoremine bagvurmadan, her n igin gecerlidir. Bu kisimda S?’nin
dagilimini bulacagiz ve o bilinmediginde X’i standartlagtirmanin yolunu gérecegiz. Once bir yardimect
sonug.

Teorem 12.6 (Ki-kare Degiskenlerinin Farky). U, ile U, bagimsiz rastgele degiskenler olsun. U; +
Uy ~x2vel; ~x2 (v<n)ise
U2 ~ Xgqu'

ispat.
t < % olsun. Bagimsizlik nedeniyle E ( e!V1tV2) ) = E (( etV VE ( etlz ) dir; sol taraf ile E(ett)
sonlu ve pozitif oldugundan E(etY2) de sonludur. Teorem 12.1 ile

(1—2t)7"/2 = (1 —2t)7/2 My, (t).
(1 —2t)7¥/? ile bolelim:

1
My, (t) = (1 —2t) /22 = (1 —2t)~ ("2 ¢ < 5

Bu, x2_,, dagiliminin moment iireten fonksiyonudur; teklik teoremi geregi Uy ~ x2_,.
|

Yani bir ki-kare degiskenini iki bagimsiz parcaya ayirdigimizda, parcalardan biri ki-kare ise 6teki de ki-
karedir ve serbestlik dereceleri toplanir. Teoremi uygulayabilmek icin parcalarin bagimsiz olmasi gerekir;
normal 6rneklemde bu bagimsizlig1 saglayan, asagidaki dikkate deger sonugtur.

Teorem 12.7 (Orneklem Ortalamasi ile Orneklem Varyansiin Bagimsizhigy). Xi,.., X,
N (p, 02) dagilimh bir kitleden alinmus bir drneklem olsun (n > 2). O zaman X ile (X, — X, ..., X,, — X)
sapma vektorii bagimsizdir. Ozel olarak X ile S? bagimsizdir.

Ispat.

Ispatta rastgele vektorlerin moment iireten fonksiyonunu kullanacagiz. (Yy,...,Y}) vektorii icin
M(ty,....ty) = E ( erY1r+4%Ye ) tamimlanmir. Tek degiskenli durumdaki gibi bu fonksiyon (sifirin bir
komsulugunda sonluysa) ortak dagilimi tek tirlii belirler. Buradan su sonug ¢ikar: ortak moment iireten
fonksiyon, yalniz birinci gruptaki degiskenlere ait t’lere bagl bir carpan ile yalniz ikinci gruba ait t’lere
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bagh bir ¢carpanin ¢arpimina ayriliyorsa, iki grup bagimsizdir. Bu ¢cok boyutlu teklik sonucunu ispatsiz

kullaniyoruz.
D; = X, — X diyelim. t, s, ..., s, gercel sayilar ve s = %Z s; olsun. Usteki ifadeyi X, lerin dogrusal
birlesimi olarak yazalm.y_ s, X =ns X =83 X, oldugundan

isi ZSX—SZX Zs—s)Xi
=1

ve dolayisiyla

X, ’ler bagimsiz ve N (u, 0?) dagilimh oldugundan

E(ezclxl) HE eiXi fle“ci+ T
n J;zln
:exp(pZCi—i-?Zcf)
i=1 =1

i=1
n tz 2t n ~ n
i =n 2 EZ(SZ-*S)-FZ(SZ*SV
i=1 =1 =1
2 &
=—+) (5—35)?
n ;
=1

Yerine koyalim:

o?t? 0% & 9
M(t,81,..y8,) = exp(,ut+ %)-exp( 72(31 —3) ) .

=1

Birinci ¢arpan yalniz t’ye, ikinci ¢arpan yalniz sq, ..., s, ’ye baghdir. (s’lerin hepsi sifirken ifade X’in
moment iireten fonksiyonu, t = 0 iken sapma vektoriiniinki olur.) Demek ki X ile (D, ..., D,) bagim-
sizdir. S? = ﬁ 3" D? yalniz sapma vektoriiniin bir fonksiyonu oldugundan X ile S? de bagimsizdir.

]

Ilk bakista sasirtic: bir sonuctur: $2, X kullanilarak hesaplanir, ama ondan bagimsizdir. Bu 6zellik normal
dagilima 6zgiidiir. Ornegin istel bir kitlede bityiik bir X degeri genellikle biiyiik sapmalarla birlikte gelir
ve iki istatistik bagimlidir.

Artik ana teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 12.8 (Orneklem Varyansinin Dagilimi). X, ..., X,,, N(u, 02) dagilimh bir kitleden alinmis
bir érneklem olsun (n > 2). O zaman
(n—1)52

1 & -
o2 :FZ(Xi_XFNX%—I'
i=1

Ispat.

Once cebirsel bir 6zdeslik kuralim. Her terimde X; — p = (X; — X) + (X — u) yazip kareyi acalim:
DX =P =) (X, = X)X —p)) (X, n(X —p)?.
i=1 i=1 i=1
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206 Béliim 12. Orneklem Dagilimlar:

Ortadaki toplam sifirdir, ¢iinkii 3 X, = nX 'tir. 0 "ye boliince ve n(i;“)z = ( X—p )2 yazinca

PN
_ 2
(R o ns (X
— o a? alyn )’
w U
Uy

Simdi ii¢ terimin dagilimina bakalim.

e W, bagimsiz n standart normalzn kareleri toplamidir; Sonug 12.1 geregi W ~ Xn
* X ~ N(u,0%/n) oldugundan = /\F ~ N(0,1) ve Teorem 12.2 geregi U; ~ x3.

* U, yalmiz X ’in, Uy yalniz S? nin fonksiyonudur; Teorem 12.7 geregi U, ile Uy bagimsizdur.

W = U, + U, oldugundan Teorem 12.6 v = 1 ile uygulanir:

(n—1)52 5

U2 = 2 ~ Xn-1-

g

Yani sapmalar1 bilinen p’den dlgseydik n serbestlik dereceli bir ki-kare degiskeni elde ederdik; u yerine
onun tahmini X’i kullanmak bir serbestlik derecesi kaybettirir (Tanim 12.2). Teoremden S?’nin moment-
leri de hemen ¢ikar.

Sonu¢ 12.2 (Normal Orneklemde Orneklem Varyansinin Momentleri). N(u,0?) dagiliml bir

kitleden alinmis n > 2 hacimli 6rneklemin varyansi igin

204
n—1

E(S?%) = o2, Var (S?) =

ispat
U= M ~ x2_, oldugundan Teorem 12.1 ile E(U) =n—1 ve Var (U) = 2(n —1)dir. §% =
—U oldugundan

o? o 95
E(SQ):n (n—1) =02, Var (S2)zm.2(n_1):

n—1

Birinci esitlik S?'nin yansiz oldugunu séyler; bu, varyansi sonlu her kitlede dogrudur (Teorem 11.1).
Ikincisi ise normal kitleye 6zgiidiir: $%’nin varyansi n biiyiidiikce sifira gider, yani S? biiyiik 6rneklem-
lerde 0?’ye yakin degerler alir.

Ornek 12.17 (Orneklem Varyansi icin Olasilik Simirlart). N(u,4) dagilimli bir kitleden n = 10

hacimli bir rneklem alintyor. P(S? < a) = 0,025 ve P(S? > b) = 0, 025 olacak bigimde a ve b sayilarin
bulunuz.

Cozim.
Teorem 12.8 geregi

(n—1)8% 952
V=" =T 6

52 <aolay1 U< 2 01ay1d1r P(U < 22) =0,025 k0§ulu S X9 0.025 demektir. Benzer blglmde

PU > gb) =0, 025 k0§ulu 2= Xg 0,975 demektir. e tablosundan Xg 0,025 = 2,70 ve Xg 0,975 =
19, 02 okunur:

4.2 4-19,02
9’70:1,207 b:%zs,%.

a =
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25

2,70 19,02

Sekil 12.6: ¥?, yogunlugu. 2,70'in solunda ve 19,02'nin saginda 0,025'er alan kalir; aradaki alan 0,95'tir.
Dagilim simetrik olmadigindan iki kantil 0'a gore simetrik degildir; ayr1 ayr1 okunur.

Yani kitle varyansi 4 iken, 10 gozlemden hesaplanan 6rneklem varyansi %95 olasilikla 1, 20 ile 8,45
arasina diiser. Aralik 0 = 4’e gore simetrik degildir ve oldukca genistir: kiiciik 6rneklemlerde S2
giivenilir bir tahmin degildir.

]

Ornek 12.18 (Bilinen Ortalamayla Varyans Tahmini ile Orneklem Varyansinin Karsilastirilma-
s1). N(p,0?) dagilimli bir kitlede y biliniyor olsun. o%'nin iki tahmin edicisini karsilastiriniz:

S - X2

i=1

1
n—1

1 n
&2:_2()(1_#)27 5% =
i=1

n

Cozim.
Ornek 12.6 ¢éziimiindeki yol, ortalama 0 yerine y alinarak aynen isler: %’; ~ x2 oldugundan

2 4
E(6?) =02, Var (8?) :%.

Sonug 12.2 geregi E(S?) = 02 ve Var (S?) = %’din Iki tahmin edici de yansizdir, ama % < 2{41

oldugundan #%’nin varyansi daha kiiciiktiir. Yansiz bir tahmin edicinin hata kareler ortalamasi (Tanim
11.4) varyansina esit oldugundan bu 6lciite gore 52 daha iyidir. Ornegin 02 = 4 ve n = 10 icin

216 2-16

Var (62) 10 3,2,  Var (§?%) = —5 = 3,56.

Fark, bir serbestlik derecesinin degeridir: y’yii bilmek bir gozlem kadar bilgi tasir. p bilinmiyorsa 62
hesaplanamaz ve S? kullanilir.

12.4.1 Varyans Bilinmediginde Ortalamanin Standartlastirilmasi

X’i standartlagtirmak igin o’y1 bilmek gerekir: 5\_/% ~ N(0,1). Uygulamada o ¢ogu zaman bilinmez ve

yerine onun tahmini olan S konur. Bu degisiklik dagilim1 degistirir; paydadaki rastgelelik, normal yerine
t dagilimini getirir.

Teorem 12.9 (Normal Orneklemde t Istatistigi). X,..., X,,, N(u,0?) dagilbimh bir kitleden alinmis
bir érneklem olsun (n > 2). O zaman
_ X

T=——~t, 1.
S/\/ﬁ n—1
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208 Béliim 12. Orneklem Dagilimlar:

ispat.
Iki yardimci degisken tanimlayalim:
X —
z=2"F y_
a/v/n o

(n—1)82
—

X ~ N(u,0%/n) oldugundan Z ~ N(0,1)’dir. Teorem 12.8 geregi V ~ x2_,’dir. Z yalmiz X’in, V

yalniz S? ’ninfonlgsiyonu oldugundan Teorem 12.7 geregi bagimsizdirlar. t dagiliminin tanimindaki orani
kuralim; % = % oldugundan

X—p _ _

4 _ovn _X—p X—p

SVin-1 Sjo o/yn 5 S//n

Bilinmeyen o sadelesti. Tanim 12.3 geregi bu orant,,_; dagilimlidur.
|

Teoremin giicii, T°nin dagilimimin bilinmeyen o’ya bagli olmamasidir: T' yalniz p ve gézlemlerle hesap-
lanir, dagilimu ise yalniz n’ye baglidir. Serbestlik derecesi S%’den gelir ve n — 1’dir. Bir sonraki bsliimde
giiven araligini bu teoremle kuracagiz.

Ornek 12.19 (Ortalamanin Orneklem Standart Sapmasi Cinsinden Yakinligi). Normal bir
kitleden n = 16 hacimli bir drneklem aliiyor. P ( | X —p | < ¢S ) = 0,95 olacak bicimde ¢ sayisin
bulunuz.

Cozim.

Esitsizligin iki tarafim \% = % ile bolelim (S > 0 olasilik 1 ile):

X—p
S/4

|X—u§c$’©’ <des | T | < e,

burada Teorem 12.9 geregi T' ~ t,5’tir. P(| T | < 4c) = 0,95 kosulu 4c = t15 o975 = 2, 131 demektir
(¢ tablosu). Buna gore

2,131
c:%mo,m&

Yani 16 gozlemlik bir 6rneklemde X, %95 olasilikla kitle ortalamasina yarim 6rneklem standart sapma-
sindan (0, 533 S) daha yakindir.
]

Ornek 12.20 (Bir Ortalama Iddiasinin Orneklemle Uyumu). Bir kitlenin normal dagilimli ve orta-
lamasinin g = 50 oldugu ileri siiriiliiyor. 16 gézlemlik bir 6rneklemde z = 53 ve s = 5 bulunuyor. p =
50 ise T istatistiginin bu kadar ya da daha buytik bir deger alma olasilig1 hakkinda ne séylenebilir?

Cozim. B
@ = 50 ise Teorem 12.9 geregi T = % ~ t;5’tir. Gozlenen deger
_ 53 —50 3

=—=2,4

t E——
5/4 1,25

¢ tablosunun v = 15 satirinda ¢15 ¢ 975 = 2,131 ve t15 (99 = 2,602°dir. 2,131 < 2,4 < 2,602 oldu-
gundan

0,01 < P(T >2,4) < 0,025.

(Bilgisayarla hesaplanan kesin deger yaklagik 0, 015°tir.) Yani s = 50 dogru olsaydi boyle bir 6rneklem
yliz denemede ancak bir iki kez ¢ikardi. Bu, iddiadan kugkulanmak icin giiclii bir nedendir; bu tir akil
yuriitmeyi hipotez testlerinde sistemli hale getirecegiz.
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Bolimiin sonuglarini bir arada gorelim. Bagimsiz bilesenler i¢in:

Kurulum Dagilim
Z ~ N(0,1) 7% ~ 3
Zyy .oy Z, bagimsiz N(0,1) Z2 44+ 72~ %2
2 z_
Z ~N(0,1),V ~x2 T t,
U /vy
Uy~ Uy~ i, ik ~ B,

Normal kitleden alinmug n hacimli 6rneklem i¢in ise 557% ~ N(0,1), (n—alz)Sz ~X2_ Ve ;Z/;\/’% ~ 1, dir.
Bu istatistiklerin her birinin dagilimi bilinmeyen parametrelere bagl degildir; bir sonraki béliimde,
Ortalama I¢in Aralik Tahmini béliimiinde, bu ézellikten yararlanarak kitle ortalamas igin giiven araliklart

kuracagz.
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13.1

13. Ortalama icin Aralik Tahmini

Bir parametrenin en iyi tahmin edicisini bulsak bile, bir drneklemden hesaplanan tahmin gercek degere
neredeyse hicbir zaman tam olarak esit olmaz. 6 yerine 6 kullanmakla yaptigimiz | 6—6 | hatasin bile-
meyiz, ama yliksek bir olasilikla ne kadar biiyiik olabilecegini s6yleyebiliriz. Bu yiizden ¢cogu zaman tek bir
say1 yerine, parametreyi yiiksek bir olasilikla kapsayan bir aralik vermek daha kullaniglidir. Bu yonteme
parametrenin aralik tahmini denir. Bu bolimde aralik tahmininin temel kavramlarim taniyacak ve
Orneklem Dagilimlar1 béliimiindeki sonuglarla kitle ortalamasi icin giiven araliklar1 kuracagiz.

Giiven Aralig: ve Giiven Diizeyi

Araligin uclar1 6rneklemden hesaplanir; dolayisiyla uglar birer istatistiktir ve 6rneklemden 6rnekleme
degisir. Tanim bu rastgele araligin parametreyi kapsama olasilig1 iizerine kuruludur.

Tanim 13.1 (Giiven Aralig1 ve Giiven Diizeyi). X, ..., X, , 6 parametreli bir kitleden alinmis bir
orneklem ve 0 < @ < 1 olsun. L; = Ly (X3, ..., X,,) ve Ly, = Ly(Xy, ..., X,,) istatistikleri her 6 i¢in

P(Li<0<Ly)=1-a

kosulunu saglyorsa [L,, L,] aralifina 6 i¢in %100(1 — «) diizeyli gitven araligi denir. 1 — « sayisina
giiven diizeyi (giiven katsayisi), o’ya da hata miktar1 denir.

Yani giiven diizeyi, aralig1 kurma yonteminin parametreyi yakalama olasiligidir. o genellikle 0,01, 0, 05
ya da 0, 10 gibi kiigiik bir say1 secilir ve giiven diizeyi yilizde olarak soylenir: o = 0,05 i¢in %95 giiven
aralif1. Aralikta rastgele olan sey uglardir, 6 degil: 6 bilinmeyen ama sabit bir sayidir. Ayni kitleden ¢cok
sayida 6rneklem cekip her birinden bir %95 giiven araligi kursaydik, bu araliklarin uzun vadede yaklagik
%951 0’y1 icerirdi. Ornegin %99 giiven diizeyinde, 100 érneklemden kurulan 100 araligin yaklasik 99’u
@’y1 icerir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 211 CC BY-NC-SA 4.0


orneklem-dagilimlari.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

212 Bolim 13. Ortalama i¢in Aralik Tahmini

t t t t t T t t t t t
45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55

X ve gliven aralig

Sekil 13.1: N(50, 16) kitlesinden ¢ekilen 25 ayr1 6rneklemin (her biri n = 10) her birinden kurulan %95 giiven
aralig1. Nokta 6rneklem ortalamasini gosterir. Araliklarin 23 tanesi p = 50'yi iceriyor, 2 tanesi (turuncu)
icermiyor. Uzun vadede araliklarin yaklagik %95'i p'yt yakalar.

fyi bir aralik tahmininde iki istek catisir: araligin olabildigince dar olmasini (bilgi verici olsun diye) ve
parametreyi kapsama olasiliginin olabildigince yiiksek olmasini isteriz. Giiven diizeyini artirmak aralig1
genisletir; ayn1 giiven diizeyinde aralif1 daraltmanin yolu ise daha ¢ok gozlem toplamaktir. Bu dengeyi
asagidaki formiillerde acikca gorecegiz.

Ornek 13.1 (Bir Giiven Araliginin Dogru Yorumu). Bir paketleme makinesinin doldurdugu paket-
lerin ortalama agirlig1 p icin bir 6rneklemden %95 gitven aralif1 [494, 38; 502, 22] gram bulunuyor. “4’niin
494, 38 ile 502, 22 arasinda olma olasilig1 0, 95’tir” cimlesi dogru mudur? Dogru yorum nedir?

Cozim.

Climle, tanimin séyledigi sey degildir. p sabit bir sayidir; 494, 38 ve 502,22 de artik sabit sayilardir.
Sabit bir sayin sabit bir aralikta olup olmamasi rastgele bir olay degildir: ;1 ya bu araliktadir ya da
degildir, ama hangisinin dogru oldugunu bilmiyoruz.

0, 95 olasiligy, veri toplanmadan onceki rastgele aralik [L,, L,] hakkindadir: P(L; < p < Ly) = 0,95.
Dogru yorum sdyledir: “Bu aralik, kullanildig1 her 100 durumdan yaklagik 95'inde 'yt yakalayan bir
yontemle kurulmustur” Yukaridaki sekilde 25 araligin 23t p’yi igeriyor; tek bir araliga bakarak onun
0 23’ten biri mi, yoksa 1skalayan 2'den biri mi oldugunu sdyleyemeyiz. Giivenimiz tek araliga degil,
yonteme duyulan giivendir.

]

Giiven araligr kurmanin genel yolu hep aynidir: iginde bilinmeyen parametreyi tasiyan ve dagilimu
parametreye baglh olmayan bir buyiiklik bulunur, bu biytiklik dagilimimin iki kantili arasina sikigtirilir,
sonra esitsizlikler parametre icin ¢6ziilir. Bu bolimde yontemi kitle ortalamasi p’ye, dnce kitle varyansi
o? bilinirken, sonra bilinmezken uygulayacagiz. Ayni yéntemle Varyans ve Iki Kitle Icin Aralik Tahmini
bsliimiinde o2, iki varyansin orani o3 /o2 ve iki ortalamanin farki yt; — i icin, Oran icin Aralik Tahmini
bolimiinde de oran p ve iki oranin farki p; — p, i¢in araliklar kuracagz.
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13.2

13.1 Giiven Aralig1 ve Giiven Diizeyi 213

Varyans Bilindiginde Kitle Ortalamasi I¢in Giiven Aralig:

Kitle ortalamasinin dogal tahmin edicisi 6rneklem ortalamasi X tir; gitven araligmi onun dagilimi izerine
kuracagiz. Kitle N (u, 0?) dagilimliysa her n icin tam olarak

2
X~N<u,a—)
n

dir (Teorem 7.4). Kitle normal degilse ama merkezi limit teoreminin (Teorem 8.5) kosullarini sagliyorsa
(varyansi sonlu ve pozitif, moment treten fonksiyonu 0’m bir komsulugunda var), bu teorem aym

sonucun biytk 7 icin yaklagik olarak gecerli oldugunu séyler. Her iki durumda da standartlagtirilmig
ortalama

_ X
~a/Vvn

(tam ya da yaklagik olarak) standart normal dagilimlidir. Z bilinmeyen p’yii icerir ama dagilimi ¢’ye bagh
degildir; aradigimiz biiytiklitk budur. Kantiller i¢in standart normal kantil gésterimini kullanacagiz (Tanim
5.1): z,, solunda p alan kalan noktadir ve simetri nedeniyle z;, , = —z,’dir. Ozel olarak z, /2 = —Z1_q/2-

Z

Teorem 13.1 (Varyans Bilindiginde Ortalama i¢in Giiven Araligi). X, ..., X,,, N(u,0?) dagihmh
bir kitleden alinmug bir 6rneklem ve o bilinen bir sayi olsun. 0 < a < 1 igin

5 o 5 o

X =21 a2 7 X+ 21 0 7n
araligi p icin %100(1 — «) diizeyli bir giiven araliidir. Kitle normal degilse ama Teorem 8.5 kosullarimi
sagliyorsa aralik, biiyiik n i¢in yaklasik olarak %100(1 — «) diizeylidir.

Sekil 13.2: Standart normal egrisinin ortasinda 1 - & alan birakan iki nokta: -z(1-a/2) ve z(1-a/2). Her
kuyrukta o/2 alan kalir. Z = (X - p)/(o/+/n) bu iki nokta arasina 1 - « olasilikla diiser.

ispat. _
Kisaltma igin ¢ = z1_ ) diyelim. Z = jj?/% ~ N(0,1) oldugundan ve Z siirekli oldugundan

o o
Pl—c<Z<e)=d(c)— B(—c) = (1—5) —S=1-a
burada ®(—c) = @(za/2) = & kullanildi. Simdi olayr p igin ¢ozelim. \/LH > 0 ile carpmak esitsizlikleri
korur:

X —pu o
NG N

Her tarafi —1 ile carpip (esitsizlikler yon degistirir) X ekleyelim:

—<

<cs —c X—ug

g
C ——.
n
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214 Bolim 13. Ortalama i¢in Aralik Tahmini

Uglar yalniz érneklemden ve bilinen o ’dan hesaplanan istatistiklerdir; Tanim 13.1 geregi aralik %100(1 —
«) diizeyli bir giiven aralifidw. Kitle normal degilse P(—c < Z < c), merkezi limit teoremi geregi n —
oo iken 1 — a’ya yakinsar; ayni ¢oziim adimlar: yaklasik sonucu verir.

n

Yani aralik, X’in iki yanmna 2z, /2 tane standart hata (0 x = 0/+/n, Tanim 7.10) eklenerek kurulur ve
X’e gore simetriktir. Sik kullanilan giiven diizeylerinin kantilleri standart normal tablosundan okunur:

Giiven diizeyil —a  a/2  z1_4p

%90 0,05 1,645
%95 0,025 1,96
%99 0,005 2,576

Ornegin %95 igin tabloda P(0 < Z < z) = 0,4750 aranir ve z = 1,96 da bulunur, ¢iinkii P(Z < 1,96) =
0,5+ 0,4750 = 0, 975’tir.
Araligin uzunlugu, hangi biytkligiin araligi nasil etkiledigini acik¢a gosterir.

Onerme 13.1 (Giiven Araliginin Uzunlugu). Teorem 13.1 icindeki araligin uzunlugu

o
L=2z_4 7n

dir. Buna gore, Oteki biiyiikliikler sabitken:

1. o kiigiildiikge aralik daralir; L, o ile dogru orantilidir.

2. n biiyiidiikce aralik daralir; L, \/n ile ters orantilidur.

3. Giiven diizeyi 1 — « arttik¢a aralik genisler.

Ispat.
Uzunluk iist ug eksi alt uctur:

_ o g g
L = <X+ zla/2%) — (X— Zla/Z%) = 2Z17a/2 %

Ik iki iddia formiilden dogrudan okunur. Ugiinciisii igin: 1 — o artarsa o azalir ve 1 — § artar. ® kesin
artan oldugundan kantil z,_,, de artar ve L biiyiir.
|

Uzunluk X e bagh degildir; yani araligin ne kadar genis olacag, veri toplanmadan 6nce bilinir. Bu, istenen
bir kesinligi saglamak i¢in ka¢ gozlem gerektigini 6nceden hesaplamamizi saglar. Bunun igin araligin
yarisina bir ad verelim.

Tanim 13.2 (Hata Pay1). Bir giiven araligt X F E bicimindeyse, araligin yar1 uzunlugu olan E sayisina
araligin hata pay1 denir. Teorem 13.1 i¢indeki aralik icin

g

NG

E= 21—a/2

Yani hata payn, belirtilen giiven diizeyinde X’in y’den en ¢ok ne kadar uzaklasabilecegini soyler: | X —

p | < E olaymin olasilift 1 — o’dur. Istenen bir E,, smir1 icin E < FE, kosulu y/n > %, yani
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2
z
n> 1-a/20
E,

demektir; n bu kosulu saglayan en kigiik tam say1 segilir.

© Varyans bilindiginde giiven araligi ii¢ adimda

1. Kantili bul. Giiven diizeyinden o’y1 belirleyin ve standart normal tablosundan z;_, 5’yi okuyun.
2. Standart hatay1 hesapla. o = \UF

~

3. Arahi1yaz. T F 2, 0 x; smirlari verinin duyarhigina uygun yuvarlayin.

Siradaki ti¢ 6rnek ayni veriyi kullanir: bir makinenin doldurdugu paketlerin agirlig1 standart sapmasi o =
10 gram olan normal dagilima uyuyor. Rastgele se¢ilen n = 25 paketin ortalama agirhig1 z = 498, 3 gram
bulunuyor. Standart hata

o 10
Oy == — = ———
vn VB

Ornek 13.2 (Paket Agirlig icin Yiizde Doksan Bes Giiven Araligl). Paket agirliklart N (u, 102)
dagilimly, n = 25 ve £ = 498, 3 gram ise p icin %95 giiven araligini bulunuz.

=2 gram .

Coziim.

Kantil. 1 —a = 0,95 icin a = 0,05, 1 — § = 0,975 ve tablodan z, 975 = 1, 96.
Standart hata. 0 5 = 2.

Aralik. Hata pay1 1,96 - 2 = 3, 92 oldugundan

[498,3 —3,92;498,3 4 3,92 | = [ 494,38; 502,22 ] .

Paketlerin ortalama agirlig1 %95 giivenle 494, 38 ile 502, 22 gram arasindadir. Hedef agirlik 500 gram
ise bu veri, makinenin hedeften saptigina isaret etmez: 500 araligin icindedir.
|

Ornek 13.3 (Paket Agirlig1 icin Yiizde Doksan Giiven Araligl). Paket agirliklart N (2, 10?) dagilimly,
n = 25 ve £ = 498, 3 gram ise y i¢in %90 giliven araligini bulunuz.

Cozim.
1—a=0,90igin 1 — 5 = 0,95 ve tablodan 2, o5 = 1,645. Standart hata 2 oldugundan hata pay1
1,645 - 2 = 3,29’dur:

[ 498,3 — 3,29;498,3 + 3,29 ] = [ 495, 01; 501, 59 ] .

Aralik %95 araligindan dardir: daha az giiven karsiliinda daha kesin bir sonug elde ettik.
]

Ornek 13.4 (Paket Agirlig1 icin Yiizde Doksan Dokuz Giiven Araligr). Paket agirliklart N (u, 10%)
dagilimli, n = 25 ve £ = 498,3 gram ise p icin %99 giiven araligini bulunuz ve ¢ giiven diizeyinin
araliklarini kargilagtirimniz.

Cozim.
1—a=0,99i¢in1— 5 = 0,995 ve tablodan z; 995 = 2, 576. Hata pay1 2,576 - 2 = 5,152dir:

[498,3 — 5,152;498,3 + 5,152 | [ 493,15; 503,45 | .

Ug¢ araligin uzunluklar1 2-3,29 = 6,58, 2-3,92=7,84 ve 2-5,152~ 10,30 gramdir. Giiveni
2,576

%95'ten %99'a ¢ikarmak aralig1 S5z ~ 1, 31 kat uzatir (Onerme 13.1).
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495,01 ! 501,59
%90 .
|

494,38 ! 502,22

%95 :
|

493,15 | 503,45
%99 ,
|
|

t + + t + + +
492 494 496 498 500 502 504

Sekil 13.3: Ayni 6rneklemden (n = 25, o = 10, X = 498,3) kurulan %90, %95 ve %99 giiven araliklari.
Giiven diizeyi arttikca aralik genisler; ti¢li de X'nin ¢evresinde simetriktir.

Ornek 13.5 (Istenen Kesinlik icin Gereken Orneklem Hacmi). Paket agirliklarinin standart sapmasi
o = 10 gramdir. p icin %95 gliven araliginin yar1 uzunlugunun en ¢ok 2 gram olmasi i¢in en az kag paket
tartilmalidir?

Cozim.
Yar1 uzunluk E' = z; g75 \/Lﬁ =1,96- \:l/—%’dir. E < 2 kosulu

1,96 10

>
Vnz ==

=9,8 = n>098 =96,04

demektir. n tam say1 oldugundan en az n = 97 paket tartilmalidir.

Karsilagtirma igin: 25 paketle yar1 uzunluk 3,92 gramdi (Ornek 13.2). Yar1 uzunlugu yaklasik yariya
indirmek icin 6rneklemi yaklagik dort katina gikarmak gerekti; ciinkii uzunluk /7 ile ters orantilidir.
Aym kesinligi %99 giivenle istersek n > ( mf ~ 165,9, yani n = 166 gerekir.

|

Kitle normal olmadiginda da, 6rneklem biiyiikse ayni aralik yaklagik olarak kullanilir.

Ornek 13.6 (Ampul Omrii icin Bityiik Orneklem Aralig1). Bir fabrikanin iirettigi ampullerin émrii-
niin dagilimi bilinmiyor, ancak standart sapmasinin ¢ = 40 saat oldugu 6nceki iiretimlerden biliniyor.
Rastgele secilen 64 ampuliin ortalama 6mrii = 780 saat bulunuyor. Ortalama 6miir y icin %95 giiven
araligini bulunuz.

Coziim. -
Kitlenin dagilimi normal olmayabilir; ama n = 64 biiyitk oldugundan merkezi limit teoremi geregi X
yaklagik NV ( o, 46%? ) dagilimlidir ve Teorem 13.1 icindeki aralik yaklasik olarak kullanilabilir. Standart
hata

40 0
ox = =5 5 saat,

V64

hata pay1 1,96 - 5 = 9, 8 saattir. Buna gore yaklasik %95 giiven aralig1
[780—9,8;780+9,8]=]770,2;789,8] saattir.
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Varyans Bilinmediginde Kitle Ortalamasi I¢in Giiven Aralig1

Uygulamada kitle varyansi ¢ogu zaman bilinmez. Dogal ¢dziim, 0% yerine onun yansiz tahmin edicisi
S%yi, o yerine de S’yi kullanmaktir. Ancak Z’deki o yerine S konunca elde edilen

_ X
'=5/m

artik standart normal dagilimli degildir. Normal bir kitlede T" ~ ¢,,_;’dir (Teorem 12.9). T' de bilinmeyen
@yt igerir ve dagilimi ne p’ye ne de o’ya baghdir; giiven araligini bu kez onunla kuracagiz. Kantiller igin ¢
kantil gésterimini kullanacagiz (Tanim 12.4): P(T' < t,, ) = p ve simetri nedeniyle ¢, o = —t, 1_4/2-

Teorem 13.2 (Varyans Bilinmediginde Ortalama I¢in Giiven Araligl). X, ..., X,,, N(u,0?) dagi-
Liml bir kitleden alinmis bir 6rneklem (n > 2) ve o bilinmiyor olsun. 0 < o < 1 igin

_ S S
X =ty 1,1-a/2 7 X+t 11-a/2 %]

araligi p i¢in %100(1 — «) diizeyli bir giiven araligidir.

ispat.
Kisaltma i¢inc = t,,_y 1_o) diyelim. T ~t,_, siirekli ve 0°a gore simetrik oldugundan
o o
P(—c<T<e¢)=PT <c¢)—P(T<—c)= (1—5)—521—&

S > 0 olasihik 1 ile dogrudur, dolayisiyla \% > 0 ile carpmak esitsizlikleri korur. Teorem 13.1 ispatindaki
adimlar o yerine S ile aynen tekrarlanir:
= S

X —pn = S
<ceX—-c—<p<X —.
S/\/ﬁ_c c\/ﬁ_u_ —l—c\/ﬁ
Iki olayin olasiliklart esittir ve uglar yalniz érneklemden hesaplanir; aralik %100(1 — «) diizeyli bir giiven

araligidir.
|

—<

Yani bi¢im aynidir, yalmz iki sey degisir: o yerine S, z kantili yerine ¢, ; kantili gelir. ¢ dagiliminin
kuyruklar1 daha kalin oldugundan ¢, _; i /2 > 2;_4/2 dir. Bu, o’y1 bilmemenin bedelidir: ayn1 giiven
diizeyi i¢in aralik daha genis olur.

Ornek 13.7 (Bardak Hacmi icin t Araligi). Bir kahve makinesinin doldurdugu bardaklarin hacmi
normal dagilima uyuyor; ortalamas: da varyans: da bilinmiyor. Rastgele secilen 10 bardagin hacimleri
(mL) s6yle 6l¢tliyor:

198, 203, 201, 197, 205, 199, 202, 200, 196, 204.
Ortalama hacim p icin %95 giiven araligim bulunuz.

Cozim.
Orneklem ortalamasi. Gézlemlerin toplami 2005 oldugundan z = % = 200, 5.
Orneklem varyansi. Ortalamadan sapmalar sirastyla

—-2,5;2,5;0,5;—-3,5;4,5;,—1,5;1,5;—0,5; —4,5; 3,5
dir (toplamlar1 0). Karelerinin toplam

6,25 + 6,25 + 0,25 + 12,25 + 20,25
42,25+ 2,25 + 0,25 + 20, 25 + 12,25 = 82,5

oldugundan
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218 Boliim 13. Ortalama icin Aralik Tahmini

, 82,5
ST =
10—-1

~ 9,167, s~ 3,028.

Kantil. o bilinmedigi ve kitle normal oldugu icin Teorem 13.2 kullanilir. Serbestlik derecesi n — 1 =
9°dur ve ¢ tablosundan tg ¢ 975 = 2,262.

Aralik. Standart hatanin tahmini Jiﬁ = % ~ 00,9574, hata pay1 2,262 - 0,9574 ~ 2, 17°dir:

[200,5—2,17;200,5 + 2,17 | = [ 198,33; 202,67 | mL .

o’nn 3, 028 oldugu biliniyor olsaydi z; 975 = 1, 96 ile hata pay1 1,96 - 0,9574 = 1,88 olurdu. ¢ arali-
ginin daha genis olmasinin nedeni asagidaki sekilde goriliiyor.

-== NO,1)

-1,96 1,96

Sekil 13.4: t, yogunlugu (diiz) ve standart normal yogunluk (kesikli). Her iki kuyrukta 0,025 alan
birakan noktalar t, i¢in 2,262, standart normal i¢in +1,96'dir. Kalin kuyruklar yiiziinden t araligy daha
genistir.

Siradaki iki 6rnek Orneklem Dagilimlari béliimiindeki veriyi kullanir (Ornek 12.20): normal bir kitleden

alinan n = 16 gozlemlik 6rneklemde £ = 53 ve s = 5 bulunmustu. Standart hatanin tahmini \/iﬁ = % =

1, 25’tir ve serbestlik derecesi 15’tir.

Ornek 13.8 (On Alt1 Gozlemle Yiizde Doksan Bes t Aralig1). Normal bir kitleden alinan n = 16
gozlemlik 6rneklemde £ = 53 ve s = 5 ise p icin %95 giiven araligini bulunuz. p = 50 degeri bu aralikta
midir?

Coziim.
t tablosundan t5 975 = 2, 131. Hata pay1 2,131 - 1,25 ~ 2, 66°dr:

[53—2,66;53+2,66]=[50,34;55,66] .

50 bu araligin disindadir. Bu, Ornek 12.20 ¢oziimiinde buldugumuz sonugla uyumludur: g = 50 iken
T’nin 2,4 ya da daha biiyiik olma olasilig1 0, 025’ten kiiciiktii.
|

Ornek 13.9 (On Alt1 Gozlemle Yiizde Doksan Dokuz t Aralig1). Normal bir kitleden alinan n = 16
gozlemlik 6rneklemde £ = 53 ve s = 5 ise p icin %99 giiven araligini bulunuz. ;1 = 50 degeri bu aralikta
midir?

Coziim.
t tablosundan t5 ( 995 = 2, 947. Hata pay1 2,947 - 1,25 ~ 3, 68'dir:

[53—3,68;53+3,68]:[49,32;56,68] .
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Bu kez 50 araligin icindedir. Ayni veri, %95 dizeyinde p = 50 ile uyumsuz, %99 diizeyinde ise uyumlu
goruniyor: daha yiiksek giiven, daha genis ve dolayisiyla daha “hoggoriilii” bir aralik demektir.
|

Biiyiik Orneklemlerde Aralik

Serbestlik derecesi bityiiditkce ¢ dagilimi standart normale yaklagir (Onerme 12.2). Bu, kantillerin de
yaklastig1 anlamina gelir; dolayisiyla biiytik 6rneklemlerde ¢ kantili yerine z kantili kullanilabilir.
Onerme 13.2 (t Kantillerinin Normal Kantillere Yakinsamasi). Her 0 < p < 1 i¢cin v — oo iken
t, p = 2, dir.

® v=2:4303
4,0 T
35T
®
3,0
e
P L}
257 o, v=9:2262
*0®eq, v =30:2,042
.'“'000000000000000000000
2 mm e — e 20 00000@00000000. 0000000000000000090000
Zy 975 = 1,96
| i i : : . . . v
0 10 20 30 40 50 60

Sekil 13.5: Serbestlik derecesine gore t(v; 0,975) kantilleri. v kiigiikken kantil 1,96'dan belirgin bi¢imde
bityiiktiir; v = 30 civarinda fark 0,1'in altina iner ve v biiyiidiikce kantiller z(0,975) = 1,96'ya yaklasr.

ispat.

F,,t, dagiliminin dagilim fonksiyonu olsun. Once her z igin F,,(x) — ®(x) oldugunu gésterelim. Onerme
12.2 (4) ispatinda f,(t) = ¢, g, (), g, (t) = e /2 ¢, — \/% vev > 2 iging, (t) < ﬁ bulunmustu.
¢, yakinsak oldugundan simirlidir; dolayisiyla f,,, biitiin dogru iizerinde integrali sonlu olan bir fonksi-
yonla sinirlanir ve f,,(t) — o(t) ‘dir. Baskin yakinsaklik teoremiyle

£ - [ " () de o / " p(t) dt = 0(x).

Simdi € > 0 verilsin. ® kesin artan oldugundan ®(z, —¢) < p < ®(2, + ¢€) dir. Yukanidaki yakinsak-
lik geregi bir v, ’dan sonra F,(z, —¢) <p < F,(z, +¢) olur. F, siirekli ve kesin artan oldugundan
E,(t, ,) = pesitligiz, —e <t, , < z,+¢€ verir. € keyfi oldugundant, , — z,.

|

Sekil, yakinsamanin ne kadar hizli oldugunu gésteriyor: ¢, 975 = 2,042 ile z( 975 = 1,96 arasindaki
fark yalniz 0,08'dir; v = 100 i¢in t14g ¢ 975 = 1,984’tiir. Bu ylizden uygulamada genel kural sudur:
orneklem hacmi n > 30 ise o bilinmese de ¢, _; 1_, /9 yerine z;_,, kullanilabilir ve yaklasik giiven
aralig1

= S
XF 210/ NG
olur. Biiyiik 6rneklemde kitlenin normal olmas: da gerekmez: merkezi limit teoremi X"i yaklastk normal

yapar. Ayrica S?, ¢%’nin tutarli bir tahmin edicisidir (Tanim 11.6); bilyilk n’de S/o oram 1’e yakin

oldugundan ;(/;\/% de yaklagik N (0,1) dagilimlidir. Bu, ispatini vermedigimiz bir yaklagim kuralidir.
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Ornek 13.10 (Bityitk Orneklemde Varyans Bilinmeden Aralik). Bir kitleden alinan n = 100 géz-
lemlik 6rneklemde z = 12,4 ve s = 2,5 bulunuyor. Kitle ortalamasi i¢in yaklasik %95 giiven araligim
bulunuz.

Cozim.
n = 100 > 30 oldugundan z kantili kullanilabilir: z, 975 = 1, 96. Standart hatanin tahmini \/iﬁ = 21—’5’ =
0, 25, hata pay1 1,96 - 0,25 = 0,49°dur:

[12,4—0,49;12,4+0,49 ] = [ 11,91;12,89 ] .

Kitle normal olsayd1 ve ¢ kantili kullanilsayd, 99 ¢ 975 ~ 1,984 ile hata pay1 1,984 - 0,25 ~ 0, 496 ve
aralik yaklagik [11,90; 12, 90] olurdu. Fark ikinci ondalik basamakta kalir.
|

Hangi araligin kullanilacag: iki soruya baglidir: ¢ biliniyor mu ve 6rneklem biiytik mii?

Durum Giiven aralig1 Kantil
Kitle normal, o biliniyor XFz_, /2 \/iﬁ kesin
Kitle normal, o bilinmiyor XF bn1,1-a/2 \% kesin
Kitle herhangi, n > 30, o bilini- XF Z1_a/2 \/LH yaklagik
yor

Kitle herhangi, n > 30, ¢ bilin- XFz_, /2 \% yaklasik
miyor

Kitle ortalamasi i¢in giiven araligini kurduk. Ayni yontemi kitle varyansina ve iki kitlenin karsilastiril-
masina Varyans ve Iki Kitle I¢in Aralik Tahmini bélimiinde uygulayacagiz; orada ki-kare ve F' dagilimlar:
da devreye girecek.
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14.1

14. Varyans ve Iki Kitle icin Aralik
Tahmini

Ortalama I¢in Aralik Tahmini bsliimiinde bir giiven araliginin nasil kuruldugunu gordiik. Yontem hep
aynidir: icinde yalniz bilinmeyen parametreyi tagiyan ve dagilimi timiiyle bilinen bir bitytikliik bulunur,
bu buytikliik iki kantilin arasina sikistirilir, sonra esitsizlikler parametre igin ¢oziiliir. Bu boliimde ayni
yoéntemi ii¢ yeni soruya uygulayacagiz: bir kitlenin yayilimi ne kadardir (02), iki kitleden hangisi daha
degiskendir (02 /o2) ve iki kitlenin ortalamalar1 ne kadar farklidir (4; — p15). Kullanacagimiz ki-kare, t ve
F dagilimlar1 Orneklem Dagilimlar: boliimiinde tanitildy; tablo degerleri Tablolar sayfasindan okunur.

Kitle Varyansi I¢in Giiven Aralig:

Bir dolum makinesinin siselere koydugu ortalama miktar dogru ayarlanmus olabilir; ama miktarlar siseden
siseye cok dalgalaniyorsa iiretim yine kusurludur. Bu ytizden kitle varyansini tahmin etmek, ortalamay:
tahmin etmek kadar 6nemlidir.

0?’nin dogal tahmin edicisi 6rneklem varyansidir:

1

n—14%
(2

S? =

(X, — X)*.
=1

52, 0%’nin yansiz tahmin edicisidir. Aralig1 bu yiizden S? {izerine kuracagiz. Anahtar sonug, normal bir
kitleden alinan n birimlik rastgele érneklem icin

(n—1)82
Tz Xa1
olmasidir (6rneklem varyansinin dagilimi). Bu bityiikliik bilinmeyen parametrelerden yalmz o%’yi igerir
ve dagilimi ne y’ye ne de 02’ye baghdir; aradigimiz biiyiikliik tam olarak budur.

Kitap boyunca oldugu gibi X?,y p» U serbestlik dereceli ki-kare dagiliminda solunda p alan kalan noktadur.
Ki-kare dagilimi yalmz pozitif degerler alir ve simetrik degildir. Bu yiizden normal ve ¢ dagilimlarindaki
gibi alt kantil iist kantilin eksi isaretlisi degildir; Xi,a /2 ile X?/, 1—a/2 x? tablosundan ayr1 ayr1 okunur.
Ornegin v = 9 icin X3 ¢ 925 = 2,70 ve X3 o 975 = 19, 02dir.

Teorem 14.1 (Varyans I¢in Giiven Araligr). X,,..., X, (n > 2), ortalamast ve varyansi bilinmeyen

N (u, 0?) kitlesinden alinmus bir rastgele 6rneklem ve S érneklem varyansi olsun. 0 < o < 1 igin 0% ’nin %
100(1 — «@) diizeyli giiven aralig

)

[ (n—1)S? (n—l)sﬂ

2 2
Xn—-1,1—0/2 Xn-1,a/2

olur. Biiyiik kantilin alt sinira, kiiciik kantilin dist sinira gittigine dikkat edin.

Ispat.
Q= (";—QSZ diyelim; Q ~ x?2_, 'dir. Kantillerin tanimindan Q nun lefl, )2 ’nin solunda kalma olasilig
a/2, thl)lfa/z ‘nin solunda kalma olasihgr 1 — a/2°dir. Dagihim siirekli oldugundan ug¢ noktalarin

olasiligy sifirdir ve

(07

«
P(XifLa/g < Q < Xifl,lfa/2) = (]. — 5) — 5 =1—a.

Simdi parantez igindeki olayr o2 icin ¢ozelim. n > 2 iken S? > 0 olasilig 1°dir ve iki kantil de pozitiftir;
yani esitsizlikteki biitiin terimler pozitiftir. Pozitif sayilarin tersini almak esitsizliklerin yoniinii degistirir:
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222 Boliim 14. Varyans ve Iki Kitle icin Aralik Tahmini

1 < o? < 1
Xi—l,l—a/2 ~ (n—1)82 7 X?L—I,Q/Q

Her tarafi pozitif (n — 1)S? ile carpinca
(n—1)82

2
Xn—1,1-0/2

(n—1)82

<g?<
2
X'n,—l7 a/2

bulunur. Bu olay bastaki olayla aynidir, dolayisiyla olasiligi da 1 — o’dir.
|

Sinirlar $?’ye bagli oldugu icin rastgeledir. Orneklem gozlendikten sonra S? yerine gozlenen s? degeri
konur ve sayisal bir aralik elde edilir; bu araligin yorumu ortalama i¢in kurulan araliklarinki gibidir. Aralik
s%’nin iki yanina esit uzanmaz: ki-kare egrisi saga carpik oldugundan iist sinir s?’den ¢ok daha uzaktadr.
Bir de uyar1: bu aralik kitlenin normal olmasina ¢ok duyarlidir. Ortalama icin kurulan araliklar biiyiik
orneklemlerde merkezi limit teoremi sayesinde normallikten sapmaya dayaniklidir; varyans araliginin
boyle bir glivencesi yoktur.

Standart sapma varyansin karekokii oldugundan onun aralig1 da kokler alinarak bulunur.

Sonug 14.1 (Standart Sapma I¢in Giiven Araligl). Varyans araliginin (Teorem 14.1) varsayimlari
altinda o’min %100(1 — «) diizeyli giiven aralif

(n—1)52 (n—1)52
Xi—l,l—a/2 ’ Xi—l,a/2
ispat.

Sinirlara kisaca A ve B diyelim (0 < A < B). o > 0’dir ve karekok fonksiyonu [0, 00) iizerinde kesin
artandir; bu yiizden

olur.

A<o?<BsVA<o<VB.

Iki olay ayni oldugundan olasiliklar: da aynidir ve varyans araligina (Teorem 14.1) gore bu olasilik 1 —
o dir.
|

Ornek 14.1 (Dolum Makinesinin Varyansi). Bir dolum makinesinden rastgele secilen 10 sisedeki
stvi miktarlari 6lciiliiyor ve 6rneklem varyansi s? = 4, 8 (mL?) bulunuyor. Miktarlarin normal dagildigini
varsayarak kitle varyansi o2 igin %95 giiven araligini bulunuz.

Coziim.
n = 10 oldugundan serbestlik derecesi v = 9dur. 1 — o = 0, 95 i¢in her kuyruga «/2 = 0, 025 kalur.
x? tablosundan

X3,0,025 = 2,70, X§,0,975 =19,02
okunur. Pay her iki sinirda aynidir:
(n—1)s2=09-4,8 =43,2.
Varyans araliginda (Teorem 14.1) alt sinur bityiik kantille, @ist sinir kiigiik kantille boliinerek bulunur:

43,2 43,2
3—’~,2,271, 432 _

= 16,0.
19,02 2,70 ’

Buna gore %95 giiven aralii
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2,271 < 0% < 16,0

2

olur. Nokta tahmini s> = 4, 8 bu araligin ortasinda degil, alt ucuna yakindir; iist smir s2’nin ii¢ katindan

fazladir. On goézlemle bir varyansi ancak bu kadar kaba tahmin edebiliriz.

2,27 =438 orta nokta ~ 9,14 16,0

Sekil 14.1: ¢®i¢in %95 giiven aralif1 [2,27; 16,0] ve nokta tahmini s® = 4,8. Tahmin araligin ortasinda
degil, alt uca yakindir: aralik s*nin iki yanina esit uzanmaz, saga dogru ¢ok daha uzundur.

Ornek 14.2 (Dolum Makinesinin Standart Sapmasi). Ayni dolum makinesinden secilen 10 sisede
orneklem varyansi s?> = 4,8 bulunmustu. Miktarlarin normal dagildigini varsayarak kitle standart sap-
masi o i¢in %95 giiven araligini bulunuz.

Cozim.
Onceki drnekte o2 icin %95 giiven araligi 2,271 < 02 < 16,0 bulundu. Standart sapma araligina
(Sonug 14.1) gore sinirlarin karekokiini aliriz:

V2,271~ 1,507, /16,0 = 4,0.

Buna gore 1,507 < 0 < 4,0 (mL) olur. Kargilastirma icin nokta tahmini s = /4,8 ~ 2,191’dir; bu
deger de araligin ortasinda degildir.
|

Ornek 14.3 (Ham Veriden Varyans Araligr). Bir laboratuvarda ayni numune iizerinde yapilan 8
bagimsiz 6l¢iim sunlardir:

12,4; 11,8; 12,9; 12,1; 13,0; 11,65 12,5; 12, 1.

Olciimlerin normal dagildigini varsayarak dlciim varyansi o2 icin %90 giiven araligini bulunuz.

Coziim.
Once 6rneklem ortalamasini bulalim. Olgiimlerin toplami 98, 4 oldugundan
98,4
r="—"—=12,3.
T8

Ortalamadan sapmalar sirastyla
0,1; —0,5; 0,6; —0,2; 0,7; —0,7; 0,2; —0,2
ve bunlarin kareleri
0,01; 0,25; 0,36; 0,04; 0,49; 0,49; 0,04; 0,04
olur. Karelerin toplam1 Y (x; — #)? = 1, 72°dir. Demek ki

1,72
(n—1)s? =1,72, s2 = T ~ 0,2457.

Araligmm sinirlarinda yalniz (n — 1)s? gegtiginden s2’yi ayrica yuvarlamaya gerek yoktur. Serbestlik
derecesi v = 7’dir. 1 — a = 0,90 icin her kuyruga 0, 05 kalir ve x? tablosundan
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224 Boliim 14. Varyans ve Iki Kitle icin Aralik Tahmini

X$,0,05 =2,17, X$,0,95 = 14,07

okunur. Sinirlar

1,72 1,72
=2 40,1222, ==~ 0,792
14,07 0,1222, 2,17 0,7926

oldugundan %90 giiven aralig1 0,1222 < 02 < 0, 7926 olur. Karekdkler alinirsa 6lciimlerin standart
sapmasi i¢in de 0,350 < o < 0, 890 aralig elde edilir.

x%; yogunlugu

X*7;0,05 = 2,17 X’7;0,95 = 14,07

Sekil 14.2: Serbestlik derecesi 7 olan ki-kare yogunlugu. 2,17'nin solunda ve 14,07'nin saginda 0,05'er
alan kalir; aradaki alan 0,90'dir. Varyans araliginda bilyiik kantil 14,07 alt sinirin, kiigiik kantil 2,17 st
smirin paydasina gider.

14.2 1ki Varyansin Orani icin Giiven Aralig:

Iki makineden, iki 6l¢iim yonteminden ya da iki iiretim hattindan hangisinin daha tutarli ¢alistigini
anlamak i¢in varyanslarini kargilagtiririz.

iki kitlenin bilinmeyen varyanslar1 o? ve o3 ise karsilastirmayi fark yerine oran iizerinden yapariz:
0? /a2 oram 1’e yakinsa yayilimlar benzerdir, 1’den ¢ok biiyiikse birinci kitle daha degiskendir. Oranin
dogal nokta tahmini s /s2’dir. Orani1 secmemizin nedeni, 6rneklem varyanslarinin oraninin dagiliminin
bilinmesi ve bilinmeyen parametrelere bagl olmamasidir.

Bu kisum ve béliimiin geri kalani boyunca su diizeni kullanacagiz: X, ..., X1, , N (g, o?) kitlesinden;
Xo1, -y Xony N (14g, 03) kitlesinden alinmus rastgele drneklemlerdir ve iki 6rneklem birbirinden bagim-

sizdir. X1, X, 6rneklem ortalamalari, S, S2 6rneklem varyanslaridir.

Teorem 14.2 (iki Orneklem Varyansinin Orani). Yukaridaki diizende
n, (X ifX )2

_ S3o? _ Xk R

= = — ~J
SS/CT% En2 (Xg—X5)? mi—1,np—l
j=1 o3 (ny—1)

F

olur. Bu biiyiikliige payi v; = ny — 1, paydasi vy = ngy — 1 serbestlik dereceli F' istatistigi denir.

ispat.
Ikinci esitlik yalnizca S? ve S2’nin taniminin yerine yazilmasidir. Dagilim icin
U= (ny —1)5¢ V= (ny —1)53
= 2 ) = 2
01 g3

diyelim. Her orneklem normal bir kitleden geldigi icin U ~ Xil—l veV r~ XiQ—l ‘dir (6rneklem varyan-
simin dagilimi). U yalniz birinci 6rnekleme, V' yalniz ikinci drnekleme baghdir; orneklemler bagimsiz
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oldugundan U ile V' de bagimsizdir. F' dagiliminin tanimina gore serbestlik dereceleriyle boliinmiis iki
bagimsiz ki-kare degiskeninin orani

U/(ny —1)

dagihmina sahiptir. U/(ny — 1) = S? /0% ve V/(ny — 1) = S2 /03 oldugundan bu oran tam olarak
Fdir.
|

F dagiliminin kantilleri de sol kuyruk alaniyla gésterilir: £, , . F, , dagilminda solunda p alan kalan

noktadir. F' tablosu yalnz p = 0,95, 0,975 ve 0,99 degerlerini verir; kii¢iik p’ler icin
1

ViV, T
vy,vy, 1—a

esitligi kullanilir (F' degiskeninin tersi); bu esitlik, F ~ F, , ise 1/F ~ F, , olmasindan gelir. Serbest-
lik derecelerinin yer degistirdigine dikkat edin.

Teorem 14.3 (Varyans Oram I¢in Giiven Araligi). Yukaridaki diizende v, =n, — 1, vy =ny — 1
olsun. 02 /o2 oraninin %100(1 — «) diizeyli giiven aralif

2 FV27V11 1-a/2

olur. Karekékler alinarak o /o4 icin de ayni diizeyli bir aralik elde edilir.

Fy 1, yogunlugu

0,025

0,025

Fg 12,0,025 = 0,238 Fg 12. 0975 = 3,51

Sekil 14.3: Serbestlik dereceleri 8 ve 12 olan F yogunlugu. Sag kuyrugun simiri olan 0,975 kantili 3,51
tablodan okunur. Sol kuyrugun sinir1 olan 0,025 kantili tabloda yoktur; serbestlik dereceleri yer degistirmis F
dagiliminin 0,975 kantilinden 1/4,20 ~ 0,238 olarak bulunur. Her kuyrugun alani 0,025, aradaki alan 0,95'tir.

ispat.

2 2 .
F istatistiginin dagilimina (Teorem 14.2) gore F' = g—é . Z—ijf ~ F, ,, dir. Iki kuyruga a/2 birakinca

S? o2
P F;’17V2)a/2 < ? : ? < F;Jl,uz,lfa/2 =1—-a
2 1

olur. Terimlerin hepsi pozitiftir. Once tersleri alalim; esitsizliklerin yonii degisir:

1 S2 1
<.
Ful,u2,1foc/2 Sl

E

V1,Va, af2

S

Sonra her tarafi pozitif S /S ile carpalim:
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226 Boliim 14. Varyans ve Iki Kitle i¢in Aralik Tahmini

S2 1 o? S? 1
F o SA S T
2 Vy,Vy, 1—a/2 03 2 Vy,Vg, 0f2

Son olarak 1/1;;/1,;/2,(1/2 =F, ., 1-a/2 Yazilinca iist simir istenen bigimi alr. Olay degismedigi i¢in
olasihk 1 — o’dwr. 0 /04 igin, standart sapma araliginda (Sonug 14.1) oldugu gibi, karekékiin kesin artan
olmasi kullanilir.

|

Araligin 1’i igerip icermedigi 6nemli bir bilgidir. 1’i igeriyorsa veriler “varyanslar esittir” varsayimiyla
celismez; timiyle 1’in saginda (ya da solunda) kaliyorsa birinci kitlenin varyansi daha biiytktiir (ya da
daha kiiciiktiir). Bu bilgiyi asagida iki ortalamanin farki igin dogru aralig1 secerken kullanacagiz.

Ornek 14.4 (iki Dolum Makinesinin Varyanslari). ki dolum makinesinin tutarliligi karsilastiriliyor.
Birinci makineden 9, ikinci makineden 13 sise rastgele seciliyor; doldurulan miktarlarin 6rneklem
varyanslari s? = 3,6 ve s = 1,8 bulunuyor. Miktarlarin iki makinede de normal dagildigini ve 6rnek-
lemlerin bagimsiz oldugunu varsayarak o? /o2 icin %95 giiven araligimi bulunuz.

Cozim.
Serbestlik dereceleri v; =9 —1 = 8 ve v, = 13 — 1 = 12°dir. Nokta tahmini

1—a=0,95i¢in 1 — /2 = 0,975’tir. F' tablosunun p = 0,975 kismindan

Fs,12,0,975 = 3,51, Fl2,8,0,975 =4,20
okunur (ilkinde stitun 8, satir 12; ikincisinde siitun 12, satir 8). Varyans orani araligina (Teorem 14.3)
gore

2
— =~ 0,570, 2-4,20 = 8,40,
3,51 ’
yani %95 giiven aralig1 0,570 < 0% /02 < 8, 40’dr. Birinci makinenin érneklem varyansi ikincininki-
nin iki kat1 olsa da aralik 1’i icerir: bu kiiciik 6rneklemlerle iki makinenin kitle varyanslarinin farkl
oldugu séylenemez.
]

Ornek 14.5 (iki Ol¢iim Yonteminin Standart Sapmalari). Ayni biiyiikliik iki farkli yontemle 6lgii-
lityor. Birinci yontemle yapilan 11 élgiimiin 6rneklem varyansi s7 = 12,5, ikinci yontemle yapilan 16
olciimiinki s2 = 2, 5’tir. Ol¢ciimlerin normal dagildigini ve iki 6rneklemin bagimsiz oldugunu varsayarak
standart sapmalarin orani o, /7, igin %90 giiven araligini bulunuz.

Coziim.

Serbestlik dereceleri v; = 10 ve v, = 15tir; nokta tahmini s%/s3 = 12,5/2,5 = 5’tir. 1 — a = 0, 90
icin 1 — a/2 = 0,95 oldugundan F' tablosunun p = 0, 95 kismina bakariz:

Flo,15,0,95 =2,54, Fl5,10,0,95 = 2,85.

Once varyanslarin orani icin arahigi kuralim:

5
2 ~1 .2.85 = 14,2
751 ,969, 52,85 = 14,25,

yani 1,969 < 02 /03 < 14, 25. Karekokler alininca

/1,969 ~ 1,403, /14,25 ~ 3,775
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ve %90 giiven araligi 1,403 < 0, /0y < 3,775 olur. Aralik tiimiiyle 1’in sagindadir: birinci yéntemin
standart sapmasi ikincininkinden biiytiktiir, iistelik en az yaklagik 1, 4 katidir.

I
I
iki makine 1 | ° 1
%95 ! ! !
0,570 ! 8,40
iki yéntem | : ° :
%90 !
| 1,97 14,25
4 4 } + T oran
0,2 0,5 1 2 5 10 20

Sekil 14.4: Varyans orani ¢,°/c,” i¢in iki giiven araligy, logaritmik eksende (siyah noktalar s,*/s,
tahminleridir). Makinelerin aralig1 1'i icerir: varyanslarin esit olmas verilerle celismez. Yontemlerin
aralig1 timiyle 1'in sagindadir: birinci yontemin varyansi daha biyiiktir.

Iki Ortalamanin Farki I¢cin Giiven Aralig1

Deneysel calismalarda ¢ogu zaman iki kitlenin ortalamalarini karsilastiririz: iki giibrenin verimini, iki
Ogretim yonteminin basarisini, iki makinenin ortalama dolumunu. Bilinmeyen parametre artik p; — o
farkidur.

Onceki kisimdaki diizeni koruyoruz: iki bagimsiz rastgele orneklem, birincisi N(u,,02), ikincisi
N (py, 02) kitlesinden. X, ve X, sirastyla y1; ve j, nin yansiz tahmin edicileri oldugundan

E(X; —X5) = py — g
olur ve X; — X, 11 — ft nin yansiz nokta tahmin edicisidir. Araligin bi¢imi ise varyanslar hakkinda ne
bildigimize bagldir. U¢ durum vardir:

1. Kitle varyanslari o2 ve o2 biliniyor.
2. Kitle varyanslari bilinmiyor ama esit kabul ediliyor: 07 = o3.
3. Kitle varyanslar1 bilinmiyor ve farkli kabul ediliyor: o3 # o3.

U¢ durumun hepsinde kullanacagimiz temel sonug, érneklem ortalamalari farkinin dagilimidir.

Onerme 14.1 (Orneklem Ortalamalarinin Farki). Yukardaki diizende

_ _ o? o2
X1_X2NN<N1_M27n—1+ 2
1

)

ve dolayisiyla
X - X)) — (g —
7 — (X, 2) — (11 — py) ~ N(0,1)
o} | o3
ny 2
olur.
Ispat.

Normal kitlede 6rneklem ortalamasinin dagihimina gore Xy ~ N(py,0% /ny) ve Xy ~ N(pg, 0% /ny) dir
X, yalmiz birinci, X, yalmz ikinci 6rnekleme baghdir; orneklemler bagimsiz oldugundan X ile X, de
bagimsizdir. Bagimsiz normallerin dogrusal birlesimi a; = 1, aqg = —1 katsayilariyla uygulanirsa

- - 2 2
X — X, NN(/il/lzalz'ﬁ"‘(l)Z'Q)
ny Ny
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bulunur. Varyanslar toplanir, ¢iinkii —1 katsayisinin karesi 1 °dir: fark almak belirsizligi azaltmaz. Normal
bir degiskenden ortalamasini ¢ikarip standart sapmasina bolmek standart normal bir degisken verdiginden

Z ~ N(0,1) dir.
]

Varyanslar Biliniyorsa

Varyanslar biliniyorsa Z’nin icinde bilinmeyen tek sey u; — p,’dir ve aralik dogrudan kurulur. z,,
standart normal dagilimin solunda p alan kalan noktasidur.

Teorem 14.4 (Varyanslar Bilinirken Ortalama Farki). o ve 02 biliniyorsa j1; — s nin %100(1 —
o) diizeyli giiven aralifinin sinirlar

2 2
= = g ag
X, —X,)Fz L 42
(X4 2) 1-a/2 n, | n,

olur; eksi isareti alt sinir, arti isareti iist sinirt verir.

ispat.
Kisalik igin o, = /0% /ny + 02 /ny diyelim. Standart normal dagilim 0 etrafinda simetrik oldugundan
Zaj2 = —Z1_q/2 dir ve farkin dagilimina (Onerme 14.1) gore

P(*Zl—a/Q <Z< zl—a/2) =l-a

olur. Esitsizligi pozitif o, ile carpalim:

—21_q/20p < (Xy — X)) — (ug — o) < %1-a/29D-
Her taraftan X, — X, ’yi ¢tkarp —1 ile carpalim (yonler degisir, sonra iki ug yer degistirir):
(X; — X,) — Z1_a/20p S Py — fo < (X, —X,y) + 21-a/29D-

Olay degismediginden olasiigi1 1 — o’dir.
]

Ornek 14.6 (Iki Uretim Hattinin Ortalamalar1). ki iiretim hattindan cikan paketlerin agirliklar:
normal dagiliyor ve uzun deneyimden standart sapmalarin birinci hatta 0, = 5 g, ikinci hatta o0, =6 g
oldugu biliniyor. Birinci hattan 25 paketin ortalamasi z; = 80 g, ikinci hattan 36 paketin ortalamasi z, =
75 g bulunuyor. p; — s icin %95 giiven araligini bulunuz.

Cozim.
Farkin standart sapmasi

2 2
o, % _ )2

5 36
— + — =v2=~1,4142.
ny, n 25 + 36 Vaml,

1 —a = 0,95icin z; g75 gerekir. Standart normal tablosunda O ile 1, 96 arasindaki alan 0, 4750’dir; sag
kuyrukta 0, 025 kalir ve z 975 = 1, 96 olur. Hata pay1
1,96 - 1,4142 ~ 2,772,
nokta tahmini &; — z, = 5’tir. Bilinen varyansl araliga (Teorem 14.4) gore
5—2,772 = 2,228, 542,7712="7,772,

yani %95 giiven aralig1 2,228 < p; — py < 7,772 (g) olur. Aralik 0’1 icermez ve timiiyle pozitiftir:
birinci hattin ortalama agirlig1 daha bityiiktar.
|
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Varyanslar Bilinmiyor ama Egitse

Uygulamada kitle varyanslari ¢ogu zaman bilinmez. Once iki kitlenin ayni varyansa sahip oldugunu, yani

0? = 02 = 02 oldugunu kabul edelim. O zaman farkin dagilimindaki (Onerme 14.1) biiyiiklik

A (Xy — X5) — (py — po)

bicimini alir ve iginde bilinmeyen o vardir. S? ve SZ’nin ikisi de ayni1 ¢%’yi tahmin ettiginden, ikisini
birlestirip tek ve daha iyi bir tahmin elde ederiz.

Tanim 14.1 (Ortak Varyans). Iki érneklemin ortak (birlestirilmis) varyansi

ny —1)87 + (np, —1)S3
ny +ny —2

s2=

p

istatistigidir; S, = /52 yazilr.

Yani Sﬁ, iki 6rneklem varyansinin serbestlik dereceleriyle agirliklandirilmis ortalamasidir: biiytik 6rnek-
lemin varyansi daha c¢ok agirlik alir, n; = n, ise basit ortalama elde edilir. Pay, her gozlemin kendi
orneklem ortalamasindan sapmalarinin karelerinin toplanudir. E(S?) = E(S%) = o2 oldugundan

(ny —1)o? + (ny — 1)o? 2

E(S?) = =
(S2) e o,

yani SIQ) de 0®’nin yansiz tahmin edicisidir.

Teorem 14.5 (Ortak Varyansh t Istatistigi). Yukaridaki diizende 02 = o3 ise

T— (Xy — X5) — (py — po) ~t

S /XL

p nq 2

ny+ngy—2

olur.

Ispat.

Ortak varyansa o2 diyelim ve ii¢ adimda ilerleyelim.

Pay. Farkin dagilimina (Onerme 14.1) gore yukandaki Z standart normaldir.
Payda. Ortak varyansin tanimindan

(nq +ny — 2)52 (ny — 1)S% (ngy — 1)522
W= 2 £ = 2 + 2

g g g

olur. Sagdaki iki terim sirasiyla Xle_l ve be_l dagilimlidir ve farkly 6rneklemlere bagh olduklarindan
bagimsizdir. Bagimsiz ki-kare degiskenlerinin toplami, serbestlik dereceleri toplanmus bir ki-kare degiske-
nidir (bagimsiz ki-kare degiskenlerinin toplamu); dolayisiyla W ~ X$7,1+n2—2'

Bagimsizlik. Normal bir érneklemde X ile S? bagimsizdir. Orneklemler de birbirinden bagimsiz oldu-
gundan X, 8%, X,, S2 dordi birden bagimsizdwr. Z yalmz X, ve X, ’ye, W yalniz S? ve S2’ye bagh
oldugundan Z ile W bagimsizdir.

t dagihmimn  tammina  gére Z [ VW/(ng +ny—2) ~ tyn 4n,—2 dir Bu orami acalim:
VW/(ny +ny —2) = 8,/0 oldugundan

4 :(Xl_XQ)_(:ul_MQ).i
S,/o o /n%"‘n% S,

Bilinmeyen o sadelesip gider; T 'nin dagiimit,, ., _,'dir.
|

=T.
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Teorem 14.6 (Esit Varyanslarda Ortalama Farki). o? = o2 kabul ediliyor ama ortak deger bilinmi-
yorsa 1, — py nin %100(1 — «) diizeyli giiven araliginin sinirlar

- = 1 1
(Xl - XQ) + tn1+n2—2,1—a/2Sp n_l + n_2

olur.

Ispat.
t dagilimi 0 etrafinda simetrik oldugundan, v = n, + ny — 2 icin ortak varyansh t istatistigine (Teorem
14.5) gore

P(itv,l—a/2 <T< tv,l—a/Q) =l-a

olur. Esitsizligi pozitif S,\/1/nq + 1/ny ile ¢arpip bilinen varyansh araligin (Teorem 14.4) ispatindaki
gibi 1, — pg igin ¢oziince istenen sinirlar bulunur; olay degismediginden olasilik 1 — o’dir.
|

Ornek 14.7 (Iki Ogretim Yontemi). Iki 6gretim yontemi karsilastiriliyor. Birinci yontemle calisan 10
dgrencinin siav puanlarmin ortalamasi Z; = 85, érneklem varyansi s? = 16; ikinci yontemle galigan
12 égrencininki Z, = 81 ve s3 = 25’tir. Puanlarin iki grupta da normal dagildigini, varyanslarin esit
oldugunu ve gruplarin bagimsiz oldugunu kabul ederek p; — 5 icin %95 giiven araligini bulunuz.

Cozim.
Once ortak varyansi hesaplayalim:
9 9-16+11-25 144+ 275 419

- - =22 _90.05
T 10+ 122 20 20 799

buradan s, = /20,95 ~ 4,577. Ayrica

\/1 + 1 —\/11“‘04282
10 12 Veo

oldugundan farkin tahmini standart sapmasi 4, 577 - 0, 4282 =~ 1, 960 tir. Serbestlik derecesi v = 20 ve
¢ tablosundan ty ( 975 = 2,086 dwr. Hata pay1

2,086 - 1,960 ~ 4,088,
nokta tahmini ; — x, = 4’tur. Esit varyansh araliga (Teorem 14.6) gore
4 —4,088 = —0, 088, 444,088 = 8,088,

yani %95 given aralign —0,088 < p; — py < 8,088 olur. Aralik 01 (kil pay: da olsa) icerir: birinci
grubun ortalamasi 4 puan yiiksek ¢ikmis olsa da bu verilerle %95 giivenle yontemler arasinda fark
oldugu séylenemez.

|

Iki 6rneklem de biiyiikse (kabaca n; > 30 ve ny, > 30) isler kolaylasir. Merkezi limit teoremi sayesinde,
kitleler tam normal olmasa bile, Onerme 14.1 igindeki Z yaklasik olarak standart normaldir. Biiyiik 6rnek-
lemlerde S? ve S2 de kitle varyanslarina ¢ok yakin degerler alir; 02 yerine S? yazmanin bu yaklasimi
bozmadig1 gosterilebilir (burada ispatlamiyoruz). Yani

(Xl - X72) — (1 — po)
St 53
ny Ny

de yaklagik olarak standart normal dagilir. Buna gore, varyanslar bilinmese ve esit kabul edilmese de,
[y — po i¢in yaklagik %100(1 — «) diizeyli giiven sinirlari
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- - Sz §2
(X1 —X5) F Z1—a/2 n_i + n_z

olur. Bu, bilinen varyansh araligin (Teorem 14.4) o2 yerine S? yazilmis halidir.

Ornek 14.8 (Biiyiik Orneklemlerle Ortalama Farki). ki sehirde hanelerin giinliik su tiiketimi
karsilastiriliyor. Birinci sehirden 50 hanenin ortalamasi z; = 72 litre, standart sapmas1 s; = 8 litre; ikinci
sehirden 40 hanenin ortalamasi £, = 68 litre, standart sapmas1 s, = 6 litredir. u; — g5 icin yaklasik %95
giiven araligini bulunuz.

Cozim.
Iki 6rneklem de 30’dan biiyiik oldugundan z ile yaklagik aralik kurabiliriz. Farkin tahmini standart
sapmasl

82 62
4+ =412 = /2,18 ~ 1,4765.
=5+ /1,28 40,90 = /2,18 ~ 1,4765

Standart normal tablosundan 2( g75 = 1,96 oldugundan hata pay1 1,96 - 1,4765 ~ 2, 894’tiir. Nokta
tahmini 72 — 68 = 4 oldugundan
4—2,894 = 1,106, 442,894 = 6,894,

yani yaklagik %95 giiven aralig1 1,106 < py — po < 6,894 (litre) olur. Birinci sehirde ortalama tiitketim
daha yuksektir.
|

Varyanslar Bilinmiyor ve Farkliysa

Varyanslarin esit oldugunu kabul edemiyorsak her birini kendi 6rneklem varyansiyla tahmin ederiz.
Farkin dagilimindaki (Onerme 14.1) Z’de o2 yerine S? yazilinca

T — (Xy — X5) — (11 — po)
St 53
[

bulunur. Kiigitk 6rneklemlerde T ne standart normaldir ne de tam olarak bir ¢ dagilimina sahiptir; iistelik
gercek dagilimi bilinmeyen o7 /03 oranina bagldir. Bu yiizden 7”’nin dagilimma uygun bir serbestlik
dereceli t dagilimiyla yaklagilir. Serbestlik derecesini belirlemek igin cesitli yollar vardir; en yaygim
asagidaki Welch-Satterthwaite (Smith—Satterthwaite olarak da anilir) yaklagimdur.

Teorem 14.7 (Welch--Satterthwaite Aralig1). Yukaridaki diizende 0? ve o3 bilinmiyor ve esit kabul
edilmiyorsa T’ yaklasik olarak t,, dagilimina sahiptir; burada

2
5.8
ny Ny

(83/n1)% | (S3/na)”

n,—1 no—1

dir. Buna gére j1; — i icin yaklasik %100(1 — «) diizeyli giiven sinirlar

- - S2 52
X, —X,)Ft L1422
(X, 2) Ftu1-a/ nl + y

olur. v genellikle tam say: degildir; tablo kullanilirken bir alt tam sayiya yuvarlanir. Ayrica her zaman
min(ny,ny) — 1 <v<n; +n,—2
saglanur.

Serbestlik derecesinin gerekcgesi.
Kisalik igina;, = 02 /n; veV = S%/n; + S2/n, diyelim; § = a; + a, olsun.
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V’nin beklenen degeri ve varyansi. Normal drneklemde drneklem varyansinin momentleri

4
20;

n; —1

E(Sf) =0},  Var (S}) =
oldugundan E(V') = 0 bulunur. Ayrica

v S? 1 20 2a?
ar | — | = —=- = .
n, n? n,—1 n;—1

K2

S? ile S2 bagimsiz oldugundan

2a? n 2a3

Var (V) = .
ar (V) n;—1 mny—1

Yaklasim. Z = | (X) — Xy) — (g — po) ] /V8 standart normaldir ve T' = Z / V'V /8 yazlabilir.
Z, V’den bagimsizdir, ¢iinkii normal orneklemlerde érneklem ortalamalari 6rneklem varyanslarindan
bagimsizdir. Eger bir v icin vV /0 ~ x2 olsayds, t dagiliminin tanimina gére T’ tam olarak t,, dagilimina
sahip olurdu. Béyle bir V ’nin beklenen degeri 6, varyansi

62 202

V2 v

olurdu. Beklenen deger zaten uyuyor; v’yii varyanslar da esit olacak bicimde secelim:

202 2a} 2a3 ~ (ag +ay)?
T_n—l—i—n—l@”j_ af a3
1 2 ny—1 + ny—1

Bilinmeyen a; = o2 /n; yerine tahminleri S? /n; yazilinca teoremdeki v elde edilir. Aralik, esit varyansh
durumdaki (Teorem 14.6) gibi

P(itv,l—a/2 < T’ < tv,l—a/2) ~l-—a

esitsizligi py — po icin ¢oziilerek bulunur.
v'niin siirlar. b, = S2/n, ve k; = n; — 1 yazalim. Cauchy-Schwarz esitsizligiyle

= (i o) < (e )

yaniv < ky + ky = nq + ny — 2; esitlik by /ky = by /ky iken saglanir. Ote yandan k = min(k;, ky) igin
b | b3 < bf + b3 < (by +by)?

k, k,~ k — k

yaniv > k = min(nq, ny) — 1. Asagidaki sekil v 'niin iki 6rneklemin katkilarinin oranina gore bu simirlar
arasinda nasil degistigini gosterir.
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15t

11T
R=17,5;v~38289

5+ ' ; . > R
0,01 0,1 1 10 100

Sekil 14.5: n; = 8, n, = 12 icin Welch serbestlik derecesi v, R = (s;%/n,)/(s,*/n;) oranminin fonksiyonu olarak

(yatay eksen logaritmik). v hi¢bir zaman 18'i asmaz ve 7'nin altina inmez; en biiyiik deger R = 7/11'de

alimir. R biiyidiikge v, birinci 6rneklemin n, - 1 = 7 degerine, R kii¢iildiikce ikinci 6rneklemin n, - 1 = 11
degerine yaklagir. Turuncu nokta ornekteki R = 7,5 durumudur.

Alt tam sayiya yuvarlamak serbestlik derecesini kii¢iiltiir, ¢ kantilini buyiitiir ve aralig1 biraz genisletir;
yani giivenli taraftadir. v’ntin alt siniri, en kotit durumda bile kiigiik 6rneklemin serbestlik derecesini
kullanabilecegimizi sGyler.

Ornek 14.9 (Degiskenligi Farkli Iki Kitle). ki kitleden bagimsiz 6rneklemler alinyor. Birinci kitleden
8 gozlemin ortalamasi Z; = 30 ve drneklem varyansi s? = 20; ikinci kitleden 12 gozlemin ortalamast
T, = 25 ve 6rneklem varyansi s2 = 4’tiir. Kitlelerin normal oldugunu ve varyanslarinin farkli oldugunu
kabul ederek p1; — 5 icin %95 giiven araligini bulunuz.

Cozim.
Iki katkiy1 ayr1 ayr1 hesaplayalim:
s2 20 2

4
=—=2,5 — = —~0,3333.
ng 8 o ny 127

Toplamlar1 2, 8333 oldugundan farkin tahmini standart sapmasi /2, 8333 & 1,6833’tiir. Serbestlik
derecesi icin pay ve paydayi ayr1 hesaplayalim:

pay = 2,8333% ~ 8,0278,
2,52 0,33332
—_ _|_ P —

d p—
payca=—y 11

~ 0,8929 + 0,0101 = 0, 9030.
Buna gore v & 8,0278/0, 9030 ~ 8, 89’dur ve bir alt tam say1ya yuvarlayarak v = 8 aliriz. ¢ tablosun-
dan tg o 975 = 2,306 okunur. Hata pay1
2,306 - 1,6833 ~ 3, 882,
nokta tahmini 30 — 25 = 5’tir. Welch-Satterthwaite araligina (Teorem 14.7) gére
5—3,882 =1,118, 5+ 3,882 = 8,882,

yani yaklagik %95 giiven araligr 1,118 < pq — py < 8,882 olur.

v =~ 8,89 degerinin n; + n, — 2 = 18den ¢ok kiiciik, alt smir n; —1 = 7’ye ise yakin olduguna
dikkat edin. Nedeni, farkin varyansinin neredeyse tamaminin kiiciik ve degisken birinci 6rneklemden
gelmesidir (2, 5’e karg1 0, 33); araligin belirsizligini asil bu 6rneklem belirler.

|

Uc durumu bir arada kullanmak icin basit bir recete verelim.
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© U¢ adimda dogru araligi segmek

1. Kitle varyanslar1 biliniyorsa z araligini (Teorem 14.4) kullanin.

2. Varyanslar bilinmiyor ama iki 6rneklem de biiyiikse (n;,n, > 30) 07 yerine s? yazilmis 2 aralig
yeterlidir.

3. Varyanslar bilinmiyor ve érneklemler kiiciikse énce 0% /a2 icin bir aralik kurun (Teorem 14.3).
Aralik 1’ iceriyorsa varyanslari esit kabul edip ortak varyansl ¢ araligini (Teorem 14.6), icermi-
yorsa Welch araligini (Teorem 14.7) kullanin. Emin olamadiginizda Welch aralig1 giivenli se¢imdir:
varyanslar esit oldugunda da iyi ¢alisir.

6,% = 0,% 6,24 06,2

1. kitle

1. kitle 2. kitle

2. kitle

t X

Sekil 14.6: Ortalamalar1 10 ve 16 olan iki normal kitle. Solda iki egri ayn1 bicimdedir, yalniz yerleri
farklidir: varyanslar esittir ve tek bir ortak o® tahmin edilir. Sagda birinci kitle dar, ikincisi genistir:
varyanslar farklidir ve her biri ayr1 tahmin edilir.

Ornek 14.10 (Aralik Tiiriinii Se¢cmek). Iki 6l¢iim yéntemi karsilastiriliyor. Birinci yéntemle yapilan
11 dl¢iimiin ortalamast 7, = 40, 2 ve 6rneklem varyansi s? = 12, 5; ikinci yéntemle yapilan 16 6l¢iimiin
ortalamasi 7, = 36, 5 ve drneklem varyansi s3 = 2, 5’tir. Olciimler normal dagiliyor ve érneklemler ba-
gimsizdir; kitle varyanslar bilinmiyor. pq — 5 icin %95 giiven araligini uygun yontemi secerek bulunuz.

Coziim.
Yontemin se¢imi. Varyanslar bilinmiyor ve 6rneklemler kiiciik, dolayisiyla recetenin ii¢iincii adimin-
dayiz. Bu veriler icin 0% /o2’nin %90 giiven araligini daha énce (Ornek 14.5) 1,969 < 02 /02 < 14,25
olarak bulmustuk. Aralik 1’i icermez; varyanslari esit kabul edemeyiz ve Welch araligini kullaniriz.
Serbestlik derecesi. Katkilar

2 12,5 s2 2,5

="~ 11,1364 = 2= =0,15625
n, 11 T oy 160 7

ve toplamlar1 1, 2926 d1r; farkin tahmini standart sapmasi 1/1, 2926 ~ 1, 1369 dur. Pay ve payda

pay = 1, 29262 ~ 1, 6709,
1,13642 L0 156252
10 15

payda = ~ 0,12913 + 0,00163 = 0, 13076

oldugundan v &~ 1,6709/0, 13076 ~ 12, 78 bulunur; v = 12 alir1z.
Aralik. t tablosundan tyy o 975 = 2, 179°dur. Hata pay12,179 - 1, 1369 ~ 2, 477, nokta tahmini 40, 2 —
36,5 = 3, 7’dir. Buna gore

3,7— 2,477 =1,223, 3,7+ 2,477 = 6,177,

yani yaklasik %95 giiven araligr 1,223 < py — py < 6,177 olur. Birinci yontem hem daha degisken
hem de ortalama olarak daha biiyiik degerler 6l¢mektedir.
|
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Bu béliimde normal kitlelerin varyansi, iki varyansin orani ve iki ortalamanin fark i¢in giiven araliklar:
kurduk; hepsinde yontem ayniydi, degisen yalniz kullandigimiz dagilimdi (ki-kare, F', normal ya da ?).
Sonraki bsliim Oran I¢in Aralik Tahmini, ayni fikri binom dagiliminin p parametresine ve iki binom
parametresinin farkina uyguluyor.
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15.1

15. Oran icin Aralik Tahmini

Bir se¢im anketinde aday1 destekleyenlerin orani, bir iiretim hattinda kusurlu parcalarin orani, bir
tedaviyle iyilesen hastalarin oranu... Istatistikte en sik tahmin edilen biiyiikliiklerden biri bir kitledeki
“basarilarin” oranidir. Onceki iki béliimde normal kitlelerin ortalamasi ve varyansi igin giiven araligi
(Tanim 13.1) kurduk (Ortalama icin Aralik Tahmini, Varyans ve Iki Kitle i¢in Aralik Tahmini). Bu béliimde
ayni fikri binom dagilimina uyguluyoruz: 6nce tek bir oran p i¢in, sonra iki oranin farki p; — p, i¢in giiven
aralig1 kuracagiz. Bolumiin sonunda da biitiin aralik tiirlerini bir arada kullanan ¢6ziimlii 6rnekler var.

Binom Parametresi p icin Aralik Tahmini

Bir kitledeki bireylerin bir kismi belli bir 6zellige sahip olsun ve bu &zellige sahip olanlarin orani p bilin-
mesin. Kitleden bagimsiz olarak n birey secip 6zellige sahip olanlar1 sayarsak, bu say1 X ~ Binom (n, p)
dagilimina sahiptir (Olasilik Teorisi’'ndeki tanim). Burada n bilinir, p tahmin edilecek parametredir.

Tanim 15.1 (Orneklem Orani). X ~ Binom (n,p) olsun.

. X
p=—
n

istatistigine orneklem orani denir. Ayrica § = 1 — p yazilir.

Yani p, orneklemdeki basarilarin oranidir. X rastgele bir degisken oldugundan p de rastgele bir degis-
kendir: bagka bir 6rneklem segilse bagka bir deger alir. X in olanakli degerleri 0, 1, ..., n oldugundan $’nin
olanakli degerleri

2 n—1
3 Ty ey )
n n

0, 1

S|

olur. Aralik kurmak i¢in p’nin dagilimi hakkinda ¢ sey bilmemiz yeter.

Onerme 15.1 (Orneklem Oraninin Dagilimi). 0 < p < 1, X ~ Binom (n,p),q=1—pvep = X/n
olsun.

1. E(p) = p; yani p, p’nin yansiz bir tahmin edicisidir.

2. Var (p) = 2.

3. n biiyiikken

p—p

Vpa/n

Z:

yaklasik olarak N(0,1) dagilimina sahiptir.
Asagidaki sekiln = 40,p = 0, 3 icin p 'nin olasiliklarini ve bunlari yaklasik olarak veren N (p, pg/n) egrisini
gosteriyor.
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olasilik / genislik

N(0,3; 0,00525)

. x/n
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

Sekil 15.1: n = 40 ve p = 0,3 iken p = X/n oranimin olasiliklari: k/40 degerinin olasilig1, genisligi 1/40 olan bir
dikdortgenin alamidir. Ustteki egri N(p, pg/n) = N(0,3; 0,00525) yogunlugudur; dikdortgenler egriyi yakindan
izler ve p = 0,3 cevresinde toplanir.

ispat.
Binom dagiliminda E(X) = np ve Var (X) = npq dur (Olasilik Teorisi’ndeki binom momentleri).
1. Beklenen deger dogrusal oldugundan

X

B = (2 )=1p00="2=)

2. Bir sabitle ¢arpilan degiskenin varyansi, sabitin karesiyle carpilir:

X 1
Var(ﬁ):Var(;):ﬁVar(X):npq—pq

n2 n
3. Z’nin payini ve paydasini n ile carpalim:

g_b—p _mp—mp X-—np
Vpa/n  ny/pg/n V/Pq
Son ifade binom degiskeninin standartlastirilmis halidir. De Moivre-Laplace teoremine (Teorem 5.1) giore

n buyiikken bu ifade yaklasik olarak N (0, 1) dagiimina sahiptir.
|

Yani p ortalamada p’yi tutturur ve varyansi pg/n, n bitytidiikge sifira gider: bityiik érneklemde p degerleri
p’nin ¢evresinde toplanir. Ayrica p, n tane Bernoulli gozleminin ortalamasidir; bu yiizden p’nin dogrusal
yansiz tahmin edicileri arasinda varyansi en kiiciik olamidir (Teorem 11.3). Bu yiizden p i¢in aralif1 5’ nin
cevresinde kuracagiz.

Asagida 21_,p, standart normal dagiimmn 1 — a/2 kantilidir (Tanim 5.1): P(Z < 21_,)5) =1 —a/2.
Ornegin z; 975 = 1, 96.

Teorem 15.1 (Binom Parametresi i¢cin Giiven Araligl)). 0 <p < 1, X ~ Binom (n,p), p = X/n,
G=1—pve0 < a <1 olsun.n biiyiikken

. 1Dq " pq
D—Z1-qa/2 g<p<p+21fa/2 n

araligi p icin yaklasik %100(1 — «) diizeyli bir giiven araligidur.

Ispat.
Kisalik i¢in z = z1_ )5 yazalim.
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15.1 Binom Parametresi p icin Aralik Tahmini 239

Olasilik ifadesi. Standart normal dagilim 0’a gére simetrik oldugundan P(Z < —z) = P(Z > z) =
a/2°dir. Iki kuyruk cikarihinca ortada 1 — o alan kali. Onerme 15.1 geregince m biiyiikken (p —

p)/+/pq/n yaklasik standart normal oldugundan

P(z< PP <z)z1a.

Vpg/n

p’yi yalniz birakma. Esitsizligin her tarafini pozitif \/pgq/n sayisiyla carpalim:

—z,/m<ﬁfp<zwlﬂ.
n n

Her taraftan p ¢ikarip —1 ile carparsak esitsizlikler yon degistirir:

P(ﬁ—z,/@<p<ﬁ+z Zﬁ)zl—a.
n V n

Sinirlart hesaplanabilir yapma. Buldugumuz sinirlar bilinmeyen p’yi (ve ¢ = 1 — p’yi) icerir; bu
yiizden istatistik degildir ve orneklemden hesaplanamaz. Bu sorunu p yerine yansiz tahmin edicisi p’yi
koyarak ¢ozeriz. Bu degisiklik yaklasimi bozmaz. Biiyiik sayiar yasasina gore (Sonug 8.1) n biiyiidiikce
D, p’ye olasilikta yakinsar; 0 < p < 1 oldugundan c,, = \/pq/(Pq) ¢arpani da 1’e olasilikta yakinsar.
Dagilimda standart normale yakinsayan bir degisken, olasilikta 1’e yakinsayan bir ¢carpanla ¢arpilinca
limit dagilimi degismez (Slutsky teoremi; bu derste ispatsiz kullaniyoruz). Bu yiizden

pP—p p—p X/n—p

VBl " Ve JTE(1-X)

de biiyiik n i¢in yaklasik N (0, 1) dagilimina sahip olur. Yukaridaki adimlar bu degiskenle tekrarlaninca,
sinirlarinda yalniz p bulunan aralik elde edilir.
]

Yani p icin giiven aralig1 “tahmin 4 hata pay1” bi¢imindedir:

. /Pq
E E = —.
P+ L, Zl—a/2 n

Araligin merkezi 6rneklem orani p, yari genisligi E’dir; E’ye tahminin hata pay1 da denir. Giiven
diizeyi buytidiikce z;_,  biiyiir ve aralik genisler; 6rneklem biyiidiikge \/n paydada oldugundan aralik
daralir. Aralik bir normal yaklagsima dayandigindan n’nin yeterince biiytik olmasi gerekir; binoma normal
yaklasimdaki kural burada da kullanilir: np > 5 ve ng > 5 olmalidur.
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1 Giiven diizeyi ne anlatir?

p sabit bir sayidir; rastgele olan araliktir. Ayni kitleden ¢ok sayida érneklem alip her birinden
%95°lik bir aralik hesaplarsak, bu araliklarin yaklasik %951 p’yi igerir. Asagidaki sekilde p = 0,4
olan bir kitleden alinmig 20 6rneklemin araliklar: gériilityor: biri p’yi kaciriyor. Tek bir 6rneklemden
hesaplanan somut aralik ise p’yi ya igerir ya icermez; “%95 giiven”, bu aralig tireten yontemin uzun
vadedeki basarisidir.

orneklem gercek p=0,4

1 P

p'yi kaciran aralik

|

T
L

|

I

|

T
L

|

|
a
|

T
L

|

|

|
T

|

|
e

|

|

T

|

|
e

|

20

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Sekil 15.2: Aymi kitleden (p = 0,4) alinmis 20 ayr1 n = 50 hacimli 6rneklemden hesaplanan %95'lik
given araliklari; noktalar p degerleridir. Araliklar 6rneklemden 6rnekleme degisir, p ise sabittir.
Burada 20 araligin 19'u p'yi iceriyor; uzun vadede araliklarin yaklagik %95'i icerir.

© Oran igin giiven araligi dért adimda

1.p = xz/nve § = 1 — p degerlerini hesaplaymn; np > 5 ve ng > 5 oldugunu kontrol edin.
2. Giiven diizeyinden a’y1 ve z;_, , kantilini bulun (standart normal tablosu).

3. Hata payi hesaplaym: £/ = 2z;_ /5 /Pg/n.

4. Aralig1 (p — E; p + E) olarak yazin ve soru baglaminda yorumlayin.

Ornek 15.1 (Secim Anketinde Yiizde Doksan Bes Giiven). Rastgele secilen 1500 secmenin %42’si bir
adayi destekledigini soyliiyor. Aday1 destekleyen se¢menlerin kitledeki orani p i¢in %95 giiven diizeyinde
bir giiven aralig1 bulunuz.

Cozim.

1. Orneklem orani. n = 1500 ve p = 0,42, dolayisiyla ¢ = 0, 58. Ayrica np = 630 ve ng = 870
sayilar1 5’ten ¢ok biiyiik oldugundan normal yaklasim rahatca kullanilabilir.

2. Kantil. 1 —a =0,95 ise a/2=10,025 ve 1—«/2=0,975tir. Standart normal tablosunda
0,975 — 0,5 = 0,4750 degeri 1, 96 ya karsilik gelir: 2, g75 = 1, 96.

3. Hata pay1.

pq 0,42-0,58 0,2436

n 1500 1500 0,0001624,

E =1,964/0,0001624 ~ 1,96 - 0,012744 ~ 0, 0250.
4. Aralik.

0,42 —0,0250 < p < 0,42 +0,0250 = 0,3950 < p < 0, 4450.
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Yani adayn kitledeki destegi %95 giivenle yaklagik %39, 5 ile %44, 5 arasindadir. Anket sonuglarinda
sik goriilen “hata pay1 42, 5 puan” ifadesi tam olarak bu F sayisidir.
|

Ornek 15.2 (Secim Anketinde Yiizde Doksan Dokuz Giiven). Rastgele secilen 1500 secmenin %42’si
bir aday1 destekledigini séylityor. Aday1 destekleyenlerin kitledeki orani p icin %99 giiven diizeyinde bir
giiven araligi bulunuz ve %95’lik aralikla karsilastirmiz.

Coziim.

Orneklem ayni1 oldugundan p = 0,42, ¢ = 0,58 ve \/pg/n ~ 0,012744 degismez.

1—a=0,99ise 1 — a/2 = 0,995’tir. Standart normal tablosunda 0,4950 degeri 2,57 (0,4949) ile
2,58 (0,4951) arasinin tam ortasina diiser; daha kesin deger 2, 995 = 2, 576°dir. Hata pay1

E =2,576-0,012744 ~ 0,0328
ve aralik

0,42 —0,0328 < p < 0,42 +0,0328 = 0,3872 < p < 0,4528

olur. Ayni veriyle daha yiiksek giiven istedigimizde z kantili 1,96’dan 2, 576’ya ¢ikt1 ve aralik 0, 0500
geniglikten 0, 0656 genislige biiyiidii. Daha emin olmanin bedeli daha genis, yani daha az bilgi veren
bir araliktir.

|

Hata payi formiilii tersinden de kullanilabilir: istenen bir hata payina ulagsmak i¢in 6rneklemin ne kadar
biiyiik olmas: gerektigini, veri toplanmadan 6nce hesaplayabiliriz.

Ornek 15.3 (Gereken Orneklem Hacmi). Bir orani1 %95 giiven diizeyinde en cok 0, 03 hata payiyla
tahmin etmek istiyoruz. p hakkinda higbir 6n bilgi yoksa en az kag birimlik 6rneklem alinmalidir?

Cozim.
Hata paymnin 0, 03’ agmamasi i¢in

1,96¢/24 < 0,03
n

olmalidir. Sorun su: p ancak veri toplandiktan sonra bilinir. Ama p§ ¢carpiminin alabilecegi en biiyiik
degeri biliyoruz. 0 < ¢ < 1ic¢in

t(1—t)=%—(t—§)2gi

ve esitlik yalniz ¢ = %’de saglanir. Yani hata pay1 p = % iken en buyiiktir. Asagidaki sekil bunu i¢
farkli n i¢in gosteriyor.
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hata pay1

n =100

0,10 T

0,08 T

0,06 T

Sekil 15.3: %95 giiven diizeyinde hata pay1 1,96-V(p(1 - p)/n), p'nin fonksiyonu olarak. Her n icin en
buyiik deger p = 1/2'de alinir; n = 1068 iken bu en buyiik deger bile 0,03'in altinda kalur.

En kot durumda bile hata payinin 0, 03’ agmamast icin p§ yerine i koyalim:

1 1,96 1,96
1 —< > > 2= ~1 1.
,96\/4n_0,03@\/ﬁ_2.0’03®n_(0706) 067,

n tam say1 oldugundan en az 1068 birim secilmelidir. Bu hacimle, p ne ¢ikarsa ¢iksin, hata pay1 0, 03’i
asmaz.
|

Iki Binom Parametresinin Farki icin Aralik Tahmini

Cogu zaman tek bir orami degil, iki orani karsilagtirmak isteriz: iki makinenin kusur orani, agili ve
asisiz gruplarda hastalanma orani. Iki kitleden birbirinden bagimsiz iki érneklem alalim: birinci kitleden
n, birimde X, basari, ikinci kitleden n, birimde X, basar1 gézlensin. X; ~ Binom (n,,p;) ve X, ~
Binom (n,, py) bagimsizdir; tahmin edilecek biiyiikliik p; — p, farkidir. Dogal nokta tahmini, érneklem
oranlarinin farkidir:

X, X

D1 —P2 =
1 2 n, i

Onerme 15.2 (iki Orneklem Oraninin Farki). 0 < p;,p, < 1 olmak iizere X; ~ Binom (nq,p;) ve
X, ~ Binom (ny,py) bagimsiz, g, = 1 — p, vep, = X,;/n,; olsun.

LE(p —p2) =p ;572 ad
2. Var (b —pp) = 5 + 2.
3. n, veny bilyiikken

yaklasik olarak N(0,1) dagilimina sahiptir.

ispat.
1. Beklenen degerin dogrusalligi ve Onerme 15.1 kullanilarak

E(py — Do) = E(p1) — E(P2) = p1 —Dpa-

2. P, ile py bagimsiz oldugundan kovaryanslari 0°dir ve farkin varyansi varyanslarin toplamidir:

Acik Matematik - acik-matematik.com 242 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

15.2 Iki Binom Parametresinin Farki icin Aralik Tahmini 243

9} %) 5 N P1q Paq
Var (p; — py) = Var (p;) + Var (p,) = % + %
1 2

3. Onerme 15.1 geregince p, yaklastk N (py,D,q,/n1), Py vaklasik N(p,, pyqs/ny) dagilimina sahiptir
ve ikisi bagimsizdir. Bagimsiz normal degiskenlerin farki da normaldir (Sonu¢ 5.1); dolayisiyla p, — P,
yaklasik olarak 1. ve 2. maddelerdeki ortalama ve varyansla normal dagilir. Bu degiskeni standartlastirinca
Z elde edilir.

|

Tek oranda oldugu gibi, bu olasilik ifadesini p; — p, i¢in ¢6ziip bilinmeyen varyansi tahminiyle degisti-
ririz.
Teorem 15.2 (ki Binom Parametresinin Farki icin Giiven Aralig1). Onerme 15.2 icindeki varsa-

yimlar altinda §; = 1 — p,; olsun. n, ve ny biiyiikken p; — py icin yaklasik %100(1 — «) diizeyli giiven
araligimin sinirlar

A P11 | P2l
— F 2 —_— + =
(D1 — D) 1-a/2 n, 1
dir.

ispat.
Z=2_qp vEOp = /D141 /n1 + Pads/ny yazalim. Onerme 15.2 geregince

P(—z < (P1 — P3) — (P1 — o)

<z)m1—a.
Op

Esitsizligi pozitif o ile ¢carpip tek oranda yaptifimiz gibi diizenleyelim:
P (P =P2) = 20p <p1—=p2 < (b1 —Pa) +20p ) ¥ 1=

Bu sinirlar bilinmeyen p; ve p,yi icerdiginden istatistik degildir. Parametreleri nokta tahmin edicileri
Py = X1 /nq ve py = Xy /ng ile degistiririz. Bilyiik sayilar yasasina gére (Sonug 8.1) p;, p; ‘ye olaslikta
yakinsadigindan tahmin edilmis standart sapmanin o, ’ye orani olasilikta 1’e yakinsar; tek oranin ispa-
tindaki gibi Slutsky teoremiyle standartlastirmis fark yine yaklasik N (0,1) dagilir ve olasilik yaklasik
1 — a kalir. Boylece teoremdeki sinirlar bulunur.

|

Yani iki oranin farki i¢in aralik da “tahmin + hata pay1” bi¢imindedir; iki drneklem bagimsiz oldugundan
hata payinin karekokii altinda iki 6rneklemin varyans tahminleri toplanir. Araligin yorumunda 0 6nem-
lidir: aralik 0’1 igeriyorsa veriler p; = p, ile ¢elismez; araligin tamami 0’in bir tarafindaysa oranlardan
biri 6biiriinden belirgin bicimde buytiktiir.

Ornek 15.4 (Iki Makinenin Kusur Oranlar1). Birinci makinenin iirettigi pargalardan rastgele segilen
200 parcanin 18’i, ikinci makinenin rettiklerinden rastgele secilen 250 parganin 15°i kusurlu ¢ikiyor.
Kusur oranlarimnin farki p; — p, icin %95°lik bir giiven aralig1 bulunuz.

Coziim.
Orneklem oranlari.

18 15

pp= - =0,09, Po=-—
Y41 ) ’ %) 250

- 200 = 0,067 Py —Dp2 = 07 03.

Bagar ve basarisizlik sayilari (18, 182, 15, 235) 5’ten bityiik oldugundan normal yaklagim kullanilabilir.
Standart sapma tahmini.
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pr1d,  0,09-0,91

= 0,0004095

n 200 ’ ’
Pyl _ 0,06-0,94 _ 000056,
Ty 250

1/0,0004095 + 0,0002256 = 1/0,0006351 ~ 0, 02520.

Aralik. 2975 = 1,96 (standart normal tablosu) oldugundan hata payr E =1,96-0,02520 ~
0, 0494’tiir ve

0,03 —0,0494 < p, —p, < 0,03 +0,0494 = —0,0194 < p, — p, < 0,0794.

Aralik 0'1igerir. Orneklemde birinci makinenin kusur orani daha yiiksek ¢iksa da bu fark, 6rneklemden
ornekleme dogal olarak olusabilecek bir farktir; verilere gore iki makinenin kusur oranlari esit olabilir.
]

Aralik Tahmini Ornekleri

Buraya kadar ortalama, varyans ve oran i¢in ayr1 ayr1 gitven araliklari kurduk. Bir soruda asil is, hangi
araligin kullanilacagina karar vermektir. Asagidaki recete ve tablo bu karari verir; ardindan gelen 6rnekler
her aralik tiiriinii en az bir kez uygular.

@ Given aralhig1 sorusu ii¢ adimda
1. Parametreyi belirleyin: tek kitlenin ortalamasi mi, varyans: mi, orani mi; yoksa iki kitlenin
ortalamalari farki, varyanslari orani ya da oranlari farki m1?
2. Durumu belirleyin ve dagilimi secin: kitle varyansi biliniyor mu, 6rneklem biiytik mi, kitleler
normal mi, iki varyans esit kabul ediliyor mu?
Parametre Durum Dagilim Bolim
n o biliniyor ya dan bi- Z Ortalama
yik
n normal kitle, ¢ bilin- ¢,_; Ortalama
miyor
o2 normal kitle X2 4 Varyans
02 /o? iki normal kitle F 11 Varyans
Wy — o varyanslar biliniyor Z Iki kitle
1 — Mo bilinmiyor, esit bnytny—2 Iki kitle
Wy — o bilinmiyor, farkli t, Iki kitle
D n buyik Z Teorem 15.1
D1 — Dy ny, Ny buytik Z Teorem 15.2
3. Hesaplayip yorumlayin: tablodan kantili okuyun (Tablolar), sinirlar1 hesaplayimn ve araligin ne
sOyledigini soru baglaminda yazin.

Ornek 15.5 (Kitle Ortalamasi: Parca Uzunlugu). Bir iiretim siirecinde iiretilen parcalarin uzunluk-
larinin standart sapmasi 0, 45 mm olarak biliniyor. Bir kalite kontrol uzmani her sabah rastgele sectigi 40
parcay1 dl¢iiyor. Bir giin 6l¢iilen ortalama uzunluk 35, 62 mm olduguna gore, kitle ortalamas: y icin %95
giiven dizeyinde bir giiven araligi bulunuz.

Cozim.
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Durum. Parametre tek kitlenin ortalamasi p’diir ve kitle standart sapmasi o = 0, 45 bilinmektedir. Bu
durumda X’in standartlagtirilmig: standart normal dagilima sahip oldugundan ortalama i¢in Z aralig:
kullanilir:

_ g

NG <SU<T+21 42

o
Vi

Veriler. n = 40, £ = 35,62, 0 = 0,45, 1 — a = 0,95. Buradan «/2 = 0,025 ve 2,975 = 1,96 (stan-
dart normal tablosu).

Hesap.

o 045 045
vn o A0 6,3246
35,62 —0,1395 < pu < 35,62 +0,1395 = 35,48 < p < 35, 76.

~ 0,07115, E=1,96-0,07115 ~ 0,1395.

Yani parcalarin ortalama uzunlugu %95 giivenle 35, 48 mm ile 35, 76 mm arasindadir.
|

Ornek 15.6 (Kitle Ortalamasz: Tyilesme Siiresi). Bir hastaligin tedavisi i¢in yeni bir yontem gelistiri-
liyor. Rastgele secilen 12 hasta bu yontemle tedavi ediliyor ve iyilesinceye kadar gecen siireler (giin) soyle
olc¢ulityor:

10,12,8,9,9,17,9, 14, 3, 7, 12, 10.

Iyilesme siirelerinin normal dagildigini varsayarak ortalama iyilesme siiresi p igin %95 giiven diizeyinde
bir giiven aralig1 bulunuz.

Cozim.
Durum. Kitle varyansi bilinmiyor ve érneklem kiiciik; kitle normal oldugundan ¢ yerine 6rneklem
standart sapmas1 S kullanilir ve ortalama icin ¢ araligi kurulur:
s _ s
=< p<T+l, 1 1_ap—F=

xitn—l,l—a/Q\/ﬁ \/ﬁ

Orneklem ortalamasi. Gézlemlerin toplami 120 oldugundan z = 120/12 = 10.
Orneklem varyansi. Her gozlemin ortalamadan farkinin karesi sirasiyla

0,4,4,1,1,49, 1,16, 49,9, 4, 0

ve bunlarin toplami 138’dir. Buradan

1 & 138
2 __ )2 = ~ ~ .
s% = g (z; — ) 11 12,545, s~ 3,542

(2

Kantil. Serbestlik derecesi n — 1 = 11'dir. ¢ tablosundan ¢1; g 975 = 2,201.

Aralik.
B \/ 12,545 ~ 1,0225, E =2,201-1,0225 ~ 2,250.
vn 12

10-2,250 < p < 10+2,250 = 7,75 < pu < 12,25.

Yani bu yéntemle ortalama iyilesme siiresi %95 giivenle yaklasik 7,75 ile 12, 25 giin arasindadir.
|

Ornek 15.7 (Kitle Ortalamasi: Tansiyon Olciimleri). Yeni bir ila¢ 8 kalp hastasi iizerinde deneniyor.
Hastalarin tansiyonlarinin ortalamasi 11, 6rneklem standart sapmasi 3, 207 olarak bulunuyor. Tansiyon-
larin normal dagildigini varsayarak kitle ortalamasi p icin %95 giiven diizeyinde bir giiven aralig1 bulunuz.
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Cozim.

Durum. o bilinmiyor; verilen 3, 207 6rneklemden hesaplanmus standart sapma s’dir. Orneklem kiiciik
ve kitle normal oldugundan ¢ araligi kullanilir.

Veriler. n =8, =11, s = 3,207, 1 — a = 0, 95. Serbestlik derecesi 7 ve ¢ tablosundan t; o 975 =
2, 365.

Hesap.
2 2
s 32T 3207 1330 B —2,365-1,1339 ~ 2, 682.
Jn o /82,8284
11-2,682<pu<11+2,682 = 8,32<u<13,68.
| ]

Ornek 15.8 (Kitle Ortalamasi: Biiyiik Orneklemde Normal Yaklasim). Bir 6nceki 6rnekteki ilag
8 yerine 136 kalp hastas: lizerinde denenseydi ve yine ortalama 11, 6rneklem standart sapmasi 3, 207
bulunsayds, p i¢in %95°lik giiven aralii ne olurdu?

Coziim.

Durum. ¢ yine bilinmiyor, ama bu kez n = 136 buyiktiir. Serbestlik derecesi 135 olan ¢ dagilimi
standart normale ¢ok yakindir: ¢35 ¢ 975 degeri ¢ tablosunda v = 120 satirindaki 1,980 ile v = oo
satirindaki 1,960 arasindadir. Bu yiizden genel kural olarak n > 30 iken ¢ kantili yerine z kantili
kullanilir (ortalama igin aralik tahmini): 2y 975 = 1, 96.

Hesap.

s 3,207 3,207
Vo V136 11,6619
11-0,539 < u<1140,539 = 10,46 < u < 11,54.

~ 0, 2750, E=1,96-0,2750 ~ 0, 539.

Kesin t135 ¢ 975 ~ 1,978 degeriyle hesaplansa da iki ondalikta aym aralik gikar. Orneklem 17 katina
cikinca araligin genisligi 5, 36°’dan 1, 08’e diistii: hem /n bityiidii hem de kantil 2, 365’ten 1, 96°ya indi.
|

Ornek 15.9 (Ortalamalar Fark:: Varyanslar Biliniyor). Ucak kanatlarinda kullanilan iki tiir aliimin-
yum diregin dayaniklilig: test ediliyor. Sonuglar asagidadir:

Direk Denek sayis1 Orneklem ortalamasi  Kitle varyans:

A n, =18 Z, = 200 02 =15
B ny = 20 Zy = 190 02 =12

Dayanikliliklarin normal dagildigin varsayarak kitle ortalamalar: farki p; — po igin %90 giiven diize-
yinde bir giiven araligi bulunuz.

Cozim.

Durum. iki bagimsiz normal kitlenin ortalamalar1 kargilagtiriliyor ve kitle varyanslar biliniyor. Bu
durumda X; — X,, ortalamasi y; — i, ve varyansi o3 /n; + o3 /n, olan bir normal dagilima sahip
oldugundan iki ortalamanin farki i¢in Z araligi kullanilir:

2 2

o2 o

_ 1 2
(Ty —Zg) Frrqpy — +—-
Ny Ny

Kantil. 1 — o = 0,90ise 1 — «/2 = 0, 95’tir. Standart normal tablosunda 0, 4500 degeri 1, 64 (0, 4495)
ile 1,65 (0,4505) arasinin tam ortasindadir: 2 o5 = 1, 645.
Hesap.
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1512
18 ' 20
E=1,645-1,1972 ~ 1,969.

= 1/0,833310,6 = 1/1,4333 ~ 1,1972,

Z, — &y = 10 oldugundan
10 —1,969 < py —py <10+1,969 = 8,03 < pq — py < 11,97,

Araligin tamamu pozitiftir: %90 giivenle A direklerinin ortalama dayanikliligi B direklerininkinden 8
ile 12 birim kadar fazladir.
|

Ornek 15.10 (Ortalamalar Farki: Varyanslar Esit Kabul Ediliyor). A markasi otomobil lastiklerin-
den 7, B markasindan 10 lastik se¢ilip ayni1 iklim ve yol kosullarinda dayanma siireleri dl¢iiliyor:

A: 10,27,7, 15,18, 20, 8,
B: 14,12, 16,14, 15,13, 17,11, 16, 12.

Dayanma siirelerinin iki marka i¢in de normal dagildig1 ve kosullar ayni oldugundan kitle varyanslarinin
esit oldugu kabul ediliyor. p1; — iy icin %90 giiven diizeyinde bir giiven araligi bulunuz.

Coziim.
Durum. Kitle varyanslar bilinmiyor fakat esit kabul ediliyor. Bu durumda iki 6rneklemin varyanslari
birlestirilerek ortak varyans tahmini

§2 — (ny —1)si + (ny — 1)s}
p

ny +ny—2

hesaplanir ve birlestirilmis ¢ aralig: kullanilir:

_ _ 1 1
(T1 —Z9) F ity 1n,—2.1-a/25 n + g

A markasi. Toplam 105, z; = 105/7 = 15. Ortalamadan farklarin kareleri 25, 144, 64, 0,9, 25, 49 ve
toplamlar1 316; s? = 316/6 ~ 52, 67.
B markasi. Toplam 140, £, = 140/10 = 14. Farklarin kareleri 0,4,4,0,1,1,9,9,4,4 ve toplamlar
36; 52 = 36/9 = 4.
Ortak varyans.

, 6-2849-4 316+36 352

- - 292 23 467 ~ 4,844,
T T r10—2 15 15 L A

Kantil. Serbestlik derecesi 7 +10 —2 = 15ve 1 — /2 = 0,95; ¢ tablosundan ¢,5 o 95 = 1, 753.

Aralik.
/1 1 /17
E=1 24,844 4/ =4+ —==1 24,844 - [ —
,753-4,8 7+10 ,753-4,8 0

~ 1,753 4,844 -0,4928 ~ 4, 185.
Z, — Ty = 1 oldugundan
1—4,185 < py; —py <144,185 = —3,18 < p; — py < 5,18.

Aralik 0’1 icerir; verilere gore iki markanin ortalama dayanma siireleri esit olabilir.
Asagidaki sekil verilere bir kez daha bakmanin yararini gosteriyor: ortalamalar yakin, ama A marka-
sinin gozlemleri ¢ok daha genis bir alana yayilmus.
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ort. 15
.
'
A markas1 o0 ] ? [ ] ([ J [ J
ort. 14
i
'
[ 4 : [ 4
B markas1 [ N N ) - 00

i 4 4 + + gin
5 10 15 20 25

Sekil 15.4: Tki lastik markasmnin dayanma siireleri. Ortalamalar (15 ve 14) birbirine yakin, fakat A
markasimin gozlemleri B markasininkilerden ¢ok daha genis bir alana yayilmus.

Orneklem varyanslarinin orani s?/s2 ~ 13,2 gibi biiyitk bir sayidir ve esit varyans varsayimini
kugkulu kilar. Varsayim birakilirsa bir sonraki 6rnekteki gibi farkli varyanslar i¢in ¢ araligs kullanilir.
Bu veride o araligin serbestlik derecesi v & 6,64, yani 6 cikar; &g o g5 = 1,943 ve \/s7/7 +53/10 ~
2,815 ile aralik —4,47 < py — py < 6,47 olur. Varsayim degisince aralik genisledi, ama sonu¢ ayni
kaldi: aralik yine 0’1 igeriyor.

]

Ornek 15.11 (Ortalamalar Fark:: Tedavi Yontemleri, Esit Varyanslar). Bir hastaliga yakalanmig
hastalardan rastgele secilen 8'i cerrahi yéntemle, 9u ilacla tedavi ediliyor. Iyilesme siireleri (giin) s6yledir:
cerrahi: 15,15, 20, 18, 20, 17, 22, 17,

ilag: 12,15,7,10,9, 18,12, 16, 9.

Iki kitlede iyilesme siirelerinin normal dagildigini ve kitle varyanslarinin esit oldugunu varsayarak p; —
o icin %99 giiven diizeyinde bir giiven araligi bulunuz.

Cozim.
Orneklem ortalamalari. Cerrahi grubun toplami 144, ila¢ grubunun toplami 108’dir:
144 108
12"1:?218, 5227212, T, — Ty =6.

Orneklem varyanslari. Cerrahi grupta ortalamadan farklarin kareleri 9,9, 4,0, 4, 1, 16, 1 ve toplam-
lar1 44; ila¢ grubunda 0, 9, 25,4, 9, 36, 0, 16, 9 ve toplamlar1 108 dir:

44 108
s%:7m6,286, 33:?:13,5.

Ortak varyans. Varyanslar egit kabul edildiginden (birlestirilmis ¢ aralig1)

2

7-2+8-13,5 444108 152
S” = = =
P 8+9—2 15

5~ 10,133, s, ~ 3,183

Kantil. 1 —a = 0,99 ise 1 — /2 = 0,995; serbestlik derecesi 15 ve ¢ tablosundan 15 995 = 2, 947.
Aralik.

1 1
E:Z%JBJ%~M§+§wzwiﬁﬂ%-QQW%4ﬁ%,

6— 4,558 < iy — py < 6+4,558 = 1,44 < pu; — py < 10, 56.

Aralifin tamam pozitiftir: %99 giivenle cerrahi tedavide iyilesme ilag tedavisine gére ortalama 1,44
ile 10, 56 giin daha uzun siirer.
]
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Ornek 15.12 (Ortalamalar Farki: Tedavi Yontemleri, Farkli Varyanslar). Bir onceki 6rnekteki
iyilesme siireleri i¢in (8 cerrahi, 9 ilac hastasi) kitle varyanslarinin esit oldugu varsayilmasin. Kitleler yine
normal olmak iizere 1, — 5 icin %99 giiven diizeyinde bir giiven araligi bulunuz.

Cozim.
Durum. Varyanslar bilinmiyor ve farkli kabul ediliyor. Bu durumda her 6rneklemin kendi varyansi
kullanilir ve farkl: varyanslar i¢in ¢ aralig1 kurulur:

2 2
51 52\2
(@ — 2) Ft U (%*%)
LT a2\ Ty TGl | (B/mg)?
! 2 n,—1 + ny—1
1 2

Serbestlik derecesi tam say1 ¢ikmazsa asag1 yuvarlanir; bu, kantili biraz buyiitiir ve araligi giivenli
tarafta tutar.
Bilesenler. Onceki 6rnekten ; — T, = 6, s7 = 44/7 ve s3 = 13, 5:

s?2 447 11 s3 13,5

16
= ——=—=~0,7857 = 1,5 topl — ~ 2, 2857.
n, 8 14 b L T T T Oy PR e ES
Serbestlik derecesi.

2,2857* 5,2245 _5,2245
0TS 4 L5 ™ 0,0882 +0,2813 0, 3694

v= ~ 14, 14,

asag1 yuvarlaninca v = 14. ¢ tablosundan 14 ¢ 995 = 2,977.
Aralik.

E =2,977+/2, 2857 ~ 2,977 - 1,5119 ~ 4, 501,
6— 4,501 < py —py < 6+4,501 = 1,50 < gy — py < 10,50.

Esit varyans varsayimiyla bulunan (1, 44; 10, 56) araligina ¢ok yakin bir sonug ¢ikti. Burada 6rneklem
varyanslari (6, 29 ve 13, 5) birbirinden ¢ok uzak olmadigindan iki yéntem neredeyse ayn1 sonucu verir;
sonug yine cerrahi tedavide iyilesmenin daha uzun siirdiigiidiir.

]

Ornek 15.13 (Kitle Varyansi: Yas Dagilimi). Bir sosyolog bisiklet hirsizligi iizerine bir arastirmada
8 ¢ocugu inceliyor. Cocuklarin yag ortalamasi 16, 9, 6rneklem standart sapmasi 5, 2 bulunuyor. Yaglarin
normal dagildigini varsayarak kitle varyansi o2 icin %95 giiven diizeyinde bir giiven araligi bulunuz.

Cozim.

Durum. Soru ortalamay1 degil, yaslarin degiskenligini, yani o2’yi soruyor; érneklem ortalamasi bu
hesapta kullanilmaz. Normal kitlede (n — 1)5%/0? ~ x2_, oldugundan varyans icin x? aralig1 kulla-
nilir:

(n—1)82
P (Xi—l,a/Z <——z < X2 11-a/2 ) =l-a

esitsizligi 02 icin ¢oziiliince (terslerini alirken esitsizlikler yon degistirir)
(n—1)s? ,  (n—1)s?

<o <

2 2 :
Xn—1,1-0/2 Xn—1,0/2

Kantiller.n — 1 = 7, /2 = 0, 025. % tablosundan X$,0,025 = 1,69 ve X$,0,975 = 16, 01. x2 dagilimu
simetrik olmadigindan iki kantil ayr1 ayr1 okunur:
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0,025
X?, 7 serbestlik derecesi

1,69 16,01

Sekil 15.5: 7 serbestlik dereceli x* yogunlugu. Solunda 0,025 alan birakan nokta 1,69, solunda 0,975 alan
birakan nokta 16,01'dir; ikisinin arasinda 0,95 alan kalir. Egri simetrik olmadigindan iki nokta ortalama
7'ye esit uzaklikta degildir.

Hesap. s> = 5,22 = 27,04 ve (n — 1)s?> = 7- 27,04 = 189, 28. Buradan

189,28 5 189,28
< < ——F

11,82 < 02 < 112, 00.
601 <° Teo — 11:82<0%<112,00

Karekok alinirsa standart sapma i¢in 3,44 < o < 10, 58 bulunur. Yalniz 8 gozlemle varyans ¢ok belirsiz
tahmin edilir; araligin tist ucu alt ucunun yaklasik 9, 5 katidir.
|

Ornek 15.14 (Varyanslar Orani: Yetenek Testi). Liseyi bitirmis 13 erkek ve 16 kiz 6grenciye bir genel
yetenek testi uygulaniyor. Erkeklerin not ortalamas: 82, 6rneklem standart sapmasi 8; kizlarin not orta-
lamasi 78, 6rneklem standart sapmasi 7’dir. o2 ve o2 sirasiyla erkek ve kiz 6grenci kitlelerinin varyanslari

olmak iizere, notlarin normal dagildigini varsayarak o? /o2 icin %90’lik bir giiven aralig1 bulunuz.

Coziim.
Durum. iki normal kitlenin varyanslar1 kargilagtiriliyor. v; = ny — 1 ve vy = n, — 1 olmak iizere

_ Si/ot

F=—=~
2 2 Vy,Vgy
S3/03 '

oldugundan varyanslar orani icin F' araligi kullanilir.

P ( F‘yl’y2’a/2 <F< F;ll,uz,lfa/Z ) =l-a

e Tise 2/ 2+ - _

esitsizligi o7 /o3 icin ¢ozilir ve F;, , » =1/F, , 1_o/ kullamlrsa
2 2 2
51 1 oy st

S% E/l,uz,l—a/2 o2 S% ‘FI‘/Z,Vl,lfoz/z

bulunur.

Veriler. n; = 13, n, = 16, dolayisiyla v; = 12, vy, = 15. 52 = 64, s2 =49 ve s?/s2 = 64/49 ~
1,3061.

Kantiller. 1 —a = 0,90 ise 1 — a/2 = 0,95. F tablosundan Fj 15 ¢ 95 = 2,48 ve Fj5 15 095 = 2, 62.
Sol kuyruk kantili Fj, 15 o 05 = 1/2,62 ~ 0,382 olur:
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F(12, 15)

0,382 2,48

Sekil 15.6: (12, 15) serbestlik dereceli F yogunlugu. Solunda 0,95 alan birakan nokta 2,48, solunda 0,05
alan birakan nokta 1/2,62 ~ 0,382'dir (2,62, serbestlik dereceleri yer degistirmis F(15, 12) dagiliminin
0,95 kantilidir); aralarinda 0,90 alan kalir.

Aralik.
1,3061 o2 2
S0 Tl 1,3061-2,62 = 0,527 < —L < 3,422,
2,48 05 o5

Aralik 1’i igerir; verilere gore iki kitlenin not varyanslari esit olabilir.
|

Ornek 15.15 (Varyanslar Orani: Misir Verimi). ki cesit misir ayni biiyiime kosullarinda sirasiyla
7 ve 13 dontimliik alanlara ekiliyor. Déniim bagina verimlerin (kg) 6rneklem varyans: birinci ¢esit i¢in
6, 5, ikinci gesit i¢in 14, 4 bulunuyor. 0% ve o2 cesitlerin kitle varyanslar1 olmak iizere, verimlerin normal
dagildigini varsayarak o /o3 icin %98’lik bir giiven araligi bulunuz.

Cozim.
Durum. Bir 6nceki 6rnekteki gibi varyanslar orani icin F araligi kullanilir:

s2 1 o2 s
—_—— L=< = F
2 2 2 VoV, 1—a/2"

s3 B, u1-a2 03 83

Veriler. n; = 7, ny = 13, dolayisiyla v; = 6, v, = 12. Oran s7/s3 = 6,5/14,4 ~ 0,4514.
Kantiller. 1 —a = 0,98 ise a/2=0,01 ve 1 — /2 =0,99. I tablosundan Fg 15 99 = 4,82 ve
Fog6099 =772

Aralik.
0,4514 2 2
’ 7L <0,4514-7,72 = 0,094 < 2L < 3,485.
1,82 o2 o2

Aralik 1'i icerdiginden verimlerin degiskenligi iki cesitte esit olabilir. Orneklemler kiigiik ve giiven
diizeyi ytiksek oldugundan aralik ¢cok genistir.
|

Ornek 15.16 (Tek Oran: Oliim Orani). Akciger kanseri olan 1000 hasta rastgele seciliyor ve bunlarin
823{iniin 6ldiigii goriiliyor. Akciger kanserli hastalarda 6liim orani p igin %95 giiven diizeyinde bir giiven
aralig1 bulunuz.

Cozim.

Durum. Her hasta i¢in “61dii” ya da “6lmedi” sonucu oldugundan dlenlerin sayisi binom dagilimina
sahiptir ve tek bir oran tahmin ediliyor: Teorem 15.1 kullanilir.
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Orneklem orani. p = 823/1000 = 0,823 ve ¢ = 0, 177. np = 823 ve ng = 177 oldugundan normal
yaklagim uygundur.

Kantil. 2, 975 = 1,96 (standart normal tablosu).

Hesap.

/ pg _ /0,823-0,177 0,000145671 ~ 0,012069,

-~ 1000
=1,96-0,012069 ~ 0, 0237.

0,823 —0,0237 <p < 0,823+0,0237 = 0,7993 < p < 0,8467.

Yani akciger kanserli hastalarda 6liim oran1 %95 giivenle yaklagik %79, 9 ile %84, 7 arasindadr.
|

Ornek 15.17 (Oranlar Fark:: Grip Asis1). Grip asisinin etkisini gormek igin rastgele segilen 3000 kisiye
ag1 yapiliyor ve sonradan bunlardan 130’unun grip oldugu goriiliiyor. Kontrol grubu olarak secilen ve ast
yapilmayan 2500 kisiden 170’i grip oluyor. p; asilananlarin, p, asilanmayanlarin grip olma orani olmak
izere p; — Py i¢in %95 given diizeyinde bir giiven araligy bulunuz.

Coziim.
Durum. iki bagimsiz 6rneklemde iki oran karsilastiriliyor: Teorem 15.2 kullanilir.
Orneklem oranlar1.

130 170
b — — ~0,04333, P — 0,068, P, — P, ~ —0,02467.
P17 3000 P2 = 3500 P1 =Pz

Standart sapma tahmini.

Prdy _ 0,043330,95667 (o ac

n, 3000
Pody 0,068 - 0,932

- ~ 0,00002535

n, 2500 ’ ’

1/0,00001382 + 0,00002535 = 1/0,00003917 ~ 0,006259.

Aralik. zg 975 = 1,96 ile E = 1,96 - 0,006259 ~ 0,01227 ve
—0,02467 — 0,01227 < p, — p, < —0, 02467 + 0, 01227,

yani —0, 0369 < p; — py, < —0,0124.

Araligin tamami 0’1 solundadir, yani p; < p,: %95 giivenle agilananlarda grip oram agilanmayanlar-
dakinden 1, 2 ile 3, 7 puan kadar diisiiktiir. Asagidaki sekil bu aralig1, 0’1 iceren iki makine 6rnegindeki
aralikla karsilagtiriyor.

iki makine
° i
0,0794

-0,0194
grip asis1

-0,0369 -0,0124
P1— P2

+————ee e o

u u
-0,04 -0,02

0,02 0,04 0,06 0,08

Sekil 15.7: p; - p. i¢in iki %95'lik giiven aralig1. Iki makine 6rnegindeki aralik 0'1 igerir: verilere gére
kusur oranlar esit olabilir. Grip agis1 6rnegindeki araligin tamami 0'mn solundadir: agilananlarda grip
orani belirgin bicimde daha dugiiktiir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 252 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

15.3 Aralik Tahmini Ornekleri 253

Ornek 15.18 (Varyanslar Orant: Ucretlerdeki Degiskenlik). A ve B firmalarinda calisanlarin ticret-
lerinin normal dagildig: kabul ediliyor. A firmasindan 10, B firmasindan 8 isci seciliyor ve iicretlerin
orneklem varyanslar: sirasiyla 25 ve 20 birim bulunuyor. o = 0, 10 olmak tizere iki firmadaki ticretlerin
degiskenliginin farkli olup olmadigina nasil karar verirsiniz?

Cozim.

Yol. 02 ve 03, A ve B firmalarindaki iicretlerin kitle varyanslar1 olsun. Degiskenligi varyans élcer; soru
0? = o2 olup olmadigidir, yani 07 /o3 oranmnin 1 olup olmadig1. Bu oran igin %100(1 — a) = %90’lik
bir giiven araligr kurariz. Aralik 1’i iceriyorsa veriler varyanslarin esitligiyle celismez; icermiyorsa
degiskenlikler farklidir deriz. (Giiven araligiyla verilen bu karar, Hipotez Testlerine Giris boliimiinde
bir teste doniisecek.)

Aralik. Varyanslar orani i¢in F' aralig:

s2 1 o2 s
2. <1< F .
2 2 2 VoV, 1—at/2

s3 Fyvyi-a2 03 83

n, = 10, n, = 8 oldugundan v; =9, v, = T; oran s7/s3 = 25/20 = 1,25. 1 — /2 = 0,95 icin F'
tablosundan Fg 7 o g5 = 3,68 ve F7 g ( 95 = 3,29:

1,25 o2 2

g
2 L 125-329 = 0,340 < - < 4,113.
3,68<ag<’ ’ ’ <og<’

Karar. Aralik 1’i icerir:

1,25

0,340 4,113

2 2
6.’/ o,

[ il SEEECEEEEIY

Sekil 15.8: 0,%/0,” orani (A ve B firmalari) i¢in %90'lik giiven aralig1 (0,340; 4,113) ve nokta tahmini 1,25.
Aralik 1'1 icerdiginden iki firmanin ticret varyanslarinin esit olmasi verilerle celismez.

Dolayisiyla o = 0, 10 diizeyinde iki firmadaki ticretlerin degiskenliginin farkli oldugunu séyleyemeyiz;
orneklem varyanslarindaki 25 ile 20 farki, bu kadar kiiciik 6rneklemlerde tesadiifen olusabilecek bir
farktr.

|

Tek bir oran ve iki oranin fark: i¢in giiven araliklariyla birlikte ortalama, varyans ve oran i¢in biitiin temel
araliklar1 gérmiis olduk. Son 6rnekte bir araligin 1’i icerip icermedigine bakarak bir soruya evet ya da
hayir yaniti verdik. Bu fikri sistemli héle getiren arac hipotez testidir; siradaki boliim Hipotez Testlerine
Giris.
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16.1

16. Hipotez Testlerine Giris

Aralik tahmininde bir parametrenin hangi degerler arasinda olabilecegini sorduk (Ortalama Icin Aralik
Tahmini). Cogu zaman ise soru bir evet-hayir sorusudur: Dolum makinesi paketleri eksik mi dolduruyor?
Yeni giibre fidelerin boyunu artirrtyor mu? Tabletlerdeki etken madde miktar1 etikette yazana uyuyor
mu? Hipotez testi, bir 6rneklemden elde edilen bilgiyle boyle bir iddiay1 kabul etmek ya da reddetmek
icin kurulmus bir karar kuralidir. Orneklem rastgele oldugundan her kararin bir yamilma payi vardir; bu
bolimde bu pay: nasil dl¢iip denetim altinda tuttugumuzu gérecegiz.

Hipotezler

Her test, kitle hakkinda birbirine rakip iki iddia arasinda secim yapar. Once bu iddialar1 adlandiralim.

Tanim 16.1 (Istatistiksel Hipotez). Bir kitlenin dagilimi ya da bu dagilimin parametreleri hakkinda
ileri stiriilen bir iddiaya istatistiksel hipotez denir.

Yani hipotez, dogrulugunu kesin olarak bilmedigimiz ve érneklemle sinayacagimiz bir 6nermedir. “Paket-
lerin ortalama agirlig1 500 gramdir”, “kitle normal dagilimlidir” birer hipotezdir.

Tanim 16.2 (Basit Hipotez). Kitlenin dagilimini timiiyle belirleyen hipoteze basit hipotez denir.

Tanim 16.3 (Bilesik Hipotez). Basit olmayan, yani kitlenin dagilimini birden fazla olasiliga agik
birakan hipoteze bilesik hipotez denir.

Yani kitlenin N (p,0?) dagilimh ve o’nin bilindigini varsayalm. p = 50 hipotezi dagilimi N (50, 02)
olarak tek tiirlii belirler; basittir. i > 50 ise sonsuz sayida dagilima izin verir; bilesiktir. o bilinmiyorsa
1 = 50 bile bilesiktir, ¢linkii varyans acikta kalir.

Tanim 16.4 (Sifir Hipotezi ve Kars1 Hipotez). Test edilen, reddedilmedigi siirece dogru kabul edilen
hipoteze sifir hipotezi denir ve Hj ile gosterilir. H;, reddedildiginde kabul edilecek rakip hipoteze kars1
hipotez denir ve H; ile gosterilir.

Yani H, genellikle “degisiklik yok”, “etki yok”, “etiketteki deger dogru” tiiriinden bir iddiadir; aragtirma-
cinin kanitlamak istedigi sey ise H;’e yazilir. H, ancak veriler ona kars1 giiclii bir kanit sundugunda
reddedilir. Mahkemedeki “sugu kamitlanana kadar masumdur” ilkesine benzer: H,’1 reddetmemek onun
dogru oldugunu kanitlamaz, yalniz ona karsi yeterli kanit bulunamadigini soyler.

Ortalama p i¢in sifir hipotezi cogunlukla Hy, : i = g bicimindedir; burada p verilmis bir sayidir. Kars:
hipotez ise iki bicimden birinde olur.

Tanim 16.5 (Tek Yonlii Kars: Hipotez). H; : p > p, yada H; : p < g bicimindeki karg: hipoteze
tek yonlii kars1 hipotez denir.

Tanim 16.6 (Iki Yonlii Kars1 Hipotez). H; : ju # u, bicimindeki karsi hipoteze iki yonlii karst
hipotez denir.

Yani kars1 hipotezin y6nii sorunun kendisinden gelir. Tiiketici dernegi paketlerin eksik dolduruldugun-
dan siipheleniyorsa H, : p = 500, H; : p < 500 kurulur; ¢iinkii fazla doldurma dernegin derdi degildir.
Tabletlerin etikete uyup uymadigini denetleyen biri i¢in ise iki yondeki sapma da sorundur: H; : p # 12.
iki durumda da H,, basit, H, bilesiktir.
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Test Istatistigi ve Kritik Bolge

Karar 6rneklemden hesaplanan tek bir sayiya dayanir; 6rneklem uzay: da bu sayiya gore iki parcaya
ayrilir.

Tanim 16.7 (Test Istatistigi). Degerine bakilarak H, hakkinda karar verilen istatistige test istatistigi
denir.

Yani test istatistigi, verideki biitiin bilgiyi karar icin tek bir sayrya indirir. Ortalama testlerinde bu say1 X
ya da X in standartlastirilmis halidir: X, ps,’dan cok uzaksa Hy, : p = p,’dan siiphelenmek i¢in nedenimiz
olur.

Tanim 16.8 (Kritik Bolge ve Kabul Bolgesi). Test istatistiginin alabilecegi degerlerin, H, in reddedil-
mesine yol acan kiimesine kritik bolge ya da ret bolgesi, geri kalan kiimesine kabul bélgesi denir. Tki
bolgeyi ayiran sinir noktalarina kritik deger denir.

Yani bir test, kritik bolgesi verilince tiimiiyle belirlenir: istatistigin gozlenen degeri kritik bélgedeyse H|,
reddedilir, degilse reddedilmez. “Kabul bélgesi” ad1 yerlesmistir; ama yukarida séyledigimiz gibi oraya
diismek H,,’1 kanitlamaz, yalniz reddetmemek demektir. H; : p > i, icin kritik bolge dogal olarak X > ¢
bicimindedir; H, : p < pgicin X < ¢, Hy : 1 # pg icin de X’in p’dan iki yénden birine fazla uzaklastigi
iki parcali bir bolgedir.

Iki Tiir Hata ve Testin Giicii

Kararimiz rastgele bir 6rnekleme dayandigindan iki farkli bicimde yanilabiliriz. Ger¢cek durumla verilen
karar dort bicimde eslegir:

H, reddedilmez  H,, reddedilir

H, dogru dogru karar I tip hata
H yanlis II. tip hata dogru karar

Tanim 16.9 (I. ve IL. Tip Hata). Dogru olan H,,’1reddetmeye I. tip hata, yanlis olan H,’1reddetmemeye
IL. tip hata denir. II. tip hatanin olasihig1 3 ile gosterilir:

8 = P(H, reddedilmez | H; dogru).

Yani L tip hata “olmayan bir etkiyi var sanmak”, IL tip hata “var olan bir etkiyi gézden kagirmak”tir. H;
bilesik oldugunda f3, gergek parametre degerine baglidir; bu yiizden £’y1 hep belli bir alternatif deger igin
hesaplariz.

Tanim 16.10 (Anlamhilik Diizeyi). I tip hata olasiligina testin anlamlilik diizeyi denir ve « ile
gosterilir:

a = P(H, reddedilir | H, dogru).

H, bilesikse o, Hy’1n izin verdigi parametre degerleri iizerinden bu olasiligin en biiyiik degeridir.

Yani o, haksiz yere H,’1 reddetme riskimizin iist siniridir. Uygulamada a 6nceden secilir; en sik kullanilan
degerler 0, 10, 0,05 ve 0, 01°dir. Kritik bolge de bu a’y1 verecek bigimde kurulur.

Tanim 16.11 (Gii¢ Fonksiyonu). Parametrenin her p degeri igin

7m(p) = P(H, reddedilir | gercek ortalama )

fonksiyonuna testin gii¢ fonksiyonu denir. H, ’deki bir p i¢in 7(p) = 1 — 8 sayisina testin o noktadaki
giicii denir.
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16.3 1ki Tiir Hata ve Testin Giicii 257

Yani gii¢, yanlis olan H’1 yakalama olasiligidir; iyi bir testin giicii yiitksektir. Gii¢ fonksiyonu iki hata
titriind tek bir egride toplar: H,’mn i¢indeki degerlerde () L tip hata olasihigidir, H; in i¢indeki deger-
lerde ise 1 — 7(p) IL tip hata olasiligidir.

Ornek 16.1 (Belli Bir Kritik Bolge I¢in Alfa ve Beta). Bir makinenin iirettigi parcalarin uzunlugu

(mm) N (p, 16) dagilimhidir. 16 parcalik bir rastgele 6rneklemle H, : p = 50 hipotezi H; : u = 52 hipo-
tezine kars test edilecek; £ > 51, 5 ise H, reddedilecektir. Bu testin o ve 3 olasiliklarini bulunuz.

Coziim. ~

Normal bir kitlede X ~ N (y,0?/n)’dir; bunu Z testinin ispatinda gerekgesiyle gérecegiz (Teorem
16.1). Burada o = 4 ve n = 16 oldugundan X’in standart sapmasi o /\/n = 4/4 = 1'dir.

a. H, dogruyken X ~ N(50,1)’dir. Standart normal tablosundan P(0 < Z < 1,5) = 0,4332 oldu-
gundan

_ 51,5 — 50
a:P(X>51,5\,u:50)=P(Z>’—)

1
=P(Z>1,5)=0,5—0,4332 = 0, 0668.

B. H, dogruyken X ~ N(52,1)’dir ve Hy, X < 51,5 oldugunda reddedilmez. Tablodan P(0 < Z <
0,5) = 0,1915 oldugundan

51,51— 52)

5:P(X§51,5|u:52):P(Z§
Z < —0,5) =0,5—0,1915 = 0, 3085.

= P(

Buna gore p = 52 iken testin gicii 1 — 8 = 0,6915tir. Asagidaki sekilde iki alan birlikte goriiluyor:
o, Hy, egrisinin kritik bolgeye diisen kuyrugu; 3 ise H; egrisinin kabul bélgesine diisen kismudur.

kabul bolgesi ret bolgesi

Sekil 16.1: Diiz mavi egri H, dogruyken (u = 50), kesikli turuncu egri p = 52 iken X'nin dagilimu. ¢ =
51,5'in sagindaki koyu mavi alan I. tip hata olasilig1 o, solundaki turuncu alan II. tip hata olasilig1 f'dir.

Sekilden bir takas da okunur. Kritik degeri saga, ornegin ¢ = 52’ye kaydirirsak « = P(Z > 2) = 0,5 —
0,4772 = 0,0228’e diiser, ama 8 = P(Z < 0) = 0,5’ ¢ikar. Sabit bir érneklem biyiikligiinde birini
kiigiiltmek otekini bilyiitiir. Ikisini birden kii¢iiltmenin yolu érneklemi bityiitmektir: n = 64 alinirsa
a/+/n = 0,5 olur ve ayni ¢ = 51,5 ile

51,5 — 50
a:P(Z>’—)zP(Z>3):0,5—0,4987:0,0013,
0,5
1,5—52
BzP(Zg%):P(Zg—l):0,570,3413:0,1587
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bulunur. Egriler daralinca ist iiste binen kisimlar: kiiciilir. Uygulamada dnce « sabitlenir, kritik bolge
ona gore kurulur ve 3 bu testin sonucu olarak hesaplanir.

Normal Kitlenin Ortalamasi Icin Z Testi

Standart sapmasi bilinen normal bir kitlenin ortalamasin test etmek, biitiin bu kavramlarin en temiz
ornegidir; ciinki test istatistiginin dagilimi tam olarak bilinir. Kantiller i¢in kitabin genel gdsterimini
kullantyoruz: P(Z < z,) = p; 6rnegin z o5 = 1,645 ve 2 975 = 1,96 (kantil tanimu).

Teorem 16.1 (Ortalama Icin Z Testi). X, ..., X,,, o’st bilinen bir N(u,0?) kitlesinden alinmis bir
rastgele orneklem ve 0 < o < 1 olsun.

X — o
Z:
o/v/n

test istatistigi Hy : p = pg dogruyken N(0,1) dagilimhidir. Hy : p = p hipotezinin o anlamhilik diizeyin-
deki testinin kritik bolgesi, karst hipoteze gire soyledir:
1.H; :p> pgigin Z > z_,, yani

- o
X > Mo + 21_a ﬁ
2.Hy o p < pgigin Z < —z_,, yani

X < pg

o
~ Zl-a %
3.Hy e pgicin| Z | > 21_o, yani

— o' —
X <py—21ap—F= vada X >po+21 40

v vy

Hy:p > po Hi:p < po Hi:p# po

Z1-q ~Z1_q 0 ~Z1-q/2 0 Z1_q/2

Sekil 16.2: Z istatistiginin olceginde ii¢ karst hipotezin ret bolgeleri (turuncu). Tek yonlii testlerde a biitiiniiyle
kars1 hipotezin gosterdigi kuyruga konur; iki yonlii testte iki kuyruga a/2'ser boliiniir.

ispat.
X’in dagilimi. X, ’ler bagimsiz ve N (u, 0®) dagilimlidir. Bagimsiz normallerin dogrusal birlesimi icin
verilen sonucu (Sonug 5.1) biitiin katsayilar a; = 1/n olacak bicimde uygularsak X = L X, + - + %Xn

.. 1, _ 1 2 _ o? .
icin ortalamamn - - = p, varyansn - =50* = - cikar:

XNN(%%Q).

H, dogruyken p = p, dir; X 'ten ortalamasini ¢ikarip standart sapmasina bolmek onu standartlastirir
(standartlastirma teoremi). Demek ki Z ~ N (0, 1).

Kritik bélgeler. o /+/n > 0 oldugundan her esitsizligin iki yanini o /\/n ile carpyp p, eklemek yinii
degistirmez; bu yiizden Z cinsinden ve X cinsinden yazilan bolgeler ayni olaylardir. I tip hata olasilik-
lanni Z ~ N(0,1) ile hesaplayalim.
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1. Kantilin tammindan P(Z > z;_,)=1— (1 —a) = a.
2. Simetriden —z,_,, = z,, oldugundan P(Z < —z,_,) = P(Z < z,) = c.
3. Iki kuyrugun her biri o/2 dir:

a  «
P(| Z|> 2 o) =P(Z <—21_ap) + P(Z>2_op) = gt~

Ug durumda da H, dogruyken reddetme olasiligi tam o dur.
|

Yani kritik bolge karsi hipotezin gosterdigi yone konur: H; biyiikk degerleri soylityorsa sag kuyruga,
kiiiik degerleri sdyliiyorsa sol kuyruga, iki yonii de sdylityorsa iki kuyruga a/2’ser. Biiyiikligi « ile,
yeri H; ile belirlenir.

Ayni hesab1 H; yanlisken yaparsak testin giiciinii elde ederiz.

Teorem 16.2 (Z Testinin Gii¢ Fonksiyonu). Z testinin (Teorem 16.1) varsayimlari altinda § = M
olsun. Gergek ortalama i iken iig testin giicii, Z ~ N (0, 1) olmak iizere séyledir:
1.Hy : > py igin

() = P(Z > z_, — 9).
2.Hy :p < pyg icin
m(p) = P(Z < —z_, —90).
3. Hy:p# pg igin
m(p) = P(Z < —2y_q)0 — 0) + P(Z > 21_4 )y — 9).

Her ii¢ durumda () = o dir. Saga yonlii testte w artan, sola yonlii testte azalandir.

ispat. B
Gergek ortalama p iken X ~ N(u,02/n) oldugundan Z' = jj?/% ~ N (0, 1) dir. Test istatistifini Z'
cinsinden yazalim:

Xopy X—p n—to_

NN TN

Saga yonlii testte Hy, Z' + 6 > z,_,,, yani Z' > z,_,, — ¢ oldugunda reddedilir; bunun olasiif1 ilk
formiildiir. Sola yonlii testte ret olayr Z' + 8 < —z,_,,, yani Z' < —z,_,, — & dur. Iki yonlii testte ret olay:
iki ayrik olayin birlesimidir: Z' + 6 < —zy_o 5 yada Z' + 6 > z,_ o; olasiliklar toplanir.

= o iken 6 = 0 olur ve formiiller Z testinin ispatindaki o hesabina doner. Saga yonlii testte p biiyii-
diikge § biiyiir, esik z,_,, — 6 kiigiliir ve esigin sagindaki alan biiyiir; demek ki 7 artandir. Sola yonlii test
icin ayni akil yiiriitme ters yonde isler.

|

Teoremin iki 6nemli sonucu var. Birincisi, saga yonlii testte 7 artan oldugundan her p < i igin m(p) <
7(po) = o’dir. Demek ki ayn1 kritik bélge, bilesik Hy, : 1 < p, hipotezi i¢in de « diizeyli bir testtir (sola
yonlii testte Hy : p > p icin aymi sey gegerlidir). Ikincisi, p # p, sabitken n bilyiiditkce | § | smirsiz
biiyiir ve gii¢ 1’e yaklasir: yeterince biiyiik bir 6rneklem, H,’dan en kii¢iik sapmay bile yakalar.
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© Hipotez testi bes adimda

1. Hipotezleri kur. H; : © = py; H;’in yéniini sorudan oku.

2. Anlamhilik diizeyini se¢. Verilmemisse genellikle o = 0, 05 alinir.

3. Test istatistigini belirle. o biliniyorsa Z = ffjﬁo

4. Kritik bolgeyi yaz. H,’in yoniine gore sag, sol ya da iki kuyruk; kantili tablodan oku.

5. Hesapla ve karar ver. Gozlenen deger kritik bolgedeyse H;’1 reddet; degilse reddetme. Sonucu
sorunun diliyle yaz.

Ornek 16.2 (Paketler Eksik mi Dolduruluyor). Bir dolum makinesinin doldurdugu paketlerin agirlig
(gram) o = 6 ile normal dagilimhdir ve paketlerin tizerinde 500 gram yazmaktadir. Rastgele secilen 36
paketin ortalama agirlhigr £ = 498, 1 gram bulunuyor. a = 0,05 anlamlilik diizeyinde paketlerin ortala-
mada eksik dolduruldugu soylenebilir mi?

Coziim.
Hipotezler. Siiphe eksik doldurma yo6niinde oldugundan

Hy:p=500, Hy :p<500.

Test istatistigi. o bilinir ve 0/\/n = 6/6 = 1'dir; Z = @.
Kritik bélge. Sola yénlii test oldugundan a = 0,05’in tamami sol kuyruga konur. z; g5 = 1,645
oldugundan H,, Z < —1, 645 oldugunda, yani

X < 500 — 1,645 - 1 = 498,355

oldugunda reddedilir.
Karar. Gozlenen deger x = 498, 1 < 498, 355’tir; ayn1 seyi Z Olceginde sdylersek

498,1 — 500
2=

: =—1,9 < —1,645.

Buna gore H,, reddedilir: %5 anlamlilik diizeyinde paketlerin ortalamada eksik dolduruldugu sonucuna
varilir.
]

Ornek 16.3 (Iki Yonlii Testin Giicii). Parca uzunluklari (mm) N (u, 16) dagilimhdir. 16 parcalik bir
rastgele 6rneklemle H, : p = 50 hipotezi H; : u # 50 hipotezine karst oo = 0, 05 diizeyinde test ediliyor.
Gercek ortalama p = 52 ise testin giicii nedir?

Coziim.
Kritik bolge. o/\/n = 4/4 = 1 ve iki yonli test oldugundan her kuyrukta 0, 025 kalir; 2 975 = 1, 96.
Z testine (Teorem 16.1) gére H,

X <50—1,96=48,04 yada X >50+1,96=51,96

oldugunda reddedilir.
Giig. u = 52 iken X ~ N(52,1)’dir. Ret olasiligini bu dagilimla hesaplayalim:
7(52) = P(X < 48,04) + P(X > 51,96)

=P(2<w>+1)<z>

= P(Z < —3,96) + P(Z > —0,04).

51,961—52 )

Tabloda 3,96 min karsiligi 0, 5000’dir; yani P(Z < —3,96) = 0,0000. Ikinci terimde simetriden
P(Z > —0,04) =0,5+ P(0 < Z <0,04) =0,5+ 0,0160 = 0,5160.

Buna gore
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7(52) &~ 0, 5160, B =1-—m(52) ~ 0,4840.
Yani ortalama gercekte 2 mm kaymisken test bunu ancak yar1 yariya fark eder. Ayni hesap p = 53 i¢in
m(53) ~ P(Z > —1,04) = 0,5+ 0, 3508 = 0, 8508

verir. Orneklemi n = 64’e ¢ikarirsak o//n = 0,5 ve § = (52 —50)/0,5 = 4 olur; gii¢ fonksiyonu
formulinden (Teorem 16.2)

m(52) ~ P(Z > 1,96 —4) = P(Z > —2,04) = 0,5 40,4793 = 0,9793

bulunur. Asagidaki gii¢ egrileri bu degerleri bir arada gosteriyor.

0,25

46 47 48 49 50 51 52 53 54

Sekil 16.3: H,: p = 50 hipotezinin iki yonlii testi icin gii¢ fonksiyonu (o = 4, o = 0,05). Egri p = 50'de
en diisitk degeri a'y1 alir ve p, 50'den uzaklastik¢a 1'e yaklagir; 6rneklem biiytidiikce (n = 64) daha dik
yukselir.

Varyans Bilinmediginde t Testi

Uygulamada kitlenin standart sapmasi ¢ogu zaman bilinmez. O zaman ¢ yerine 6rneklem standart sapmasi
S konur ve standart normal yerine ¢ dagilimi kullanilir; giiven araliginda yaptigimiz degisikligin aynisi.

Teorem 16.3 (Ortalama I¢in t Testi). X, ..., X,,, u ve o st bilinmeyen bir N (u, o) kitlesinden alinmis
bir rastgele orneklem ve S orneklem standart sapmast olsun.
T — X — po
S/v/n
istatistigi Hy : p = py dogruykent,_, dagilimhdir. o diizeyli testlerin kritik bolgeleri, Z testindeki (Teorem

16.1) z kantilleri yerine t,,_, kantilleri konarak elde edilir: Hy : pu > pg igin T > 1,4 1_o, Hy : pp < py
iginT < —tn 11 HyippF poigin| T[>t 4 1 o/

Ispat. B

Normal bir érneklemde ;(/?/’% istatistiginin t,,_; dagiimli oldugu orneklem dagilimlar: boliimiinde
gosterildi; H, dogruyken p = po oldugundan bu istatistik T dir. t dagilimi 0’a gore simetrik oldugun-
dan —t, 1 1 o =1, 1 o dir. Geri kalan hesap Z testinin ispatinin aymisidir: kantilin tanimindan
P(T>t, 114 =a P(T<—t, 4, ,)=aveiki kuyrugun her biri a/2 oldugundan P(| T | >
tnfl,lfa/Z) = Q.

|
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Ornek 16.4 (Yeni Giibre Fidelerin Boyunu Artirtyor mu). Eski giibreyle yetistirilen fidelerin orta-
lama boyu 20 cm’dir. Yeni giibreyle yetistirilen 9 fidenin boylar: dlciiliyor ve £ = 21,8 cm, s = 2,4 cm
bulunuyor. Boylarin normal dagildigini varsayarak, a = 0,05 diizeyinde yeni giibrenin ortalama boyu
artirdig1 sdylenebilir mi?

Coziim.
Hipotezler. Arastirilan iddia artig oldugundan

Hy:p =20, H, :p > 20.

Test istatistigi. o bilinmediginden ¢ testi kullanilir. S//n = 2,4/3 = 0, 8 ve serbestlik derecesi n —
1= 8dir.

Kritik bélge. Saga yonlii testte Hy, T' > tg g5 oldugunda reddedilir. ¢ tablosundan tg 4 95 = 1,860
okunur. X cinsinden kritik bolge

X >20+1,860-0,8 = 21,488

olur; burada S’nin de rastgele oldugunu unutmayalim, bu sinir gézlenen s = 2, 4 ile hesaplanmusgtir.
Karar. Gozlenen deger
_21,8—20 1,8

= 2% 995> 1,860
0.8 0.8 070

oldugundan H, reddedilir: %5 diizeyinde yeni giibrenin fidelerin ortalama boyunu artirdig1 sonucuna
varilir.
|

p Degeri

Kritik bélgeyle verilen karar yalniz “reddet” ya da “reddetme” der; verinin Hy,’a kars: ne kadar giiclii bir
kanit oldugunu séylemez. Paket 6rneginde z = —1,9 bulduk; z = —1,7 ya da z = —4 bulsaydik da aym
karara varirdik. Bu farki élcen say1 p degeridir.

Tanim 16.12 (p Degeri). Test istatistiginin gozlenen degeri verilmis olsun. H,, dogruyken test istatisti-
ginin, kars1 hipotez yoniinde gozlenen deger kadar ya da ondan daha agir1 bir deger alma olasilifina p
degeri denir. Z testinde gozlenen deger z ise:

« Hi:p>pyicinp = P(Z > z),
« Hi:p<pyicinp = P(Z < 2),
C Hyip#pgicinp=P(| Z |>|z)=2P(Z>] 2.

Yani p degeri su soruyu yanitlar: H, dogru olsaydi, en az bu kadar aykir1 bir sonu¢ gérmek ne kadar olas1
olurdu? Kiigiik bir p degeri, gézlenen verinin H, altinda pek beklenmedik oldugunu, dolayisiyla Hj’a
kars1 giiclii bir kanit oldugunu séyler.

p degeri ile kritik bolge ayni karar1 verir. Ornegin saga yonlii Z testinde z > z;_,, olmasi, z'nin saginda
«’dan az alan kalmasi, yani p < « olmasi demektir. Oteki iki durum da ayn1 bicimde gériiliir. Kisaca: p <
o ise H, reddedilir, p > « ise reddedilmez. p degeri bu yiizden, verinin H’1 reddettigi en kiiciik
anlamhilik diizeyi olarak da distintilebilir; 6nceden secilmis bir a’ya bagli kalmadan bildirilebilir.

Ornek 16.5 (Paket Orneginde p Degeri). Paket 6rneginde (Ornek 16.2) H, : = 500 hipotezi H; :
1 < 500°e karsi test edilmis, gozlenen test istatistigi z = —1,9 bulunmustu. Bu testin p degerini bulup
a = 0,05 ve a = 0,01 diizeylerindeki karar1 belirleyiniz.

Coziim.
Sola y6nlii test oldugundan p degeri, —1, 9’un solundaki alandir. Simetriden ve tablodan P(0 < Z <
1,9) =0,4713 ile

p=P(Z<-1,9)=P(Z>1,9)=0,5-0,4713 = 0, 0287.
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16.6 p Degeri 263

Sekil 16.4: Sola yonlii testte gozlenen z = -1,9 i¢in p degeri, egrinin altinda -1,9'un solunda kalan alandir
(turuncu). Kesikli ¢izgi o = 0,05 diizeyindeki kritik deger —1,645'tir; gozlenen deger onun solunda
kaldigindan p < 0,05'tir.

p = 0,0287 < 0,05 oldugundan %5 diizeyinde H, reddedilir; bu, kritik bolgeyle verilen kararla (Ornek
16.2) aymidir. Ote yandan p = 0,0287 > 0,01 oldugundan %1 diizeyinde H,, reddedilmez: veri eksik
doldurmaya isaret ediyor, ama bu kadar kat1 bir diizeyde yeterince giiglii bir kanit degil.

|

t testinde de p degeri ayn1 bicimde tanimlanir; yalniz alanlar ¢,,_; egrisinin altindan alinir. Tablo yalniz
bazi kantilleri verdiginden p ¢ogu zaman iki deger arasina sikigtirilir. Ornegin giibre 6rneginde (Ornek
16.4) gozlenen t = 2,25, ¢ tablosundaki ¢g ( o5 = 1,860 ile tg o 975 = 2,306 arasinda kalir; demek ki
0,025 < p < 0,05tir.

Ornek 16.6 (Tabletlerde Etken Madde). Bir ilacin tabletlerindeki etken madde miktar1 (mg) o = 1,5
ile normal dagilimlidir ve etikette 12 mg yazmaktadir. Rastgele secilen 25 tabletin ortalamasi £ = 12,5
mg bulunuyor. H; : 4 = 12 hipotezini H; : p1 # 12 hipotezine kars: test eden Z testinin p degerini bulup
a = 0,05 ve a = 0, 10 diizeylerindeki karar1 belirleyiniz.

Cozim.
o/v/n=1,5/5=0,3 oldugundan gozlenen test istatistigi

_12,5-12 0,5

= = —_—=~~1
* 0,3 0.3~ 1067

olur. Iki yénlii testte iki kuyruk birlikte sayilir. Tablodan P(0 < Z < 1,67) = 0, 4525 ile

p=2P(Z>1,67)=2(0,5—0,4525) = 2 - 0,0475 = 0, 095.

Sekil 16.5: 1ki yonlii testte gézlenen z = 1,67 igin p degeri, iki kuyruktaki turuncu alanlarin toplamidur:
p = 2 - 0,0475 = 0,095. Kesikli cizgiler a = 0,05 diizeyindeki kritik degerler +1,96'dir; gozlenen deger
bunlarin arasinda kalir.
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p = 0,095 > 0,05 oldugundan %5 diizeyinde H, reddedilmez; gercekten de | z | = 1,67 < 2; 975 =
1,96’dir. p = 0,095 < 0,10 oldugundan %10 diizeyinde ise H, reddedilir; bu da | z | = 1,67 >
2 95 = 1,645 olmastyla uyumludur. Yani veri etiketten bir sapmaya zayif bir isaret veriyor; kararin
secilen a’ya bagl oldugu bir sinir durumudur.

|

Giiven Araligi ile Iki Yonlii Test

Iki yonlii test ile giiven aralig1 ayni1 madalyonun iki yiiziidiir: biri tek bir y, degerini sinar, éteki verilerle
uyumlu bitin degerleri listeler.

Teorem 16.4 (Giiven Araligi ile Tki Yonlii Test). X, ..., X,,, o’st bilinen bir N(u,0?) kitlesinden
alinmag bir rastgele rneklem olsun. Hy : p = p hipotezinin Hy : p # p’a karsi o diizeyli Z testi, ancak
ve ancak [,

g

Z1—a/2 %

%100(1 — ) giiven aralifinin disinda kaldiginda H,, 1 reddeder. o bilinmediginde o yerine S, 21_o 2 Yerine
tp—1,1-a 2 konarak ayni sonugt testi icin gecerlidir.

— o' —
X_Zl—a/2%SP‘SX+

ispat.
Kisalik igin h = z_o )9 o/+/n diyelim. Z testine (Teorem 16.1) gore Hy, | X — po | > h oldugunda
reddedilir; yani | X — p, | < h oldugunda reddedilmez. Mutlak deger esitsizligini agalim:

| X —po|<he —h<puyy—X<heX—-h<py<X+h

Sagdaki kosul, (1’ in giiven araligimin iginde olmasidir. Demek ki H,, reddedilmez ancak ve ancak p
araligin icindedir; esdeger olarak H, reddedilir ancak ve ancak p, araligin disindadir. t testi icin ayni
hesaph =t,, 1 1_o 0 S/v/n ile yapilir.

|

Yani %95 giiven araligi, %5 diizeyindeki iki yonlii testte reddedilmeyen p, degerlerinin kiimesidir. Bir
giiven aralig elde, hic yeni hesap yapmadan her p i¢in test sonucunu okuyabiliriz.

Ornek 16.7 (Giiven Araligindan Test Karar1). Tablet 6rnegindeki (Ornek 16.6) verilerde (o = 1, 5,
n = 25, x = 12,5) p icin %95 given araligim kurup H,, : p = 12 hipotezinin o = 0, 05 diizeyindeki iki
yonlii test kararii bu araliktan okuyunuz.

Cozim.
Zo.975 = 1,96 ve 0/y/n = 0,3 oldugundan araligim yar genisligi 1,96 - 0,3 = 0, 588’dir. %95 giiven
aralig1

12,5—0,588 < < 12,5+0,588,  yani 11,912 < < 13,088

olur. py = 12 bu araliin icindedir; bu yiizden (Teorem 16.4) %5 diizeyinde H;, reddedilmez. Bu, p =
0,095 > 0, 05 ile bulunan kararm (Ornek 16.6) aynisidir.

Ayni araliktan bagka hipotezlerin karar1 da okunur: 6rnegin Hy, : 4 = 13 de reddedilmez (13 aralik-
tadir), ama H, : p = 11, 8 reddedilir (11,8 < 11,912).

|

Hipotez testinin temel dilini kurduk: hipotezler, kritik bolge, iki tiir hata, gii¢, p degeri ve giiven aralifiyla
baglanti. Bu araglar kitabin sonundaki Alistirmalar bolimiinde, 6zellikle normal ortalama testi ve testin
giicii aligtirmasinda iki yonli bir testin kritik bolgesini ve giiciinii hesaplarken kullaniliyor.
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17. Alistirmalar

Bu bolimdeki aligtirmalar kitabin farkli kisimlarini bir araya getirir: yansizlik, iki tahmin y6ntemi, bir
hipotez testinin giicii ve iki varyansin orani i¢in giiven araligi. Her ¢6ziim, kullandig1 sonucun anlatildig:
bolime baglanti verir; tablo degerleri Tablolar sayfasindan okunur.

Alistirma 17.1 (Farklarin karelerinden yansiz tahmin edici). (X, X,, X3), ortalamas: 2 ve var-
yanst 2 olan bir kitleden alinmis bir rastgele rneklem olsun.

T =c[(X; — X5)* + (X5 — X3)?]
istatistiginin o2 icin yansiz bir tahmin edici olmas1 icin ¢ ne olmalidir?

Coziim.

T’nin yansiz olmas1 E(T) = o2 demektir (yansizlik). Bu yiizden énce E [(X;—X )2 |'vi hesapla-
yalim.

Orneklem rastgele oldugundan X, X,, X5 bagimsizdir ve hepsi kitle ile ayn1 dagilima sahiptir. Buna
gore her ¢ icin

E(X?) = Var (X;) + ( E(Xi))2 =o0? +4,
ve i # j icin bagimsizliktan E(X; X ;) = E(X;) E(X;) = 2 -2 = 4 olur. Boylece
E[(X;— X;)? |= E(X?) — 2E(X;X;) + E(Xf)
=(024+4)—2-4+ (62 +4) =202
Yani ortalama 2 sadelesip gider; iki gozlemin farki yalniz yayilimi tagir. Beklenen degerin dogrusalli-
Byla
E(T) = c¢(20% + 20%) = 4co?.
E(T) = 0 olmas1 her 62 i¢in 4c = 1 demektir. O halde ¢ =  ve

(X, — X5)? + (X, — X3)?
4

T =
o%’nin yansiz bir tahmin edicisidir.
Alistirma 17.2 (Momentler yontemiyle tahmin). Olasilik yogunluk fonksiyonu

f(z;0) = (02 +0) 21 (1 —2), 0<z<1,06>0

olan bir kitleden n birimlik bir rastgele 6rneklem aliniyor. § parametresinin tahmin edicisini momentler
yontemi ile bulunuz.

Cozim.

Momentler yonteminde kitle momentleri 6rneklem momentlerine esitlenir. Tek parametre oldugundan
birinci moment yeter: E(X) = X.

Once E(X)’i hesaplayalim. 62 + 6 = 6(6 + 1) yazip integrali terim terim alirsak

E(X) =600+ 1)/1x~x91(1 —z)dz=6(0+1) /1(;59 — 2" da
0 0

:9(9+1)(0+1_0+2) —0(0+1)-

1 0
O+1)(0+2) 0+2
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(Ayn1 hesap z ¢arpani olmadan yapilinca 6(0 + 1) ( % — 6+L1 ) = 1 c¢ikar; yani f gercekten bir yogun-
luktur.)

Simdi 9_%2 = X denklemini 6 icin ¢ézelim:

a=m+ﬂ:¢wpm=ﬂ'$é=%%.

Gozlemler (0, 1) araliginda oldugundan 0 < X < 1’dir; bu yiizden payda sifir olmaz ve 6 > 0 cikar.

Alistirma 17.3 (En ¢ok olabilirlik tahmin edicisi). (X, ..., X,,), olasilik yogunluk fonksiyonu
flo;r)==-z+, 0<z<1,7>0

olan bir kitleden alinmis bir rastgele 6rneklem olsun. 7 parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini
bulunuz.

Cozim.
Gozlemler bagimsiz oldugundan olabilirlik fonksiyonu yogunluklarin ¢arpimidir:

1-r
noqoi 1 n T
L = —r.T = — . .
o =TTk =1 (H)
Logaritma artan oldugundan L ile In L ayni noktada en biiyik olur. 1_77 = % — 1 yazarsak

1
InL(r) = —nln7t+ (; — 1) Zlnwi.

1

n
1=

Tirev alip sifira esitleyelim:

ilnL('r) - iZlnxi =

dr T T2

0 < X; < 1 oldugundan her In X negatiftir; dolayisiyla 7 > 0 olur.
Bulunan noktanin gercekten en biiyiik deger oldugunu gorelim. fkinci tiirev

d? () = " 2 Z" 1
dr2 " (T)_7'_2+7'3 — %
=
olup Y Inz; = —n7 yazilinca 7 = 7’da &5 — QT—Z = —z3 < 0 ¢ikar. Ayrica birinci tiirev 7 < 7 i¢gin

pozitif, 7 > 7 icin negatiftir; yani 7 tek kritik noktadir ve In L’nin mutlak en biiyiik degeri oradadir.

Aligtirma 17.4 (Normal ortalama testi ve testin giicii). Standart sapmasi ¢ = 2 olan normal bir
kitleden n = 16 birimlik bir rastgele 6rneklem alimyor. H, : u = 9 hipotezi H; : p # 9 hipotezine kars:
a = 0,10 anlamlilik diizeyinde test edilecektir. Kritik bolgeyi 6rneklem ortalamasi X cinsinden yaziniz
ve gercek ortalama p = 10 iken testin giictinii bulunuz.

Coziim.
Test istatistigi. o bilindiginden H, dogruyken

_X-9 X-9 X-9
o/y/n 2/4 0,5

A ~ N(0,1)
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olur (normal ortalama testi).

Kritik bolge. Kars1 hipotez iki yonlii oldugundan o = 0, 10 iki kuyruga esit bolunir: her kuyrukta
0, 05. Standart normal tablosunda 0, 45 alan1 1, 64 ile 1,65 arasinda kalir; 2 g5 = 1,645. Hy, | Z | >
1,645 oldugunda reddedilir. X cinsinden:

X<9—-0,5-1,645=8,1775 yada X >940,5 1,645 =9,8225.

Kabul bslgesi 8, 1775 < X < 9,8225 araligidur.
Giig. Testin giicii 1 — 3, H, yanlisken onu reddetme olasiligidir; burada p = 10 iken H,’'in reddedilme
olasihigr. p = 10 iken X ~ N(10; 0,52%) oldugundan standartlastirma X ten 10 cikarip 0, 5’e bélmektir:

1—6=P(X <8,1775) + P(X > 9,8225)
8,1775 — 10 9,8225 — 10
—pPlg<c222t° 7 pPlzs 22222 =
(20 +r(2> 2555)
= P(Z < —3,645) + P(Z > —0, 355).
Simetriyle P(Z < —3,645) = 0,5 — A(3,645) olur ve tablodan bu deger yaklagik 0,0001 bulunur.

Ikinci terimde simetriyle P(Z > —0,355) = 0,5 + A(0, 355) olur. A(0,35) = 0, 1368 ile A(0,36) =
0, 1406 arasinda ara deger alinirsa A(0, 355) ~ 0, 1387 bulunur. Buna gore

1— B8~ 0,0001 + 0,6387 = 0, 6388.

Yani gercek ortalama 10 iken test, yanlis olan H1 yaklasik %64 olasilikla reddeder. Sol kuyrugun
katkis1 yok denecek kadar kiiciiktiir, ¢iinkii 4 = 10 sag taraftadir. Asagidaki sekilde iki dagilim ve kritik
bolge goriliyor.

ret kabul ret

gl¢ ~ 0,639

o=0,10

=

Sekil 17.1: Mavi egri H, altinda (1 = 9), kesikli turuncu egri p = 10 iken X'nin dagilimi. Mavi kuyruklar
toplami a = 0,10; turuncu tarali alan testin giicidr.

Alistirma 17.5 (iki varyansin orani icin gitven aralig1). iki cesit misirin her biri ayn1 diizgiin biiyiime

kosullarinda, birinci cesit 6, ikinci cesit 11 parsele ekiliyor. Parsel verimlerinin 6rneklem varyanslari

birinci gesit igin s? = 6, ikinci cesit i¢in s = 14 bulunuyor. Verimlerin normal dagildigin1 varsayarak,

birinci cesidin kitle varyansi o ile ikinci cesidin kitle varyansi o2’nin oran1 o7 /03 i¢in %95 giiven

araligini bulunuz.

Cozim.
Orneklem biiyiikliikleri n; = 6 ve ny = 11’dir. Iki bagimsiz normal érneklem igin
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_ St/ot

F = ~
2/ 2 n;—1,ny—1
S5 /o3 !

= E’),IO

olur (iki varyansin orani i¢in aralik). 1 — a = 0, 95 i¢in her kuyruga 0, 025 kalir:

St o3
Pl E 10,0025 < o5 =5 < F510,0075 | =0,95.
S5 oy

Esitsizlikleri 02 /o2 i¢in ¢6zelim. Terimlerin tersini alinca yonler degisir; sonra S? /53 ile garpariz:

S? 1 o? 82 1
2 Faooors 3~ 5% Frrooos
2 5,10,0,975 g2 2 5,10,0,025

Sol kuyruk kantili tabloda yoktur, ama Fj 14 ¢ 925 = 1/Fjg 50,975 0ldugundan iist sinur :—g Fo,5,0,975
olur. F tablosundan F 1o ¢ g75 = 4,24 ve Fig 5 ¢ 975 = 6,62 okunur. s7/s5 = 6/14 ~ 0, 4286 ile

0, 4286
4,24

)

~ 0,101 ve 0,4286 - 6,62 ~ 2,837.

Buna gére %95 giiven aralig1

0.2
0,101 < — < 2,837

P

olur. Aralik 1’i icerdiginden bu verilerle iki ¢esidin varyanslarimin farkli oldugu sdylenemez.
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18.1

18. Tablolar

Kitaptaki 6rneklerde ve aligtirmalarda kullanilan biitiin tablo degerleri bu sayfadadir. Degerler dogrudan
dagilim fonksiyonlarindan hesaplanmustir: normal alanlar 4, ¢ degerleri 3, x? ve F degerleri 2 ondalik
basamaga yuvarlanmigtir (1'den kiigiik x? degerleri 3 anlamli basamakla verilmistir).

Kantiller icin kitap boyunca tek bir gésterim kullanilir: alt indisteki p, noktanin solunda kalan alandir.

P(Z<z,)=p,P(T<t,,)=p,P(*<xi, =p,P(F<E, , ,)=p

Burada v serbestlik derecesidir.

Standart Normal Dagilim

Tablo, Z ~ N(0,1) i¢in 0 ile z arasindaki alani, yani P(0 < Z < z) olasiligim verir. z’nin ilk ondalig1
satirdan, ikinci ondalig: siitundan okunur: 6rnegin z = 1,96 icin 1, 9 satir1 ile 0, 06 stitununun kesigimi
0,4750’dir.

Sekil 18.1: Tablodaki deger, standart normal egrinin altinda 0 ile z arasinda kalan tarali alandur.

Egri 0 etrafinda simetrik ve toplam alan 1 oldugundan, z > 0 i¢in tablodaki deger A(z) ile gosterilirse

(Z<2)=0,5+A(z)ve P(Z > 2) =0,5— A(z),
(Z < —2)=0,5—A(z),

(—2 < Z < 2) =2A(2),

+ 0<a<bicin Pla< Z <b)=A(b)— A(a).

Ornegin zj 975 = 1,96 olur, ciinkii P(Z < 1,96) = 0,54 0,4750 = 0,975. Sik kullamlan Kkantiller:
2990 = 1,282, 2z g5 = 1,645, 2j 975 = 1,960, 2 99 = 2,326, z; 995 = 2,576. z > 3,90 icin alan dort
basamakta 0, 5000’dir.

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

- P
- P
- P

0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,1 0,0398  0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0753
0,2 0,0793  0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141
0,3 0,1179  0,1217 0,1255 0,1293 0,1331 0,1368  0,1406  0,1443  0,1480 0,1517
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736  0,1772  0,1808  0,1844  0,1879
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2123  0,2157 0,2190 0,2224
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z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,6 0,2257  0,2291  0,2324  0,2357 0,2389 0,2422  0,2454 0,2486  0,2517  0,2549
0,7 0,2580  0,2611  0,2642 0,2673  0,2704 0,2734  0,2764 0,2794  0,2823  0,2852
0,8 0,2881  0,2910 0,2939  0,2967 0,2995 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159  0,3186 0,3212 0,3238 0,3264 0,3289 0,3315 0,3340 0,3365 0,3389
1,0 0,3413  0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 0,3531 0,3554 0,3577 0,3599 0,3621
1,1 0,3643  0,3665 0,3686  0,3708  0,3729  0,3749  0,3770  0,3790  0,3810  0,3830
1,2 0,3849  0,3869 0,3888  0,3907 0,3925 0,3944 0,3962 0,3980 0,3997 0,4015
1,3 0,4032  0,4049 0,4066  0,4082  0,4099 0,4115 0,4131 0,4147 0,4162 0,4177
1,4 0,4192  0,4207 0,4222 0,4236 0,4251 0,4265 0,4279 0,4292 0,4306 0,4319
1,5 0,4332  0,4345 0,4357 0,4370 0,4382 0,4394 0,4406 0,4418 0,4429 0,4441
1,6 0,4452  0,4463 0,4474 0,4484 0,4495 0,4505 0,4515 0,4525 0,4535 0,4545
1,7 0,4554 0,4564 0,4573 0,4582 0,4591 0,4599 0,4608 0,4616 0,4625 0,4633
1,8 0,4641 0,4649 0,4656  0,4664 0,4671 0,4678 0,4686  0,4693  0,4699  0,4706
1,9 0,4713  0,4719 0,4726  0,4732  0,4738 0,4744 0,4750 0,4756 0,4761 0,4767
2,0 0,4772  0,4778 0,4783  0,4788  0,4793  0,4798 0,4803 0,4808 0,4812  0,4817
2,1 0,4821 0,4826 0,4830 0,4834 0,4838 0,4842 0,4846 0,4850 0,4854  0,4857
2,2 0,4861 0,4864 0,4868 0,4871 0,4875 0,4878 0,4881 0,4884 0,4887  0,4890
2,3 0,4893 0,4896  0,4898 0,4901 0,4904 0,4906 0,4909 0,4911 0,4913 0,4916
2,4 0,4918 0,4920 0,4922 0,4925 0,4927 0,4929 0,4931 0,4932 0,4934 0,4936
2,5 0,4938 0,4940 0,4941 0,4943 0,4945 0,4946 0,4948 0,4949 0,4951 0,4952
2,6 0,4953 0,4955 0,4956 0,4957 0,4959 0,4960 0,4961 04962 0,4963 0,4964
2,7 0,4965 0,4966 0,4967 0,4968 0,4969 04970 04971 04972 04973 0,4974
2,8 0,4974 0,4975 0,4976  0,4977 0,4977 0,4978 0,4979 0,4979 0,4980 0,4981
2,9 0,4981 0,4982 0,4982  0,4983 0,4984 0,4984 0,4985 0,4985 0,4986 0,4986
3,0 0,4987 0,4987 0,4987 0,4988 0,4988 0,4989 0,4989 0,4989 0,4990 0,4990
3,1 0,4990 0,4991 0,4991 0,4991 0,4992 0,4992 0,4992 0,4992 0,4993  0,4993
3,2 0,4993  0,4993 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4995 0,4995 0,4995
3,3 0,4995 10,4995 10,4995 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996  0,4997
34 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4998
3,5 0,4998  0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998  0,4998
3,6 0,4998  0,4998  0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,7 0,4999  0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,8 0,4999  0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999

3,9 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
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18.2 ¢ Dagilimi

Tablo, v serbestlik dereceli ¢ dagihiminin ¢, ,, kantillerini verir: satir v, siitun p’dir. Ornegin b 0,075 =

2, 262.

t dagilimu

Sekil 18.2: Tablodaki t degeri, solunda kalan alan p olan noktadir: P(T < t) = p.

Dagilim 0 etrafinda simetrik oldugundan sol kuyruktaki kantiller de buradan okunur: ¢, _, = —t, .
Son satir (v = oo) standart normal kantilleridir; v buytidiikce ¢ degerleri bu satira yaklasir.
v t0,60 to,70 to,80 t0,90 to,95 to,975 t0,99 to,005 10,9995
1 0,325 0,727 1,376 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 636,619
2 0,289 0,617 1,061 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 31,599
3 0,277 0,584 0,978 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,924
4 0,271 0,569 0,941 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 0,267 0,559 0,920 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 6,869
6 0,265 0,553 0,906 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 0,263 0,549 0,896 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 5,408
8 0,262 0,546 0,889 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9 0,261 0,543 0,883 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781
10 0,260 0,542 0,879 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587
11 0,260 0,540 0,876 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
12 0,259 0,539 0,873 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318
13 0,259 0,538 0,870 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221
14 0,258 0,537 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140
15 0,258 0,536 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073
16 0,258 0,535 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015
17 0,257 0,534 0,863 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965
18 0,257 0,534 0,862 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,922
19 0,257 0,533 0,861 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,883
20 0,257 0,533 0,860 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850
21 0,257 0,532 0,859 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819
22 0,256 0,532 0,858 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,792
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v to,60 to,70 to,80 to,90 10,95 to,075 to,99 to,995  0,9995
23 0,256 0,532 0,858 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,768
24 0,256 0,531 0,857 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745
25 0,256 0,531 0,856 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,725
26 0,256 0,531 0,856 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,707
27 0,256 0,531 0,855 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,690
28 0,256 0,530 0,855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674
29 0,256 0,530 0,854 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,659
30 0,256 0,530 0,854 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,646
40 0,255 0,529 0,851 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,551
50 0,255 0,528 0,849 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678 3,496
60 0,254 0,527 0,848 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,460
80 0,254 0,526 0,846 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639 3,416
100 0,254 0,526 0,845 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626 3,390
120 0,254 0,526 0,845 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617 3,373
o0 0,253 0,524 0,842 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,291

18.3 Ki-kare Dagilimi

Tablo, v serbestlik dereceli x? dagiliminin x,z,)p kantillerini verir. Ornegin Xg’()’% =16,92: x2 dagili-
minda 16, 92’nin solunda kalan alan 0, 95’tir.

x* dagilimi

Sekil 18.3: Tablodaki x* degeri, solunda kalan alan p olan noktadir.

Dagilim simetrik olmadigindan giiven araliklarinda iki ayr1 kantil gerekir; drnegin ng 0,025 = 2,70 ve
Xg, 0,975 = 19, 02. Tablo, okunabilsin diye iki parcaya bdlinmistiir.
Sol kuyruk kantilleri (p < 0, 50)

v X(2),005 X%,m X%,ozs X(2),05 X%,IO X3,25 X%,so
1 0,0000393 0,000157 0,000982 0,00393 0,0158 0,102 0,455
2 0,01 0,0201 0,0506 0,103 0,211 0,575 1,39
3 0,0717 0,115 0,216 0,352 0,584 1,21 2,37
4 0,207 0,297 0,484 0,711 1,06 1,92 3,36
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v X%,oos X(2),01 X3,025 X(2),05 X(2),10 X3,25 X%,SO
5 0,412 0,554 0,831 1,15 1,61 2,67 4,35
6 0,676 0,872 1,24 1,64 2,20 3,45 5,35
7 0,989 1,24 1,69 2,17 2,83 4,25 6,35
8 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49 5,07 7,34
9 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 5,90 8,34
10 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 6,74 9,34
11 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 7,58 10,34
12 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30 8,44 11,34
13 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 9,30 12,34
14 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 10,17 13,34
15 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 11,04 14,34
16 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31 11,91 15,34
17 5,70 6,41 7,56 8,67 10,09 12,79 16,34
18 6,26 7,01 8,23 9,39 10,86 13,68 17,34
19 6,84 7,63 8,91 10,12 11,65 14,56 18,34
20 7,43 8,26 9,59 10,85 12,44 15,45 19,34
21 8,03 8,90 10,28 11,59 13,24 16,34 20,34
22 8,64 9,54 10,98 12,34 14,04 17,24 21,34
23 9,26 10,20 11,69 13,09 14,85 18,14 22,34
24 9,89 10,86 12,40 13,85 15,66 19,04 23,34
25 10,52 11,52 13,12 14,61 16,47 19,94 24,34
26 11,16 12,20 13,84 15,38 17,29 20,84 25,34
27 11,81 12,88 14,57 16,15 18,11 21,75 26,34
28 12,46 13,56 15,31 16,93 18,94 22,66 27,34
29 13,12 14,26 16,05 17,71 19,77 23,57 28,34
30 13,79 14,95 16,79 18,49 20,60 24,48 29,34
40 20,71 22,16 24,43 26,51 29,05 33,66 39,34
50 27,99 29,71 32,36 34,76 37,69 42,94 49,33
60 35,53 37,48 40,48 43,19 46,46 52,29 59,33
70 43,28 45,44 48,76 51,74 55,33 61,70 69,33
80 51,17 53,54 57,15 60,39 64,28 71,14 79,33
90 59,20 61,75 65,65 69,13 73,29 80,62 89,33
100 67,33 70,06 74,22 77,93 82,36 90,13 99,33

Sag kuyruk kantilleri (p > 0, 75)
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v Xg,75 X%,go X%,% X(2),975 Xg,gg X%,ggs
1 1,32 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88
2 2,77 4,61 5,99 7,38 9,21 10,60
3 4,11 6,25 7,81 9,35 11,34 12,84
4 5,39 7,78 9,49 11,14 13,28 14,86
5 6,63 9,24 11,07 12,83 15,09 16,75
6 7,84 10,64 12,59 14,45 16,81 18,55
7 9,04 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28
8 10,22 13,36 15,51 17,53 20,09 21,95
9 11,39 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59
10 12,55 15,99 18,31 20,48 23,21 25,19
11 13,70 17,28 19,68 21,92 24,72 26,76
12 14,85 18,55 21,03 23,34 26,22 28,30
13 15,98 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82
14 17,12 21,06 23,68 26,12 29,14 31,32
15 18,25 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80
16 19,37 23,54 26,30 28,85 32,00 34,27
17 20,49 24,77 27,59 30,19 33,41 35,72
18 21,60 25,99 28,87 31,53 34,81 37,16
19 22,72 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58
20 23,83 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00
21 24,93 29,62 32,67 35,48 38,93 41,40
22 26,04 30,81 33,92 36,78 40,29 42,80
23 27,14 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18
24 28,24 33,20 36,42 39,36 42,98 45,56
25 29,34 34,38 37,65 40,65 44,31 46,93
26 30,43 35,56 38,89 41,92 45,64 48,29
27 31,53 36,74 40,11 43,19 46,96 49,64
28 32,62 37,92 41,34 44,46 48,28 50,99
29 33,71 39,09 42,56 45,72 49,59 52,34
30 34,80 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67
40 45,62 51,81 55,76 59,34 63,69 66,77
50 56,33 63,17 67,50 71,42 76,15 79,49
60 66,98 74,40 79,08 83,30 88,38 91,95
70 77,58 85,53 90,53 95,02 100,43 104,21
80 88,13 96,58 101,88 106,63 112,33 116,32
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2 2 2 2 2 2
v X0,75 X0,90 X0,95 X0,975 X0,99 X0,995
90 98,65 107,57 113,15 118,14 124,12 128,30
100 109,14 118,50 124,34 129,56 135,81 140,17

18.4 F Dagilimi

Tablolar, pay serbestlik derecesi vy ve payda serbestlik derecesi v, olan F' dagihmmnin F;, , ' kantillerini
p=0,95, 0,975 ve 0,99 icin verir. Siitun v, satir v,’dir. Ornegin F5 10 ¢ 975 = 4,24 ve Fig5 ¢ 975 =
6, 62.

F dagilimi

Sekil 18.4: Tablodaki F degeri, solunda kalan alan p olan noktadir: P(F < f) = p.

Sol kuyruk kantilleri tabloda yoktur; onlar serbestlik derecelerinin yer degistirdigi sag kuyruk kantilinden
bulunur:

vV, 1=p T
Va,V1,P

ornegin %’10’0’025 = 1/}7;[0’5’0’975 Oldugundan F"5’10’07025 = 1/6, 62 ~ 0, 151 bulunur. Bu e§1t11k, F ~
F, ., isel/F ~F, , olmasindan gelir.

128 v

18.4.1 p=0,95

Vs \ 1 2 3 4 5 6 7 8
¢!
1 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 233,99 236,77 238,38
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,38 4,82
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95
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v \ 1 2 3 4 5 6 7 8
"
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,18 2,09 2,02
00 3,84 3,00 2,60 2,37 2,21 2,10 2,01 1,94
Vs \ 9 10 12 15 20 30 60 )
vy
1 240,54 241,88 243,91 245,95 248,01 250,10 252,20 254,31
2 19,38 19,40 19,41 19,43 19,45 19,46 19,48 19,50
3 8,81 8,79 8,74 8,70 8,66 8,62 8,57 8,53
4 6,00 5,96 591 5,86 5,80 5,75 5,69 5,63
5 4,77 4,74 4,68 4,62 4,56 4,50 4,43 4,36
6 4,10 4,06 4,00 3,94 3,87 3,81 3,74 3,67
7 3,68 3,64 3,57 3,51 3,44 3,38 3,30 3,23
8 3,39 3,35 3,28 3,22 3,15 3,08 3,01 2,93
9 3,18 3,14 3,07 3,01 2,94 2,86 2,79 2,71
10 3,02 2,98 2,91 2,85 2,77 2,70 2,62 2,54
11 2,90 2,85 2,79 2,72 2,65 2,57 2,49 2,40
12 2,80 2,75 2,69 2,62 2,54 2,47 2,38 2,30
13 2,71 2,67 2,60 2,53 2,46 2,38 2,30 2,21
14 2,65 2,60 2,53 2,46 2,39 2,31 2,22 2,13
15 2,59 2,54 2,48 2,40 2,33 2,25 2,16 2,07
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Vs \ 9 10 12 15 20 30 60 o0
"
16 2,54 2,49 2,42 2,35 2,28 2,19 2,11 2,01
17 2,49 2,45 2,38 2,31 2,23 2,15 2,06 1,96
18 2,46 2,41 2,34 2,27 2,19 2,11 2,02 1,92
19 2,42 2,38 2,31 2,23 2,16 2,07 1,98 1,88
20 2,39 2,35 2,28 2,20 2,12 2,04 1,95 1,84
22 2,34 2,30 2,23 2,15 2,07 1,98 1,89 1,78
24 2,30 2,25 2,18 2,11 2,03 1,94 1,84 1,73
26 2,27 2,22 2,15 2,07 1,99 1,90 1,80 1,69
28 2,24 2,19 2,12 2,04 1,96 1,87 1,77 1,65
30 2,21 2,16 2,09 2,01 1,93 1,84 1,74 1,62
40 2,12 2,08 2,00 1,92 1,84 1,74 1,64 1,51
60 2,04 1,99 1,92 1,84 1,75 1,65 1,53 1,39
120 1,96 1,91 1,83 1,75 1,66 1,55 1,43 1,25
00 1,88 1,83 1,75 1,67 1,57 1,46 1,32 1,00

18.4.2 p=0,975

vy \ 1 2 3 4 5 6 7 8
¢!
1 647,79 799,50 864,16 899,58 921,85 937,11 948,22 956,66
2 38,51 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37
3 17,44 16,04 15,44 15,10 14,88 14,73 14,62 14,54
4 12,22 10,65 9,98 9,60 9,36 9,20 9,07 3,98
5 10,01 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,85 6,76
6 8,81 7,26 6,60 6,23 5,99 5,82 5,70 5,60
7 8,07 6,54 5,89 5,52 5,29 5,12 4,99 4,90
8 7,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43
9 7,21 5,71 5,08 4,72 4,48 4,32 4,20 4,10
10 6,94 5,46 4,33 4,47 4,24 4,07 3,95 3,85
11 6,72 5,26 4,63 4,28 4,04 3,88 3,76 3,66
12 6,55 5,10 4,47 4,12 3,89 3,73 3,61 3,51
13 6,41 4,97 4,35 4,00 3,77 3,60 3,48 3,39
14 6,30 4,86 4,24 3,89 3,66 3,50 3,38 3,29
15 6,20 4,77 4,15 3,80 3,58 3,41 3,29 3,20
16 6,12 4,69 4,08 3,73 3,50 3,34 3,22 3,12
17 6,04 4,62 4,01 3,66 3,44 3,28 3,16 3,06
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N 1 2 3 4 5 6 7 8
"
18 5,98 4,56 3,95 3,61 3,38 3,22 3,10 3,01
19 5,92 4,51 3,90 3,56 3,33 3,17 3,05 2,96
20 5,87 4,46 3,86 3,51 3,29 3,13 3,01 2,91
22 5,79 4,38 3,78 3,44 3,22 3,05 2,93 2,84
24 5,72 4,32 3,72 3,38 3,15 2,99 2,87 2,78
26 5,66 4,27 3,67 3,33 3,10 2,94 2,82 2,73
28 5,61 4,22 3,63 3,29 3,06 2,90 2,78 2,69
30 5,57 4,18 3,59 3,25 3,03 2,87 2,75 2,65
40 5,42 4,05 3,46 3,13 2,90 2,74 2,62 2,53
60 5,29 3,93 3,34 3,01 2,79 2,63 2,51 2,41
120 5,15 3,80 3,23 2,89 2,67 2,52 2,39 2,30
00 5,02 3,69 3,12 2,79 2,57 2,41 2,29 2,19
Vs \ 9 10 12 15 20 30 60 00
g!
1 963,28 968,63 976,71 984,87 993,10 1001,41 1009,80 1018,26
2 39,39 39,40 39,41 39,43 39,45 39,46 39,48 39,50
3 14,47 14,42 14,34 14,25 14,17 14,08 13,99 13,90
4 8,90 8,84 8,75 8,66 8,56 8,46 8,36 8,26
5 6,68 6,62 6,52 6,43 6,33 6,23 6,12 6,02
6 5,52 5,46 5,37 5,27 5,17 5,07 4,96 4,85
7 4,82 4,76 4,67 4,57 4,47 4,36 4,25 4,14
8 4,36 4,30 4,20 4,10 4,00 3,89 3,78 3,67
9 4,03 3,96 3,87 3,77 3,67 3,56 3,45 3,33
10 3,78 3,72 3,62 3,52 3,42 3,31 3,20 3,08
11 3,59 3,53 3,43 3,33 3,23 3,12 3,00 2,88
12 3,44 3,37 3,28 3,18 3,07 2,96 2,85 2,72
13 3,31 3,25 3,15 3,05 2,95 2,84 2,72 2,60
14 3,21 3,15 3,05 2,95 2,84 2,73 2,61 2,49
15 3,12 3,06 2,96 2,86 2,76 2,64 2,52 2,40
16 3,05 2,99 2,89 2,79 2,68 2,57 2,45 2,32
17 2,98 2,92 2,82 2,72 2,62 2,50 2,38 2,25
18 2,93 2,87 2,77 2,67 2,56 2,44 2,32 2,19
19 2,88 2,82 2,72 2,62 2,51 2,39 2,27 2,13
20 2,84 2,77 2,68 2,57 2,46 2,35 2,22 2,09
22 2,76 2,70 2,60 2,50 2,39 2,27 2,14 2,00
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Vs \ 9 10 12 15 20 30 60 00
"

24 2,70 2,64 2,54 2,44 2,33 2,21 2,08 1,94
26 2,65 2,59 2,49 2,39 2,28 2,16 2,03 1,88
28 2,61 2,55 2,45 2,34 2,23 2,11 1,98 1,83
30 2,57 2,51 2,41 2,31 2,20 2,07 1,94 1,79
40 2,45 2,39 2,29 2,18 2,07 1,94 1,80 1,64
60 2,33 2,27 2,17 2,06 1,94 1,82 1,67 1,48
120 2,22 2,16 2,05 1,94 1,82 1,69 1,53 1,31
00 2,11 2,05 1,94 1,83 1,71 1,57 1,39 1,00

18.4.3 p=0,99

N 1 2 3 4 5 6 7 8
¢!
1 4052,18 4999,50 5403,35 5624,58 5763,65 5858,99 5928,36 5981,07
2 98,50 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37
3 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29
6 13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10
7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06
11 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50
13 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30
14 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14
15 8,68 6,36 5,42 4,39 4,56 4,32 4,14 4,00
16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89
17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79
18 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71
19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56
22 7,95 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29
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N 1 2 3 4 5 6 7 8
"

28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82

120 6,85 4,79 3,95 3,48 3,17 2,96 2,79 2,66
00 6,63 4,61 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64 2,51

Vs \ 9 10 12 15 20 30 60 e)
vy
1 6022,47 6055,85 6106,32 6157,28 6208,73 6260,65 6313,03 6365,86
2 99,39 99,40 99,42 99,43 99,45 99,47 99,48 99,50
3 27,35 27,23 27,05 26,87 26,69 26,50 26,32 26,13
4 14,66 14,55 14,37 14,20 14,02 13,84 13,65 13,46
5 10,16 10,05 9,89 9,72 9,55 9,38 9,20 9,02
6 7,98 7,87 7,72 7,56 7,40 7,23 7,06 6,88
7 6,72 6,62 6,47 6,31 6,16 5,99 5,82 5,65
8 591 5,81 5,67 5,52 5,36 5,20 5,03 4,86
9 5,35 5,26 5,11 4,96 4,81 4,65 4,48 4,31
10 4,94 4,85 4,71 4,56 4,41 4,25 4,08 391
11 4,63 4,54 4,40 4,25 4,10 3,94 3,78 3,60
12 4,39 4,30 4,16 4,01 3,86 3,70 3,54 3,36
13 4,19 4,10 3,96 3,82 3,66 3,51 3,34 3,17
14 4,03 3,94 3,80 3,66 3,51 3,35 3,18 3,00
15 3,89 3,80 3,67 3,52 3,37 3,21 3,05 2,87
16 3,78 3,69 3,55 3,41 3,26 3,10 2,93 2,75
17 3,68 3,59 3,46 3,31 3,16 3,00 2,83 2,65
18 3,60 3,51 3,37 3,23 3,08 2,92 2,75 2,57
19 3,52 3,43 3,30 3,15 3,00 2,84 2,67 2,49
20 3,46 3,37 3,23 3,09 2,94 2,78 2,61 2,42
22 3,35 3,26 3,12 2,98 2,83 2,67 2,50 2,31
24 3,26 3,17 3,03 2,89 2,74 2,58 2,40 2,21
26 3,18 3,09 2,96 2,81 2,66 2,50 2,33 2,13
28 3,12 3,03 2,90 2,75 2,60 2,44 2,26 2,06
30 3,07 2,98 2,84 2,70 2,55 2,39 2,21 2,01
40 2,89 2,80 2,66 2,52 2,37 2,20 2,02 1,80
60 2,72 2,63 2,50 2,35 2,20 2,03 1,84 1,60
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Vs \ 9 10 12 15 20 30 60 00
v

120 2,56 2,47 2,34 2,19 2,03 1,86 1,66 1,38
o0 2,41 2,32 2,18 2,04 1,88 1,70 1,47 1,00
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