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Giris

Lineer programlama, lineer kisitlar altinda lineer bir amag fonksiyonunu en bityiik ya da en kii¢iik yapan
¢6zumil arar. Siirl kaynaklarin en verimli nasil paylastirilacagy, en ucuz diyetin nasil kurulacagi, bir
fabrikanin hangi iirtinden ne kadar tiretecegi gibi sorular bu kaliba girer. Ders, problemi modellemekten
baslayip simpleks algoritmasina, dualite teorisine ve tam sayili programlamaya uzanir.

Notlar boyunca her problem 6nce kanonik forma, sonra standart forma, en sonunda da simpleks
yontem ile ¢o6ziilebilir hale getirilir; bu ti¢ kavram ilk bolimde yan yana kargilagtirilir. Simpleks
tablolar1 her bélimde ayni diizende yazilir: iistte ¢; satir, solda x5 ve cp stitunlar, altta z; — ¢; satir.
Biitiin pratik kurallar, dikdértgen kuralinin renkli sekilleriyle birlikte, kitabin sonundaki Uygulamali 6zet
sayfasinda tek yerde toplanmigtir.
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1.1

1. Lineer Programlama Problemi, Kanonik
ve Standart Formlar

Bir at6lye elindeki sinirl is¢ilik ve malzemeyle hangi tiriinden kag tane tiretmeli ki kar1 en bityiik olsun?
Bir diyet hangi besinlerden ne kadar icermeli ki vitamin gereksinimleri kargilansin ve maliyet en kiiciik
kalsin? Bu sorularin ortak bir kalib1 var: birka¢ bilinmeyen dogrusal esitsizliklerle sinirlaniyor ve yine
dogrusal bir 6l¢iitiin en iyi degeri araniyor. Lineer programlama bu kaliptaki sorular1 modellemek ve
¢cozmek icin gelistirilmis bir yontemdir.

Bu bolimde once lineer programlama probleminin ne oldugunu ve hangi varsayimlara dayandigim
gorecegiz, sonra sozel problemlerden model kurmay1 6grenecegiz. Béliimiin ikinci yarisi, kitap boyunca
stirekli kullanacagimiz ti¢ kavrama ayrilmistir: kanonik form, standart form ve simpleks yontem ile
coziilebilir hal. Bu iicii birbirine ¢ok benzedigi i¢in kolayca karisir. Bu yiizden her birini ayr1 bir tanimla
verecek, kiicitk 6rneklerle pekistirecek, sonra bir problemi bu formlara getiren kurallar: tek tek gorecek
ve en sonunda li¢iinii yan yana karsilastiracagiz.

Lineer Programlama Problemi

Once yéntemin ne yaptigini ve bir modelin hangi parcalardan olustugunu gorelim.

Lineer programlama (LP), belirli bir amaca ulagmak i¢in bazi kisitlayici kogullar altinda kit kaynaklarin
en verimli (optimal) bicimde kullanilmasini saglayan bir yontemdir. Adindaki “lineer” sézctigii kullanilan
fonksiyonlarin dogrusal oldugunu, “programlama” sézciigii ise planlama igini anlatir; bilgisayar program-
lamasiyla bir ilgisi yoktur. Yani lineer programlama, biitiin uygun secenekler arasindan en iyi (optimum)
sonucu bulmaya yo6nelik bir planlama faaliyetidir. Béyle bir ¢alismada 6nce gerekli veriler toplanir, sonra
problem modellenir, en sonunda da modelin ¢6ztimii aragtirilir.

Bir lineer programlama modeli kurulurken degiskenler arasindaki iligkiler ve kullanilacak kit kaynaklar
belirlenir. Bunun icin ii¢ sey yapilir:

« Karar degiskenleri belirlenir. Karar verilecek sistem gozlemlenir; degeri bizim kontroliimiizde olan
ve sistemin performansin etkileyen biiytkliikler secilir. Bu bityiiklitkler karar vericinin elindedir ve
karar degiskenleri diye adlandirilir. Ornegin bir isletme A ve B tipinde iki farkli iiriin iretmek istiyorsa
karar degiskenleri, tiretilecek A ve B miktarlarini gosteren x; ve x, olur.

+ Kisitlayic1 kosullar belirlenir. Eldeki kaynaklar simirli oldugundan karar degiskenleri istedigimiz
her degeri alamaz. Bu sinirlamalar karar degiskenlerinin lineer fonksiyonlar: cinsinden esitlik ya da
esitsizlik olarak yazilir ve kisitlar diye adlandirilir.

- Amag¢ fonksiyonu belirlenir. Amac en iyi dagilimi bulmak oldugundan, “iyiligi® olgen biuytklik
(kér, maliyet, siire, ...) karar degiskenlerinin lineer bir fonksiyonu olarak yazilir. Bu fonksiyona amag
fonksiyonu denir; problem onu en bityiik (maksimum) ya da en kiigiik (minimum) yapmaktur.

Bu {i¢ parcayi genel olarak yazinca lineer programlama probleminin tanimina ulasiriz.

Tanim 1.1 (Lineer programlama problemi). a,;, b; ve ¢; (1 =1,2,...,m ve j = 1,2,...,n) bilinen
sabitler olsun. Her satirda <, =, > bagintilarindan biri bulunmak tizere
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a11T, + a525 + ... +aq, 7,

VI IA
s

<
Ug1Ty + AgpTy + .o + Ao T = by (1)

>

<

a’mlxl + am2x2 + ...+ amnmn = bm

>

x>0, >0,...,2, >0 (2)
kisitlar1 altinda

z2=01% + %y + ... + T, (3)

amag¢ fonksiyonunu minimum (ya da maksimum) yapan z,, &, ..., z,, bilinmeyenlerini (degiskenlerini)
belirleme problemine lineer programlama problemi denir. Ayricam < nolduguveheri =1,2,...,m
i¢in b; > 0 oldugu varsayilir.

Yani bir lineer programlama problemi ti¢ béliimden olusur:

1. (1) kusitlar sistemi. Karar degiskenlerinin alabilecegi degerleri sinirlar. Her kisit dogrusal bir esitlik
ya da esitsizliktir.

2. (2) isaret kosullar1. Karar degiskenlerinin negatif olamayacagini soyler. Uretim miktari, tiiketilen
besin, tasinan mal gibi buiytkliikler zaten negatif olamaz.

3. (3) amag fonksiyonu. Karar degiskenlerinin dogrusal bir fonksiyonudur ve maksimum ya da mini-
mum yapilmak istenir.

Indislerin roliinii karistirmamak icin sunu akilda tutalim: a;; katsayisinda ilk indis ¢ kisitin (satirin),
ikinci indis j degiskenin (sittunun) numarasidir. m kisit sayisi, n degisken sayisidir.

Tanimin sonundaki iki varsayim da kisitlayict degildir. b, > 0 varsayimi genelligi bozmaz: sag tarafl
negatif olan bir kisit1 —1 ile ¢arparsak esitsizligin yont doner ve sag taraf pozitif olur (bkz. Bolim 1.6).
Yalniz kanonik formda, esitsizliklerin yoniunii diizeltirken bu varsayimi gecici olarak birakacagiz; standart
forma gecerken yeniden saglanacak. m < n varsayimu ise asil olarak kisitlarin hepsi esitlik oldugunda
anlam tasir: denklem sayisi bilinmeyen sayisindan az olunca sistemin genellikle sonsuz ¢6ziimi vardir
ve bunlar arasindan en iyisini segmek anlamli hale gelir. Esitsizlikli bir problemde m > n olabilir; ileride
esitsizlikleri esitlige cevirirken eklenen yeni degiskenler degisken sayisini artirir. Ornegin birazdan kura-
cagimiz tiretim modelinde m = 3 kisit ve n = 2 degisken vardir, ama esitlik haline getirilmis biciminde 3
denklem ve 5 degigken olur.

Ornek 1.1 (Katsayilar1 okumak). Asagidaki problemde m, n ve biitiin a, j» bs» ¢ sabitlerini belirleyiniz:

T, + 25 + 325 <12
20, —x5 =14
Tq, %y, T3 >0

maxz = 5T, + 4xy — T3

Cozim.

Iki kisit ve ii¢ degisken var; m = 2 ve n = 3’tiir.

Birinci kisittaki katsayilar a;; = 1, a5 = 2, a3 = 3’tiir. Ikinci kisitta x5 gériinmiiyor; gériinmeyen
degiskenin katsayis1 sifirdir. Béylece ay; = 2, agy = —1, ay3 = 0 olur. Sag taraf sabitleri b; = 12 ve
b, = 4’tiir; ikisi de negatif degildir. Amac fonksiyonunun katsayilari ¢; = 5, ¢y = 4, ¢3 = —1'dir.
Birinci kisit <, ikinci kisit = bi¢cimindedir; amag¢ fonksiyonu maksimum yapilmak isteniyor. Tanimdaki
(1), (2), (3) parcalar sirasiyla ilk iki satir, 21, 24, 23 > 0 satir1 ve son satirdir.

|
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1.2

1.3

1.1 Lineer Programlama Problemi 11

Lineer Programlama Probleminin Varsayimlar:

Gergek hayatta karsilagilan ¢ogu karar problemi icin, en azindan uygun kabuller yapilarak, lineer bir
model kurmak miimkiindiir. Model kurmak gercek sistemi matematiksel olarak ifade etmek demektir.
Modelden tutarli sonuclar alabilmek icin asagidaki dort varsayimin gecerli olmasi gerekir.

Tanim 1.2 (Dogrusallik (oranlilik) varsayimi). Her karar degiskeninin ama¢ fonksiyonuna ve her
kisita katkasi, o degiskenin deeriyle orantilidir: z; degiskeninin amaca katkisi c¢;z;, @. kisita katkist
a;;x; dir.

Yani bir birim iiriin 3 saat is¢ilik ve 50 TL kar getiriyorsa, 10 birim iirtin 30 saat is¢ilik ve 500 TL kar getirir.
Ornegin ¢ok alana indirim yapiliyorsa birim fiyat miktara bagli hale gelir ve bu varsayim bozulur.

Tanmim 1.3 (Toplanabilirlik varsayimi). Amag fonksiyonunun degeri ve her kisitin sol tarafi, degis-
kenlerin ayr1 ayr1 katkilarinin toplamidir; degiskenler birbirinin katkisini artirmaz ya da azaltmaz.

Yani bir masa 2 saat, bir sandalye 1 saat iscilik istiyorsa z; masa ve =, sandalye i¢in toplam iscilik 2z, +
T, saattir. Ornegin masa ve sandalye birlikte iiretilince makine ayar1 paylasildig1 igin siire kisaliyorsa,
iscilige =, x, gibi dogrusal olmayan bir terim karisir ve bu varsayim bozulur.

Tanim 1.4 (Boliinebilirlik varsayimi). Karar degiskenleri yalmiz tam say1 degil, kesirli degerler de
alabilir.

Yani ¢éziim 2, 5 litre siit ya da 12,4 ton celik ¢ikabilir ve bu anlamlidir. Ornegin karar degiskeni satin
alinacak kamyon sayisiysa 2,5 kamyon anlamsizdir ve bu varsayim bozulur. Béyle problemlerle Tam
sayili programlama ve dal-sinir yontemi boliimiinde ilgilenecegiz.

Tanim 1.5 (Belirlilik (kesinlik) varsayimi). Modeldeki biitiin a,;, b;, c; parametreleri kesin olarak
bilinir ve degismez.

Yani etin kilosunun 26 TL, eldeki isciligin 100 saat oldugu kesin olarak bilinir. Ornegin gelecek haftanin
talebi tahminle belirleniyor ve rastgele degisiyorsa bu varsayim bozulur; boyle durumlarda parametre-
lerdeki kiiciik degisikliklerin ¢6ziimii nasil etkiledigini Duyarlilik analizi b6liimiinde inceleyecegiz.

Bir problemde karar degiskenleri ve parametrelerle ilgili dogrusallik, toplanabilirlik, béliinebilirlik ve
belirlilik varsayimlar1 gegerliyse, problem bir lineer programlama problemi olarak modellenip ¢oziilebilir.
Lineer programlamanin baslica uygulama alanlar1 sunlardir:

« Ulastirma ve lojistik problemleri: mali depolardan magazalara en diisiik tasima maliyetiyle dagit-
mak.

+ Endiistriyel iiretim planlamasi ve stok kontrolii: hangi tiriinden ne kadar tiretilecegine, ne kadar
stok tutulacagina karar vermek.

« Karisim problemleri: yem, yakit, alasim gibi karisimlar: istenen 6zellikleri saglayacak en ucuz oran-
larda hazirlamak.

« Finansal planlama problemleri: bir biitceyi, getiri ve risk kosullarina uyarak yatirim segenekleri
arasinda paylastirmak.

Model Kurma

Sozel olarak verilen bir problemi lineer programlama problemine ¢evirmek, ¢6ziimiin en énemli adimidir;
model yanligsa en iyi ¢oziim yontemi bile yanlis cevap verir. Asagidaki recete bu isi diizene sokar.
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© Dért adimda model kurma

1. Karar degiskenlerini birimleriyle tanimla: “x,: bir giinde tiketilecek siit miktar: (It)” gibi.

2. Her kaynak ya da gereksinim i¢in bir kisit yaz: “en az” — >, “en ¢ok, gegmemeli” — <, “tam
olarak” — =. Kisitin iki yaninin birimi ayn1 olmalidir.

3. Isaret kosullarin ekle: z; > 0.

4. Amac fonksiyonunu yaz ve maksimum mu minimum mu oldugunu belirt.

Bu kitapta bir problemi hep bu sirayla yazacagiz: 6nce kisitlar, sonra isaret kosullari, en sonda amag
fonksiyonu.

Ornek 1.2 (Diyet problemi). Bir kisi yalniz et, siit ve yumurta yiyerek diyet yapryor. Giinde en az 15
mg A vitamini, 30 mg C vitamini ve 10 mg D vitamini almasi gerekiyor; buna karsilik besinlerden aldig:
kolesterol giinde 80 birimi gegmemeli.

« 1 litre sttte 1 mg A, 100 mg D vitamini ve 70 birim kolesterol vardir; siitiin litresi 2,25 TL’dir.

+ 1kgette 1 mg A, 10 mg C, 100 mg D vitamini ve 50 birim kolesterol vardir; etin kilosu 26 TL’dir.

« Bir yumurtada 10 mg A, 10 mg C, 10 mg D vitamini ve 120 birim kolesterol vardir; yumurtanin tanesi
0,21 TL dir.

Kisi bu diyeti en ucuz yoldan gerceklestirmek istiyor. Durumu bir lineer programlama problemi olarak
ifade ediniz.

Cozim.
Once verileri bir tabloda toplayalim. Siitte C vitamini olmadig1 i¢in o hiicreye 0 yaziyoruz.

Tablo 1.1: Diyet probleminin verileri

Gida A (mg) C(mg) D(mg) Kolesterol (br) Fiyat (TL/br)
Sat (It) 1 0 100 70 2,25

Et (kg) 1 10 100 50 26
Yumurta (adet) 10 10 10 120 0,21
Gereksinim >15 > 30 > 10 <80

Karar degiskenleri. Kisinin karar verecegi sey, her besinden ne kadar tiikketecegidir:

» xy: bir giinde tiiketilecek siit miktar: (It),
s Io: bir giinde tiiketilecek et miktar: (kg),
* z4: bir giinde tiiketilecek yumurta miktar (adet).

Kisitlar. Tablodaki (bkz. Tablo 1.1) her besin 6gesi siitunu bir kisit verir. Ornegin A vitamini siitiinii
okuyalim: x litre stit 1 - ; mg, x4 kg et 1 - x5 mg, x5 yumurta 105 mg A vitamini verir. Toplam en
az 15 mg olmalidir: 2, 4 x5 + 10z5 > 15. C ve D vitaminleri de ayni bicimde > kisit1 verir. Kolesterol
ise “gecmemeli” dendigi i¢in < kasitidir.

Amag. Giunlikk maliyet 2, 252, + 26x4 + 0, 2125 TL’dir ve en kiiciik yapilmak isteniyor.

Boylece model sudur:

T, + 29+ 1025 > 15
10z, + 10z5 > 30
100z, + 100z, + 10z > 10
70z, + 50z, + 120z5 < 80
Ty,Z9,23 >0
min z = 2,25z, + 26z, + 0,21z,
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Modeli kurmak, butiin kisitlar: saglayan bir diyetin var oldugunu garanti etmez. Bu verilerde kolesterol
kisit1 ¢ok sikidir. Degiskenler negatif olmadigindan

50(xq + 73) < 50z, + 12025 < 70z, + 50z, + 12025 < 80

olur, yani z, + x5 < 1, 6°dir. O halde 10z, + 1025 < 16 ¢ikar ve C vitamini kisit1 (> 30) hicbir bicimde
saglanamaz. Demek ki bu diyet verilen kolesterol siniriyla gerceklestirilemez. Simpleks yontemin boyle
durumlari kendiliginden nasil fark ettigini Bityitk M y6ntemi bolimiinde gorecegiz.

|

Ornek 1.3 (Uretim planlamasi). Bir atélye masa ve sandalye iiretiyor. Bir masa 2 saat, bir sandalye
1 saat iscilik istiyor ve haftada en cok 100 saat is¢ilik var. Masa da sandalye de birer birim ahsap istiyor
ve haftada en ¢ok 80 birim ahsap var. Pazar haftada en ¢ok 40 masa alabiliyor, sandalye i¢in bir sinir yok.
Bir masadan 30 TL, bir sandalyeden 20 TL kar ediliyor. Haftalik kér1 en biiytlik yapan iiretim plani i¢in bir
lineer programlama modeli kurunuz.

Cozim.

Karar degiskenleri. x,: haftada iiretilecek masa sayisi, x4: haftada tiretilecek sandalye sayisi. (Boli-
nebilirlik varsayimiyla bunlari haftalik ortalama iiretim olarak diisiiniir, kesirli degerlere de izin veririz.)
Kisitlar. Her kaynak bir < kisit1 verir:

« iscilik: z; masa 2z, saat, x, sandalye z, saat ister ve toplam en ¢ok 100 saattir: 2z, + x5 < 100;
+ ahsap: z; + z, < 80;
+ masa talebi: z; < 40.

Amac. Haftalik kar 30z, + 20z, TL’dir ve en biiyiik yapilmak isteniyor.

2z, + x4 <100
T, + 19 <80
z, <40
T,y >0
max z = 30z, + 20z,

Burada m = 3 kisit ve n = 2 degisken vardir. Bu model boliimiin geri kalaninda birgok kez kargimiza
cikacak.
]

Ornek 1.4 (Karisim problemi). Bir ciftlik her giin tam 100 kg yem karisimi hazirliyor. Karisimda
musir ve soya kiispesi kullaniliyor. Misirin %10'u, soya kiispesinin %50'si proteindir; misirin %2'si, soya
kiispesinin %6’s1 liftir. Karisgimin en az %30'u protein olmali, en ¢ok %51 lif olabilir. Misirin kilosu 4 TL,
soya kiispesinin kilosu 10 TL’dir. En ucuz karisim i¢in bir lineer programlama modeli kurunuz.

Coziim.

Karar degiskenleri. z: karisimdaki misir miktar (kg), z4: karisgimdaki soya kiispesi miktari (kg).
Kisitlar. Karisim tam 100 kg oldugundan ilk kisit bir esitliktir: 2, + 5 = 100.

Protein miktar1 0, 10z, + 0, 50z, kg’dir ve 100 kg’in en az %30y, yani en az 30 kg olmalidir: 0, 1z, +
0,5z, > 30. Iki yan1 10 ile carparak ondaliklardan kurtulalim: z; + 5z, > 300.

Lif miktar1 0,02z, + 0,06z, kg'dir ve en ¢ok 5 kg olabilir: 0,02z, + 0,06z, < 5. Iki yan 50 ile
carparsak £; + 3z, < 250 olur.

Amagc. Maliyet 4z, + 10z, TL'dir ve en kiicitk yapilmak isteniyor.

T, +xo =100
T, + 5z > 300
T, + 3z < 250

T1,T9 20

min z = 4z, + 10z,
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Bu modelde ii¢ tiir kisit da (=, >, <) bir arada bulunuyor. Ornegin 50 kg musir ile 50 kg soya kiispesi
biitiin kisitlar1 saglar: 50 4+ 50 = 100, 50 4 250 = 300 > 300, 50 4+ 150 = 200 < 250. Bu karigimin
maliyeti 4 - 50 4+ 10 - 50 = 700 TL’dir. En ucuz karisimin hangisi oldugunu ise ileride U¢ noktalar ve
grafik yontem boliimiindeki yontemlerle bulacagiz.

Karisimin toplamu sabit olmasayd: yiizdeleri toplam miktar cinsinden yazmamiz gerekirdi. “Proteinin
pay1 en az %30” kosulu o zaman

0,1z, + 0,525 > 0,3(zy + z5)

olur. Biitiin degiskenleri sol tarafa toplarsak —0, 2z, 4+ 0,224 > 0, yani —z; + 5 > 0 elde ederiz.
Kisitin sag tarafinda degisken birakmayiz; sag tarafta yalniz sabit kalir.
u

Lineer Programlama Probleminin Diger Gosterimleri

Tanimdaki uzun yazim, 6zellikle genel teoremleri ifade ederken hantal kalir. Ayni problem ii¢ kisa bicimde
de yazilabilir; iicii de ileride sik kullanilacak.

Toplam operatoriiyle gosterim

Tanimda verilen (1), (2) ve (3) kosullar1 toplam semboliiyle

bi¢iminde yazilir. Yani 4 sabit tutulup j tizerinden toplaninca 4. kisitin sol tarafi ¢ikar: 6rnegin i = 1 igin
Z?: L Q1T = 01Ty e AT Maksimum probleminde (3) satirinda min yerine max yazilir.

Matris gosterimi

Katsayilar1 ve degiskenleri matrislerde toplayalim:

G117 Qg .. G, by
A | ay a9y ... Gg, B by
mxn : : . : 9 - . )
Gl Cma - Gn b,
mx1
Ty 1
R T R c
xr= .2 y CcC = .2
T c
" nx1 n nx1

A matrisine katsayilar matrisi, b vektoriine sag taraf vektorii, ¢ vektoriine maliyet (amac¢ katsayi-
lar1) vektorii denir. Bu matrislerle lineer programlama problemi
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biciminde yazilir. Buradaki j = 1, n yazim1 “j = 1,2, ..., n” demektir; kitap boyunca bu kisaltmay1 kulla-
nacagiz. (2) kosulunu kisaca Z > 0 diye de yazarnz: bir vektoriin > 0 olmasi, biitiin bilesenlerinin > 0
olmasi demektir. Ayni bicimde AZ < b yazimi, AZ vektoriniin her bilegseninin b’nin karsilik gelen bilege-
ninden kiiciik ya da ona esit oldugunu sdyler. 7% = ¢,z + ... + ¢, z,, ise iki vektoriin i¢ carpimudir.

Ornek 1.5 (Uretim modelinin matris gosterimi). Ornek 1.3 modelini (2z; + 7, < 100, 7, + 25 <
80, z; <40, zq,z5 > 0, max z = 30z; + 20z,) matris biciminde yaziniz.

Coziim.

Ug kusit ve iki degisken oldugundan A matrisi 3 x 2 boyutludur. A'nin 3. satir1 4. kisitin katsayilaridir;
ciinct kisitta x4, goriinmedigi i¢in oraya 0 yazilir:

21 100
A= 11|, ©b=1|80], i:[ml], 5:[30].
10

Model AZ < b, > 0, max z = ¢7Z olur. Saglama olarak carpimi acalim:

2z, + x4 100
AZ = |z, +z, | < | 80|, ¢’z = 302, + 20z,.
x, 40

Bilegen bilegen okununca ii¢ kisit ve amag fonksiyonu aynen geri gelir.
|

Vektorel gosterim

Bu kez A matrisini stitunlarina ayiralm. j = 1, n icin

ay; by
QAo b
_ 27 _ 2
v; = : ve vy = | .
U b,

olsun. vj, A’nin j. siitunudur, yani ; degiskeninin biitiin kisitlardaki katsayilarini toplar; v, ise sag taraf
vektoriadir. Bu vektorlerle lineer programlama problemi

VA
5

<
TV + LoV + ... +T,0, 4 = pVy = ijvj
>

biciminde ifade edilir. Yani kisitlar sistemi, A’nin siitunlarinin z; agirliklariyla alinmis bir toplaminin v,
ile karsilastirilmasidir. Bu gosterim simpleks yontemin dilidir: simpleks yontemin baslangi¢ tablosunun

stitunlar1 tam olarak bu vy, vy, ..., v,, vektorleridir (Simpleks yontem).

Ornek 1.6 (Uretim modelinin vektérel gosterimi). Ornek 1.3 modelinin kisitlarini (2z; + x5 < 100,
xy + 24 < 80, 1 < 40) vektorel bicimde yazimz ve v; vektérini yorumlayiiz.

Coziim.
A’nin siitunlar: ve sag taraf vektorii

2 1 100
v, = |1], vy = | 1], vy = | 80
1 0 40
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oldugundan kisitlar

1 100
+x, (1] <180
0

xl —
40

— = N

biciminde yazilir. Sol tarafi toplarsak (2z; + x4, €, + @4, ©;) vektori ¢ikar; bilegen bilesen karsilag-
tirma ¢ kisit1 geri verir.

vy vektorit bir masanin tikettigi kaynaklar: gosterir: 2 saat iscilik, 1 birim ahsap ve pazardaki 40
masalik talepten 1 birim. Benzer bi¢imde v, bir sandalyenin tiikettigi kaynaklardir; sandalye masa
talebini etkilemedigi icin son bileseni 0°dir. Vektorel gosterimde her siitun bir “faaliyeti”, v ise eldeki
kaynaklar: temsil eder.

]

Kanonik ve Standart Formlar

Ayni problem pek ¢ok bicimde yazilabilir: bir kisiti —1 ile carpabilir, bir esitsizligi yeni bir degisken
ekleyerek esitlige ¢evirebiliriz. Cozlim yontemleri ve teoriler ise problemi belirli kaliplarda ister. Asagida
bu kaliplarin i¢iinii tanimlayacagiz.

Bir lineer programlama probleminin genel seklini matris yapisinda

<
AZS =D (1)

>
; >0, j=1n (2)
minz = ¢TZ (veya maxz = cT%)(3)

olarak alalim. Amac fonksiyonunun maksimum ya da minimum olmasina bagli olarak problemin kanonik
ve standart formlarini inceleyecegiz.

Kanonik form

Kanonik form yalniz esitsizliklerin yoniiyle ilgili bir kaliptir. “Kanonik” s6zciigii “genel olarak kabul
edilen, kurala uygun” anlamina gelir.
Tanim 1.6 (Kanonik form). Biitiin degiskenleri negatif olmayan bir lineer programlama problemi

+ maksimum problemiyse ve biitiin kisitlar1 < bicimindeyse,
« minimum problemiyse ve biitiin kisitlar1 > bicimindeyse

kanonik formdadir. Matris gosterimiyle maksimum ve minimum problemlerinin kanonik formlar:
sirastyla

AZ <D
>0

maxz = ¢T% AZ > D
>0

min z = ¢T3

bicimindedir.

Yani kanonik formu tamimak igin ti¢ soruya bakariz: Ama¢ maksimum mu, minimum mu? Biitiin
kisitlar amaca uygun yoénde mi (maksimumda <, minimumda >)? Biitiin degiskenler > 0 m1? Kanonik
formda esitlik kisit1 bulunmaz ve sag taraflarin isaretine bakilmaz: b, negatif de olabilir. Bu kalip
dogaldir: kar1 bityiitmek isteyen, sinirli kaynaklarla yukaridan (<) kisitlanir; maliyeti kiigiiltmek isteyen,
karsilanmasi gereken ihtiyaclarla asagidan (>) kisitlanir. Kanonik formun asil kullanildig: yer dualitedir:
bir problemin duali, kanonik formundan dogrudan yazilir (Dualite).
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Ornek 1.7 (Kanonik formda olan bir problem). Ornek 1.3 modeli (27, + 25 < 100, z; + x, < 80,
xq <40, 1,25 > 0, max z = 30z, + 20x,) kanonik formda midir?

Cozim.

Ug soruya sirayla bakalim. Ama¢ maksimumdur. Ug kisitin ii¢ii de < bicimindedir; maksimum prob-
leminde istenen yon budur. Iki degisken de > 0’dir. O halde problem kanonik formdadir ve hicbir
degisiklik gerekmez.

]

Ornek 1.8 (Kanonik formda olmayan bir problem). Asagidaki problem kanonik formda midir?
Degilse kanonik forma getiriniz.

T+ 3924
T, +32, <9
T,,T5 >0
min z = 2z, + 3z,

Cozim.

Ama¢ minimumdur, dolayisiyla biitiin kisitlarin > olmasi gerekir. Birinci kisit uygundur, ama ikinci
kisit < bi¢imindedir; problem kanonik formda degildir.

Ikinci kisitin iki yanim —1 ile carpalim. Bir esitsizlik negatif bir say1yla carpilinca yonii déner:

T, +32, <9 & —x—3z, > 9.
Boylece kanonik form

T, +xy >4
—x, — 3T > —9
Tq,%9 >0
minz = 2z, + 3z,

olur. fkinci satirin sag tarafi —9’dur; kanonik form sag tarafin isaretiyle ilgilenmedigi icin bu bir sorun
degildir.
|

Standart form

Cozum yontemleri esitsizliklerle degil, denklem sistemleriyle calisir; ¢iinkii dogrusal denklem sistemlerini
¢bzmeyi iyi biliyoruz. Standart form, problemi bir denklem sistemine ¢evirir.

Tanim 1.7 (Standart form). Bir lineer programlama probleminde

« biitiin kisitlar esitlik bigimindeyse,
« biitiin sag taraf sabitleri b, > 0 ise,
« bitiin degiskenler > 0 ise

problem standart formdadir. Amag fonksiyonu maksimum da minimum da olabilir. Matris gosterimiyle
standart form AZ = b,b > 0, Z > 0, max (ya da min) z = ¢ T % bicimindedir.

Yani standart formu tanimak i¢in yine li¢ seye bakariz: hepsi esitlik mi, hepsinin sag tarafi negatif olmayan
my, biitiin degiskenler > 0 m1? Kanonik formun tersine, standart formda esitsizliklerin y6nii artik yoktur
ama sag taraflarin isareti 6nemlidir. b; > 0 kosulunun nedeni bir sonraki adimda ortaya ¢ikacak:
simpleks yontem baglangicta bazi degigskenlere dogrudan b, degerini verir ve bu degerin negatif olmamasi
gereKkir.

Bir esitsizligi esitlige cevirmek igin ona yeni bir degisken ekleriz.
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Tanim 1.8 (Aylak ve artik degiskenler). ZZL: | @5 < by kisitim esitlige cevirmek icin sol tarafa

eklenen negatif olmayan degiskene aylak (slack) degisken, Z?: a;;x; > b; kisitini esitlige cevirmek

1
icin sol taraftan ¢ikarilan negatif olmayan degiskene artik (surplus) degisken denir:

n

n
E QT+ Ty = by, E QT — Ty = by, Ty 2 0.
Jj=1 Jj=1

Aylak ve artik degiskenler siradaki indisi alir (z,,,;,, 5, ...) ve amag fonksiyonundaki katsayilar: 0’dir.
Z,; yazimi her kisita bir degisken eklendigi durum icindir; baz1 kisitlar esitlikse yeni degiskenler yine
sirayla numaralanir.

Yani aylak degisken z, . ; =b; — Zj a;:z;, < kisitinda kullanilmayan kaynak miktaridir; artik

(Al
degisken z,,,, = Zj a;;x; — b;, > kisitinda gereksinimin agilan kismdir. Ikisinin de amag katsayis1
0’dur, ¢iinkil bosta kalan kaynak ya da fazladan kargilanan gereksinim kara ya da maliyete ayrica bir sey

eklemez. Yeni degisken eklemek problemi degistirmez; bunu simdi kesin olarak gorelim.

Onerme 1.1 (Aylak ve artik degiskenle esdegerlik). x,,...,,, sayilar igin:
. Z?Zl a;;x; < b; olmast igin gerek ve yeter kosul, Z;;l a;;%; + T,y = b esitligini saglayan birz,, ;>
0 sayisinin var olmasidir;

ey 1 @3;T; = b; olmast i¢in gerek ve yeter kosul, 2?21 a;;T; —

= Tpyq = b; esitligini saglayan birz,, ; >

0 sayisinin var olmasidur.

Bu say1 her iki durumda da tektir.

Ispat.

n
Kisaca s = Ej:l a
Birinci madde. s < b; ise x,,,; = b; — s secelim; x, ., > 0°dir ve s+, ; = b; saglanir. Tersine, s +
Tpy;=0b; vex, , >0ises=b,—x, ; <b, olur. Esitlik x,, ;,’yi x, ; = b, — s olarak tek bicimde
belirler.
Ikinci madde. s > b; ise z,,; =s—b; >0 secilir ve s —x,_; =b; olur. Tersine, s —x,,,; =b; ve
Ty > 0ises =b; +x,,,; > b, dir. Esitlik x,, ; = s — b; degerini tek bicimde belirler.
Aylak ve artik degiskenlerin amag katsayisi 0 oldugundan, esitlige cevrilmis problemin her ¢bziimiinde
amag fonksiyonunun degeri, ilk n degiskenden olusan ¢oziimdeki degerle aynidir. Dolayisiyla iki problemin
coziimleri birebir eslenir ve optimal degerleri aynidir.
]

;% yazahm.

Onerme, kanonik formdaki bir problemin standart forma nasil getirilecegini de soyler.

Maksimum problemi. Kanonik formdaki A2 < B >0 maxz=¢Tzg problemini (Veg > 0 oldugunu)
disiinelim. Standart forma getirmek icin (1) kisitlarindaki esitsizlikleri kaldirmak gerekir. Bunun igin her
kisita z,, ;,% = 1,2, ..., m aylak degiskenleri eklenir; bu degiskenlerin amag fonksiyonundaki katsayilari
0’dir. Maksimum probleminin standart formu sudur:

11T + 19Ty + oo + A1, T + Tpyq = by

91T + 9T + oo+ A9y Ty + Tppyo = by

Am1y + Ap2lo + ot ApnTn + :En+m = bm
z,20,..,2,20,2,.,2>0,...,2,,, >0
maxz = ¢y + Ca%y + ... + ¢, X,
+02,, 1 + 02,y o + oo + 02,y
Minimum problemi. Kanonik formdaki AZ > b,z >0, minz =T problemini (E > 0 olmak tizere)

standart forma getirmek icin her kisittan ,,_;, ¢ = 1, 2, ..., m artik degiskenleri ¢ikarilir; amac katsayilar:
yine 0’dir. Minimum probleminin standart formu sudur:
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a1 Ty + 19Ty + oo + 01,T, — Ty = by

91T + AT + oo+ A9 Ty — Tppyo = by

A1 T1 + Oy To + oo + 0 Ty — T = by
z,20,..,2,20,2,,,2>0,...,2,,, >0
minz = ¢; Ty + Cyxy + ... + €, T,
+0z, ., +0zx, 5+ .. +0z,,.,,

Matris diliyle: maksimum probleminde AZ + IZ, = b, minimum probleminde AZ — IZ, = b olur; burada
Z,= (2,11, Tpim,) eklenen degiskenlerin vektori, I ise m X m birim matristir. Bu isaret farki (aylakta
+1, artikta —1I) bir sonraki kavramin tam merkezindedir.

Ornek 1.9 (Aylak degiskenin anlami). Ornek 1.3 modelini (27, + 25 < 100, z; + 24 < 80, 7; < 40,
%1, Ty > 0,max z = 30z, + 20x,) standart forma getiriniz ve aylak degiskenlerin P (20, 50) ile (40, 20)
iretim planlarindaki degerlerini yorumlayiniz.

Cozim.

X, = 40
(xs=0)

100

2X, + X, = 100

80 (%= 0)

60

40

X; + X, = 80
(x4=0)
20

X1
0 20 40 60 80

Sekil 1.1: Uretim 6rneginin kisitlar1 ve boyali uygun bolge. Her kisit dogrusu iizerinde o kisitin aylak
degiskeni sifirdir. Icerideki P(20, 50) noktasinda x; = 10, x, = 10, x5 = 20; Q(40, 20) noktasinda x; = 0, x,
=20,x5=0.

Ug kisitin {icii de < bicimindedir ve sag taraflari negatif degildir. Her birine sirasiyla x5, 74, x5 aylak
degiskenlerini ekleriz:
2z + x5 +x3 = 100
T, + 29+ 24 =80
z, + x5 =40
Tq,%q, T3, Ty, T => 0
max z = 30z, + 20z, + Ox5 + Oz, + Oxy
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Aylak degiskenler kisitlardan hesaplanir: 5 = 100 — 22 — x4, 4 = 80 — z; — 24, 5 = 40 — z;.

P (20, 50) plani: 20 masa ve 50 sandalye. Iscilik 2 - 20 + 50 = 90 saat kullanilir, z; = 10 saat bosta
kalir. Ahsap 20 + 50 = 70 birim kullanilir, 2, = 10 birim artar. Masa talebinden x5 = 40 — 20 = 20
masalik kisim kargilanmamisg kalir.

Q(40, 20) planu: Is¢ilik 80 + 20 = 100 saat, yani tamamen kullanilir: z; = 0. Ahsap 60 birim kulla-
nilir, z, = 20 birim artar. Masa talebi tamamen karsilanir: 5 = 0.

Bir aylak degiskenin sifir olmasi, o kaynagin sonuna kadar kullanildigy, yani noktanin o kisitin dogrusu
tizerinde bulundugu anlamina gelir. Aylak degisken pozitifse nokta dogrunun “iceri” tarafindadir ve
kaynaktan artan vardir. C6ziimiin basindaki sekilde her kisit dogrusu tizerinde ilgili aylak degiskenin
sifir oldugu goriilayor.

|

Ornek 1.10 (Artik degiskenin anlami). Iki besinden olusan bir diyet diisiinelim. B besininin kilog-
raminda 1 birim A ve 1 birim C vitamini, B, besininin kilograminda 1 birim A ve 3 birim C vitamini vardir.
Giinde en az 4 birim A ve 6 birim C vitamini alinmalidir. B, ’in kilosu 2 TL, By’ nin kilosu 3 TL’dir. z; ve
x4 sirastyla tiiketilecek B; ve B, miktarlari (kg) olmak tizere modeli kurup standart forma getiriniz ve
artik degiskenlerin z; = 3, z, = 2 diyetindeki degerlerini yorumlayiniz.

Cozim.
A vitamini z; + x4, C vitamini 2; + 3z, birimdir ve maliyet 2z, + 3z, TL’dir. Model
T+ 2924
T, + 35 2>6
T1,T5 >0

min z = 2z, + 3z,

olur; minimum problemi ve biitiin kisitlar > oldugundan kanonik formdadir. iki kisittan da sirastyla
x4 ve x4 artik degiskenlerini ¢ikaririz:

T+ Ty —253=4

Ty +3Ty —12, =6

T1,T9,T3,Ty >0
min z = 2z; + 3z4 + 0x3 + Oz,

Artik degiskenler x4 = 1 + 29 —4 ve x4, =z, + 325 — 6’dir. £; = 3, £, = 2 diyetinde 5 birim A
vitamini alinir; gereksinim x; = 1 birim agilmistir. C vitamini 3 + 6 = 9 birimdir; gereksinim z, = 3
birim agilmigtir. Bu diyetin maliyeti 2 - 3 4+ 3 - 2 = 12 TL'dir.

Artik degisken “fazladan alinan” miktardir. Artik degisken negatif olsaydi gereksinim karsilanmamig
olurdu; x5, z, > 0 kosulu tam olarak > kisitlarini ifade eder.

]

Simpleks yontem ile ¢oziilebilir hal

Standart form bir denklem sistemidir, ama simpleks yontemin ¢alismaya baglamasi i¢in bundan fazlasi
gerekir: sistemin bir baslangic ¢6ziimiiniin hi¢ hesap yapmadan okunabilmesi. Bunu saglayan yap:
bir birim matristir.

Tanim 1.9 (Simpleks yontem ile c¢oziilebilir hal). m denklemli standart formdaki bir problemin
katsayilar matrisi, situnlari arasinda m X m birim matrisin bitiin siitunlarini bulunduruyorsa, yani her
i = 1, m icin yalniz i. denklemde goriinen ve orada katsayis1 1 olan bir degisken varsa, problem
simpleks yontem ile ¢oziilebilir haldedir.

Yani ¢oziilebilir halde her denklemin “kendine ait” bir degigkeni vardir. Bu degiskenler digindaki biitiin
degiskenlere O verirsek, her denklem kendine ait degiskenin degerini dogrudan séyler: o degisken b,’ye
esittir. Standart formda b, > 0 oldugu icin bu degerler negatif degildir ve elimizde kisitlarin hepsini sag-
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layan bir baslangi¢ ¢6ztimii olur. Simpleks yontem bu ¢6ziimden baslar ve adim adim daha iyi ¢éziimlere
gecer; birim stitunlar1 veren degiskenler baslangic bazini olusturur (Simpleks yontem).

Aylak degiskenlerin siitunlar1 birim matrisin stitunlaridir (4-I); bu yiizden aylak degiskenler ¢6zilebilir
hal i¢cin hazir adaydir. Artik degiskenlerin siitunlar: ise —I’nin siitunlaridir; katsayr —1 oldugu i¢in birim
siitun vermez. Birim siitunu olmayan denklemlere yardimci bir degisken ekleriz.

Tanim 1.10 (Yapay degisken). Standart formda birim stitunu bulunmayan bir denklemin sol tarafina,
yalmiz o denklemde gériinecek bicimde katsayisi 1 ile eklenen negatif olmayan degiskene yapay (arti-
ficial) degisken denir. Yapay degiskenler z,, , z,, , ..., situn vektérleri v, ,v,,, ... ile gosterilir. Amag
fonksiyonundaki katsayilari, M ¢ok biiytik bir pozitif say1 olmak tizere, minimum probleminde + M,
maksimum probleminde — M dir.

Yani yapay degisken, gercek problemde kargilig1 olmayan gegici bir “yer tutucudur”. Eklendigi denklem
degisir: drnegin z, + x, — x3 = 4 denklemi z; + z, — 3 + =, = 4 olur. Bu yeni denklem orijinaliyle
ancak z, =0 iken aynidir. Amagtaki biyiik ceza, yapay degiskeni pozitif tutmay: ¢ok pahal kilar:
minimumda +M maliyeti buiytitiir, maksimumda —M kéarn disiirir. Béylece simpleks yontem yapay
degiskenleri sifira indirmeye zorlanir; bunun ayrintilar1 Biiyitk M yéntemi ve Iki faz yontemi béliimlerin-
dedir. Zaten birim siitunu olan denkleme yapay degisken eklenmez.

Qnerme 1.2 (Aylak degiskenler birim matris verir). Kanonik formdaki bir maksimum probleminde
b > 0 ise, aylak degiskenler eklenerek elde edilen standart form simpleks yontem ile ¢oziilebilir haldedir.

Ispat.

Kanonik formdaki maksimum probleminin biitiin kisitlar: < bicimindedir. b > 0 oldugundan hicbir satiri
—1 ile carpmak gerekmez; her kisita bir aylak degisken eklenince elde edilen sistem standart formdadur ve
katsayilar matrisi [ AI'| olur. Burada I siitunlari ,, .+, ..., %, ., aylak degiskenlerine ait m x m birim
matristir: ¢, ; yalniz i. denklemde ve katsayisi 1 ile goriiniir. Bu, ¢oziilebilir halin tanimindaki kosulun
ta kendisidir.

Bu 6nermenin bir sonucu olarak, < kisitli ve sag taraflar1 negatif olmayan bir maksimum probleminde
yapay degiskene hi¢ gerek kalmaz. Kanonik formdaki bir minimum probleminde ise (b > 0 iken) her
denklemde bir artik degisken bulunur ve higbiri birim siitun vermez. Orijinal degiskenlerden biri bir
denklem i¢in birim siitun vermiyorsa o denkleme bir yapay degisken eklemek gerekir; uygulamada bu
cogunlukla her denklem demektir.

Ornek 1.11 (Coziilebilir halde olan bir problem). Asagidaki problem simpleks yontem ile ¢oziilebilir
halde midir? Oyleyse baglangi¢c ¢6ziimiinii okuyunuz.
T, — 2Ty + x5 =2
20, + x5+ x4 =6
Ty + 2Ty +25=5
-, + Ty + x5 =2
T >0, j= 1a_6

minz = —4x,; — 5z,

Cozim.

Once standart formda olup olmadigina bakalim: biitiin kisitlar esitliktir, sag taraflar 2, 6, 5, 2 negatif
degildir ve biitiin degiskenler > 0’dir. Problem standart formdadir.

Katsayilar matrisini yazalim:

1 -21000
2 10100
1 2 0010/
-1 1 0001
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Son dort situn (z5, x4, 5, Tg) 4 X 4 birim matrisi olusturur: x4 yalmz birinci, z, yalmz ikinci, x5
yalniz ticiincil, x4 yalniz dérdiincii denklemde ve katsayisi 1 ile goriiniir. O halde problem simpleks
yontem ile ¢oziilebilir haldedir; yapay degiskene gerek yoktur.

Basglangi¢ ¢6ziimii i¢in x; = x5 = 0 aliriz; denklemlerden 43 = 2, z, = 6, x5 = 5, g = 2 okunur ve
amag degeri z = 0 olur. Bu problemi Simpleks yontem boéliimiinde bu baglangic ¢6ziimiinden yola
cikarak ¢ozecegiz.

|

Ornek 1.12 (Yalniz gereken satira yapay degisken). Asagidaki problemi 6nce standart forma, sonra
simpleks yontem ile ¢6ziilebilir hale getiriniz.
T, +1zy >4
2z, + 25, <10
T1,T9 >0
min z = 2z, + 3z,

Coziim.
Standart form. Birinci kisit > oldugundan x5 artik degiskenini ¢ikaririz; ikinci kisit < oldugundan
x, aylak degiskenini ekleriz. Sag taraflar 4 ve 10 negatif degildir:

T+ Ty —x53=4
2z, + x5+ 2, =10
Tq,%q, T3, T4 =0
min z = 2z, + 3z4 4+ 0z3 4 0z,

(Problem minimum problemi oldugu halde < kisit1 icerdigi icin kanonik formda degildir; ama standart
form i¢in kisitlarin yonii 6nemli degildir.)
Coziilebilir hal. Ikinci denklemde x, yalniz orada ve katsayisi 1 ile gériiniir; ikinci denklemin birim
stitunu hazirdir. Birinci denklemde ise x5 iin katsayis1 —1’dir ve bagka uygun degisken yoktur. Yalniz
birinci denkleme bir z, yapay degiskeni ekleriz; minimum problemi oldugu i¢in amag katsayisi
+ M dir:

Tty —23+x, =4

Ty, Lo, T3, Tys Ty, =0

min z = 2z, + 3z, + 023 + 0zy + Mz,

Artik T, Ve Ty stitunlar1 2 X 2 birim matrisi olusturur. Baglangi¢ ¢6ziimii z; = x4 = 53 =0, Ty, =
4, z, = 10°dur.

Birinci denklemi —1 ile carparak x5’e katsay1 1 kazandirmak ise yaramaz: —z; — x4 + 5 = —4 denk-
leminde sag taraf negatif olur, standart form bozulur ve x5 = —4 baslangi¢ degeri x5 > 0 kosulunu
ihlal eder.

]

Doniistiirme Kurallar:

Verilen bir problem ¢ogu zaman bu formlarin hicbirinde degildir. Asagidaki kurallar problemi, ¢6ziimlerini
ve optimal degerini koruyarak istenen forma getirir. Her kuralin basinda hangi form icin gerektigini de
belirtiyoruz.

Maksimum ve minimum arasinda gecis

Hangi formda olursa olsun ama¢ fonksiyonunu maksimumdan minimuma (ya da tersine) cevirmek gere-
kebilir; 6rnegin bir yontem yalmiz minimum problemleri i¢in anlatilmissa. Bunu saglayan kural sudur.
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Onerme 1.3 (Minimum ve maksimum arasindaki bag). S bir kiime, f de S iizerinde taniml gercel
degerli bir fonksiyon olsun. f, S iizerindeki minimum degerini &* noktasinda alryorsa —f de maksimum
degerini ayni &* noktasinda alir ve

ms}nf = —mgx(—f)
olur. Lineer programlama diliyle: min z = — max(—z).

ispat.

Z* noktast f’nin minimum noktasi oldugundan her & € S icin f(Z) > f(Z*) dw. Bu esitsizligi —1 ile
carparsak her T € S i¢in —f(Z) < —f(Z*) ¢ikar. Demek ki —f fonksiyonu S iizerindeki en biiyiik
degerini £* noktasinda alir ve

max (—f) = —f(5*) = —min f

olur. Iki yani1 —1 ile ¢carpmak istenen esitligi verir. Ayni akil yiiriitme tersine de isler: — f nin maksimum
noktast f’nin minimum noktasidir. Dolayisiyla birinin optimumu yoksa 6tekinin de yoktur.
|

Yani min z = ¢7# problemini ¢6zmek yerine max w = —¢” # problemini ¢6zebiliriz: amac katsayilarinin
hepsi —1 ile carpilir, kisitlara dokunulmaz. Optimal nokta degismez; yalmz optimal degerin isaretini
sonunda geri ¢evirmeyi unutmamak gerekir.

Ornek 1.13 (Minimum problemini maksimuma cevirmek). z; + x5, < 4, 2,75 > 0 kisitlar1 altin-
damin z = x; — 2z, problemini bir maksimum problemine ¢eviriniz ve iki problemin optimal degerlerini
karsilastiriniz.

Coziim.
Amag katsayilarim1 —1 ile ¢arparak w = —z tanimlayalim. Karsilik gelen problem
T, +x9 < 4
T1,Ty >0
maxw = —T; + 2z,
olur. Bu kiiciik problemin optimumunu dogrudan bulabiliriz. z; > 0 oldugundan w = —x; + 2z, <

2z, dir; kisittan da x5 < 4 — z; < 4 ¢ikar. O halde her uygun noktada w < 2 -4 = 8 olur ve z; =0,
Z, = 4 noktasinda w = 8 degerine ulagilir. Yani max w = 8’dir.

Onerme 1.3 geregi min z = —maxw = —8'dir ve minimum ayn (0, 4) noktasinda alinir. Saglama:
2(0,4) =0—8=—-8.
]

Esitsizligin yoniinii cevirme (kanonik form igin)

Kanonik form maksimum probleminde biitiin kisitlarin <, minimum probleminde biitiin kisitlarin >
olmasini ister. Yonii ters olan bir kisit1 iki yanim —1 ile ¢arparak diizeltiriz; bir esitsizlik negatif sayiyla
carpilinca yonii doner:

n n
D_ai@ 2 b e ) (—ay)T; < b
j=1 j=1
Iki esitsizligi ayni x4, ..., x,, sayilar1 sagladig1 icin problem degismez. Bu islem sag tarafi negatif yapabilir;

kanonik form buna izin verir.

Ornek 1.14 (Maksimum probleminde ters yonlii kisit). Asagidaki problemi kanonik forma getiriniz.
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Ty +29<5H
3T, — 2z > 2
Tq,%9 >0

max z = 4z, + z,

Coziim.
Maksimum probleminde biitiin kisitlarin < olmas1 gerekir. Birinci kisit uygundur. Ikinci kisitin iki
yani —1 ile ¢arpanz: 3z, — 2x4 > 2 yerine —3x, + 2x4 < —2 yazilir. Kanonik form

T, +29<5
—3z; + 2z, < -2
T,y >0

maxz = 4z, + 4

olur. Ikinci satirin sag tarafinin —2 olmasi kanonik formu bozmaz.
]

Sag taraf1 negatif olan kisit (standart form icin)

Standart form biitiin sag taraflarin negatif olmamasini ister. Sag tarafi negatif olan bir kisitin iki yam
—1 ile carpilir. Kisit esitsizlikse yonii doner, esitlikse esitlik olarak kalir. Aylak ya da artik degiskeni bu
carpmadan sonra, kisitin yeni yoniine gore ekleriz.

Ornek 1.15 (Sag tarafi negatif kisiti standart forma getirmek). z; — 4z, < —8 kisitin1 (z, 75 >
0) standart forma uygun bir esitlige ceviriniz.

Cozim.
Sag taraf —8 < 0 oldugundan once iki yan1 —1 ile ¢arpariz; esitsizligin yoni doner:

-z, + 4z, > 8.
Kisit artik > bicimindedir, dolayisiyla bir 25 > 0 artik degiskeni ¢ikarilir:
-z, +4zy — 5 = 8.

Sag taraf 8 > 0 oldugu i¢in bu esitlik standart forma uygundur.

Sira degistirilirse de ayni sonuca varilir. Once aylak degisken eklersek z; — 4z, + x5 = —8 cikar; bu
esitlikte sag taraf negatif oldugu icin heniiz standart form sayilmaz. iki yan1 —1 ile carpinca yine —z; +
4z, — x5 = 8 elde edilir. Yani ayni degisken, < kisitinin aylagi olarak eklenip sonra —1 ile carpilinca,
> kusitinin artig1 gibi gériiniir. Aylagin ne oldugunu hatirlamak kolaydir: x5 = —8 — 2y + 424, yani
sag tarafin sol taraftan ne kadar biiyiik oldugudur.

|

Esitlik kisitini iki esitsizlige ayirma (kanonik form icin)
Kanonik formda esitlik bulunmaz. Bir say1 ancak hem ondan kiiciik-esit hem biiytik-esit olan sayiya esit
olabilecegi icin

n

n n
Zaijxj =b & Zaijxj <b; ve Za‘ijxj > b,
Jj=1 =1

J=1

yazilir. Maksimum probleminde ikinci esitsizlik —1 ile ¢arpilip < yapilir; minimum probleminde birinci
esitsizlik —1 ile carpilip > yapilir. Standart form igin bu ayirmaya gerek yoktur: esitlik zaten esitliktir.

Ornek 1.16 (Esitlik kisith problemi kanonik forma getirmek). Asagidaki problemi kanonik forma
getiriniz.
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2z, +25=06
T, +319 <9
T,y >0
max z = 3z, + 2z,

oziim.
1(\;/[aksimum problemi oldugundan biitiin kisitlarin < olmasi gerekir. Esitligi iki esitsizlige ayiralim:
2z, + x5 < 6 ve 2z, + x4 > 6. Ikincisini —1 ile carparak —2x; — x, < —6 yapariz. Kanonik form
20, + 2, <6
-2z, — 7y < —6
T, +32, <9
T1,T9 >0
max z = 3z; + 2z,

olur. flk iki satir birlikte 6 < 2z, + x5 < 6, yani 2z, + z, = 6 demektir. Kisit sayis1 2’den 3’e cikts;
kanonik form bu bedeli 6der.
]

Isaret kisitlamasi olmayan degisken

Biitiin formlar degiskenlerin > 0 olmasin ister. Bir z; degiskeni her gercel degeri alabiliyorsa (isaret
kisitlamasi yoksa) onu iki negatif olmayan degiskenin farki olarak yazariz:

z;, =1x,—x

/7 V4
j J T a:jZO, :Uj20.

Bu her zaman mimkiindiir: z; > 0 ise x; =z, :c;»’ =0;7; <0Oise :17; =0, x;’ = —z; alnabilir. Sonra z;

her gectigi yerde x; — 7 ile degistirilir. Bu doniisiimiin simpleks yontemdeki ayrintilart Isaret kisitlamasi
olmayan degiskenler béliimiindedir.

Ornek 1.17 (Isaretsiz degiskenli problemi kanonik forma getirmek). z; > 0 ve , isaretsiz olmak
iizere asagidaki problemi kanonik forma getiriniz.

T, +29<6

Ty — Ty > —2

maxz = T, + 3,

Cozim.
Ty = ThH — Tq, Th, T > 0 yazip her yerde yerine koyalim:
x,+ah—x5 <6
Ty —xTh+ x5 > —2
xq,xh, x5 >0
max z =z, + 3x5 — 35
Artik butin degiskenler > 0°dir. Maksimum probleminde ikinci kisitin < olmasi gerektiginden onu —1
ile carpariz: —z; + 5 — x5 < 2. Kanonik form
xy+azh—x5 <6
—x, +axh—xh <2
xq,xh, x5 >0
max z = x, + 3z5 — 3z5
olur. Yeni problemin bir ¢dziimiinden eski problemin ¢éziimii z, = x5 — x4 ile geri okunur. Ornegin

x5 =0, 25 = 1 ¢oziimii £ = —1 demektir.
|
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Pozitif olmayan degisken

Bir degisken i¢in z; < 0 kosulu verilmigse onu z; = —a:;, a:; > 0 ile degistiririz. z; <0 kosulunu
saglayan sayilar, tam olarak =, > 0 olmak iizere —x; biciminde yazilabilen sayilardir; bu kez tek bir yeni
degisken yeter.

Ornek 1.18 (Pozitif olmayan degiskenli problem). z; > 0, z, < 0 olmak iizere asagidaki problemi
kanonik forma getiriniz.
20, + 25 >4
Ty — Ty <D

minz = 3z; — x4

Coziim.
Ty = —xh, x5 > 0 yazalim. Birinci kisit 22, — x4 > 4, ikinci kisit 2, + 25, < 5, ama¢ z = 3z, + x5
olur.

Minimum probleminde biitiin kisitlarin > olmas: gerektiginden ikinci kisit1 —1 ile ¢arpariz: —z; —
x4 > —b. Kanonik form

20y — x5 >4
—r, —xyH > —5
Zq,24 >0

min z = 3z, + x5

olur. Bulunan ¢éziimde z, = —x ile orijinal degiskene doniiliir.
]

Uc¢ Formun Karsilastirilmasi

Artik ti¢ kavramin hepsini gordiik; simdi onlar1 yan yana koyalim. Asagidaki tablo, bir problemin hangi
formda olduguna karar verirken bakilacak her seyi toplar.

Tablo 1.2: Kanonik form, standart form ve simpleks ile ¢oziilebilir halin karsilagtirilmasi

Form Amag Kisitlar Sag taraf Degiskenler Ne ise yarar
Kanonik max yadamin max: hepsi <; isareti serbest hepsi > 0 Dual problem
min: hepsi >; dogrudan ya-

esitlik yok zilir (Dualite)
Standart max ya da hepsi= hepsib, > 0 orijinaller, ay- Temel ¢oziim-
min; aylak ve laklar, artik- ler bu denk-
artiklarin  kat- lar; hepsi > 0  lem sistemin-
say1s1 0 den hesapla-
nir (Temel ¢6-

ziimler)

Simpleks ile standart for- hepsi = ve Thepsib, >0 standart for- Simpleks bas-
cozillebilir hal  munki; ya- katsayilar munkiler ve langi¢ tablosu
paylar min’de matrisinde gerekirse ya- dogrudan ku-
+M, max’ta m X m birim paylar; hepsi rulur (Simp-

—-M matris >0 leks yontem)

Kargilagtirma tablosunda (Tablo 1.2) dikkat edilecek iki nokta var. Birincisi, kanonik form yone, standart
form esitlige ve sag tarafin isaretine bakar; bu yiizden bir problem kanonik olup standart olmayabilir,
standart olup kanonik olmayabilir. Ikincisi, ¢dziilebilir hal standart formun bir 6zel durumudur: her
¢oziilebilir hal standart formdadir, ama tersi dogru degildir. Asagidaki recete bu formlar arasindaki yolu
adim adim gosterir.
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1.7 Uc Formun Karsilastirilmasi 27

© Uc adimda simpleks yontem ile ¢oziilebilir hale getirme

1. Kanonik form. Degiskenleri > 0 yap (z; = a:; — ac;/ yadaz; = —a:;). Maksimumda > kisitlari,
minimumda < kisitlar1 —1 ile ¢arp; esitlikleri iki egitsizlige ayr.

2. Standart form. Sag tarafi negatif olan satirlar1 —1 ile carp. Sonra < kisitlara aylak degisken ekle,
> kusitlardan artik degisken c¢ikar; esitliklere dokunma. Aylak ve artiklarin amag katsayisi 0°dur.

3. Coziilebilir hal. Her denklemde katsayisi 1 olan ve bagka denklemde gériinmeyen bir degisken
ara. Bulamadigin her denkleme bir yapay degisken ekle; amac katsayis1 minimumda + M, maksi-
mumda — M dir.

Standart form i¢in kanonik formdan ge¢mek zorunlu degildir: esitlikleri ikiye ayirmadan, verilen
problemden dogrudan 2. adima ge¢mek daha kisadir. Kanonik form asil olarak dualite igin gerekir.

Genel problem

kasitlar <, >, = karigik; sag taraf negatif, degisken isaretsiz olabilir

max'ta > kisit;, min'de < kisit1 -1 ile carpilir
esitlik kisit1 iki egitsizlige ayrilir

isaretsiz degisken x' — x", x < 0 olan degisken —x' yazilir

Kanonik form

max: biitiin kisitlar <; min: biitiin kisitlar ; biitiin degiskenler > 0

sag tarafl negatif olan satir -1 ile carpilir
< kisita aylak (slack) degisken eklenir
= kisittan artik (surplus) degisken cikarilir

Standart form

bitin kisitlar esitlik; biitiin sag taraflar > 0; biitiin degiskenler > 0

birim siitunu olmayan satira yapay degisken eklenir

yapay degiskenin amac katsayisi: min i¢in +M, max i¢in -M

Simpleks yontem ile ¢oziilebilir hal

standart form + katsayilar matrisinde m x m birim matris

Sekil 1.2: Bir lineer programlama problemini simpleks yontem ile ¢oziilebilir hale getirme. Oklarin
yaninda her geciste yapilan islemler yazilidir.

Simdi ayn1 regeteyi ti¢ tam 6rnekte uygulayalim: biri < kisitli bir maksimum, biri > kisitli bir minimum,
biri de her tiirden kisit iceren karisik bir problem.

Ornek 1.19 (Maksimum problemi ii¢ forma). Ornek 1.3 modelini sirasiyla kanonik forma, standart
forma ve simpleks yontem ile ¢oziilebilir hale getiriniz:
2z, + x5, < 100
T, + x5 < 80
z, <40
Ti,T9 20
max z = 30z, + 20z,

Coziim.
Kanonik form. Ama¢ maksimum, ii¢ kisit da <, iki degisken de > 0. Problem zaten kanonik formdadur.
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Standart form. Sag taraflar 100, 80, 40 negatif degildir; —1 ile carpilacak satir yok. Her < kisita bir
aylak degisken ekleriz: is¢ilige x4, ahsaba x4, masa talebine x5.
2z, + x5 + x5 = 100
Ty +x9 + x4 =80
T, + x5 =40
T1,Tg,Tg,Ty,Ts >0
max z = 30z, + 20z, + 0z3 + Oz, + Ox5

Coziilebilir hal. Katsayilar matrisi

21100
11010
10001

olup x5, z,, x5 siitunlar1 3 x 3 birim matrisi olusturur. Standart form zaten simpleks yontem ile
coziilebilir haldedir; yapay degisken gerekmez (bkz. Onerme 1.2).

Baslangic ¢6zimii: 2, = 29 =0, 3 = 100, 2, = 80, z5 = 40 ve z = 0. Anlamu aciktir: hi¢ tretim
yapilmiyor ve biitiin kaynaklar bogta. Simpleks yontem buradan baglayip kar: artiran planlara gegecek.
n

Ornek 1.20 (Minimum problemi ii¢c forma). Ornek 1.10 diyetinin modelini (z; + x5 > 4, z; +
3zy > 6,z,,z9 > 0, min z = 2z, + 3x,) sirasiyla kanonik forma, standart forma ve simpleks yontem ile
¢ozillebilir hale getiriniz.

Cozim.
Kanonik form. Ama¢ minimum, iki kisit da >, degiskenler > 0. Problem zaten kanonik formdadir.
Standart form. Sag taraflar 4 ve 6 negatif degildir. Iki > kisittan da artik degisken cikaririz:

T+ Ty —x5=4

Ty +3Ty —1z, =6

T1,T9,T3,Ty >0
min z = 2z, + 3z4 + 0z5 + 0z,

Coziilebilir hal. Katsayilar matrisi
11-10
13 0 -1
dir. 5 ve , in situnlar1 (—1,0) ve (0, —1)’dir; birim stitun degildir. Bunlar1 baglangicta kullanmaya
kalkarsak z; = x4 = 0 icin denklemlerden z; = —4 ve z, = —6 cikar; bu degerler =5, z, > 0 kosu-
lunu bozar. Anlami da sa¢gmadir: hi¢ yemek yemeyen biri vitamin gereksinimini “—4 birim agmis” olur.
Bu yiizden iki denkleme de birer yapay degisken ekleriz. Minimum problemi oldugundan amag katsa-
yilart + M dir:
T+ ry -3+, =4
T +3z, —xy +x,, =06
by 20
2
min z = 2z, + 3z, + Oz3 + Ozy + Mz, + Mz,

Ty, Lo, Ty, Lys Ty, &

Artik v, ve v, sttunlar 2 X 2 birim matrisi olusturur ve problem simpleks yontem ile ¢oziilebilir
haldedir. Baglangi¢ ¢ozimii 2, =z, = 23 =24 = 0,2, =4,z,, =6 ve z=10M"dir.

Bu baglangi¢ noktas: gercek bir diyet degildir: hicbir sey yenmiyor. Yapay degiskenler burada eksik
kalan vitamini olcer: T, = 4 birim A, T,, = 6 birim C vitamini eksiktir. Amactaki bityiikk M cezasi,
simpleks yontemi bu eksikleri gercek besinlerle kapatmaya zorlar. Optimal ¢6ziimde yapay degisken-
lerin hepsi sifir olmalidir; ayrintilar Biiyiik M yontemi béliimiindedir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 28 CC BY-NC-SA 4.0


buyuk-m-yontemi.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.7 Uc Formun Karsilastirilmasi 29

Ornek 1.21 (Karisik kisith problem ii¢ forma). Asagidaki problemi sirasiyla kanonik forma, standart
forma ve simpleks yontem ile ¢oziilebilir hale getiriniz.

T, +z9+ x5 <10

20, —xy+ x5 >4

T+ 2Ty — T3 =3
T, — 3y < -2
Tq,%q, T3 >0

max z = 3T, + 2x4 + T3

Ozim.
I%anonik form. Maksimum problemi oldugundan bitiin kisitlar < olmalidir. Satirlara tek tek bakalim:
+ birinci kisit < bi¢cimindedir, oldugu gibi kalir;
+ ikinci kisit > bicimindedir; —1 ile ¢arparak —2z; + 24 — 53 < —4 yapariz;
o Uctincii kisit esitliktir; 2 4+ 224 — x5 < 3 ve &1 + 224 — x5 > 3 diye ikiye ayirip ikincisini —1 ile
carpariz: —x; — 2%y + 3 < —3;
+ dordinci kisit zaten < bicimindedir; sag tarafi negatif ama kanonik form icin bu 6nemli degildir.
Ty + 2y +253 <10
2z, + 2y —z5 < —4
T+ 229 — 23 <3
—T; — 2T + 23 < 3
Ty — 3Ty < —2
Tq,%q, T3 >0

maxz = 3z; + 2x4 + x5

Standart form. Standart formu kanonik formdan da elde edebilirdik, ama esitligi ikiye ayirip sonra
iki yeni degiskenle yeniden esitlige ¢evirmek gereksiz is olur. Bu yiizden standart formu verilen
problemden yaziyoruz:

+ birinci kisit <: x, aylak degiskenini ekleriz, z; + x4 + 5 + 4, = 10;
« ikinci kisit >: x5 artik degiskenini ¢ikaririz, 22, — x5 + 3 — T5 = 4;
« uctincii kisit esitliktir ve sag tarafi 3 > 0°dir; oldugu gibi kalir;
« dordiincii kisitin sag tarafi —2 < 0’dir. Once —1 ile ¢arpariz: —z; + 3z > 2. Artik > biciminde
oldugu i¢in x4 artik degiskenini ¢cikaririz: —z; + 3z, — 5 = 2.
T, + 29+ x5+, =10
20, — 9+ x5 — 25 =4
Ty + 2Ty — T3 =3
—x, + 3Ty — T =2
T, Tog, - Tg = 0
max z = 3z; + 2x4 + 3 + 0z, + 05 + Oz4
Biitiin kisitlar esitlik, biitiin sag taraflar (10, 4, 3, 2) negatif degil ve biitiin degiskenler > 0; problem

standart formdadir.
Coziilebilir hal. Katsayilar matrisi
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dir. Birim siitun yalmz birinci denklemde vardir: z,’iin siitunu (1,0,0,0)’dir. Diger denklemlerin
durumu soyledir:

» ikinci denklemde x5’in katsayis1 —1’dir; artik degisken birim siitun vermez;

» tcinci denkleme hic yeni degisken eklenmedi; esitlik kisitinin “boglugu” yoktur. ; = g =23 =0
alinca sol taraf 0 olur ve 3’e esit olamaz; denklemi baglangicta saglayacak bir degisken yoktur;

+ doérdiincii denklemde x4 nin katsayis1 yine —1°dir.

Bu ii¢ denkleme sirasiyla z,, , z,,,, %, yapay degiskenlerini ekleriz. Maksimum problemi oldugundan

amag katsayilar1 — M dir:
T, + 2y +2x3+24 =10

22 —zy+ g — 25+ 2, =4
T, + 2z, —z3+x,, =3
—&; + 3%y — xg + T, =2

Ty eeey Ty Ty Tyyyy Toyy = 0

max z = 3z, + 2z, + x3 + 0z4 + 0z5 + Oz
-Mz, —Mz,, — Mz

U Uz

Ty, Ty Ty Ty, siitunlar1 4 x 4 birim matrisi olusturur; problem simpleks yontem ile ¢oziilebilir

haldedir. Baslangi¢ ¢6ztimii

vy =10, =z, =4, ,,=3, z,, =2, z=—-9M
ve geri kalan degiskenler 0°dir.
Yapay degiskenin neden gerektigini bu 6rnek iyi gosterir. Aylak degisken “kullanilmayan kaynak”
olarak baglangicta biitiin sag tarafi Gistlenebilir. Artik degisken bunu yapamaz, ¢iinkii sag tarafi tistlen-
mesi icin negatif olmasi gerekir. Esitlik kisitinda ise iistlenecek bir degisken hi¢ yoktur. Yapay degisken
bu isi gecici olarak uistlenir. Baslangi¢ ¢6ziimi orijinal problemi saglamaz (6rnegin2-0—0+0=0 >
4 degildir). Simpleks yontem, —M cezas1 sayesinde yapay degiskenleri adim adim sifira indirir; hepsi
sifir olunca elde kalan ¢6ziim orijinal problemin de ¢6ziimiidiir. Bu siirecin nasil igledigini Biiyikk M
yontemi boliimiinde gorecegiz.
]

1.8 Sik Yapilan Hatalar

Ug formu birbirinden ayirirken en cok su noktalarda yaniliriz.
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Dikkat edilecek noktalar

« Standart form y6ne bakmaz, kanonik form bakar. Bir minimum probleminde < kisita aylak
degisken eklemek standart formu bozmaz (bkz. Ornek 1.12). Ama o problem kanonik formda
degildir; kanonik form igin o kisit —1 ile ¢carpilip > yapilmalidur.

« Kanonik formda sag taraf negatif olabilir. —3x, + 2z, < —2 gibi bir satir kanonik formu
bozmaz; standart formu ise bozar.

+ b; < 0iken standart form olmaz. z, — 4z, + 5 = —8 bir esitliktir ama standart form degildir;
once iki yan —1 ile ¢arpilir.

+ Artik degisken birim siitun vermez. —x,,_;’nin siitunu —1 igerir; denklemi —1 ile carparak
diizeltmeye ¢alismak sag tarafi negatif yapar. Dogru yol yapay degisken eklemektir.

- Esitlik kisitina aylak ya da artik degisken eklenmez. Esitlik zaten esitliktir; ¢oziilebilir hal
icin ona dogrudan yapay degisken eklenir.

» Katsayilarin isaretleri karismamali. Aylak ve artik degiskenlerin amag katsayist 0°dir; yapay
degiskenlerinki minimumda + M, maksimumda — M dir.

+ Maksimumu minimuma cevirince isaret geri cevrilir. maxw = —z problemi ¢6ziiliince
min z = — max w olur; sonucu yazarken isaretini degistirmeyi unutmayn.

+ Yapay degisken yalniz gereken satira eklenir. Birim siitunu zaten olan (aylak degiskenli) bir
denkleme yapay degisken eklemek gereksizdir.

Bu béliimde bir lineer programlama problemini kurmay1 ve onu kanonik forma, standart forma ve
simpleks yontem ile ¢oziilebilir hale getirmeyi 6grendik. Standart formdaki bir denklem sisteminin, bazi
degiskenleri sifir alinarak bulunan 6zel ¢6ziimleri biitiin ¢6ziim yontemlerinin temelidir. Bir sonraki
bolimde, Temel ¢oziimler ve konveks kiimeler boliimiinde, bu temel ¢6ziimleri tanimlayacak ve uygun
¢oziimlerin kiimesinin geometrik yapisini inceleyecegiz.
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2.1

2. Temel Coziimler ve Konveks Kiimeler

Onceki béliimde bir lineer programlama problemini standart forma getirmeyi 6grendik: biitiin kisitlar
esitlik, biitiin sag taraflar ve biitiin degiskenler negatif olmayan. Standart formdaki kisitlar /m denklemli,
n bilinmeyenli bir dogrusal denklem sistemidir ve m < n oldugu i¢in bu sistemin genellikle sonsuz sayida
¢oziimii vardir. Sonsuz sayida aday arasindan en iyisini aramak umutsuz goriiniir. B6limiin ilk yarisinda
bu sonsuz aday1 sonlu sayiya indiren kavrami, temel ¢oziimii, taniyacagiz: bazi degiskenleri sifir alip
geri kalanlar icin kare bir sistem ¢ozerek bulunan 6zel ¢éziimler.

Ikinci yarida isin geometrisine gegecegiz. Uygun coziimlerin kiimesinin konveks oldugunu, yani iki
uygun ¢6zumil birlestiren dogru pargasimin tamamen uygun c¢oziimlerden olustugunu goérecegiz. Yol
boyunca temel ¢éziimlerin uygun bolgenin koseleriyle yakindan ilgili oldugunu da fark edecegiz; bu bag:
bir sonraki boliimde kesin olarak kuracagz.

Cozim ve Uygun Coziim

Once hangi problemle calistigimizi sabitleyelim. Bu béliim boyunca standart formdaki (Tanim 1.7) bir
problemi ele alacagiz:
a1y + 01Ty + .+ 01,2, = by

G91T1 + G99Ty + ... + G9, T, = by

Oy 1 F Cppo®o + oo + Q) _ b,,
1 >0,29>0,...,2, >0 (2)
min z = ¢y, + %9 + ... + ¢z, (veya max) (3)
Matris gosterimiyle (1) sistemi AZ = b, (2) kosullar1 ise Z > 0 demektir. A katsayilar matrisi m x n

boyutludur ve m < n’dir.

Tanim 2.1 (Coziim).

(1) sistemini saglayan her # = (z, z5, ..., z,,)T vektoriine yada X = (z,,,, ..., x,,) noktasina lineer

Y n
programlama probleminin bir ¢6ziimii denir.

Tanim 2.2 (Uygun ¢oziim).

(1) sistemini ve (2) kosullarin birlikte saglayan her # = (z,, z,, ..., x, )T vektoriine yada X =
glay. 1, L2 y

ey by

(21, Zq, ..., T,,) noktasina lineer programlama probleminin bir uygun ¢6ziimii denir.

Yani ¢oziim yalniz denklemlere bakar; uygun ¢6ziim ayrica her degiskenin negatif olmamasii ister.
Her uygun ¢6ziim bir ¢6ziimdiir, ama tersi dogru degildir. Vektorii ve noktay: ayni nesne sayiyoruz: &
yazimi hesaplarda, X yazimi geometrik yorumlarda isimize yarar. Amac fonksiyonu bu iki tanimda hig¢
rol oynamaz; uygun ¢oziimler arasindan secim yaparken devreye girecek (Tanim 2.7).

Ornek 2.1 (Coziim mii, uygun ¢dziim mii?). x, + 2z, + x5 = 4 denklemi ve 2, z5, 3 > 0 kosullar1
veriliyor (m = 1,n = 3). (1,1,1), (4,0,0), (6,—1,0) ve (0, 0, 5) noktalarindan hangileri ¢6ziim, hangileri
uygun ¢oziimdiir?

Coziim.
Her noktada 6nce denklemin sol tarafini hesaplayalim, sonra isaretlere bakalim.

+ (1,1,1): 1+ 24 1 = 4, denklem saglanir. Bilesenlerin hepsi negatif olmadigindan uygun ¢6ziim-
diir.
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+ (4,0,0): 4 + 0 4+ 0 = 4 ve bilegenler negatif degil; uygun ¢éziimdiir.

+ (6,—1,0): 6 — 2 + 0 = 4, denklem saglanir; bu nokta bir ¢ézitmdiir. Ama z, = —1 < 0 oldugu i¢in
uygun ¢6zim degildir.

« (0,0,5): 0+ 0+ 5 =5 # 4. Bilesenleri negatif olmadig1 halde denklemi saglamadig i¢in ¢dziim bile
degildir.

Uygun ¢6ztim olmak icin iki kosulun birlikte saglanmasi gerekir: denklemler ve isaret kosullari.
|

Ornek 2.2 (Uygun ¢oziimleri bulmak).

T+ 2z +3z3 +4x, =7
Ty, Ty, T3,y >0

kosullarini ele alalim. Bu problemin uygun ¢6ziimlerini bulunuz. Uygun ¢6ziim nasil bulunur?

Cozim.
Iki denklem ve dort bilinmeyen var. Degiskenlerden ikisine deger verirsek geri kalan ikisi denklem-
lerden hesaplanir. Ornegin z; = 2 ve z, = 0 alalm. Denklemler

T, + 225 =1, 2z, 425 =1

olur. Birinciden z; = 1 — 2z, cikar; ikincide yerine koyarsak 2 — 4z4 + x5 = 1, yani z, = % vex; =
% bulunur. Boylece
11
X = (g, g, 2, 0)

noktasi (1) denklemlerini saglar ve biitiin bilesenleri negatif olmadigi i¢in (2) kosullarini da saglar. Bu
nokta bir uygun ¢éziimdr.
Ayni isi bir kez genel olarak yapalim. 25 ve x,’ii serbest birakip denklemleri z,, z, i¢in ¢6zelim:

T+ 2Ty =T7—3x5 —4zy
21 + Ty =3 —x3 — 214
Ikinci denklemi 2 ile ¢arpip birinciyi ¢ikarirsak
3z, = (6—2z5 —4dxy) — (7T— 323 —4dz,) =25 — 1
olur. Birinci denklemi 2 ile ¢arpip ikinciyi ¢ikarirsak
3z, = (14 — 6z5 — 824) — (3 — x5 — 224) = 11 — bzy — 62,
olur. Demek ki (1) sisteminin biitiin ¢éztimleri

Tg—1 11 — 5z — 6z,
€T = ——
3 2 3

T, =

bicimindedir; 5 ve x, istenen her degeri alabilir. Bu ¢6zlimiin uygun olmasi icin dort degiskenin de
negatif olmamasi gerekir:

T53 2> 1, zy >0, dzg + 6, < 11.

Burada z; > 0 kosulu x5 > 1’e, £, > 0 kosulu 525 4 6z, < 11’e donistii; x5 > 1 zaten x5 > 071
icerir. Bu ti¢ esitsizligi saglayan her (x5, z,) secimi bir uygun ¢6ziim verir. Bdyle sonsuz sayida se¢im
oldugundan problemin sonsuz sayida uygun ¢oziimii vardir. Ornegin:

23 =112, =0i¢in X = (0,2,1,0) bulunur. Saglama:0 +4+3+0=7ve0+2+1+0=3.

. Ty = 15—1, x, =0i¢in X = (%,0, %,0) bulunur. Saglama: % + 35—3 =Tve ‘51 + 15—1 =3.
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Ote yandan z; = x, = 0 segilirse X = (—%, %, 0, O) cikar. Bu nokta (1) denklemlerini saglar (—% +
% =1, —% + 13—1 = 3), yani bir ¢6ziimdiir. Ama x; < 0 oldugundan (2) kosulunu saglamaz ve uygun
¢oziim degildir.

Bu 6rnek genel bir durumu gosteriyor: bir lineer programlama probleminin birden fazla, hatta sonsuz
sayida uygun ¢6ziimii olabilir.

Temel Coziimler

Onceki 6rnekte uygun céziimler iki serbest parametreye bagliydi ve sonsuz sayidaydi. Bunlan tek tek
denemek miimkiin degildir. Isimize yarayacak 6zel ¢oziimler, serbest birakilabilecek degiskenlerin hepsine
sifir verilerek bulunanlardir: n degiskenden n — m tanesi sifir yapilirsa geriye m bilinmeyenli m denklem
kalir ve bu kare sistemin ¢ogu zaman tek bir ¢6ztimi vardir.

Tanim 2.3 (Temel ¢6ziim).

(1) sistemindeki n degisken (m < n) icinden n — m tanesi keyfi olarak secilip sifir yapilsin. Geriye kalan
m degiskenli ve m denklemli dogrusal denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti sifirdan
farkliysa, bu sistemin ¢6ztimii ile sifir yapilan degiskenlerin birlikte olusturdugu vektore (1) sisteminin
bir temel ¢6ziimii denir.

Yani bir temel ¢6ztim ti¢ adimda bulunur: n — m degiskeni sifirla, kalan m x m sistemin determinantina
bak, determinant sifirdan farkliysa sistemi ¢6z. Determinant1 kisaca A ile gosterecegiz. A # 0 olmasi,
kare sistemin tek bir ¢6ziimi olmasini garanti eder (bkz. Lineer Cebir, Cramer kurali). A = 0 ise sistemin
ya hi¢ ¢6ziimi yoktur ya da sonsuz ¢oziimi vardir; iki durumda da o secimden bir temel ¢6ziim elde
edilmez.

Kalan m degiskenin katsayilar matrisi, A’nin bu degiskenlere ait m siitunundan olusur. Lineer program-
lama problemi bolimiindeki vektorel gosterimle, yani A’nin situnlarini vy, vy, ..., v,, ile gostererek
soylersek: A £ 0 olmasi, segilen m siitun vektoriiniin lineer bagimsiz olmasi demektir (bkz. Lineer Cebir,
regiilerligin determinant dl¢tti).

Tanim 2.4 (Temel degisken). Bir temel ¢oziimde keyfi olarak secilip sifir yapilan n — m degiskenin
disinda kalan m degiskene temel degisken, sifir yapilan degiskenlere de temel olmayan (keyfi) degis-
ken denir. Temel degiskenlerin siitun vektorlerine temel (baz) vektorleri, bu vektorlerin olusturdugu
kiimeye de o temel ¢6ziimiin bazi denir.

Yani bir temel ¢6ztimde temel olmayan degiskenler tanim geregi sifirdir; temel degiskenler ise denklem-
lerden hesaplanir. Temel degiskenlerin degeri ¢ogunlukla sifirdan farklidir, ama sifir da cikabilir (bkz.
Tanim 2.6). Temel degigkenler bir temel ¢éztimiin “kimligidir”: hangi m degiskenin temel oldugunu
soylemek, o temel ¢6ziimii tamamen belirler.

Temel ¢6ztimlerin sayist sonludur; bunun igin bir st siur verebiliriz.

Onerme 2.1 (Temel ¢dziim sayisinin iist sinir1). m < n olmak iizere m denklemli ve n degiskenli (1)
sisteminin en fazla

C’(n,m):(n): n!

m (n—m)!'m!
tane temel ¢oztimii vardr.

Ispat.

Bir temel ¢oziim, hangin — m degiskenin sifir yapilacagi se¢ilerek bulunur. Sifirlanacak n — m degiskeni
se¢mek, geri kalan m temel degiskeni segmekle ayni seydir ve n degisken arasindan m tanesi C'(n,m)
farkl bicimde secilir.

Her se¢imde iki durum vardir. A = 0 ise o secimden temel ¢oziim ¢ikmaz. A =+ 0 ise kare sistemin tek bir
¢Oziimii vardir ve secim tam olarak bir temel ¢oziim verir. Demek ki her secim en fazla bir temel ¢oziim
verir. Farkli secimler ayni noktay: da verebilir (bkz. Ornek 2.6); bu yalniz farkli temel ¢oziimlerin sayisini
azaltwr. Boylece farkli temel ¢éziimlerin sayist en fazla C(n, m) dir.
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Yani sonsuz sayidaki ¢dziim arasinda ilgilenmemiz gereken temel ¢oziimler sonlu sayidadir. Ornegin m =
2, n =4 i¢in en fazla C(4,2) = 2?—'2, =6, m =3, n =5 i¢gin en fazla C(5,3) = 10 temel ¢6ziim vardir.
Ne var ki bu say1 hizla bityiir: m = 10, n = 20 i¢cin C(20,10) = 184 756 olur. Temel ¢oziimleri akillica

dolasan bir yonteme bu yiizden ihtiya¢ duyacagiz (Simpleks yontem).
Ornek 2.3 (Ug degiskenli bir sistemin temel ¢oziimleri).
T+ 2y +x3=4

sisteminin biitiin temel ¢6ztimlerini bulunuz.

Coziim.

Burada m = 2 ve n = 3’tiir. Her seferinde n — m = 1 degisken sifirlanir; en fazla C(3,2) = 3 temel
¢oziim vardir. Uc secimi sirayla deneyelim.

x5 = 0 secilsin. Temel degiskenler z,, 5 olur:

{zy +2,=4

Ty — Ty =2, A:H 11‘:—27&0.

Iki denklemi toplarsak 2z, = 6, yani z; = 3 ve x5 = 1 bulunur. Temel ¢6ziim (3, 1,0)’dir.
x5 = 0 secilsin. Temel degiskenler z,, x4 olur:

{z1+23=4
11
Ty +3z5 =2, A= =2+#0.
13
Ikinci denklemden birinciyi ¢ikarirsak 225 = —2, yani 3 = —1 ve z; = 5 bulunur. Temel ¢dziim
(5,0,—1)dir.
z, = 0 secilsin. Temel degiskenler z,, x5 olur:
{zy+a3=4
11
—Zo + 3x3 = 2, A:‘_l 3‘:47&0.

Iki denklemi toplarsak 4z = 6, yani z3 = 2 ve 2, = 2 bulunur. Temel ¢6ziim (0, 5, 3)dir.

Ug secimin iiciinde de A # 0 oldugu igin iist sinira ulagildi: sistemin tam 3 temel ¢dziimii var. Ikinci
temel ¢ozlimde x5 = —1 negatiftir; bir temel ¢6ziimiin negatif bilesenleri olabilir. Bu ayrimi simdi bir
tanimla yapacagiz.

|

Uygun Temel Coziimler ve Dejenerelik

Temel ¢éziim tanimi yalniz (1) denklemlerine bakar, (2) isaret kosullarini hi¢ kullanmaz. Isaret kosullarint
da hesaba katinca asil ilgilendigimiz ¢6ztimler ortaya ¢ikar.

Tanim 2.5 (Uygun temel ¢6ziim).

(1) sisteminin temel ¢6ziimleri arasindan (2) kosullarini da saglayanlarin her birine uygun temel ¢6ziim
denir.

Yani uygun temel ¢6ziim iki siizgecten gegen ¢6ziimdiir: 6nce temel olmalidir (n — m degisken sifir, kalan
sistemin A # 0), sonra uygun olmalidir (hicbir bileseni negatif degil). Uygun temel ¢6ziimler hem temel
¢oziimlerin hem de uygun ¢éztimlerin iginde yer alir.
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1 Not

Uygun ¢6ziimde biitiin z; degiskenleri sifir ya da pozitiftir. Temel ¢dziimde ise degiskenler negatif
olabilir. Bir temel ¢6ziim negatif bilesen icermiyorsa uygun temel ¢6ziim adim alir.

Ornek 2.4 (Hangi temel c¢oziimler uygun?). Ornek 2.3 sistemine (z; + 2y + 23 =4, ; — Ty +
3x3 = 2)x1, Ty, T3 > 0kosullari eklensin. Bulunan {i¢ temel ¢6ziimden hangileri uygun temel ¢6ztimdiir?

Cozim.
Uc temel ¢6ziimiin bilesenlerinin isaretlerine bakalim:

+ (3,1,0): bilesenlerin hicbiri negatif degil; uygun temel ¢éziimdiir.
+ (5,0,—1): 23 = —1 < 0; bu bir temel ¢6ziimdiir ama uygun temel ¢6ziim degildir.
. (0, g, %) bilesenlerin hicbiri negatif degil; wygun temel ¢oziimdiir.

Sistemin iki uygun temel ¢6ziimi vardir.
|

Bir temel ¢oziimde temel olmayan n — m degisken zorunlu olarak sifirdir. Bazen temel degiskenlerden
biri de sifir ¢ikar; bu durumun kendine 6zgii bir adi vardir.

Tanim 2.6 (Dejenere ve dejenere olmayan uygun temel ¢6ziim). Bir uygun temel ¢6ziimdeki temel
degiskenlerden bir ya da daha fazlasi sifirsa bu uygun temel ¢6ziime dejenere (yozlasmis) uygun temel
¢6ziim denir. Temel degiskenlerinin hepsi pozitif olan uygun temel ¢6ziime dejenere olmayan uygun
temel ¢6ziim denir.

Yani bir uygun temel ¢6ztimde sifir olan degiskenleri sayariz. Dejenere olmayan uygun temel ¢oztimde
tam n — m degisken sifir, m degisken pozitiftir. Dejenere uygun temel ¢6ziimde ise temel olmayanlara ek
olarak en az bir temel degisken de sifirdir; sifir olan degisken sayisi n — m’den fazladir. Ornegin 1s1nma
ornegindeki (Ornek 2.4) iki uygun temel ¢6ziim de dejenere degildir: (3,1,0)’da temel degiskenler z; =

— 5 3) _5 _ 334
3vexy =1, (0,§,§)dex2—gvex3—5dm

1 Not

Aksi séylenmedikge bir uygun temel ¢6ziimden soz edilirken onun dejenere olmadigl, yani temel
degiskenlerinin higbirinin sifir olmadig1 varsayilir. Dejenere ¢oziimler karsimiza giktiginda bunu
ayrica belirtecegiz.

Ornek 2.5 (Dejenere bir uygun temel ¢6ziim).
T, + 51y +23=25
3z, +8xy + Txy3 =8
Tq1,%q,T3 >0

kosullarini géz ontine alalim. z5 keyfi degisken secilerek bulunan temel ¢6ziimiin dejenere bir uygun
temel ¢6ziim oldugunu gosteriniz.

Coziim.
m = 2, n = 3 oldugundan bir degigken sifirlanir. z; = 0 alinca temel degiskenler z, x4 olur:

{z;+5z,=5
15
8z, +80, =8, A=; =8—15=—T#0.

Birinci denklemden x; = 5 — 5z,; ikincide yerine koyarsak 15 — 15z, + 82, = 8, yani 7z, = 7 ve
2, = 1 bulunur. O halde z; = 0°dir ve temel ¢6ziim
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X =(0,1,0)

olur. Bitiin bilesenler negatif olmadig icin X bir uygun temel ¢6ziimdiir. Fakat temel degiskenlerinden
biri, &, sifirdir. Dolayisiyla X dejenere bir uygun temel ¢6ziimdir. Sayarak da gorebiliriz: X te iki
degisken sifirdir, oysa dejenere olmayan bir temel ¢6ztimde tam n — m = 1 degisken sifirdir.

|

Ornek 2.6 (Aym1 noktay1 veren iki baz). Aymi sistemin (z; + 54 + 23 = 5, 321 + 824 + Tz3 = 8,
Z1, Ty, s > 0) diger iki temel ¢oziimiinii bulunuz. Kag farkli temel ¢6ztim vardir?

Cozim.

Geriye x5 = 0 ve z; = 0 secimleri kald1.
x5 = 0 secilsin. Temel degiskenler x;, x5 olur:

87

{z)+23=5
11
3z, + Tx3 =8, A:37=47é0.
x, = 5 — x5 yazip ikincide yerine koyarsak 15 4 4z; = 8, yani 25 = —% ve T; = % bulunur. Temel
¢oziim ( %, 0, —%)’tﬁr; 23 < 0 oldugu i¢in uygun degildir.
x; = 0 secilsin. Temel degiskenler z,, x4 olur:
{bzyg +x3=05
51
8xy + Txy =38, A:’ ’:277&0.

x5 = b — by yazip ikincide yerine koyarsak 8z, + 35 — 35z, = 8, yani 27z, = 27, £ = 1 ve 25 =
0 bulunur. Temel ¢dziim yine (0, 1, 0)’dir. Bu kez temel degisken x4 sifirdir; ¢oziim yine dejeneredir.
Boylece ti¢ se¢imin ticii de temel ¢6ziim verdi, ama bunlardan ikisi ayni noktadir: sistemin farkli temel
¢oziimleri (0,1,0) ve (%, 0, —;Z) olmak tizere iki tanedir. Dejenere bir noktada sifir olan degisken sayisi
n — m’den fazla oldugundan, sifirlanacak n — m degiskeni bu sifirlar arasindan birden fazla bicimde
segebiliriz; A # 0 olan her secim ayni noktay: verir. Simpleks yontemde bu durum, bazin degistigi
halde noktanin yerinde saydig1 adimlar olarak karsimiza cikacak.

]

Ornek 2.7 (Ug dogrunun kesistigi kose).

T+ 1y <2
z, <1
Ty <1
Ti,To9 >0

kisitlarini standart forma getirip uygun bélgenin (1, 1) kosesine kargilik gelen temel ¢6ziimleri bulunuz
ve dejenere olduklarini gosteriniz.

Cozim.
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X1

Sekil 2.1: x; + X, < 2, X; < 1, X, < 1 kisitlarinin uygun bélgesi birim karedir. (1, 1) kosesinden tig

kisit dogrusu birden gecer: bu noktada xs, x,, x5 aylak degiskenlerinin ticii de sifirdir. Temel ¢6ziimde

yalniz iki degisken sifirlandig: igin tictincii sifir bir temel degiskendir; kose dejenere bir uygun temel
¢coztimddr.

Once kisitlar standart forma getirelim. Ug kisit da < biciminde ve sag taraflar1 negatif degil; sirasiyla
x5, 4, Ty aylak degiskenlerini ekleriz:
Ty + Ty +x3=2
T, +z,=1
To+T5 =1
T, %y, Ty, Ty, Ts >0

Burada m = 3 ve n = 5’tir; bir temel ¢6ziimde n — m = 2 degisken sifirlanur.

(1,1) noktasinda aylak degiskenler z;, =2—1—1=0,2, =1—1=0,2; =1 — 1 = 0’dir. Yani bu
koseye kargilik gelen nokta X = (1,1,0,0,0)’dir ve ti¢c degiskeni sifirdir. Bir temel ¢6ziim elde etmek
i¢in bu g sifirdan ikisini temel olmayan degisken olarak secebiliriz; li¢ se¢im vardir ve her birinde
temel degiskenler z,, z, ile kalan aylak degiskendir:

+ ¢, = x5 = 0 segilirse temel degiskenler x,, z,, x4 olur ve

« 3 =z, = 0 secilirse temel degiskenler x,, z,, x5 olur ve
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1
A=1|1
0

—_ O

0
0| =—1.
1

Uc determinant da sifirdan farkli, dolayisiyla her secim bir temel ¢oziim verir. Ornegin ilk se¢imde
ikinci denklemden z; = 1, liglinciiden z, = 1, birinciden x5 = 0 bulunur. Diger iki se¢cim de aym1 X =
(1,1,0,0,0) noktasim verir. Her se¢imde temel degiskenlerden biri (sirasiyla x4, z,, 5) sifirdir; tig
temel ¢6ziim de dejeneredir.

Sekilde durumun geometrisi goriilityor. Diizlemde bir kése normalde iki kisit dogrusunun kesisimidir
ve orada iki degisken sifirdir. (1, 1) kdsesinden ise ti¢ dogru birden gecer ve orada ti¢ degisken sifirdir.
Bu fazladan sifir dejenereligi dogurur. Dikkat edilirse ; + x, < 2 kusit1 bolgeyi hig kiigtiltmez; birim
kareye yalniz kosesinde deger.

|

2.4 Bitiin Temel Coziimleri Hesaplamak

Simdi daha biiyiik bir sistemin biitiin temel ¢dziimlerini diizenli bicimde bulalim. Isi asagidaki receteyle
yuriitecegiz.

© Dért adimda biitiin temel coztimleri bulma

1. Say1: m ve n’yi belirle. En fazla C'(n, m) segim vardir; hicbirini atlamamak i¢in segimleri sistemli
sirala.

2. Determinant: Her secimde n — m degiskeni sifirla ve kalan m x m sistemin A’sin1 hesapla. A =
0 ise bu secimden temel ¢6ziim ¢ikmaz.

3. Coziim: A # 0 ise kalan sistemi yok etme yontemiyle ya da Cramer kuraliyla ¢oz.

4. Siiflandirma: Negatif bilesen yoksa ¢6ziim uygun temel ¢éziimdiir; ayrica bir temel degisken
sifirsa dejeneredir. Amag fonksiyonu varsa z degerini hesapla. Sonugclari bir tabloda topla.

Ornek 2.8 (Dort degiskenli sistemin biitiin temel ¢oziimleri). Ornek 2.2 sisteminin
T+ 2z + 35 +4x, =7
2, + Ty + T3+ 224 =3
biitiin temel ¢6ziimlerini bulunuz.
Cozim.
m = 2,n =4ven —m = 2oldugundan z, z,, 23, z, degiskenlerinden herhangi ikisi keyfi degisken

secilerek sifir yapilir. En fazla C(4,2) = 6 se¢im vardir.
a) x5, x, keyfi degisken secilsin.

zg =24 =0=>{x; + 22, =7

2z, + x4y =3, A:12:—37’=0.
21
Ikinci denklemden x,, = 3 — 2z; birincide yerine koyarsak z; + 6 — 4z, = 7, yani z; = —% ver, =

3+ 2 = U bulunur. O halde

1 11
X, =(-%,=,0,0
1 (37377)

bir temel ¢6ziimdiir ve bu temel ¢6ziimdeki temel degiskenler z,, x5 dir.
b) x,, ¢, keyfi degisken secilsin.

13

5 1| =—5#0.

2z, +x3 = 3, Az‘
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Ikinci denklemden z5 = 3 — 2z,; birincide yerine koyarsak z; + 9 — 6z, = 7, yani z; = % ve T3 =
3— % = 1—51 bulunur. O halde

2 11
X2 = (5707 €,0>

bir temel ¢6ziimdiir ve temel degiskenler z,, x5 tiir.
) o, 3 keyfi degisken secilsin.

Ty =5 =0=>{2) +42, =7

2z, + 2z, = 3, A=14=—67é0'
22
ikinci denklemden z, = % — x4; birincide yerine koyarsak % +3zy =7, yani z, = 16_1 ve I, = % -
% = —% bulunur. O halde

1 11
Xs=|—2,0,0,—
3 (37’76)

bir temel ¢6ziimdiir ve temel degiskenler x,, x, tir.
d) z,, x, keyfi degisken sec¢ilsin.
z; =x4 =0=>{225+ 325 =7

21=—1¢a

Ty 4+ Tg3 =3, A:ll

Ikinci denklemden z, = 3 — z4; birincide yerine koyarsak 6 + x5 = 7, yani z3 = 1 ve z, = 2 bulunur.
O halde

X4 = (07 27 ]-70)

bir temel ¢6ziimdiir ve temel degiskenler z,, x5 tiir.
e) x,, x5 keyfi degisken secilsin.

T, = x5 =0=>{225 + 42, =7

24

$2+2$4:3, A:‘12

o

Determinant sifir oldugundan bu se¢cimden bir temel ¢6ziime ulasilmaz. Gergekten ikinci denklemi 2
ile carparsak 2x, + 4z, = 6 ¢ikar; bu, birinci denklemle celisir. Sistemin hi¢ ¢6ziimii yoktur.
f) ., x5 keyfi degisken secilsin.

Ty =%y =0=>{3x5 +4x, =7

34

| ol =27#0.

T3+ 2z, =3, A:‘

Ikinci denklemden x5 = 3 — 2z,; birincide yerine koyarsak 9 — 2z, =7, yani z, =1 ve x5 =1
bulunur. O halde

X5 = (07 03 ]-, 1)

bir temel ¢6ziimdiir ve bu temel ¢6ziimdeki temel degiskenler =4 ve x, tiir.

Bu 6rnekte n = 4 ve m = 2 oldugundan en fazla 6 temel ¢oziim elde edilebilirdi. e) se¢iminde deter-
minant sifir ¢iktig1 i¢in bu sistemin 5 temel ¢6ziimii vardir.

|

Ornek 2.9 (Dort degiskenli sistemin uygun temel ¢oziimleri). Ayni sisteme (7, + 275 + 373 +
dry =7, 22, + 2o + 23 + 224 = 3) 1,24, T, 2,4 > 0 kosullar1 eklensin. Uygun temel ¢oziimleri belir-
leyiniz. Bunlardan dejenere olan var midir?
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Cozim.
Onceki 6rnekte (Ornek 2.8) bulunan bes temel ¢oziimiin isaretlerine sirayla bakalim.

e X, = (—%, %, 0, 0) temel ¢oziimii (2) kosullarini saglamadigindan bir uygun temel ¢6ziim degil-
dir.
o Xy = %, 0, %, O) temel ¢6ziimii (2) kosullarini sagladigindan bir uygun temel ¢6ziimdiir.
= —%, 0,0, Fl) temel ¢oziimii (2) kosullarini saglamadigindan bir uygun temel ¢6ziim degil-

« X, =(0,2,1,0) temel ¢oziimii (2) kosullarim sagladigindan bir uygun temel ¢oziimdiir.
+ X; =(0,0,1,1) temel ¢oziimii (2) kosullarim sagladigindan bir uygun temel ¢dziimdiir.

Demek ki X,, X, ve Xj noktalar1 birer uygun temel ¢oziimdiir. Bu noktalarda temel degiskenler
sifirdan farkhidir (X,’de x; = %, T3 = %; Xjtexy =2, 25 =1; X5'te 253 = x4 = 1). Bu ylizden iicii
de dejenere olmayan uygun temel ¢6ztimlerdir.

Biitiin hesabi agagidaki tabloda (Tablo 2.1) toplayalim. Dejenerelik yalniz uygun temel ¢éziimler i¢cin

tanimlandigindan uygun olmayan satirlarda o siitun bos birakilmigtir.

Tablo 2.1: Dort degiskenli sistemin biitiin temel ¢céziimleri

Secim Sifirlanan = Temel de- A Temel ¢6- Uygunmu?  Dejenere
giskenler zim mi?
a) T3, Ty 2y, Ty -3 X, = (—%, 13—1,0,0) Hayir —
(z, <0)
b) To, Ty Tq,Zs -5  X,=(2,0,1,0) Evet Hayir
c) Ty, T Ty, Ty —6 X3 =(—3,0,0,) Haymr —
(z, <0)
d) T, Ty Ty, T3 —1 X, = Evet Hayir
(0,2,1,0)
e) Zq, T To, Ty 0 yok — —
f) Tq, Ty Z3,Ty 2 X5 = Evet Hayir
(0,0,1,1)

Optimal Coziim

Simdiye kadar amag fonksiyonunu hi¢ kullanmadik. Problemin asil sorusu ise uygun ¢6ziimler arasindan
amac¢ fonksiyonunu en iyi yapani bulmaktir.

Tanim 2.7 (Optimal ¢6zitm). X* bir uygun ¢6ziim olsun. Her uygun ¢éziim X i¢in minimum prob-
leminde z(X*) < z(X), maksimum probleminde z(X*) > z(X) oluyorsa X*’a problemin bir optimal
¢coziimii, z* = 2(X*) sayisina da optimal deger denir.

Yani optimal ¢6ziim hem uygun olmali hem de hi¢bir uygun ¢6ziim ondan daha iyi olmamalidir. Uygun
olmayan bir noktanin amag degeri ne kadar iyi olursa olsun aday degildir. Optimal ¢6ziim tek olmayabilir;
bir problemin hi¢ optimal ¢éziimii de olmayabilir. Ornegin uygun ¢dziim hi¢ yoksa ya da amac fonksi-
yonu uygun ¢oziimler izerinde maksimumda sinirsiz biiyliyebiliyor, minimumda sinirsiz kiigiilebiliyorsa
optimal ¢6ziim yoktur. Bu durumlar Sinirsiz ¢6ziim ve alternatif optimal ¢6ziim bolimiinde inceleyecegiz.
Ug noktalar ve grafik yontem boliimiinde 6nemli bir gercegi ispatlayacagiz: optimal ¢6ziim varsa uygun
temel ¢oztimlerden en az biri optimaldir. O halde optimumu ararken sonlu sayidaki uygun temel ¢6ziimleri
karsilagtirmak yeter. Asagidaki 6rnekte bu fikri 6nceden deneyelim ve buldugumuz noktanin gercekten
optimal oldugunu ayrica dogrulayalim.

Ornek 2.10 (Aylak degiskenli bir problemin biitiin temel ¢oziimleri).
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T, +xy< 4
T, +32, <6
T1,T9 >0
max z = 2z; + 3z,

problemini standart forma getirip biitiin temel ¢6ziimlerini bulunuz ve uygun temel ¢oztimler arasindan
optimal ¢6ziimil se¢iniz.

Cozim.

Xy + X, =4 (%3 =0)

X1 + 3%, = 6 (X4 = 0)

Sekil 2.2: Uygun bolge boyali dortgendir. Her kisit dogrusu tizerinde bir degisken sifirdir (eksenlerde

X, = 0 ya da x, = 0); iki dogrunun her kesisimi, o iki degisken sifirlanarak bulunan bir temel ¢6ziimdiir.

Dolu noktalar O, A, B, C uygun temel ¢6ziimlerdir ve bélgenin koseleridir; bos noktalar D(0, 4) ve E(6,

0) uygun olmayan temel ¢oziimlerdir ve bolgenin disinda kalir. Kesikli z = 9 dogrusu bolgeye yalniz
B(3, 1) kosesinde deger.

Standart form. iki kisit da < bigiminde ve sag taraflari negatif degil. Birinci kisita x4, ikinciye z,
aylak degiskenini ekleriz; amactaki katsayilar: 0°dur:

T+ xy+x3=4

Ty +3xy+1,=06

Tq,%q, T3, T4 =0
max z = 2z; + 3z4 + 0x3 + Oz,

Arttk m = 2, n = 4’tiir; en fazla C(4,2) = 6 temel ¢éziim vardir.
Temel coziimler. Her secimde iki degiskeni sifirlayip kalan 2 x 2 sistemi ¢ozelim.

s Ty =25 =0 (3, *, temel): denklemler dogrudan z4 =4, v, =6 verir;, A=1-1—0-0=1.
Coézum (0, 0,4, 6).

oy =253 =0(xy, x4 temel): zy =4ve3z,+2,=6A=1-1-0-3=12,=6—12=—6ve
¢6ztiim (0, 4,0, —6).

ez, =24 =0 (xg, x5 temel): 25 + 23 =4ve 3z =6 A=1-0—1-3=—-3.25=2, 23 =2 ve
¢ozum (0, 2,2,0).

s Ty =23=0 (z;, z, temel): z; =4 ve z;+2,=6, A=1-1-0-1=1. z, =2 ve ¢éziim

(4,0,0,2).
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sy =2,=0(z,, 5 temel): z; +z3=4vexr; =6, A=1-0—1-1=—1. 53 = —2 ve ¢éziim
(6,0,—2,0).

« 3 =x, =0 (2, T5 temel): z, + 25 = 4 ve x; + 3z, = 6; A = 3 — 1 = 2. Ikinciden birinciyi ¢ika-
rirsak 2z, = 2, yani 2y = 1, z; = 3 ve ¢oziim (3,1,0,0).

Alt1 secimin hepsinde A # 0 oldugundan tam 6 temel ¢6ziim vardir. Geometrik yorumda kullanmak

icin bunlar1 z,z, dizlemindeki izdiisimlerine gore O, D, C, A, E, B diye adlandiralim ve tabloda

(Tablo 2.2) toplayalim. z siitununu uygun olmayan satirlar i¢in de hesapladik; bunun nedeni birazdan
anlagilacak.

Tablo 2.2: Aylak degiskenli problemin biitiin temel ¢oztimleri

Nokta Sifirlanan  Temel de- A Temel ¢6-  Uygun Dejenere z
giskenler ziim mu? mi?

o Ty, Lo Tg, Ty 1 (0,0,4,6) Evet Hayir 0

D T, T3 Tog, Ty 1 (0,4,0,—6) Hayr — 12
(x4 <0)

C X1,y T, Tg -3 (0,2,2,0) Evet Hayir 6

A Ty, Tg 1,2y 1 (4,0,0,2) Evet Hayir 8

E To, Ty Ty, %3 —1 (6,0,—2,0) Hayr — 12
(z3 <0)

B Tg, Ty Ty, Ty 2 (3,1,0,0) Evet Hayir 9

Optimumun sec¢imi. Uygun temel ¢éziimler O, C, A, B’dir ve amag degerleri sirasiyla 0, 6, 8, 9°dur.
En buyigi B = (3, 1,0, 0) noktasindaki z = 9’dur. Uygun olmayan D ve E’nin z degeri 12 ile daha
biiyiiktiir, ama bu noktalar kisitlar1 ihlal ettigi icin aday degildir. Ornegin D’de z, = —6’dir, yani ikinci
kisitin sol tarafi 0 4+ 3 - 4 = 12 olur ve 6’y1 asar.

B gercekten optimal mi? Bunu dogrudan gosterebiliriz. Amag fonksiyonunu iki kisitin sol tarafla-
rinin negatif olmayan katsayilarla alinmig bir toplami olarak yazalim:

3 1
2zy + 33y = (21 + 25) + (21 + 373,).
2 2

Sag tarafi acarsak gercekten

3 3 1 3
3% + 5%2 + 3% + 5% = 2z + 3xq

olur. Her uygun ¢6ziimde x; + x5 < 4 ve £; 4+ 3z4 < 6 oldugundan

—_

3 1 3
z=§(x1+x2)+§(x1+3x2)§5-44——-6:9

[\)

bulunur. B'de z = 9 olduguna gore hicbir uygun ¢6ziitm B’den iyi degildir. Optimal ¢6ziim x; = 3,
zy =1 (ve x4 = x, = 0), optimal deger z* = 9’dur. Bu katsayilarin nasil bulundugu Dualite bolimii-
niin konusudur.

Geometrik yorum. Coziimiin bagindaki sekil tablonun geometrisini gosteriyor. z; =0 ve £, =0
eksenleri ile iki kisit dogrusu (x5 = 0 ve 2, = 0) diizlemde dort dogrudur. Bir temel ¢6ziim iki degiskeni
sifirladigina goére, bu dort dogrudan ikisinin kesigim noktasidir; dért dogrudan C'(4,2) = 6 ¢ift segilir
ve her cift bir temel ¢6ziim verir. Uygun temel ¢oziimler O, A, B, C uygun bdlgenin tam olarak dort
kosesidir. Uygun olmayan D ve E ise kisit dogrularinin eksenleri bolgenin diginda kestigi noktalardir.
Koselerle uygun temel ¢6ziimler arasindaki bu bag bir rastlant1 degildir. Onu bir sonraki béliimde genel
olarak ispatlayacagiz.

|
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Konveks Kimeler

Onceki érnekte uygun temel ¢oziimlerin uygun bélgenin koseleri oldugunu gorditk. “Kése” kavramini
her boyutta kullanabilmek ve uygun bélgenin bi¢imini anlamak i¢in lineer programlamanin ¢éziimiinde
kullanilan birka¢ geometrik kavrama ihtiyacimiz var. Bu kavramlar Konveks Analiz dersinde ayrintili
iglenir; burada lineer programlamada kullanacagimiz kadarini kisaca veriyoruz.

Konveks kombinasyon ve dogru parcasi

flk kavram, birka¢ noktanin “agirlikli ortalamas1”dur.

Tanim 2.8 (Konveks kombinasyon). A, A,, ..., A, noktalari (ya da vektorleri) ve
L k
A >0, i=1Fk Y A\=1
i=1

kosullarini saglayan Aq, Ay, ..., A, sayilar1 verilsin. Bu kosullar altinda olusturulan
A=A+ 24, + .+ XA,

noktasina (vektoriine) A, A,, ..., A, noktalarmin (vektérlerinin) bir konveks kombinasyonu denir.

Yani konveks kombinasyon, noktalarin agirlikli ortalamasidir: agirliklar negatif degildir ve toplamlar:
I’dir. ki noktai¢in A\; = A\, Ay = 1 — A (0 < A < 1) yazilir ve kombinasyon AA; + (1 — A\) A, olur. Daha
ayrintili bir anlatim icin bkz. Konveks Analiz.

Ornek 2.11 (Bir noktay1 konveks kombinasyon olarak yazmak). A; = (0,0), 4, = (4,0), A; =
(0,4) olsun. A = (1,1) noktasini bu ii¢ noktanin bir konveks kombinasyonu olarak yaziniz.

Cozim.
AMA; + A Ay + A3 A5 = (4X,,4)3) oldugundan (1,1) noktasini elde etmek igin 4X\, =1 ve 4\; =
1, yani Ay = A3 = i olmalidir. Katsayilarin toplami 1 olacagindan A\; =1 — i — ;11 = % bulunur. Ug
katsay1 da negatif olmadigindan
1 1 1

A= §A1 + A_IAQ + ZA3
bir konveks kombinasyondur. Ayni yolu (3, 3) noktasi igin izlersek Ay = A5 = % ve = —% < 0 ¢ikar.
(3, 3) bu ti¢ noktanin konveks kombinasyonu degildir; gercekten de A; A, A5 ii¢geninin disindadir (3 +
3 > 4).
|

Iki noktanin biitiin konveks kombinasyonlari, diizlemde ve uzayda bildigimiz dogru parcasim verir. Bu
gozlem dogru parcasini her boyutta tanimlamamizi saglar.

Tanim 2.9 (Dogru parcasi). n boyutlu uzayda A = (aq, ay, ..., a,) ve B = (by, by, ..., b, ) noktalarinin
konveks kombinasyonu olan

X =(x1,2q9,...,2,) = XA+ (1 —\)B, 0<A<1

noktalarimin kiimesine AB dogru parcasi denir.

Yani X noktasinin her z, bileseni
xz; = Aa; + (1 — A)b;, i=1,n

bicimindedir: X’in her bileseni, A ve B’nin karsilik gelen a; ve b, bilesenlerinin, biitiin bilesenler i¢in
aym A ile alinmig konveks kombinasyonudur. A =1 i¢cin A, A =0 i¢in B, A = % icin orta nokta elde
edilir. A # B ise dogru parcasinin her noktasi i¢in bu A tektir. A sayisi [0, 1] araliginin digina ¢ikarsa ayni
dogrunun parcanin diginda kalan noktalar: elde edilir.
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Ornek 2.12 (Bir nokta dogru parcas iizerinde mi?). A = (1,2,0) ve B = (3,0,4) olsun. C' =
(2,1,2) ve D = (5,—2, 8) noktalarindan hangileri AB dogru pargasi iizerindedir?

Cozim.
Dogru parcasinin noktalari

X =A(1,2,0) 4 (1= A)(3,0,4) = (3— 2, 2X, 4 — 4))

bi¢imindedir. Bir nokta ii¢ bileseni de ayn1 X ile veriyorsa ve bu X [0, 1] araligindaysa dogru parcasi
tizerindedir.

C = (2,1, 2): Birinci bilesenden 3 — 2\ = 2, yani A = 1. Bu degerle ikinci bilesen 2 - % = 1, li¢iincii
bilesen 4 — 2 = 2 olur; ikisi de tutar. A = % € [0,1] oldugundan C' dogru parcasi iizerindedir; tistelik
AB’nin orta noktasidir.

D = (5,—2, 8): Birinci bilesenden 3 — 2\ = 5, yani A = —1. Bu degerle ikinci bilesen —2, ii¢iincii
bilesen 4 + 4 = 8 olur; ticii de tutar. Demek ki D, A ile B’den gegen dogru tizerindedir. Ama A = —1 ¢
[0, 1] oldugundan D dogru parcasi iizerinde degildir. Gergekten B, A ile D’nin orta noktasidir: %(A +
D) = (3,0,4) = B. Yani D, dogru par¢asimin B ucunun otesindedir.

|

n

Konveks kiime

Artik bu boliimiin ana kavramini tanimlayabiliriz.
Tanim 2.10 (Konveks kiime). n boyutlu Oklid uzaymmn bir C' alt kiimesi verilsin. C’nin her nokta
ciftinin her konveks kombinasyonu yine C’de ise, yani her A, B € C' ve her 0 < A < 1 i¢in

M+ (1-MNBeC

oluyorsa C’ye konveks kiime (konveks bolge) denir. Esdeger olarak: C’deki her A, B nokta cifti i¢in
AB dogru parcgasinin her X noktasi yine C’ye aitse C' konveks kiimedir.

Yani konveks kiime, herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasindan hig disar1 tasmayan kiimedir. Tki
tanim ayni1 seyi soyler, ¢iinkiit AB dogru parcasi tam olarak A ile B’nin konveks kombinasyonlarindan
olusur. Bos kiime ve tek noktali kiimeler de konvekstir, ¢iinkii kosulu bozacak iki farkli nokta yoktur.
Kargilagtirma icin bkz. Konveks Analiz.

konveks konveks konveks degil

/7

N kiimenin dist

Sekil 2.3: Soldaki cokgen ve ortadaki elips konvekstir: i¢lerinden hangi iki nokta alinirsa alinsin, UV dogru
parcast kiimenin icinde kalir. Sagdaki L bicimli kiime konveks degildir: U ve V kiitmededir ama UV dogru
parcasinin bir kismi kiimenin digindan gecer.

Ornek 2.13 (Dairesel bolge konvekstir). || (z,,7,) ||= /23 + 73 olmak iizere C' = {(z1,z,) : % +
22 < 1}, yani || X ||< 1 kosulunu saglayan noktalarm kiimesi verilsin. C’nin konveks oldugunu géste-
riniz.

Cozim.
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U,V €Cve0<\<1alalim; W = AU + (1 — \)V noktasinin C’de oldugunu gosterecegiz. Uggen
esitsizlifine gore iki vektdriin toplamimnin uzunlugu uzunluklarinin toplamini agsmaz: || P + Q ||<||
P | + || @ ||. Ayrica bir vektorii negatif olmayan bir ¢ sayisiyla ¢arpmak uzunlugunu ¢ ile carpar: ||
tP ||=t || P |.Buiki bilgiyle

IWASIAU [+ 1A=V =AU [+ =X [V I<A+(1-2) =1
bulunur. Son adimda | U ||< 1, | V ||<1ve A>0,1— X > 0 oldugunu kullandik. Demek ki W €

C"dir ve C konvekstir.
||

Ornek 2.14 (Koordinat eksenlerinin birlesimi). C = {(z,z,) : z;25, = 0} kiimesi, yani iki koor-
dinat ekseninin birlesimi konveks midir?

Cozim.
U = (1,0) ve V = (0, 1) noktalar1 C"dedir, ¢iinkii 1 - 0 = 0ve 0- 1 = 0’dir. A = 1 ile konveks kombi-

nasyonlar1
1 1 11
037 =(33)

olur ve % . % = }1 # 0 oldugundan bu nokta C’de degildir. C konveks degildir.

Bir kiimenin konveks olmadigini géstermek igin tek bir kargi 6rnek yeter. Konveks oldugunu gostermek
icin ise biitiin nokta ciftleri ve biitiin A degerleri icin akil yiiritmek gerekir, énceki 6rnekte (Ornek 2.13)
yaptigimiz gibi.

|

Hiperdiizlemler ve yar1 uzaylar

Bir lineer programlama probleminin her kisiti dogrusal bir esitlik ya da esitsizliktir. Bu tiir denklem ve
esitsizliklerin tanimladig kiimelerin 6zel adlar1 vardur.

Tanim 2.11 (Hiperdiizlem ve yar1 uzaylar). a,,a,, ..., a,, hepsi birden sifir olmayan sabitler ve b bir
sabit olsun. n boyutlu uzayda

4121 + a9 + ... +a,x, =b

denklemini saglayan noktalarin kiimesine bir hiperdiizlem denir. Bu hiperdiizlem uzay1 ikiye boler:
011 + a2y + ... +a,x, > b

esitsizligi st yar1 uzayi (st yar1 hiperdiizlemi),
01T + a9 + ... +a,x, < b

esitsizligi ise alt yar1 uzayi (alt yar1 hiperdiizlemi) ifade eder.

Yani n = 2 iken hiperdiizlem bir dogru, yar1 uzaylar da onun iki yanindaki yar1 diizlemlerdir; n = 3 iken
hiperdiizlem bir diizlemdir; n > 3 iken géziimiizde canlandiramadigimiz ama ayni bicimde davranan bir
“diizlem”dir. Bir lineer programlama probleminde her esitlik kisit1 bir hiperdiizlem, her < ya da > kisiti ve
her z; > 0 kosulu bir yar1 uzay tanimlar. Ayrintilar igin bkz. Konveks Analiz, hiperdiizlem ve yar1 uzaylar.

Onerme 2.2 (Hiperdiizlemler ve yar1 uzaylar konvekstir). Her hiperdiizlem ve her yari uzay konveks
bir kiimedir.

ispat.
Kisacad = (ay, -..,a,,) yazalim; bir X = (z,, ..., z,,) noktastigina* X = a;x, + ... + a,,x,, olsun. Bu

ifade dogrusaldir: her U,V ve her X igin
al ()\U+(1—)\)V ) =XaTu+ (1—)\)6TV.
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Alt yart uzay. aTU < b,dTV <bve0 < A <1 olsun. A >0 ve 1l — \ > 0 oldugundan esitsizlikleri

bu sayilarla carpabiliriz:

QT (AN A+(1=NV ) =2aTU + (1 - N)aTV < Ab+ (1—\)b=b.

Yani AU + (1 — A\)V de alt yari uzaydadir.

Ust yari uzay. Ayni hesap biitiin esitsizlikler ters cevrilerek yapilir: > b olan iki degerin negatif olmayan

agwrlikl ortalamasi da > b’dir.

Hiperdiizlem. GTU = TV = b ise hesap \b + (1 — \)b = b verir. Ayrica hiperdiizlem, iki yari uzayin

kesisimi olarak da diisiiniilebilir.
|

Konveks kiimelerin ozellikleri

Konveks kiimelerin lineer programlamada siirekli kullanacagimiz ii¢ 6zelligi var. ilki, konveks kombinas-

yon kosulunun iki noktadan ¢ok noktaya genisletilebilmesidir.

Onerme 2.3 (Konveks kiime noktalarinin konveks kombinasyonlarini igerir). A, A,, ..., A,

noktalar:1 C konveks kiimesine ait ise, bunlarin her konveks kombinasyonu olan

k
N\ >0,i=1,F, A =1

)
i=1

A= NA,;

(2 (2

@,
ngl
i

noktasit da C' kiimesindedir.

ispat.
Nokta sayisi k iizerinden tiimevarim yapalim.

k=1lvek=2.k=1licin\=1ve A=A, €Cldir k=2 i¢cin A= A; + (1 —N)A, olur; C

konveks oldugundan tanim geregi A € C'’dir.

Tiimevarim adimu. Ozelligin k — 1 nokta igin dogru oldugunu kabul edelim: C’ye ait k — 1 noktanin
her konveks kombinasyonu Cdedir. Simdi A, ..., A;, € C ve A = Z A;A; bir konveks kombinasyon

olsun.
A, = 1 ise diger biitiin katsayilar sifirdirve A = A;, € C olur. A\, < 1 ise

t:)\1+)\2+...+)\k71:1—)\k>0

diyelim ve a; = A, [t (i = 1,k — 1) tamumlayalim. a;; > 0 ve

ot
Ol ;T:—:

e
iy

oldugundan

i=1

noktast Ay, ..., A;_; noktalarinin bir konveks kombinasyonudur ve tiimevarim varsayimindan B €

C’dir. \; = tay; oldugunu kullanirsak

k—1

k—1
A=D"NA A+ NA =t oA+ MAL = tB+ M\ A,

=1

olur. Buradat > 0, A, > 0 vet + A, = 17dir; yani A, B ile A} ’nin bir konveks kombinasyonudur. B ve
Ay, noktalar C' konveks kiimesinde oldugundan onlarin konveks kombinasyonu olan A da C"dedir.

Yani konveks bir kiimeden istedigimiz kadar nokta alip agirlikli ortalamalarini alsak da kiimenin disina

cikamayiz. Ayni sonucun bir bagka ispat1 i¢in bkz. Konveks Analiz.
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Ikinci 6zellik, konveks kiimelerin kesisim ve birlesim altinda nasil davrandigiyla ilgilidir.

Onerme 2.4 (Kesisim ve birlesim). Iki konveks kiimenin kesisimi yine konvekstir. Iki konveks kiimenin
birlesiminin ise her zaman konveks olmasi gerekmez.

kesisim konveks birlesim konveks degil

Sekil 2.4: Iki dairesel bolge konvekstir. Solda kesisimleri (koyu boyali mercek) yine konvekstir. Sagda birle-
simleri konveks degildir: U birinci, V ikinci bolgededir, ama UV dogru parcasinin ortast iki bolgenin de disinda
kalr.

Ispat.

Kesisim. C| ve C, konveks kiimeler olsun. A, B € C; N C, ve0 < A < 1 alalim. A ve B hem C| ’de hem
C, 'de oldugundan, iki kiimenin konveksligi geregi \A + (1 — X\) B noktasi hem C; ‘de hem C, ‘dedir; yani
C; N G, ’dedir. Demek ki kesisim konvekstir.

Birlesim. Bir karsi ornek yeter. C; = {(z1,25) : T = 0} (x ekseni) ve Cy = {(z1,25) : £, = 0} (x4
ekseni) birer dogrudur, yani diizlemde hiperdiizlemdir; Onerme 2.2 geregi ikisi de konvekstir. Birlesimleri
ise {(z1,%s) : T, x5 = 0} kiimesidir ve Ornek 2.14 bu kiimenin konveks olmadigini gésterdi.

|

Kesisim 6zelligi timevarimla sonlu sayida kiimeye genisler: €}, ..., C, konveks ise C} N C; konvekstir,
onun Cj ile kesisimi de konvekstir ve béyle devam edilir. (Ashinda sonsuz sayida konveks kiimenin
kesisimi de konvekstir; bkz. Konveks Analiz.) Lineer programlamada uygun bolge tam olarak boyle bir
kesisim olacak.

Uc¢ noktalar

Ucgiincii 6zellik icin kdse kavramim her boyutta gecerli olacak bigimde tanimlamamiz gerekiyor. Bir

cokgenin kosesini 6tekilerden ayiran sey, iki bagka noktanin arasinda kalmamasidir.

Tanim 2.12 (U¢ (ekstrem) nokta). C konveks bir kiime ve X € C olsun. X noktasi C’nin X ten bagka

ve birbirinden farkli iki noktasinin konveks kombinasyonu olarak ifade edilemiyorsa, yani
X=XU+(1-N)V, U,vel, U#V, 0<i<l1

esitligini saglayan U, V ve A bulunamiyorsa X noktasma C’nin bir u¢ noktasi (ekstrem noktasi) denir.
Yani u¢ nokta, C’nin i¢inde kalan hicbir dogru parcasimin “i¢” noktasi, uglar1 digindaki bir noktasi
olamayan noktadir. (U # V ve 0 < A < 1 iken X ne U’ya ne V’ye esit olabilir; tanimdaki “X ten bagka”

kosulu bu yiizden formiile kendiliginden yerlesmistir.) Bir cokgende ug noktalar kdselerdir; bu yiizden ug
noktaya koge noktasi da denir. Karsilagtirma igin bkz. Konveks Analiz.
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1 Not

Bir konveks bolgenin sonlu sayida ug noktas: olabilecegi gibi, daire, elips, kiire, elipsoit gibi bolge-
lerin sinirlarindaki sonsuz sayidaki noktanin her biri de u¢ noktadir. Yar: diizlem gibi baz1 konveks
kiimelerin ise hi¢ u¢ noktasi yoktur.

cokgen: 5 u¢ nokta elips: sonsuz sayida u¢ nokta

sinirin her noktasi u¢ nokta

ug nokta

Sekil 2.5: Solda ¢okgenin u¢ noktalar1 bes kosesidir. Bir kenarin ortasindaki P noktas: ug nokta degildir:

o kenar iizerinde P'nin iki yanindaki iki noktanin konveks kombinasyonudur. i¢teki Q noktas: da kendi-

sinden gecen kisa bir dogru parcasinin ortasidir. Sagda elipsin sinirindaki her nokta u¢ noktadir; icteki
noktalar degildir.

Ornek 2.15 (Karenin ug noktalar1). 0 < z; < 2ve 0 < z, < 2 kosullarini saglayan (z,, x,) noktala-
rinn olugturdugu C karesi verilsin. (2, 2), (2, 1) ve (1, 1) noktalarindan hangileri C’nin ug¢ noktasidir?

Cozim.
(2,1): (2,0) ve (2, 2) noktalar1 C’dedir, birbirinden farklidir ve

(2,1) = 5(2,0) + 5(2,2)

olur. (2,1) u¢ nokta degildir.
(1,1): Benzer bicimde (1,1) = £(0,0) + (2,2) oldugundan ug nokta degildir.
(2,2): Tersine, (2,2) = AU + (1 — A\)V olacak bicimde U = (uy,uy), V = (v;,v5) ECve 0 < A <

1 bulundugunu varsayalim. Birinci bilesenler
2 =Mdu; + (1= M)y, yani A2—u)+(1=XN2—-v)=0

verir. U,V € C oldugundan 2 —u; > 0ve 2 —v; > 0’dir; A > 0 ve 1 — A > 0 oldugundan iki terim
de negatif degildir. Toplamlar1 sifir olduguna gore ikisi de sifirdir: u; = v; = 2. Ikinci bilesenler icin
ayn1 akil yiirtitme uy = vy = 2 verir. O halde U = V = (2, 2) olur; bu, U # V kosuluyla ¢elisir. (2, 2)
bir u¢ noktadir.

Aymni akil yuriitmeyle karenin dort kosesi de uc noktadir. Bagka u¢ noktasi yoktur: bir kenarin kose
olmayan her noktasi, o kenar tizerinde kendi iki yanindaki iki noktanin orta noktasidir; i¢teki her nokta
da kendisinden gecen kisa bir yatay dogru pargasinin orta noktasidir.

]

Ugiincii 6zellik, u¢ noktalarin bir konveks kiimeyi “iirettigini” sdyler. Bunu, lineer programlamada en ¢cok
karsilasacagimiz durum olan sinirl diizlemsel bolgeler icin ifade edip ispatlayalim.

Onerme 2.5 (Konveks ¢okgenin noktalar1 u¢ noktalardan iiretilir). Diizlemde sonlu sayida dogru
pargastyla sinirlanan sinirly ve konveks bir C bolgesinin (sinir1 dahil konveks ¢okgenin) her noktasi, C’nin
u¢ noktalarimin (késelerinin) bir konveks kombinasyonu olarak yazilabilir.
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smrdaki nokta icteki nokta
4

Xs

Xs

XG

X,
X, X4

Sekil 2.6: Konveks ¢okgenin bir noktasini u¢ noktalarin konveks kombinasyonu olarak yazmak. Solda A

simirdadir ve X;X; kenari iizerinde oldugu icin X ile X,'in konveks kombinasyonudur. Sagda A ictedir:

Xs'dan A'ya giden 151n siniri X,X; kenarindaki B noktasinda keser; A, X; ile B'nin, B de X, ile X5'iin konveks
kombinasyonudur.

Ispat.

C'’nin koseleri X, X,, ..., X,, olsun. Once koselerin gercekten u¢ nokta oldugunu gérelim; akil yiiriitme
kare ornegindekinin (Ornek 2 15) aymisidir. Bir X; kosesinden gegen iki kenarin dogrular: aTX =0bve
dTX = e olsun. C konveks oldugundan her kenar dogrusunun bir yanminda kalir; diyelim ki C’nin her
noktasinda T X < bvedT X < e’dir. X; =AU+ (1-NV,U,VeC,0<A<1olsun. O zaman

b=aTX;,=2aTU +(1-\)a"V

olur. Sagdaki iki deger b’yi asmadigi ve agirliklar pozitif oldugu icin ikisi de b’ye esittir; yani U ve V
birinci dogru iizerindedir. Ayni bicimde ikinci dogru iizerindedirler. Iki dogru yalniz X ; de kesistiginden
U =V = X, cikar. Demek ki X ; iki farkli noktanin konveks kombinasyonu olarak yazilamaz ve bir ug
noktadur.

Simdi A € C alalim. Sekildeki altigende (p = 6) iki durumu ayri ayri inceleyelim.

Durum 1: A sinirda. C’nin sinir kenarlardan olusur; A bir kenar tizerindedir. Sekilde A, X4 X, kenar
iizerindedir. Dogru parcasinin tanimina gore bir0 < A < 1 icin

A=2Xg+ (1—-NX,

olur; yani A, X ve X, ug noktalarinin bir konveks kombinasyonudur.

Durum 2: A igte. Bir kise segelim, rnegin X, ve Xg 'dan baslayip A’dan gegen 1sim1 diistinelim: Xg +
s$(A— Xg), s > 0. C surli oldugundan bu isin bir yerde C’den ¢ikar; C' simirini igerdiginden isinin C'’de
kalan en uzak noktast vardir. Bu noktaya B diyelim: B = X + s*(A — Xg). B simwrdadir ve sekilde
X, X5 kenari dizerindedir. A igte oldugundan i1sin A’y1 gectikten sonra da bir siire C’de kalir; bu yiizden
s* > 1°dir. B’nin tanimindan

A=X,+ (B X = AXg+(1—NB, A=1-—-+

s*

bulunur ve 0 < A < 1°dir; A, X¢ B dogru parcasi iizerindedir. B noktasi da X4 X4 dogru parcast iizerinde
oldugundan 0 < oo < 1 olmak iizere B = aX, + (1 — o) X3 ‘tiir. Buradan

A=AXg+(1-NB =X+ (1-)) (aX, +(1—a)Xy)
= MAXg + (1= N)X, + (1= A (1—a)X,

elde edilir. Katsayilar
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kosullarini saglar ve toplamlar
Ad+al=N+(1-N1-a)=A+(1-F) (at+l-a)=1

olur. Yani A noktas1 Xg, Xy, X5 ug noktalarinin bir konveks kombinasyonu olarak ifade edilir. Isin baska
bir kenarda ¢iksaydi ayni hesap o kenarin iki ucuyla yapilirds.
|

Onermedeki smirlilik kosulu gereklidir. Ornegin yar1 diizlem konvekstir ama hi¢ uc noktasi yoktur;
onun noktalarini u¢ noktalarin kombinasyonu olarak yazmak miimkiin degildir. Sinirli ve siirimi iceren
konveks kiimeler i¢in ayn 6zellik her boyutta gecerlidir; bunun genel ifadesi Konveks Analiz dersinin
konusudur.

LP Probleminin Uygun Coziimleri

Artik bolimiin ana teoremine haziriz: uygun ¢oziimlerin kiimesi konvekstir. Bu, uygun bolgede “delik”
ya da “girinti” olmadig1 anlamina gelir.

Teorem 2.1 (Uygun c¢oziimler konveks kiime olusturur). Bir lineer programlama probleminin uygun
coziimleri konveks bir kiime olusturur.

ispat.
Lineer programlama problemi

olsun. Uygun ¢éziimii hi¢ yoksa uygun ¢oziimler kiimesi bostur ve bos kiime konvekstir. Aksi halde prob-
lemin herhangi iki uygun ¢ozimi U = (uy, us, ..., u,,) veV = (v, v, ..., v,,) olmak iizere, bu noktalarin
bir konveks kombinasyonu

W = (wy,wy, ..., w,,) =AU + (1 =)V, 0<A<1

olsun. Teoremin ispat1 i¢in W noktasinin bir uygun ¢oziim oldugunu gostermek yeterlidir.
1. W noktas (1) esitligini saglar. U ve V uygun ¢éziim oldugundan AU = b ve AV = b’dir. Matris
carpiminin dagilma ozelligini kullanarak

AW = A[ AU+ (1 =NV ] = AU+ (1 - XAV =X+ (1—-\b=1b

elde edilir.
2. W noktasinin higbir bileseni negatif degildir. W = AU + (1 — \)V esitligi bilesen bilesen

w; = Au; + (1 — N, i=1,n

demektir.u; > 0,v; > 0ve0 < XA <1 (yaniA > 0vel — A > 0) oldugundan iki terim de negatif degildir;
w; degerleri (2) kosulunu saglar.

1 ve 2 nedeniyle W bir uygun ¢oziimdiir.

|

Yani herhangi iki uygun ¢6ziimiin herhangi bir konveks kombinasyonu da bir uygun ¢6ziimdir; uygun
coziimlerin kiimesi bu yiizden konvekstir. Amag fonksiyonu ispatta hi¢ kullanilmadi; teorem maksimum
problemleri i¢in de aynen gegerlidir. Ayni sonuca geometrik bir yoldan da varilabilir: (1) sisteminin katsa-
yilar1 hepsi birden sifir olmayan her denklemi bir hiperdiizlem (katsayilar1 hepsi sifir olan bir denklem
ya biitiin uzay1 ya da bog kiimeyi verir; ikisi de konvekstir), (2)‘deki her kosul bir yar1 uzaydir; uygun
cdziimler kitmesi bu sonlu sayida konveks kiimenin kesisimidir (Onerme 2.2, Onerme 2.4). Bu ikinci yol,
kisitlar esitsizlik bigiminde verilen problemler i¢in de dogrudan isler, ¢iinkil her < ya da > kisit1 da bir
yar1 uzaydir.
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Sonug 2.1 (Uygun boélgenin bicimi).

e Iki boyutlu Oklid uzayinda (diizlemde), kisitlari z, ve x., cinsinden esitsizlikler olan bir lineer programlama
probleminin uygun ¢oéziimleri, sonlu sayida dogruyla sinirlanan konveks bir diizlemsel bolge olusturur.

e Uc boyutlu uzayda uygun ¢éziimlerin kiimesi, sonlu sayida diizlemle sinirlanan konveks bir uzay bélgesidir.
Daha yiiksek boyutlu Oklid uzaylarinda uygun ¢oziimlerin kiimesi, sonlu sayida hiperdiizlemle sinirlanan
konveks bir bolge (polihedron, yani sonlu sayida yari uzayiwn kesisimi olan kiime) olusturur.

* Bir lineer programlama probleminin uygun ¢oziimlerinin olusturdugu konveks kiime K ile gosterilecektir.

K konveks bolgesi bazi dogrultularda (dogrularla, diizlemlerle, ...) sinirlandirilmis ya da simirlandirilma-
mus olabilir.

Ispat.

Problemin her kisit1 ve her isaret kosulu bir hiperdiizlem (esitlik) ya da bir yar1 uzay (esitsizlik) tanimlar
ve bunlarin sayist sonludur. (Katsayilar: hepsi sifir olan bir kisit ya her noktada saglanir ve atilabilir ya
da hicbir noktada saglanmaz ve K bos olur; bos kiime de konvekstir. Bu yiizden boyle kisitlarin olmadigini
varsayabiliriz.) Uygun ¢oziimlerin kiitmesi K, bu kiimelerin hepsini birlikte saglayan noktalardan olustugu
icin onlarin kesisimidir. Onerme 2.2 geregi her biri konvekstir ve Onerme 2.4 tiimevarimla uygulaninca

K konveks ¢ikar. Bir hiperdiizlem de iki yari uzayin kesisimi oldugundan K sonlu sayida yari uzayin
kesisimidir, yani bir polihedrondur (bkz. Konveks Analiz).

K’nin simint bu yari uzaylarin sinirlarindan, yani sonlu sayida hiperdiizlemin parcalarindan olugsur:

diizlemde her yari diizlemin siniri bir dogru, ii¢c boyutta her yari uzayin simiri bir diizlemdir. Béylece ilk
iki madde elde edilir.

Son madde i¢in iki 6rnek yeter: Ornek 2.10 problemindeki K bir dértgendir ve sinirhidir; asagidaki érnekteki
(Ornek 2.16) K ise bir yonde sonsuza uzanir.
]

Ornek 2.16 (Sinirsiz bir uygun bélge).

T+ 39 >2
-z, +24<1
1,y >0

kisitlarinin belirledigi K uygun bélgesi sinirli midir? K nin kselerini bulunuz.

Cozim.
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\ 4

SINIrs1zZ

Sekil 2.7: x; + X, 2 2, -X; + X, < 1, X4, X, 2 0 kisitlarinin uygun bolgesi. Bolge iki dogru ve x, ekseniyle
sinirlanir ama saga ve sag yukar1 dogru sonsuza uzanir; siursiz bir konveks bolgedir. Yalniz iki kogesi
vardir: (2, 0) ve (1/2, 3/2).

K, dort yar1 diizlemin kesisimidir ve Sonug 2.1 geregi konvekstir.

Sinirlt mi1? ¢ > 2 olmak tizere (¢,0) noktalarina bakalim: ¢t +0>2, —t+0<1,t>0ve 0>0
saglanir. Demek ki ; ekseninin ¢ > 2 kisminin tamami K’dadir ve K, ; yoninde sonsuza uzanir. K
sinirsizdir.

Koseler. Koseler, sinir dogrularindan ikisinin K’da kalan kesisim noktalaridir. Dért sinir dogrusu z; +
Ty =2, —21 + 25 =1, 2 = 0ve zy = 0°dur; alt1 ¢iftin kesisimine bakalim:

o 21+ x5 =2ilexy =0: (2,0). —2 4+ 0 < 1 saglanur; kosedir.

« &y + x, = 2ile —z; + x, = 1: toplarsak 2z, = 3, yani (3, 2). Iki koordinat da pozitif; kosedir.
e 21+ 2y =2ilex; =0:(0,2). =0+ 2 = 2 > 1 oldugundan K’da degildir.

e —xy+xy=1ilex; =0:(0,1).0+ 1 =1 < 2 oldugundan K’da degildir.

e —x; + 25 =1lilexzy = 0: (—1,0). z; < 0 oldugundan K’da degildir.

« 2y =0ilex, = 0:(0,0). 0+ 0 < 2 oldugundan K’da degildir.

K’nuin yalniz iki ksesi vardir: (2,0) ve (%, %) Sinirsiz bir bolgenin her noktasi koselerinin konveks

kombinasyonu olarak yazilamaz; érnegin (5,0) noktas: iki kdseyi birlestiren dogru pargasinin ¢ok
uzagindadir. Bu yiizden Onerme 2.5 smirl bolgeler icin ifade edildi. Sinirsiz bir uygun bélgede amag
fonksiyonunun optimumu olmayabilir; bu durumu Sinirsiz ¢6ziim ve alternatif optimal ¢6ztim boli-
miinde inceleyecegiz.

]

Bolumd, ilk yarinin dort degiskenli 6rnegine geometrik gozle yeniden bakarak bitirelim. Dort degiskenli
bir problemin uygun bélgesini dogrudan ¢izemeyiz, ama bu 6rnekte uygun ¢éziimler yalniz iki serbest
degiskene bagl oldugu i¢in bir diizlemde cizilebilir.

Ornek 2.17 (Temel ¢oziimler ve uygun bolgenin koseleri). Ornek 2.2 kosullarinin (z; + 275 +
3z +4zy = 7,27 + Ty + 3 + 224 = 3, z; > 0) uygun ¢dziimler kiimesini z3z, diizleminde ¢iziniz ve

temel ¢oziimlerin bu ¢izimde nerede bulundugunu belirleyiniz.

Cozim.
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X, X, P
(C, O & X3
2

X, X, =0

0 0,5 1 1,5 2,5

Sekil 2.8: Ornegin uygun c¢éziimleri xsx, diizleminde: x, = (x5 — 1)/3 ve x; = (11 - 5X5 — 6x,)/3 oldugundan

Xy 2 0 kosulu x; = 1, X, = 0 kogulu 5x, + 6%, < 11 demektir. Uygun bolge boyali ticgendir ve koseleri i

uygun temel ¢6ziim X,, X4, Xs'tir. Uygun olmayan X, ve X; tiggenin digindadir. x; = 0 ile x; = 0 dogrular1

paraleldir; bu ytizden x, ve x5 birlikte sifirlaninca temel ¢6ziim ¢ikmaz. P noktas: (1/3, 1/3, 2, 0) uygun
¢coztimiidir.

Ornek 2.2 ¢dziimiinde her ¢6ziimiin x4 ve z, tarafindan belirlendigini gordiik:

Tq—1 - 11 —5z; — bz,
3 2 3 '

1'1:

Boylece her ¢oziime z;x, dizleminde bir (x4, z,) noktasi karsilik gelir ve bu esleme birebirdir.
Co6zimin uygun olmasi

zq3 > 1, x4 >0, d5rq + 6z, <11

demektir; yani uygun ¢oztimler diizlemde ii¢ yar1 diizlemin kesigimi olan bir T tiggenine karsilik gelir.
T’nin koseleri, sinir dogrularinin ikiser ikiser kesisimidir:

« 23 =1ilex, =0:(1,0);

« 5x3 + 6z, = 1lile z, = 0: (&,0);

+ x5 = lile 5z5 + 62, = 11: 62, = 6, yani (1, 1).

Formiillere gore bu ii¢ nokta sirastyla X, = (0,2,1,0), X, = (2,0, %,0) ve X; = (0,0,1,1) ¢dziim-
leridir. Tablodaki (Tablo 2.1) ti¢ uygun temel ¢6ziim, 7 nin tam olarak ii¢ kosesidir.

Uygun olmayan temel ¢6ztimler de ¢izimde goruniir. X; (x5 = x, = 0) baglangi¢ noktasina, X (x, =
x5 =0) (0, %) noktasina karsilik gelir; ikisi de 7’nin disindadir. Temel ¢6ziim vermeyen e) se¢iminin
(1 = ¢4 = 0) nedeni de agiktir: ; = 0 dogrusu z; = 1, x5 = 0 dogrusu ise z, eksenidir; bu iki dogru
paraleldir ve kesismez.

Son olarak ilk buldugumuz uygun ¢6ziim P = (%, %, 2, 0) dizlemde (2, 0) noktasina, yani X, X, kenar1
iizerine diiser. 2 = A - 1+ (1 — \) - L esitliginden A = § bulunur ve gercekten

1 5 11 1 11 11
X, +=X5=10+-,-40,-4+—,0)=(=,-,2,0) =P
6 4+6 2 <+373+76+6a> (37377>

olur. Yani P, iki uygun temel ¢6ziimiin konveks kombinasyonudur. 2, ve z,, 5 ile z, lin birinci dere-
ceden ifadeleri oldugundan konveks kombinasyonlar bu eslemede korunur; bu yiizden T igin gecerli
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56 Boliim 2. Temel Coziimler ve Konveks Kiimeler

olan Onerme 2.5, uygun ¢éziimlerin her birini X,, X, X5 uygun temel ¢dziimlerinin bir konveks
kombinasyonu olarak yazabilecegimizi soyler.
|

Bu bolimde standart formdaki bir problemin ¢6ziimlerini siniflandirdik: ¢6ziim, uygun ¢6ziim, temel
¢oziim, uygun temel ¢6ziim, dejenere uygun temel ¢6ziim ve optimal ¢6ziim. Temel ¢oztimlerin sayisinin
en fazla C(n,m) oldugunu, uygun ¢éziimlerin kiimesinin ise konveks oldugunu gordik. ki érnekte
uygun temel ¢oztimler uygun bolgenin késeleri, yani u¢ noktalar: ¢ikti. Bir sonraki béliimde, Ug noktalar
ve grafik yontem bélimiinde, bunun her zaman bdyle oldugunu ve optimal ¢6ziim varsa bir u¢ noktada
bulundugunu ispatlayacak, iki degiskenli problemleri grafik yontemle ¢6zecegiz.
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3.1

3. Uc¢c Noktalar ve Grafik Yontem

Temel coziimler ve konveks kiimeler béliimiinde iki sey gordiik: bir lineer programlama probleminin
uygun c¢oziimleri konveks bir kiime olugturur ve standart formdaki kisit sisteminin temel ¢éziimleri, bazi
degiskenler sifir alinarak sonlu sayida adaydan hesaplanir. Bu béliimde bu iki yapry1 birlestiriyoruz. Once
amag¢ fonksiyonunun en iyi degerini uygun ¢oziimler kiimesinin bir u¢ noktasinda aldigini, sonra da
u¢ noktalarin tam olarak uygun temel ¢éziimler oldugunu ispatlayacagiz. ki sonug birlikte cok giiclii
bir sey soyler: sonsuz ¢ok uygun ¢6ziim arasinda optimumu aramak yerine sonlu sayidaki uygun temel
¢oziime bakmak yeter.

Bolimiin ikinci yarisinda iki degiskenli problemleri grafik yontemle ¢ozecegiz. Diizlemde uygun
coziimler kiimesi bir cokgendir, u¢ noktalar1 da bu ¢okgenin koseleridir; teoremlerin soyledigi her sey
burada gozle gorilir. Grafik yontem yalniz iki degiskende ise yarar, ama simpleks yontemin arkasindaki
geometriyi anlamanin en kisa yoludur.

Optimum Bir U¢ Noktada Alinir

Once kullanacagimiz gergeveyi kuralim. Bir lineer programlama probleminin uygun ¢éziimlerinin kiime-
sini K ile gdsteriyoruz; K nin noktalarini, yani uygun ¢éziimleri X = (x4, 5, ..., x,,) gibi bityiik harflerle
yaziyoruz. Amag fonksiyonunu da noktanin bir fonksiyonu olarak disiinelim:

2= f(X)=c;7, +Cyxy + ... + c,z,, =L X.

Konveks kiime, konveks kombinasyon ve u¢ nokta kavramlarini Temel ¢6ziimler ve konveks kiimeler
bolimiinde tanimladik. Kisaca hatirlayalim: X7, ..., X, noktalarinin bir konveks kombinasyonu, )\, >
0 ve A; + ... + A, = 1 olmak iizere A\; X; + ... + A\, X, bicimindeki bir noktadir. K’nin bir X noktasi,
K’nin X’ten farkli iki ayr1 noktasinin konveks kombinasyonu olarak yazilamiyorsa X’e K’ nin bir ug
noktasi denir. Uygun ¢6ztiimler kiimesi K bir polihedrondur, yani sonlu sayida yar1 uzayin kesisimidir.
K smirliysa u¢ noktalarinin sayisi sonludur ve K’nin her noktas: u¢ noktalarinin bir konveks kombi-
nasyonu olarak yazilabilir. Diizlemdeki sinirl bélgeler i¢in bunu 6nceki béliimde ispatladik; daha yiiksek
boyutta bu gercegi ispatsiz kullanacagiz. (Standart formdaki problemler i¢in bu kabuli hi¢ kullanmayan
tam bir ispat asagida Teorem 3.4 ile gelecek.)

Ispatlarda amag fonksiyonunun tek bir ézelligini kullanacagiz: f lineer bir fonksiyondur. Bu yiizden her
konveks kombinasyon i¢in

k k k
f (Z X, ) =) NeTX =) NAX)
=1 i=1

i=1

olur. Yani noktalarin agirlikli ortalamasinda f’nin degeri, f degerlerinin ayni agirliklarla alinmis ortala-
masidir. Agirhikli bir ortalama da ortalanan sayilarin en kigciigiinden kiigiik, en biiyiigiinden biiyiik
olamaz. Asagidaki teoremin biitiin fikri budur.

Teorem 3.1 (Optimum bir u¢ noktada alinir). Bir lineer programlama probleminin uygun ¢éziimler
kiimesi K bos olmayan, sinirli bir polihedron olsun. Bu durumda:

1. z amag fonksiyonu minimum (maksimum) degerini K 'nin u¢ noktalarindan birinde alir.
2. z amag fonksiyonu minimum (maksimum) degerini K 'nin birden fazla u¢ noktasinda aliyorsa, bu ug
noktalarin konveks kombinasyonu olan her noktada da ayni degeri alir.

Ispat.

K sinirli oldugundan ug noktalari sonlu sayidadir; bunlar X, X,, ..., X, olsun. Ispati minimum problemi
icin yapryoruz.

1 f(Xy), f(Xy), ..., (X)) saydariin en kiigiigii f(X,) olsun; burada t, 1 ile k arasindaki bir indistir.
X, K’nin herhangi bir noktasi olsun. K sinirly bir polihedron oldugundan X ug noktalarin bir konveks
kombinasyonudur:

Acik Matematik - acik-matematik.com 57 CC BY-NC-SA 4.0


temel-cozumler-ve-konveks-kumeler.qmd
temel-cozumler-ve-konveks-kumeler.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

58 Boliim 3. U¢ Noktalar ve Grafik Yontem

f lineer oldugundan

k k
f(X) = Z)‘zf<Xz) > Z)‘if(Xt>
i=1 i=1
= AL+ X+ A) f(X) = f(X)

elde edilir. Esitsizlik adiminda her i icin A\; > 0 ve f(X,) > f(X,) olmasini, son adimda da agwrhklarin
toplaminin 1 olmasini kullandik. Demek ki K nin her X noktast i¢in f(X) > f(X,) dir, yani z minimum
degerini X, u¢ noktasinda alir.

z minimum degerini baska bir X, noktasinda da alvyorsa, X, minimum noktas: oldugu icin f(X,) <
f(X,) dir; yukaridaki esitsizlik X = X, icin f(X,) > f(X,) verir. Iki durum birlikte f(X,) = f(X,)
demektir. O halde amag fonksiyonunu minimum yapan bir u¢ nokta her zaman vardir.

2. z minimum degerini X, X,, ..., X,. u¢ noktalarinda alsin ve bu ortak minimum degere f(X,) diyelim:
f(X;) = f(X,), i = 1, r. Bu noktalarin herhangi bir konveks kombinasyonu

Y = ixixi, A >0, Z)\ =1
=1 i=1

olsun. K konveks oldugundanY € K dir, yani'Y bir uygun ¢oziimdiir. Ayrica
FO) =D NF(X3) = f(Xo) Y N = F(Xy)
i=1 i=1

olur. Yani'Y noktast da amag fonksiyonunun ayni minimum degerini verir.

Maksimum probleminde f(X,) olarak en biiyiik deger secilir ve esitsizliklerin yonii doner: her X € K
icin f(X) < f(X,) gikar. Ikinci kismin ispat hi¢ degismez. (Ya da Onerme 1.3 ile maksimum problemi
—z’nin minimumuna cevrilir.)

|

Yani sinirh bir uygun bolgede optimum higbir zaman “bolgenin ortasinda bir yerde” saklanmaz; mutlaka
bir u¢ noktada da alinir. Optimum birden fazla u¢ noktada aliniyorsa bu ug¢ noktalar: birlestiren biitiin
noktalar da optimaldir; bu durumda sonsuz ¢ok optimal ¢6ziim vardir.

Teoremdeki sinirlilik kosulu ispatin tek bir yerinde kullanildi: K’ nin her noktasini ug¢ noktalarin konveks
kombinasyonu olarak yazarken. Sinirsiz bir bélgede bu yazim miimkiin olmayabilir ve amag fonksiyo-
nunun optimumu hi¢ olmayabilir (bkz. Ornek 3.11). Optimum varsa bélge smirsiz olsa bile bir u¢ noktada
alindigini ise agagidaki Teorem 3.4 gosterecek.

Sonug 3.1 (U¢ noktalari tarama). K bos olmayan, sinirli bir polihedron ise z amag fonksiyonunun K 'nin
u¢ noktalarinda aldig degerler taranarak optimal ¢oziime (Tanim 2.7) ulasilabilir: minimum probleminde
en kiiciik, maksimum probleminde en biiyiik z degerini veren ug nokta bir optimal ¢oziimdiir.

Ispat.

Teorem 3.1 teoreminin ilk kisminmin ispatinda, u¢ noktalardaki degerlerin en kiictigiinii veren X, noktasi
icin her X € K noktasinda f(X) > f(X,) oldugunu gésterdik. Demek ki u¢ noktalardaki degerleri karsi-
lastirip en kiigiigiinii segmek, biitiin K iizerindeki minimumu verir. Maksimum icin ayni akil yiiriitme en
biiyiik degerle yapilir.

|

Ornek 3.1 (Koseleri tarayarak optimum). Asagidaki problemin optimal ¢éziimiinii uygun bélgenin
ug noktalarini tarayarak bulunuz.
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3.1 Optimum Bir U¢ Noktada Alinur 59

T, + 22, <8

3z, + 2z <12
T1,T9 >0
maxz = Ty + T,

Cozim.

3X; + 2x, =12

C(0, 4)
z=4

Xy +2X, =8

0(0,0):z=0
°

0 2 4 6 8

Sekil 3.1: x; + 2x, < 8, 3x; + 2X, < 12, X4, X, = 0 kisitlarinin uygun bélgesi OABC dortgenidir. z = x; + X,
amag fonksiyonu dort u¢ noktada 0, 4, 5, 4 degerlerini alir; en biiytik deger B(2, 3) noktasindadir.

Uygun bolge dort yar1 diizlemin kesisimidir: ; > 0 ve z, > 0 birinci bolgeyi, diger iki kisit da iki
dogrunun alt tarafini verir. Bolge bir dortgendir ve koseleri kisit dogrularinin ikiser ikiser kesisimleridir.

+ 0(0,0): iki eksenin kesigimi.

o A: 2y =0 ile 3z, + 2z, = 12 dogrusunun kesisimi, z; = 4. Diger kisit 4 + 0 = 4 < 8 saglanir;

A(4,0).

B: iki kisit dogrusunun kesisimi. Ikinci denklemden birinciyi ¢ikarirsak 2z, = 4, yani z; = 2 ve

zy = 3 olur; B(2,3).

« C: 2y =0 ile z; + 2z, = 8 dogrusunun kesisimi, z, = 4. Diger kisit 0 + 8 = 8 < 12 saglanir;
C(0,4).

Dogrularmn diger iki kesisimi kose degildir. z; 4+ 2z, = 8 dogrusu z; eksenini (8,0)’da keser, ama
orada 3-8 =24 > 12 olur. 3z; + 2z, = 12 dogrusu z, eksenini (0, 6)’da keser, ama orada 2 -6 =
12 > 8 olur. Bu iki nokta uygun degildir.

Bolge siirlidir: her uygun noktada x; < 4 ve x5 < 4°tiir. O halde Sonug 3.1 uygulanabilir. Dért kosede
amag degerleri soyledir:

Tablo 3.1: Ug noktalarda amag degerleri

Uc nokta 0(0,0) A(4,0) B(2,3) C(0,4)
Z2=1T; + Ty 0 4 5 4

En biiyiik deger B noktasindadir: optimal ¢6ziim z; = 2, x5 = 3 ve max z = 5’tir.
Sonucu bagimsiz olarak da dogrulayabiliriz. Amac fonksiyonu iki kisitin sol taraflarinin bir birlesimidir:
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1 1 8 12
T+ Ty = 1(3’71 +2z,) + 1(3331 +2z4) < 1 + i 5.
Yani hi¢bir uygun noktada z degeri 5’i gecemez ve B’de bu degere ulagilir.
n

Ornek 3.2 (Birden fazla u¢ noktada optimum). Ornek 3.1 6rnegindeki kisitlar (z; + 27, < 8, 3z, +
2z9 <12, 21,25 > 0) altinda max z = 3z, + 2z, problemini ¢6ziiniiz.

Coziim.

Sekil 3.2: Ayni bolgede z = 3x, + 2x,. En biiytik deger z = 12, A ve B u¢ noktalarinda alinir; z = 12 seviye
dogrusu AB kenarinin iizerine oturdugu i¢in kalin ¢izilen kenarin her noktas: optimaldir. Ok gradyan
yonind, yani z'nin artt1§1 yoni gosterir.

Uygun bélge ve kégeleri aymdir: O(0,0), A(4,0), B(2,3), C(0,4). Késelerde
z2(0)=0, z(A)=12, z(B)=6+6=12, 2(C)=38

olur. En buytk deger 12’dir ve iki u¢ noktada, A ile B’de alinir. Teorem 3.1 teoreminin ikinci kismina
gore A ile B’nin her konveks kombinasyonu da optimaldir. Bunu dogrudan gérelim: 0 < A < 1 i¢in

)\A+(1—>\)B:(4)\-1—2(1—)\),3(1—/\)):(2+2/\,3—3)\)
noktasinda
z2=3(242))+2(3—3\)=6+6A+6—6\=12

olur. Ornegin A = 1 icin AB kenarinn orta noktasi (3, 3)’de de z = 9 + 3 = 12'dir. Problemin sonsuz
cok optimal ¢6ztimii vardir: AB kenarinin biitiin noktalari. Nedeni de agiktir: amag fonksiyonu 3z, +
2x,, ikinci kisitin sol tarafiyla aymidir ve bu kisit 3z, + 22, < 12 der; en biiytik deger tam olarak kisit
dogrusu iizerinde alinir.

]
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Uc Noktalar ve Uygun Temel Coziimler

Onceki kisim optimumu ug noktalarda aramamizi séylityor; ama uc nokta geometrik bir kavramdir ve
ikiden fazla degiskende ug¢ noktalari cizerek bulamayiz. Bu kisimda u¢ noktalar: cebirsel olarak taniya-
cagiz: ug noktalar, denklem sisteminden hesaplanabilen uygun temel ¢oztimlerin ta kendisidir.

Problemi standart formda (Tanim 1.7) ve vektorel gosterimle ele alalim:

TV + ToUy + oo + T, 0, + oo + 2,0, = Vg (1)
1 >0,29>0,...,2, >0 (2)

min z = ¢, + 3%y + ... + ¢, 2, (3)

Burada vy, ..., v,, katsayilar matrisi A’nin siitunlari, v, sag taraf vektoradiir; hepsi m bilesenlidir. m < n
oldugunu ve A’nin rankinin m oldugunu, yani v, ..., v,, arasinda m tane lineer bagimsiz vektor bulun-
dugunu varsayiyoruz. K, (1) ve (2) kogullarim saglayan X = (zq, ..., z,,) noktalarinin kiimesidir.

Temel ¢6ziim tanimini (Tanim 2.3) hatirlayalim: v, ..., v,, arasindan m tane lineer bagimsiz vektor secilir;
bunlara karsilik gelen degiskenler temel degiskenlerdir, geri kalan n — m degiskene sifir verilir ve (1)
sisteminin bu durumdaki tek ¢éziimi bir temel ¢éziimdiir. Biitiin bilesenleri negatif olmayan temel
¢6zim bir uygun temel ¢oziimdiir (Tanim 2.5); temel degiskenlerinden en az biri sifir olan uygun temel

¢oziim dejeneredir (Tanim 2.6).

Teorem 3.2 (U¢ noktanin pozitif bilesenleri). X = (z,,z,,...,z,,), (1)-(3) probleminin uygun
¢oziimler kiimesi K 'nin bir ug noktasi olsun. Bu durumda pozitif x; degerlerini katsay: olarak kabul eden v;
vektorleri lineer bagimsizdir.

ispat.
Gerekirse degiskenleri yeniden numaralayarak X ’in ilk k bileseninin pozitif, digerlerinin sifir oldugunu
varsayalim:x, ...,z > 0vexy, , = ... =z, = 0. (k = 0 ise, yani X = 0 ise, iddia edilen vektor kiimesi

bostur ve bos kiime lineer bagimsiz sayilir.) Bu durumda (1) esitligi
TV F ToUy + oo + L0, = Vg (a)

bicimine doniisiir. v, ...,v,, vektorlerinin lineer bagimli oldugunu varsayalim. O zaman en az biri
stfirdan farkliy,, ..., y, sayiar igin

Y1U1 + YoUg + .. + Y0, =0 (b)

yazilabilir. t > 0 bir say1 olsun. (b) esitligini t ile carpip (a) esitligine once ekleyelim, sonra ondan
ctkaralim:

(21 +ty)vy + -+ (@ + typ) v = vo,

(zy =ty )vy + .. + (@ — typ) v = v,
t sayisimi, x; F ty; sayiarimin hepsi pozitif kalacak kadar kiigiik secebiliriz: y;, # 0 olan indisler icin
z;/ | y; | oranlarinin en kigugiinden kiiik birt > 0 almak yeter. Ciinkii y; = 0 ise z; F ty; = x; > 0,
y; # 0iset |y, | < x; oldugundan x;, F ty, > x;, —t | y; | > 0 olur. Boyle birt igin

X, = (zy +tyy, ..., ¢, + tyy, 0, ..., 0),

X, = (z; —tyy, -, T, — tys, 0, ..., 0)
noktalari (1) ve (2) kosullarini saglar, yani K konveks kiimesindedir. y, lerin en az biri sifirdan farkl

vet > 0 oldugundan X, — Xy = 2t(yy, ..., Yj, 0, ..., 0) % 0°dir; X, ile X, farkl noktalardwr ve ikisi de
X ’ten farkhdwr. Ote yandan yukaridaki iki esitligin bilesenlerini taraf tarafa toplayip 2’ye bélersek

1 1

X = §X1 + §X2

elde ederiz. Yani X u¢ noktasi, K 'nin kendisinden farkli iki ayri noktasinin konveks kombinasyonu olarak
yazilmis olur. Ug nokta tanimina gore bu miimkiin degildir. Demek kiv,, ..., v, vektorlerinin lineer bagimli
oldugu varsayimi yanlistir; bu vektorler lineer bagimsizdir.
]
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Yani bir u¢ noktada pozitif olan degiskenlerin siitunlar1 arasinda “gereksiz” bir siitun yoktur. Gereksiz
bir stitun olsaydi, pozitif degiskenleri bu stitunlar arasindaki bagint1 yéniinde biraz artirip biraz azaltarak
noktay1 iki uygun noktanin tam ortasina yerlegtirebilirdik. Lineer bagimsizligin tanimi i¢in bkz. Lineer
Cebir.

Ornek 3.3 (U¢ nokta olmayan bir noktada bagimli siitunlar). Ornek 3.1 rnegindeki kisitlar (z; +
2z4 < 8, 3z, + 2245 < 12, 21,5 > 0) standart forma getiriniz. AB kenarinin orta noktasi P(3, %) icin
pozitif bilesenlere ait siitunlarin lineer bagimli oldugunu gosteriniz ve Teorem 3.2 teoreminin ispatindaki
X, X, noktalarmi bulunuz.

Cozim.

3x, + 2X, =12

X, +2X, =8

Sekil 3.3: P(3, 3/2) noktasi AB kenarinin ortasindadir ve ug nokta degildir. Ispattaki kaydirma, t = 1/4
icin P'yi X,(7/2, 3/4) ile X,(5/2, 9/4) noktalarinin orta noktasi olarak yazar; t = 1/2 alininca X, ve X, tam
A ve B u¢ noktalarina ulagur.

Once problemi standart forma getirelim. Iki kisit da < bigimindedir ve sag taraflar1 negatif degildir;
birinciye x5, ikinciye z, aylak degiskenini ekleriz:
T, + 2z +x5 =38
T1,T9,T3,Ty >0

SR R

olur. P(3, g) noktasinda aylak degiskenler 3 =8 —3 —3 =2 ve 2, = 12 — 9 — 3 = 0’dir. Standart
formdaki nokta P = (3, 2,2, 0)’dir ve ii¢ bileseni pozitiftir: z,, z,, 5.

V1, Uy, V3 vektorleri iki bilesenlidir ve iki bilesenli ti¢ vektor daima lineer bagimlidir. Bagintiy: bulalim:
Y101 + Ypvp + y3vz = 0 esitligi

Siitun vektorleri

Y1+ 2y, +y; =0, 3y, +2y, =0
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sistemine denktir. y; = 2 secersek ikinci denklemden y, = —3, birinciden y; = —2 4+ 6 = 4 ¢ikar.
Saglama:

20, —3vy +4v3=(2—-6+4,6—-6+4+0) =(0,0).
Ispattaki gibi t > 0 icin
3
X, =(3+2t,§—3t,2+4t,0),

3
Xy = (326, +3t,2—4t,0)

noktalarii kuralim. Bilesenlerin pozitif kalmasi i¢in % —3t>0ve2—4t > 0,yanit < % gerekir. t =
1 .
7 secelim:

73
X12(5a1a370)7 X2:(

N | Ov
=] ©

7 1,0
Ikisi de kisitlar saglar: X, igin%+%+ :8ve%+%—|—02 12;Xgiging+%+1:8ve12—5—|—g—|—
0 = 12. Orta noktalar1 da

1 1 3

§X1+§ 2:(37572,0):P

olur. Boylece P, iki farkli uygun noktanin orta noktasi olarak yazildi; P ug¢ nokta degildir. ¢’yi sinira
kadar biiyiitiip ¢t = 1 alirsak X; = (4,0,4,0) ve X, = (2,3,0,0) olur: bunlar tam A ve B ug¢ noktala-
ridir.

Kargilagtirma i¢in B = (2, 3, 0, 0) u¢ noktasina bakalim. Pozitif bilesenler z, ve z,’dir ve

12

det [vyvy] = ‘3 9

’=26=4%0

oldugundan v, v, lineer bagimsizdir; teoremin séyledigi gibi.
]

Teoremden iki 6nemli sonug ¢ikar.

Sonugc 3.2 (U¢ noktada en fazla m pozitif bilesen). (1)—-(3) probleminde K ’nin her u¢ noktasinda pozitif
bilesenlerin sayisi en fazla m’dir; baska bir deyisle en az n — m bilesen sifirdur.

Ispat.

Uy, ..., U, vektorlerinin her biri m bilesenlidir, yani m boyutlu uzayin elemanidir. m boyutlu uzayda
en fazla m tane lineer bagimsiz vektor vardir; m + 1 tane vektor daima lineer bagimhidir (bkz. Lineer
Cebir). Baska bir ifadeyle A matrisinin (m < n) en fazla m tane lineer bagimsiz siitunu vardw. Teorem
3.2 teoremine gore bir u¢ noktanin pozitif bilesenlerine ait siitunlar lineer bagimsizdir; bu yiizden pozitif
bilesenlerin sayisi en fazla m dir ve geri kalan en az n — m bilesen sifirdir.

|

Sonug 3.3 (Her u¢ nokta bir uygun temel ¢éziimdiir). (1)—(3) probleminde K 'nin u¢ noktalarindan
her biri bir uygun temel ¢oziime karsilik gelir. Ozel olarak K 'nin ug noktalarinin sayis en fazla () dir.

Ispat.

X bir ug nokta olsun ve pozitif bilesenleri yine x, ..., z;, olsun. Teorem 3.2 teoremine gore vy, ..., v, lineer
bagimsizdir ve Sonug 3.2 sonucuna gore k < m/’dir.

k =m ise vy, ..., v, tam bir baz olusturur. k < m ise bu k vektorii A’nin siitunlarindan secilen m — k
vektorle tamamlayarak m tane lineer bagimsiz siitun elde edebiliriz: A’nin rankim oldugundan siitunlar
m boyutlu uzayi dogurur ve lineer bagimsiz bir kiime, doguran bir kiimenin elemanlariyla bir tabana
tamamlanabilir (bkz. Lineer Cebir).
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Her iki durumda da X'’in sifirdan farkli bilesenlerinin hepsi, secilen m siituna karsilik gelen degiskenler
arasindadir. Bu m siitunun olusturdugu B matrisi lineer bagimsiz siitunlardan olustugu icin tersinirdir;
diger degiskenler sifirken (1) sistemi BZ g = v, bi¢imini alir ve tek ¢oziimii vardir. X bu sistemi sagladig
icin o tek ¢oziim X ’tir. Demek ki X, bu baza ait temel ¢oziimdiir. Biitiin bilesenleri negatif olmadigindan
X bir uygun temel ¢oziimdiir; k < m ise bazi temel degiskenleri sifir oldugundan dejeneredir.

m siitunluk bir baz, n siitun arasindan m tanesini secerek olusur; bunun en fazla () yolu vardir ve her
baz en fazla bir temel ¢éziim verir. Her u¢ nokta bir temel ¢éziim oldugundan ug¢ noktalarin sayisi en

fazla (]} ) dir.
]

Bu sonucun tersi de dogrudur; ispat1 tanimlardan dogrudan ¢ikar.

Teorem 3.3 (Her uygun temel ¢6ziim bir u¢ noktadir). (1)—(3) probleminin her uygun temel ¢oziimii,
K ’nin bir ug¢ noktasidur.

fspat.

X = (%1, ..., z,) bir uygun temel ¢éziim olsun. Temel degiskenlerin indis kiimesine J diyelim; J 'ye ait
m siitunun olusturdugu B matrisi tersinirdir ve j ¢ J icin x; = 0’dr.

Xin ug nokta olmadigini varsayalim. O zaman X ten farkl: ve birbirinden farkli X, X, € K noktalan

ve 0 < A\ < 1 sayisi icin
X=XX;+(1-XNX,

yazilabilir. X ’in ve X, nin bilesenlerini 2V ve z?

; ; ) ile gosterelim. j ¢ J icin

0=z, =X +(1-N2l?

olur. Sagdaki iki terim de negatif degildir (A > 0,1 — X > 0 ve X1, Xy € K); toplamlari sifir oldugundan
ikisi de sifirdir. Demek ki X, ve X, nin de temel olmayan bilesenleri sifirdir. Bu durumda X, ve X, de,
temel olmayan degiskenler sifirken (1) sistemini, yani BZ g = v, sistemini saglar. B tersinir oldugundan
bu sistemin tek ¢oziimii vardir; o da X ’in temel bilesenleridir. O halde X; = X ve Xy = X olur. Bu, X;
ile X, ’nin X ’ten farkli olmasiyla celisir. Demek ki X bir u¢ noktadir.

]

Yani Sonug 3.3 ile Teorem 3.3 birlikte sunu séyler:

X ug noktadir < X uygun temel ¢oziimdiir .

Geometrik kavram (ug nokta) ile cebirsel kavram (uygun temel ¢6ziim) ayni nesneyi iki farkli dilde anlatir.
Tek bir incelige dikkat edelim: dejenere bir u¢ nokta, birden fazla baza ait temel ¢6ziim olabilir; yani bazlar
ile ug noktalar arasindaki esleme her zaman birebir degildir (bkz. Ornek 3.5).

Ornek 3.4 (Temel ¢oziimler ve koseler). Ornek 3.3 érnegindeki standart formun (z; + 224 + 75 =
8, 3zy + 2z4 + 74, = 12, z; > 0) biitiin temel ¢dziimlerini bulunuz ve uygun olanlarin uygun bélgenin
koseleriyle eslestigini gosteriniz.

Cozim.
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{Xb X4}

Sekil 3.4: Standart formun alti baz adayi. Dolu noktalar uygun temel ¢6ziimlerdir ve tam olarak
bolgenin dort kosesidir; ici bos noktalar (8, 0) ile (0, 6) uygun olmayan temel ¢oziimlerdir. Her noktanin
yaninda baz degigkenleri yazilidir; bir kisit dogrusu tizerinde o kisitin aylak degiskeni sifirdir.

m = 2 denklem ve n = 4 degisken vardir; baz aday1 sayisi (‘21) = 6°dur. Siitunlar v; = (1,3), vy, =

(2,2), v3 =(1,0), vy = (0,1) olmak tizere her ikilinin determinant: sifirdan farklidir:

det[vy vy] = —4, det[v, v5] = —3,det[v; vy] =1,
det[vy vg] = —2,detvy vy] =2, det[vgv,] = 1.

Yani alt1 ikilinin hepsi bir baz olusturur. Her baz i¢in temel olmayan iki degiskene sifir verip kalan 2 x
2 sistemi ¢ozelim.

s {x3,x,4}: ; =z, = 0 alininca z5 = 8, z, = 12. Cozim (0, 0, 8, 12); uygun.

« {1, x5} T, = x, = 0 alininca ikinci denklemden 3z, = 12, z; = 4; birinciden z; = 8 —4 = 4.
Cozim (4, 0,4, 0); uygun.

e {1, x3}: 25 :(:c4 =0 z;hmnca x, + 29 = 8 ve 3z; + 2x4 = 12; cikarma 2z, = 4 verir, z; = 2,
Ty = 3. Coziim (2, 3,0,0); uygun.

e {xg,x,}: 1, = 25 =0 alininca 2z, = 8, z, = 4; ikinci denklemden z, = 12 — 8 = 4. Coziim
(0,4,0,4); uygun.

e {xy,x,4}: 29 =25=0 alimnca z; =8; ikinci denklemden z, =12—24 =—12. Cozim
(8,0,0,—12); 2, < 0 oldugu i¢cin uygun degil.
« {zy,x3}: 2, = x4 = 0 aliminca 2z, = 12, x, = 6; birinci denklemden z5 = 8 — 12 = —4. Céziim

(0,6,—4,0); x5 < 0 oldugu icin uygun degil.

Dért uygun temel ¢dziimiin ilk iki bileseni (0, 0), (4,0), (2, 3), (0, 4)’tiir: bunlar tam olarak Ornek 3.1
ornegindeki O, A, B, C koseleridir. Uygun olmayan iki temel ¢6ziim ise (8,0) ve (0, 6) noktalarina
karsilik gelir; bunlar kisit dogrularimin bolge disinda kalan kesisim noktalaridir.

Geometrik anlami sudur: z; = 0, noktanin birinci kisit dogrusu tizerinde; z, = 0, ikinci kisit dogrusu
tizerinde; x; = 0 ve x5, = 0 de eksenler {izerinde olmas1 demektir. Tki degiskeni sifir yapmak, dort
dogrudan ikisini secip kesistirmektir. Her temel ¢6ziimde tam iki bilesen sifirdan farklidir; dort uygun
temel ¢6ztimde bu iki bilesen pozitiftir. Bu, Sonuc¢ 3.2 sonucuyla uyumludur (m = 2) ve uygun temel
coziimlerin hicbiri dejenere degildir.

Uygunluk kontroliiniin neden sart oldugunu amac fonksiyonu z = x,; + z, ile gérelim: uygun olmayan
(8,0,0,—12) temel ¢oziiminde z = 8 olur ve bu, gercek optimum 5°ten bityiiktiir. Tarama yalniz
uygun temel ¢oziimler {izerinden yapilir.

]
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Teorem 3.1 teoremi sinirli bolgeler i¢indi. $imdi optimumun var oldugu her durumda, bdlge sinirsiz olsa
bile, bir uygun temel ¢6ziimde alindigini gosterelim.

Teorem 3.4 (Optimum varsa bir uygun temel ¢6ziitmde de alinir). (1)—(3) probleminin bir optimal
¢Oziimii varsa, uygun temel ¢oziim olan bir optimal ¢oziimii de vardir. Yani amag fonksiyonu optimum
degerini K ’nin bir u¢ noktasinda da alw.

Ispat.

Ispati minimum problemi icin yapiyoruz. Biitiin optimal ¢oziimler arasindan pozitif bilesen sayisi en az
olani segelim ve X diyelim; pozitif bilesenleri yine x1, ..., x;, olsun. vy, ..., v, vektorlerinin lineer bagimsiz
oldugunu gosterecegiz.

Bagimli olduklarini varsayalim: en az biri sifirdan farkliy, , ...,y iciny,v; + ... + Y, v, = 0 olsun vet >
kiciny, = 0 diyerek Y = (yy, ..., y,,) vektorinii kuralim. Her t sayisi icin X + tY noktasi (1) sistemini
saglar, ¢linkii Ej(:rj +ty;)v; = v +t -0 = v, dir. Amag degeri

f(X+tY) = f(X)+teTy

olur.

¢TY = 0’dir. | t | yeterince kiigiikse, 6nceki teoremin ispatindaki gibi, X + tY noktasinin ilk k bileseni
pozitif kalir, digerleri sifirdir; yani X +tY € K dir. ¢TY # 0 olsayds, kiiciik birt’yit¢TY < 0 olacak
isarette secerek f(X +tY) < f(X) elde ederdik; bu, X ’in optimal olmasiyla celisir. Demek ki ¢TY =
0°dir ve K ’da kalan her X + tY noktasi da optimaldir.

Daha az pozitif bilesenli bir optimal ¢ézitm. GerekirseY yerine—Y alarakY ’nin en az bir bileseninin
negatif oldugunu varsayabiliriz. y; < 0 olan indisler iizerinden

i:min{ Ti Sy, <0}>0
7

diyelim. 0 <t < t icin X +tY noktasinmin bilesenleri negatif olmaz: y, > 0 olan bilesenler azalmaz,

y; < 0 olanlar ise ancak t = x;/(—y;) degerinde sifira iner. Dolayisiyla X + tY € K ’dir ve bu nokta da

optimaldir. Ustelik minimumu veren indiste bilesen sifir olur ve i > k icin bilesenler sifir kalir. Boylece

X +tY, X ’ten daha az pozitif bileseni olan bir optimal ¢oziimdiir. Bu, X ’in secimiyle celisir.

O halde vy, ..., v, lineer bagimsizdir. Sonu¢ 3.3 ispatindaki gibi bu vektorler m lineer bagimsiz siituna

tamamlanir ve X bu baza ait bir uygun temel ¢oziim olur. Teorem 3.3 teoremine gore X ayni zamanda

bir u¢ noktadwr. Maksimum problemi i¢in —z ’nin minimumuna bakmak yeter (Onerme 1.3).

|

Sonug¢ 3.4 (Uygun temel coziimleri tarama). (1)-(3) probleminin bir optimal ¢éziimii varsa, amag
fonksiyonunun K ’min ug noktalarinda alacagi degerler taranarak optimal ¢oziime ulasiabilir. Ozetle, z
amag fonksiyonunun uygun temel ¢coziimler icin alacagi degerlere bakilarak optimal ¢oziime ulasilabilir:
en fazla (] ) tane olan uygun temel ¢oziimler arasinda, minimum probleminde z’yi en kiciik, maksimum
probleminde en biiyiik yapan uygun temel ¢oziim bir optimal ¢oziimdiir. K bos olmayan ve sinirly ise optimal
¢Oziim her zaman vardur.

Ispat.

Teorem 3.4 teoremine gore optimal ¢oziim varsa uygun temel ¢oziimlerden biri optimaldir. Uygun temel
coziimlerin her biri bir uygun ¢oziim oldugu icin hi¢biri optimumdan daha iyi bir deger veremez. O halde
uygun temel ¢oziimler arasinda en iyi z degerini veren, biitiin K iizerinde de en iyisidir. Uygun temel
¢oziimlerin sayisi Sonug 3.3 ispatindaki sayma geregi en fazla (] ) 'dir. K bos olmayan ve sinirly ise Teorem
3.1 optimumun var oldugunu da garanti eder.

]

Bu sonug ¢izim yapamadigimiz problemlerde de ise yarar. Ama optimumun var oldugunu bilmeden
tarama yapmak yanilticidir: uygun bélge sinirsizsa amag fonksiyonu sinirsiz bityiiyebilir ve koselerdeki en
iyi deger optimum olmaz (bkz. Ornek 3.11). Bir de tarama sayis1 hizla biiyiir: 10 denklem ve 20 degiskenli
bir problemde ( ?8) = 184 756 baz aday1 vardir. Simpleks yontem biitiin adaylara bakmak yerine uygun
temel ¢oziimden daha iyi bir komsu uygun temel ¢oziime gecerek ilerler.
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Ornek 3.5 (Dort degiskenli bir problemde tarama). Asagidaki problemi biitiin temel ¢oziimleri
hesaplayarak ¢oziiniiz.

T+ Ty + x5+ 20, =4
20y — 2yt x5+ 74 =2
.73]-20, .7:15_4

minz = x, + 29 — T3 + T4

Cozim.
Problem standart formdadur: iki kisit da esitliktir, sag taraflar 4 ve 2 negatif degildir ve buitiin degiskenler
> 0’dir. m = 2, n = 4 oldugundan (‘21) = 6 baz aday1 vardir. Siitunlar

o A B AR H R

ve her ikilinin determinanti sifirdan farkhidir (—3, —1, —3, 2, 3, —1); alt1 adayin hepsi bazdr.

Optimumun var oldugunu dnceden bilebiliriz: birinci denklemin biitiin katsayilar1 pozitiftir, bu ylizden

her uygun ¢6ziimde 0 < z; < 4’'tiir ve K smurhidir. K bos da degildir (6rnegin (2,2, 0, 0) uygundur).

Sonug 3.4 geregi optimal ¢6ziim uygun temel ¢6ztimlerden biridir.

Her baz i¢in temel olmayan iki degiskene sifir verip 2 x 2 sistemi ¢6zelim:

e {z1, 2} 2 + 25 =4, 22, — x5 = 2. Toplarsak 3z, = 6, ; = 2, z, = 2.

s {xy, x5} 2 + 25 =4, 22, + x5 = 2. Cikarrsak z; = —2, z; = 6.

e {zy, 2.} ¥, + 22, = 4, 22, + x, = 2. Ikincinin iki katindan birinciyi ¢ikarirsak 3z, = 0, z; = 0,
Ty = 2.

s {xg, x5} 2o + 25 =4, —x, + x5 = 2. Toplarsak 2z5 = 6, 53 = 3, z, = 1.

o {xg, x4} 2o + 22, =4, —x5 + x, = 2. Toplarsak 3z, = 6,2, = 2, z, = 0.

s {zg, x4} 2y + 224 =4, 25 + 24 = 2. Cikarrsak 4, = 2, 3 = 0.

Tablo 3.2: Dort degiskenli problemin temel ¢6ziimleri

Baz (1, %q, T3, Ty) Uygun mu? z
{zq, 25} (2,2,0,0) evet 6
{1,235} (—2,0,6,0)  haywr(z; <0) —

{z1,2,} 0,0,0,2) evet, dejenere 2

{zg, 23}

(

(0, 1,3, 0)

{zy, 24} (0,0,0,2) evet, dejenere 2
( )

evet —1

{z3,24} 0,0,0,2 evet, dejenere 2

Uygun temel ¢6ztimlerin z degerleri 6, 2 ve —1°dir. En kii¢tigi —1’dir: optimal ¢6ziim ; = 0, z, = 1,
z3 =3, £, = 0 ve min z = —1’dir. Uygun olmayan (—2,0, 6, 0) temel ¢6ziiminde z = —2 — 6 = —8
olurdu; bu deger optimumdan kiiciiktiir ama bir uygun ¢oziime ait olmadig) i¢in hesaba katilmaz.
Tabloda ilging bir sey var: alti bazdan it aym (0,0, 0,2) noktasim veriyor. Bu noktada yalnz bir
bilesen pozitiftir (x, = 2), yani m = 2’den az; nokta dejenere bir uygun temel ¢6ztimdiir (Tanim 2.6).
z,'iin yaninda bazda sifir degerli bir degisken daha bulunur; bu degisken z,, z, ya da x5 olabildigi
icin ti¢ farkli baz aymi1 noktay1 verir. Béylece K’nin bes degil yalmz ii¢ u¢ noktasi vardir: (2,2,0,0),
(0,0,0,2) ve (0,1,3,0).

Sonucu bagimsiz olarak dogrulayalim. iki denklemi toplarsak 3z, + 2z5 + 3z, = 6, buradan x5 =
3— %xl — %x4 cikar. Bunu birinci denklemde yerine koyarsak zo =1+ %xl — %x 4 bulunur. Amag
fonksiyonunda yerine yazarsak
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1 1 3 3
Z=$1+2(1-{-5.731—5.7}4)—(3—5:1:1—51‘4)-i—.’L'4
7 3
:—1+§CI31+§ZL’4

olur. ,,z, > 0 oldugundan her uygun ¢éziimde z > —1’dir ve esitlik ancak z; = z, = 0 iken, yani
(0,1, 3,0) noktasinda saglanir. Amag fonksiyonunu temel olmayan degiskenler cinsinden yazip katsa-
yilarinin isaretine bakmak, simpleks yontemin optimallik testinin 6ziidiir.

]

Grafik Yontem

Iki degiskenli problemler basit bir sekilde grafik yéntemle ¢oziilebilir. Bu durumda her kisit diizlemde bir
yari diizlem ya da bir dogru belirtir, uygun ¢oziimler kiitmesi K bu yar1 diizlemlerin kesisimi olan konveks
bir cokgensel bolgedir ve ug noktalar bu bélgenin kogeleridir. Amag fonksiyonunun davranisini anlamak
i¢in 6nce onun sabit deger aldig1 noktalara bakalim.

Tanim 3.1 (Seviye dogrusu). z = c¢;x; + ¢4z, amag fonksiyonu ve bir k sayisi i¢in ¢, 2, + cozy =
k dogrusuna amag fonksiyonunun k seviye dogrusu denir. Amag katsayilarindan olugan ¢ = (¢, ¢,)
vektoril z’'nin gradyanidir: Vz = ( 68—;1, aa—xz ) = (c1,¢9).

Yani z bir parametre olarak disiiniiliirse 2 = ¢;z; + cy@4 denklemi bir dogru ailesi belirtir. z’nin her
degerine bu ailenin tek bir dogrusu, ailenin her dogrusuna da z’nin tek bir degeri kargilik gelir. Ayni seviye
dogrusu iizerindeki biitiin noktalarda amag fonksiyonu ayni degeri alir. Onemli olan, dogru hangi yénde
Otelenirse z’nin artacagini belirlemektir.

Onerme 3.1 (Seviye dogrular1 ve gradyan). ¢ = (c;,c,) # 0 olsun.

1. Biitiin seviye dogrular: birbirine paraleldir ve ¢ vektiriine diktir.
2. Her X noktast ve hert > 0 i¢in 2(X + t¢) > 2(X) 'tir. Yani z, gradyan yoniinde ilerledikce artar, grad-
yanin zit yoniinde ilerledikce azalr.

Ispat.
1. k seviye dogrusu iizerinde iki nokta X = (z1,x5) veY = (y;,ys) olsun. ¢,y + coxy = k ve cyy; +
coYy = k esitliklerini taraf tarafa ¢ikarirsak

c1(zy — Y1) +ca(z2 —yy) =0

olur; yani dogrunun dogrultusu olan X —Y vektorii ile ¢’nin i¢ ¢carpimu sifirdwr. Her seviye dogrusu ¢’ye
dik oldugundan hepsi ayni dogrultudadir, yani birbirine paraleldir. Farkli k degerleri icin dogrular ortak
nokta icermez; ¢iinkii bir noktada z tek bir deger alir.

2. X = (zq,z,) igin

2(X 4+ t6) = ¢q(xq +tey) + cy(zg + tey)
= 2(X) +t(cf +¢3)

olur. ¢ # 0 oldugundan c? + ¢ > 0’dir; t > 0 icin z artar, t < 0 igin (z1t yonde) azalwr.
|

Yani bir seviye dogrusunu kendine paralel olarak gradyan yoniinde kaydirdik¢a z biytir. Maksimum
probleminde amag fonksiyonu optimum degerini konveks bélgenin bir u¢ noktasinda alir ve bu noktaya
gradyan yoniinde ilerleyerek varilir: seviye dogrusu, uygun bolgeyle ortak noktas: kalacak sekilde
gradyan yoniinde olabildigince kaydirilir ve bolgeye son degdigi nokta optimaldir. Minimum probleminde
optimum degere gradyanin zit yoniinde ilerleyerek varilir.
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© Bes adimda grafik yontem

1. Kisit dogrularimi ¢iz. Her kisiti esitlik olarak yaz ve dogruyu iki noktasindan (¢ogunlukla
eksenleri kestigi noktalardan) ¢iz.

2. Yar1 diizlemi test noktasiyla belirle. Dogru iizerinde olmayan bir nokta (¢cogunlukla O(0, 0))
kisit1 sagliyorsa o noktanin bulundugu tarafi, saglamiyorsa 6biir tarafi al. x;,z, > 0 kosullar
birinci bélgeyi verir.

3. Uygun boélgeyi bul. Uygun bolge biitiin yar1 diizlemlerin kesisimidir. Kesisim bogsa problemin
uygun ¢6ziimii yoktur.

4. Kose noktalarini hesapla. Her kose iki kisit dogrusunun kesisimidir: iki denklemli sistemi ¢6z
ve bulunan noktanin diger kisitlar1 sagladigini kontrol et.

5. Optimumu bul. Bir seviye dogrusu ¢iz ve onu maksimum probleminde gradyan ¢ yoniinde, mi-
nimum probleminde —¢ y6niinde, bolgeyle ortak noktasi kalana kadar kaydir; bolgeye son degdigi
kose optimaldir. Ya da koselerde z degerlerini hesaplayip karsilastir; bu karsilagtirma optimum
varken gecerlidir, bélge sinirsizsa 6nce seviye dogrusuyla optimumun var oldugunu gor.

Ornek 3.6 (Grafik yéntemle bir maksimum problemi). Asagidaki problemin grafik ¢dziimiinii
bulunuz.
2, +4xy—42>0
-z, +x2,+42>0
z;,—6<0
Ty —2x,+202>0
T1,To >0
maxz = T, + 2T,

Coziim.
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X, +4x, =4

Xi

0 2 D(4, 0) 6 8 10 12

Sekil 3.5: Uygun bolge ABCDE besgenidir. Kesikli dogrular z = x, + 2x, amag fonksiyonunun z = 20 ve z
= 32 seviye dogrularidir; ok gradyan yoniinii gosterir. Seviye dogrusu gradyan yoniinde kaydirildiginda

bolgeden en son A(6, 13) kdsesinde ayrilir: max z = 32.

Sabitleri saga alirsak kisitlar z; + 4z > 4, —x; + x5 > —4, 27 < 6 ve z; — 225 > —20 olur.
1-2. Kisit dogrular: ve yar1 diizlemler. Her dogruyu iki noktasindan ¢izip O(0, 0) test noktasini
yerine koyalim:

x; + 4z, = 4 dogrusu (4,0) ve (0,1)’den gecer. O’da 0 > 4 yanlstir; uygun taraf O’nun kars1
tarafidir.

—z, + x5 = —4 dogrusu (4,0) ve (6,2)’den gecer. O’da 0 > —4 dogrudur; uygun taraf O’nun
bulundugu taraftir.

x, = 6 disey dogrusu i¢cin O’da 0 < 6 dogrudur; uygun taraf dogrunun solu.

x; — 225 = —20 dogrusu (0, 10) ve (6, 13)’ten gecer. O’da 0 > —20 dogrudur; uygun taraf O’nun
bulundugu taraftir.

. Uygun bolge. Bu yar1 diizlemlerin birinci bolgedeki kesisimi ABC DE besgenidir.
. Koseler. Her kose iki dogrunun kesisimidir:

A:zq = 6vezy — 2z, = —20; 2245 = 26, A(6,13).
B:z,; = 0ve z; — 2z, = —20; 2, = 10, B(0, 10).
Cizy=0vez; +4z, =42, =1,C(0,1).

D:xy =0vex, +4z, =4 2, =4, D(4,0).

E:xy =6ve —x; + x5, = —4; x5 =2, E(6,2).

Her késenin diger kisitlar1 sagladigini kontrol edelim. Ornegin A(6, 13) icin 6 + 52 = 58 > 4 ve —6 +
13=72>—4; E(6,2) icin 6 + 8 =14 > 4 ve 6 — 4 = 2 > —20°dir. Diger koseler de ayn1 bicimde
biitiin kisitlar: saglar.
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5. Optimum. z bir parametre olarak diigiiniiliirse z; + 22, = 2 paralel bir dogru ailesidir ve gradyan
¢ = (1,2)’dir. Ama¢ maksimum oldugundan seviye dogrusunu ¢ yoniinde, yani sag yukariya dogru
kaydiririz. Ornegin B’den gecen z = 20 seviye dogrusu bdlgeyi keser; bélgenin bu dogrunun iistiinde
kalan kisminda z daha biiyiiktiir. Dogruyu kaydirmaya devam edince bélgeden en son A(6,13) koge-
sinde ayrilir: A’dan gecen z = 32 seviye dogrusunun tstiinde bélgenin hicbir noktasi yoktur.

Ayni sonucu kose tablosuyla da gorebiliriz (bolge sinirli oldugu icin Sonug 3.1 gegerlidir):

Tablo 3.3: Grafik orneginde koselerdeki amac degerleri

Kose A(6,13) B(0,10) C(0,1) D(4,0) E(6,2)
z =z + 2z, 32 20 2 4 10

Biitiin kisitlarin saglandifi A(6, 13) noktasindan gecen z = z; + 2z, dogrusunda amag fonksiyonu
maksimum degerini alir. Optimal ¢6ziim z; = 6, z, = 13 ve max z = 32’dir.
D(4,0) kogesinde ilging bir sey olur: —z; + z5 = —4 dogrusu da bu noktadan geger. Yani D’de
u¢ dogru (zy = 0, z, + 4z, = 4, —x; + £, = —4) kesisir. Problemi standart forma getirelim: birinci
kisittan x5 artik degiskenini ¢ikaririz; ikinci kisitin sag tarafl negatif oldugu icin 6nce —1 ile garpariz
(1 — x4 < 4) ve x4 aylak degiskenini ekleriz; iiciinciiye x5 aylak degiskenini ekleriz; dérdiinciiyii —1
ile carpariz (—z; + 2z4 < 20) ve x4 aylak degiskenini ekleriz:
T, +4zy — x5 =4
T, —x9g+zy=4
T, +x5=06
—z, + 229 + 4 =20
$j Z 07 .7 = 17_6
max z = T, + 25 + 0x5 + Oz, + Oz + Ozg
Burada m = 4’tir. A(6,13)’te 5 =54, z, = 11, x5 = x5 = 0 olur ve tam dort bilesen pozitiftir
(1,4, 23,24). D(4,0)da ise x4 = x5 = 24, =0, x5 = 2, T4 = 24 olur: yalmz ¢ bilesen (z,, x5,
xg) pozitiftir. D bir dejenere uygun temel ¢éziimdiir (Tanim 2.6). Diizlemde dejenerelik, bir koseden

gereginden fazla kisit dogrusunun ge¢mesi olarak goriinir.
|

Receteyi bir kez daha, bu kez ilk bolimde kurdugumuz tiretim modelinde uygulayalim.

Ornek 3.7 (Uretim planlamasinin grafik ¢6ziimii). Ornek 1.3 modelini (22, + 7, < 100, 7, + 25 <
80, x; <40, zq,z5 > 0, max z = 30z, + 20z,) grafik yontemle ¢6zliniiz.

Cozim.
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X; = 40
100

2%, + X, = 100

40 |

20 |

Sekil 3.6: Uretim modelinin uygun bélgesi OABCD. z = 30x; + 20x, seviye dogrulari gradyan yoniinde
kaydirildiginda bélgeden en son C(20, 60) késesinde ayrilir: 20 masa ve 60 sandalye ile max z = 1800 TL.

Kisit dogrulari. 2z, + z, = 100 dogrusu (50,0) ve (0,100)’den, z; + z, = 80 dogrusu (80, 0) ve
(0,80)’den gecer; z; = 40 diisey bir dogrudur. O(0, 0) ti¢ kisit1 da saglar (0 < 100, 0 < 80, 0 < 40);
uygun taraflar hep O’nun bulundugu taraftir.

Uygun bélge ve koseler. Uygun bélge OABC' D besgenidir:

* O(O’O)a

« A:z, = 0vez; =40; A(40,0);

« B:z; =40 ve 2z, + =, = 100; z, = 20, B(40, 20). Kontrol: 40 4+ 20 = 60 < 80;

« C: 2z, + x5 = 100 ve 21 + x5 = 80; ¢cikarwrsak z; = 20, z, = 60, C'(20, 60). Kontrol: 20 < 40;
« D:xy =0vezy + x5 = 80; D(0,80). Kontrol: 0 + 80 = 80 < 100.

Optimum. Gradyan ¢ = (30, 20)’dir. Ornegin z = 1200 seviye dogrusu (40, 0) ve (0,60)’tan gecer.
Dogruyu ¢ yoniinde kaydirdik¢a z artar; bolgeden en son C(20,60) kosesinde ayrilir. C’den gegen
seviye dogrusu 30x; + 20z, = 1800’diir. Kése degerleri de bunu dogrular:

Tablo 3.4: Uretim modelinde koselerdeki amag degerleri

Kése O A(40,0) B(40,20) C(20,60) D(0,80)

z =30z, +20z, O 1200 1600 1800 1600

Optimal plan haftada z; = 20 masa ve z, = 60 sandalye iretmektir; en biuyik kar max z = 1800
TL’dir. Bu planda iscilik (2 - 20 + 60 = 100 saat) ve ahsap (20 + 60 = 80 birim) tamamen kullanilir,
masa talebinden ise 40 — 20 = 20 masalik pay bosta kalir. Yani optimal kosede sifir olan aylak degis-
kenler is¢ilik ve ahgap kisitlarininkilerdir.

|
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Minimum problemlerinde de ayni regete gecerlidir; yalniz seviye dogrusu gradyanin zit yéniinde kaydi-
rilir. > kisith minimum problemlerinde uygun bélge ¢cogu zaman siirsizdir; bu durumda kose tablosunu
kullanmadan 6nce optimumun var oldugunu gérmek gerekir.

Ornek 3.8 (Sinirsiz bolgede bir minimum problemi). Ornek 1.10 diyetinin modelini grafik yontemle
¢Oziiniiz:
T, +1zy >4
T, +3x,2>6
T1,T9 >0

min z = 2z, + 3z,

Cozim.

-c=(-2,-3)

0 2 4 C(6,0):z =12 8

Sekil 3.7: Uygun bolge saga ve yukari dogru siirsizdir. Minimum problemi oldugu i¢in z = 2x; + 3%,
seviye dogrusu gradyanin tersi yoniinde kaydirilir; bélgeye son dokundugu nokta B(3, 1) kdsesidir: min
z=09.

Kisit dogrulari ve yar1 diizlemler. z; + z, = 4 dogrusu (4,0) ve (0,4)’ten, z; + 3z, = 6 dogrusu
(6,0) ve (0,2)’den gecer. O(0, 0) iki kisit1 da saglamaz (0 > 4 ve 0 > 6 yanlistir); uygun taraflar O’nun
kars: taraflaridir. Uygun bolge iki dogrunun “ustiinde” kalan ve saga, yukart dogru sinirsiz uzanan
bolgedir.
Koseler.

« Aizy =0vex, + x5 =4; A(0,4). Kontrol: 0 + 12 = 12 > 6.

« B: iki kisit dogrusunun kesigimi. ikinci denklemden birinciyi cikarirsak 2z, = 2, 7, = 1 ve £, =
3; B(3,1).

« C:zy =0vex; + 3z, = 6; C(6,0). Kontrol: 6 + 0 = 6 > 4.

Diger kesisimler uygun degildir: (0,2)’de 0 +2 =2 < 4, (4,0)’da4 + 0 =4 < 6 olur.

Optimumun varligi. Gradyan é = (2, 3)’tiir; minimum problemi oldugu i¢in seviye dogrusunu —¢
yoniinde, yani sol asagiya dogru kaydiririz. Ornegin z = 18 seviye dogrusu bélgeyi keser. Dogru asag1
indikce z azalir ve dogru bolgeye en son B(3,1) kdsesinde deger; z = 9 seviye dogrusunun altinda
bélgenin hicbir noktast yoktur. Bolge smirsiz oldugu halde minimum vardir, ¢iinkil z uygun bolge
tizerinde alttan siurlidir; bunu simdi kesin olarak gosterelim.
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Bunu kesin olarak da gorebiliriz. Amac¢ fonksiyonu, iki kisitin sol taraflarinin pozitif katsayili bir
birlesimidir:

DN =

3 1 3
27y + 3y = 5(331 +$2)+§($1 +33y) > 5'44'

Yani her uygun noktada z > 9’dur ve B’de z = 9’dur.
Kose tablosuyla karsilastirma. Optimumun var oldugunu bildigimiz icin koselerdeki degerleri
karsilastirabiliriz:

Tablo 3.5: Diyet probleminde kogelerdeki amag degerleri

Kose A(0,4) B(3,1) C(6,0)

z =2z, + 3z, 12 9 12

En kiigiik deger B’dedir: optimal diyet x; = 3 kg B, ve x4 = 1 kg B, besinidir, en diisitk maliyet
min z = 9 TLdir.

Ayni bolgede ama¢ maksimum yapilmak istenseydi optimum olmazdi: z, = 0, z; = s > 6 noktalar1
uygundur ve bu noktalarda z = 2s istenildigi kadar buyir. Koselerdeki en bityiikk deger olan 12 o
durumda bir anlam tagimazdi.

|

Ornek 3.9 (Esitlik kisith karisim problemi). Ornek 1.4 yem karisimi modelini grafik yontemle
¢ozliniiz:
x + 29 =100
T, + 5z > 300
T, + 329 < 250
T1,Ty >0
min z = 4z, + 10z,

Cozim.
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100

80

60

X; + 5%, = 300
Q(50, 50)

Sekil 3.8: Karisim probleminde esitlik kisit1 yiiziinden uygun ¢oziimler x, + x, = 100 dogrusunun kalin

cizilen PQ parcasidir; acik boyali bant iki esitsizligin ortak bolgesidir. U¢ noktalar P ve Q'dur. z = 4x,

+ 10x, seviye dogrusu gradyanin tersi yoniinde kaydirildiginda parcadan en son Q(50, 50) noktasinda
ayrilir: min z = 700.

Esitlik kisit1 bir yar1 diizlem degil, bir dogru verir: uygun ¢éztimler 2, + x5, = 100 dogrusunun {izerin-
dedir. Diger iki kisit bu dogrudan bir parca keser.
Dogru iizerinde x5 = 100 — z; yazalim. Ikinci kisit

x; + 5(100 — z;) > 300 < 500 — 4z, > 300 < z; < 50,
tctinci kisit

2, 4 3(100 — z,) < 250 < 300 — 2z, < 250 <> 2, > 25

olur. z; > 0 ve z, = 100 — z; > 0 kosullar1 bu aralikta zaten saglanir. Demek ki uygun bélge, uc
noktalar1 P(25,75) ve Q(50,50) olan PQ dogru parcasidir. P, esitlik dogrusu ile z; + 3z, = 250
dogrusunun; () ise esitlik dogrusu ile z; + 5z, = 300 dogrusunun kesigimidir.

Uygun bolge siirhidir; Sonug 3.1 geregi iki u¢ noktaya bakmak yeter:

z(P) =100+ 750 = 850,  2(Q) = 200 + 500 = 700.

Minimum @Q’dadir: z; = 50 kg musir, 5 = 50 kg soya kiispesi ve min z = 700 TL. Gradyan ¢ =
(4,10)’dur; seviye dogrusu —¢ yéniinde kaydirilinca parcadan en son Q’da ayrilir. Bunu dogrudan da
gorebiliriz: dogru Gizerinde z = 4z, + 10(100 — z, ), yani z = 1000 — 6z, ’dir ve z; buyidik¢e azalir;
2, in alabilecegi en biiyiik deger 50 oldugundan en kii¢itk maliyet 1000 — 300 = 700 TL’dir.

|
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Ozel Durumlar

Simdiye kadarki 6rneklerin hepsinde tek bir optimal kése ya da bir optimal kenar bulduk. Grafik yéntem,
bir problemin optimal ¢6ziimiiniin hi¢ olmayabilecegini ya da sonsuz ¢ok olabilecegini de gozle gosterir.
U¢ durumu kisaca gérelim; bunlarin simpleks tablosunda nasil tanindigi Sinirsiz ¢oziim ve alternatif
optimal ¢6ziim boliminiin konusudur.

Ornek 3.10 (Uygun ¢6ziimii olmayan problem). Asagidaki problemi grafik yéntemle inceleyiniz.

Ty + 1y <2
T, +2z5 > 6
Ty,%y >0
max z = 3T, + 2z,

Coziim.

6

X1+ 2X, 26

X1+ X, <2

X1

Sekil 3.9: x; + X, < 2 kisitinin bolgesi (alttaki tiggen) ile x; + 2x, = 6 kisitinin bolgesi birinci bolgede
ortak nokta icermez. Uygun ¢6ziim yoktur; bu yiizden optimal ¢6ziim de yoktur.

xy + x5 = 2 dogrusu (2,0) ve (0,2)’den geger; O birinci kisit1 sagladify i¢in uygun taraf alttaki
tiggendir. z; + 2z, = 6 dogrusu (6, 0) ve (0, 3)’ten gecer; O ikinci kisiti saglamadii i¢in uygun taraf
dogrunun ustidir. Birinci bolgede bu iki bélgenin ortak noktas: yoktur: ticgenin biitiin noktalar: ikinci
dogrunun altinda kalir.

Bunu cebirle de gosterelim. z,, 2, > 0 ve £ + 4 < 21ise x5, < z; + 5 < 2°dir. O halde

Ty 420, =(x;+25) +2,<24+2=4<6

olur ve ikinci kisit saglanamaz. Uygun ¢oziimler kiimesi bostur: K = @&. Uygun ¢6ziim olmadig: igin
optimal ¢6ziim de yoktur; amag fonksiyonunun ne oldugu hi¢ énemli degildir. Iki dogru aslinda (—2, 4)
noktasinda kesisir; isaret kosullar1 olmasaydi uygun ¢6ziim bulunurdu. Demek ki z, x, > 0 kosullar1
da kisitlar kadar 6nemlidir.

]
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Ornek 3.11 (Sinirsiz problem). Asagidaki problemi grafik yontemle inceleyiniz.
—r; +x5 <1
Ty — 2Ty < 2
T,y >0
maxz = Ty + o

Coziim.

0 (2,0) 4 6 8

Sekil 3.10: Uygun boélge sag yukari dogru sinirsizdir ve z = x; + X, seviye dogrular1 gradyan yoniinde
ne kadar kaydirilirsa kaydirilsin bolgeyi kesmeye devam eder. z istenildigi kadar biiytir; maksimum
yoktur.

—, + x5 = 1dogrusu (0, 1) ve (1,2)’den, z; — 2z, = 2 dogrusu (2, 0) ve (4, 1)’den geger. O(0, 0) iki
kisit1 da saglar; uygun bolge iki dogrunun arasinda kalan ve sag yukar: dogru sinirsiz uzanan bolgedir.
Késeleri (0, 0), (0,1) ve (2,0)’dur.

Gradyan ¢ = (1, 1)’dir. Seviye dogrusunu ¢ yoniinde ne kadar kaydirirsak kaydiralim bolgeyi kesmeye
devam eder. Bunu bir 151n tizerinde gorelim: ¢ > 0 i¢in (2 + 2¢, t) noktasi

—2+2)+t=—-2—-t<1, (2+2t)—2t=2<2

oldugundan uygundur ve bu noktada z = 2 4 3¢’dir. ¢ bityiidiikce 2z sinirsiz biiyiir; maksimum yoktur.
Bu tiir bir probleme sinirsiz problem denir.

Koselerdeki degerler 0, 1 ve 2°dir. Kése tablosuna bakip “max z = 2” demek yanlis olurdu; ciinkii
optimum hi¢ yoktur. Bu yiizden siirsiz bolgelerde koseleri karsilastirmadan 6nce optimumun var
oldugunu seviye dogrulariyla gérmek gerekir. Ayni bolgede min z istenseydi ise optimum vardi: her
uygun noktada z = x; + x4 > 0’dir ve 2(0,0) = 0’dur.

]

Ornek 3.12 (Sonsuz ¢cok optimal ¢oziim). Asagidaki problemi grafik yontemle ¢oziiniiz.

T, + 2z, <10

;<6

T1,T5 20
maxz = T, + 2T,
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Cozim.

X, =6

Sekil 3.11: Amag¢ dogrusu z = x, + 2X,, X, + 2X, = 10 kisitina paraleldir. Seviye dogrusu kaydirildiginda
bélgeden bir kosede degil, BC kenarinin tamami boyunca ayrilir; BC tizerindeki her nokta max z = 10
veren bir optimal ¢6ziimdiir.

x1 + 2z, = 10 dogrusu (10, 0) ve (0, 5)’ten geger, z; = 6 diisey dogrudur; O iki kisit1 da saglar. Uygun
bolge koseleri

0(0,0), A(6,0), B(6,2), C(0,5)

olan dortgendir; B, z; = 6ile x; + 225 = 10 dogrularinin kesisimidir (2z, = 4). Koselerde z degerleri
0, 6, 10, 10’dur.

Gradyan ¢ = (1, 2)’dir ve seviye dogrular1 z; + 2z, = 10 kisit dogrusuna paraleldir. Seviye dogrusu
¢ yb6niinde kaydirilinca bolgeden bir kosede degil, BC' kenariin tamami boyunca ayrilir. Teorem 3.1
teoreminin ikinci kismina gore B ile C’nin her konveks kombinasyonu optimaldir. Gergekten 0 < A <
1 igin

AB+ (1 —\)C = (6),5—3))

noktasinda z = 6\ + 10 — 6 = 10°dur. Problemin sonsuz ¢ok optimal ¢6ziimii vardir ve max z =
10’dur. Optimal deger tektir; tek olmayan, bu degeri veren noktalardir. Byle ¢oziimlere alternatif
optimal ¢éziimler denir.

|

Bu bolimde amag¢ fonksiyonunun optimumunu, varsa, uygun bélgenin bir u¢ noktasinda aldigini; ug
noktalarin da tam olarak uygun temel ¢éziimler oldugunu gérdiik. iki degiskende uc noktalar késelerdir

ve

grafik yontemle bulunur. Daha biiyiik problemlerde ise biitiin uygun temel ¢6ztimleri taramak ¢ok

pahalidir. Bir sonraki boliimde, Simpleks yontem béliimiinde, bir uygun temel ¢oziimden baslayip amag
degerini iyilestiren komgsu bir uygun temel ¢éziime gegen ve optimuma sonlu adimda ulagan yontemi
kuracagz.
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4.1

4. Simpleks Yontem

Ug noktalar ve grafik yontem bolimiinde iki 6nemli sey gorditk: Optimal ¢6ziim varsa uygun bolgenin bir
uc¢ noktasinda bulunur, u¢ noktalar da uygun temel ¢6ziimlerdir. O hélde biitiin uygun temel ¢éziimleri
tek tek hesaplayip amag degerlerini karsilastirmak ilk akla gelen yoldur. Ne var ki m kisitl, n degiskenli
bir problemde baz aday1 sayis1 (] )’ye kadar ¢ikar; 10 kisit ve 20 degiskenle bile bu 184 756 eder. Grafik
yontem ise yalmiz iki degiskende ise yarar.

Simpleks yontem daha akillica davranir. Bir u¢ noktadan baslar, amag degerini iyilestiren komsu bir
uc noktaya gecer ve iyilestirme mimkiin olmadig1 anda durur. Bu bslimde 6nce bu gecisin cebirini
kuracagiz: hangi vektor baza girer, hangisi ¢ikar, amac degeri ne kadar degisir, ne zaman durulur. Sonra
biitiin bu hesaplari tek bir tabloda, simpleks tablosunda toplayacagiz.

Bir U¢ Noktadan Komsu U¢ Noktaya

Once problemi vektér biciminde yazalim; gecisin biitiin cebiri bu yazimda gériiniir.
Katsayilar matrisinin j. sitununu v; ile, sag taraf vektoriinii v, ile gésterelim. Standart formdaki (Tanim
1.7) bir minimum problemi o zaman soyle yazilir:

TV + Ty + ... +T,0, =V
z; 20, j=1n
min z = ¢; Ty + Cy%y + ... + €, T,
Burada j = 1,n yazimi “j = 1,2, ...,n” demektir. v, vy, ..., v,, vektorlerinin her biri m bilesenlidir (m
kisit sayisi) ve katsayilar matrisinin ranki m/’dir.

Bir uygun temel ¢6ziim (Tarum 2.5) secelim. Gosterimi sade tutmak icin degiskenleri, bu ¢6ziimiin baz
vektorleri ilk m siitun olacak sekilde numaralandiralim:

By = (01,0, ceey Upy ooy Uy ).
B, lineer bagimsizdir; buna baslangic bazi diyoruz. Baz disindaki n — m degisken sifirdir, dolayisiyla
¢Ozum
X, = ( T, Loy -y Ty, 0,0,...,0 )

~—————
n—m tane

bi¢imindedir. Baz degiskenlerinin bu ¢oziimdeki degerlerini de x4, ..., x
oldugu icin hepsi > 0’dir. Kisitlar ve amag fonksiyonu bu ¢éziimde

m ile yaziyoruz; uygun ¢oziim

Vg = T Uy + ToUg + ... + X,,0,, (1)
2o = 1%y + CoZy + ... + T, (2)

seklini alir. U¢ noktalar uygun temel ¢éztimlerdir; bu yiizden X,’a u¢ nokta ¢oziimii de diyecegiz.

Tanim 4.1 (Komsu Uygun Temel Céziimler). Bazlar1 yalniz bir vektorde farkl olan iki uygun temel
¢oziime komsu uygun temel ¢6ziimler denir. Yani bir bazdan komsu baza ge¢cmek i¢in bir vektér bazdan
cikarilir, yerine baz disindan bir vektor alinir.

Yani komsu ¢éziimler “tek hamlede” birbirine ulagilan ¢éziimlerdir. Iki degiskenli 6rneklerde gorecegimiz
gibi komsu u¢ noktalar uygun bdlgenin bir kenarinin iki ucudur; simpleks yéntem de bolgenin kenarlar
boyunca koseden koseye yiirir.
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Baz Disindaki Vektorlerin Katsayilar:

B,, m boyutlu uzayda m tane lineer bagimsiz vektordiir, yani uzayimn bir tabanidir. Her vektor bu tabanin
vektorleri cinsinden tek bir sekilde yazilir; 6zellikle baz digindaki her vy, (k = m + 1, ..., n) icin

Vi = Y1xV1 + YoV + oo T YV + oo + YUy (3)

olacak sekilde tek tiirli belirli y,, ..., ¥, sayilar1 vardir.

Tanim 4.2 (Baza Gore Katsayilar). B = (vq,...,v,,) bir baz olsun. Her j = 0,1, ..., n i¢in
V; = Y101 T YoV oo T YU,

esitligini saglayan tek tiirldi belirli y, ;, ..., y,,,; say1larina v; vektériiniin B bazina gore katsayilar denir.
Bunlart siitun olarak §; = (yy, --- ymj)T ile gosteririz. j = 0 i¢in y,, = z; olur.

Yani y,;, v;’yi baz vektérlerinden “liretmek” icin i. baz vektoriinden ne kadar alinacagimi soyler. flk indis
baz vektoriini, ikinci indis yazilan vektorii gosterir. j = 0 i¢in bu yazim (1) esitliginin ta kendisidir; bu
yiizden v,’1n katsayilar1 uygun temel ¢6ztimiin baz degiskenleridir.

Tanim 4.3 (z\_j Degeri). B = (vy, ..., v,,) bazindaki degiskenlerin amag katsayilari ¢z = (cy, ..., ¢,,) T
olsun. Her j = 0,1, ..., n icin

m

Z2; = C1Y15 T CoYoj t o + CrlY = _'gz_jj

sayisina v; vektoriine karsilik gelen amag fonksiyonu degeri denir.

Yani z;, v;’yi baz vektorleriyle tirettigimizde bu tiretimin amag fonksiyonuna “maliyetidir”: v, icin baz
vektorlerinden y ;, ..., y,,,; kadar harcanir ve bunlarin birim maliyetleri ¢4, ..., ¢, 'dir. j = 0 i¢in z; =
¢, (2) esitligindeki amag degeridir.

Tanim 4.4 (Simpleks Kriteri). z; — c; farkina v, vektoriiniin simpleks kriteri denir.

Yani simpleks kriteri iki maliyeti karsilastirir: v;’yi baz vektérleriyle iiretmenin maliyeti 2, z,’yi dogru-
dan kullanmanin maliyeti c;. Asagida gorecegimiz gibi bu tek say1, v; baza alinirsa amag degerinin hangi
yone ve hangi hizla degisecegini séyler.

Onerme 4.1 (Baz Vektorlerinin Simpleks Kriteri). Bir baz vektoriiniin katsay: siitunu birim vektordiir
ve simpleks kriteri sifirdir: v; bazdaysa z; — c¢; = 0.

ispat.
v; bazin i. vektorii olsun. v; = 1 - v, esitligi v, ’yi baz vektorleri cinsinden yazar: v, ’nin katsayisi 1, diger
baz vektorlerininki 0'dir. Katsayilar tek tiirlii belirli oldugundan y,, . bileseni 1 olan birim vektordiir. O
halde

zi=c¢;-0+...4+¢;-1+...4+¢c,-0=¢

vez; —c; =0 olur. ®

Ornek 4.1 (Katsayilarin ve Simpleks Kriterlerinin Hesabz).

Ty +1zy <4
T, + 22, <6
T,y >0

max z = 3z + 2z,

problemi i¢in B = (v;,v,) bazina karsilik gelen uygun temel ¢dziimii, baz digindaki vektorlerin Yij
katsayilarin ve biitiin simpleks kriterlerini bulunuz.

Cozim.
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Once problemi standart forma (Tanim 1.7) getirelim: iki < kisitina z5 ve x, aylak degiskenlerini ekleriz,
amactaki katsayilar1 0'dur.

Ty +xy+x3=4
T, + 229+, =6

max z = 3z + 2x4 + 0z3 4 Oxy

o A F A P

seklindedir. v; ile vy lineer bagimsizdir, ¢iinki det [1 ;} =1+#0.

Siitunlar

v’ Katsayilar1. vy = y;00; + Ygo¥y esitligi ¥ + a9 = 4 ve Yo + 2y5o = 6 sistemini verir. Ikin-
ciden birinciyi ¢ikarinca y,, = 2, sonra y;, = 2 bulunur. Yani z; = 2, z, = 2 ve uygun temel ¢6ziim

Xy = (21,29, 25,24) = (2,2,0,0).

Bilegenler negatif olmadigi icin bu gercekten uygun bir temel ¢6ziimdiir.
vg'iin katsayilar1. y, 5 + yo3 = 1 ve y 5 + 2y,3 = 0; buradan y,3 = —1, y;53 = 2. Kontrol: 2v; — vy =
(17 O)T = 'U3.
v, iin katsayilari. y,, + yo4 = 0 ve y;4 + 2yy, = 1; buradan y,, = 1, y;, = —1. Kontrol: —v; +
Vg = (03 ]-)T = Uy.
Simpleks kriterleri. Baz maliyetleri ¢5 = (c;, )T = (3,2)7. Onerme 4.1 geregi z; —c; = 25 —
¢y = 0. Baz digindakiler i¢in:

2=3-242-(=1)=4, z3—c3=4—-0=4,

2, =3 (-1)+2-1=—-1,z,—¢c, =—1—0=—1.

Amagdegerizy =3-2+2-2=10dur. m

Bazdan Bir Vektor Cikarip Yerine Yenisini Almak

Simdi B, bazindan bir v, vektoriinii ¢ikarip yerine baz disindaki bir v;, vektoriinii almak istiyoruz. Fikir
basit: (3) esitligini bir A > 0 sayisiyla ¢arpip (1) esitliginden ¢ikaririz:

(1 = Adyap)vy + (T3 — Aygp)vg + -0 @)

+($m - )‘ymk)vm + Avk = Y-
Sol taraf A ne olursa olsun v,’a esittir; yani (4)‘Gn katsayilar: kisit denklemlerini saglar. Bunlardan uygun
bir temel ¢6ziim elde etmek icin iki sey gerekir: Biitiin katsayilar > 0 olmali ve v,’nin katsayis1 z, —
Y, sifir olmalidir. A sifirdan baslayip biiytidiikce y,;, > 0 olan katsayilar kiiciiliir; y,;, < 0 olanlar ise hig
kiigiilmez. Ilk sifira diisen katsay1 hangisiyse o vektdr bazdan gikar.

Tanim 4.5 (Oran Testi). Baza girecek vektor v, olsun. Yalmz y;;, > 0 olan satirlar icin z;/y;;, oranlart
hesaplanir ve

x; x
A = min (—’) ==L
Yir>0\ Y Yrk
alinir. En kiiciik orani veren v, vektorii bazdan cikar. Bu secime oran testi denir.
Yani oran testi, “baza giren degigkeni hicbir baz degiskenini negatif yapmadan en fazla ne kadar biiytite-
biliriz?” sorusunun cevabidir. y,;, < 0 olan satirlar teste girmez, ¢linkii o satirdaki degisken A buiyiidiikce

azalmaz. En kiiciik oran birden fazla satirda gergeklesirse bunlardan herhangi biri secilebilir; o zaman
yeni ¢6ziimde bir baz degiskeni sifir olur, yani yeni ¢6ziim dejeneredir (Tanim 2.6).
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Teorem 4.1 (Baz Degisimi). X, By = (v, ..., v,,,) bazina karsilik gelen bir uygun temel ¢oziim; v, baz
disindaki bir vektor olsun ve en az bir i igin y,;, > 0 olsun. A = x,./y,,, oran testiyle secilsin. Bu durumda

L By = (Vy, ey Up_1, Uy Upy 1 -y Uy, ) lineer bagimsizdir, yani bir bazdir;
2. x; — Ay, (i # r) degerleri ve ), = X\ deferi, B, bazina karsilik gelen uygun temel ¢oziimii verir:
X, = ( Ty — Y1k ooy Tpq — )‘y(rfl)kao,

Lpyp1 — )‘y(r+1)k7 vy Ty, — /\ymk’
0,0 A0y 0)

Burada X\, X in k. bilesenidir; baz disinda kalan diger bilesenler 0'dir.

ispat.
B lineer bagimsizdir. o; (i # 7) ve § sayiar igin

Z o,;v; + B, =0
i#r

olsun. (3) esitligini yerine koyarsak

Z(O‘i + Byix)v; + By, =0
i#r

elde ederiz. B, lineer bagimsiz oldugundan biitin katsaylar sifirdir. Ozellikle By,,, = 0 ve y,,, > 0
oldugundan 8 = 0. Bu durumda her i # r i¢in a; = 0 kalir. Demek ki B, ’in vektorleri lineer bagimsizdr.
X, kisitlari saglar. X, ’in bilesenleri (4) esitliginin katsayilanidir; X = x,./y,, icinv,.’nin katsayisix,. —
MY, = 0 olur. (4) de (1)den (3)’iin \ kati ¢ikarilarak elde edildigi i¢in dogrudur.

X, > 0.z, =\ >0, ¢inkii z, > 0 vey,,, > 0.4 % r icin iki durum var:

Y < Oisex; — Ay, >, > 0.
* y... > 0ise X en kiigiik oran oldugundan A < x;/y,,, yani A\y;, <, vex;, — \y;;, > 0.

X, temel ¢oziumdiir. X ’in sifirdan farkli olabilen bilesenleri yalniz B, 'deki vektorlere aittir ve B, bir
bazdir. Boylece X, B, bazina karsilik gelen uygun temel ¢oziimdiir. ®

1 Not

Not. v, bazdan c¢ikip v, baza girdiginde x, degiskeni z, = 0 degeriyle temel olmayan degiskene,
x;, degiskeni de x;, = A degeriyle temel degiskene dontsiir. X, dejenere degilse biitiin z; > 0 oldu-
gundan A > 0’dir.

Baz degisiminde (Teorem 4.1) X’y1 oran testinden daha biiyiik se¢seydik en kiiciik orani veren satirdaki
x, — Ay, negatif olurdu; X, dejenere degilken daha kiigiik bir A > 0 se¢seydik hicbir katsayi sifir olmaz,
elimizde m + 1 pozitif bilesenli, temel olmayan bir ¢6ziim kalirdi. Oran testi tam ortadaki dogru degeri
verir.

Amacg Fonksiyonu Ne Kadar Degisir?

Gegisin asil amaci amag degerini iyilestirmektir. Asagidaki teorem, bu degisimin simpleks kriteriyle
olctuldiguni soyliyor.

Teorem 4.2 (Amac¢ Degerinin Degisimi). Baz degisimi teoreminin (Teorem 4.1) kosullarinda X, ¢ozii-
miiniin amag deferi

21 =25 — Mz — ¢) (5)
olur.

I spat.
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X ’in bilesenlerini amag fonksiyonunda yerine koyalim. x,.’nin yeni degeri 0'dir; baz disindaki v, disinda
kalan degiskenler de sifirdur:

z1 = c1(®y — Aypg) + oo+ 1 (T — AYo1y)
+cr -0+ cr+1(mr+l - )‘y(r+1)k) + ..

x; ’li ve Xl terimleri ayirirsak

Z1 = E CiZ;

iFET

—A (Zciyik —C )

itr
bulunur. Simdi eksik i = r terimlerini ekleyelim. A = x,. [y, secildiginden x,. = \y,,, dolayisiyla
¢, — XY = 0.
Bu sifir ifadeyi z; ’in sag yanina eklersek

z1=¢cx+...+c,x,

20
A (gt F Cnmr — k)

2K

olur. Birinci toplam (2) gere§i z,, ikinci toplam da Tanim 4.3 gere§i z;, 'dir. Boylece z; = zg — Az, —
Ck:)' |

Yani z;’yi sifirdan X’ya ¢ikardigimizda amag degeri, x; ’nin her birim artisinda z;, — ¢;, kadar azalir.
Iyilesme miktar1 \(z;, — ¢, ) dur.

Sonug 4.1 (Simpleks Kriteri ve Iyilesme). Baz degisimi teoreminin (Teorem 4.1) kosullarinda A > 0
olsun.

1 z, —c, > 0 ise 2y < 2y olur: Minimum probleminde amag degeri daha kiigiik bir uygun temel ¢oziim
bulunur.

2.z, — ¢, < 0isez; > 2y olur: Maksimum probleminde amag degeri daha biiyiik bir uygun temel ¢oziim
bulunur.

Ispat.

(5) esitliginde X > 0°dir. z;, — ¢, > 0ise Mz, — ¢;,) > 0vezy = 25 — Az, — ¢x) < 2g. 2, — ¢, < 0 ise
Mz —cp) <O0vezy > 2.1

A = 0 olabilen tek durum dejenere ¢6ziimdiir: O zaman baz degisir ama ¢6ziim ve amag degeri ayni kalir.

Tanim 4.6 (Simpleks Yontem). Bir uygun temel ¢6ziimden baglayip Teorem 4.1 ile, amag degerini
iyilestiren komsu uygun temel ¢éziimlere adim adim gecerek lineer programlama problemini ¢6zme
yontemine simpleks yontem denir. Her gecise bir iterasyon denir.

Yani simpleks yontemin her iterasyonu {i¢ soruya cevap verir: Hangi vektor baza girer (simpleks kriteri),
hangi vektor bazdan ¢ikar (oran testi), yeni ¢6ziim ve amag degeri nedir (Teorem 4.1 ve Teorem 4.2).

Ornek 4.2 (Komsu U¢ Noktaya Bir Gegis). Onceki 6rnekteki (Ornek 4.1) max z = 3z, + 2x, proble-
mini, £; + z, < 4 ve x; + 2z, < 6 kisitlariyla ele alahm. By = (v, v,) bazinda X, = (2,2,0,0), 2, =
10 bulunmustu. Amac degerini artiran komsu uygun temel ¢6ziimii bulunuz.

Coziim.
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uygun bolge

1 2 : B 6 X

Sekil 4.1: Baz degisimi uygun bolgenin bir kenar1 boyunca ytiriimektir: x, baza girerken X, = (2, 2)
kosesinden x, + x, = 4 kenar1 tizerinde X, = (4, 0) kosesine gidilir.

Onceki 6rnegin (Ornek 4.1) sonuclar::

Y13 =2, Yoz = 1,253 —¢c3 =4,
Yyu=-"1lyyy =1 2z4—¢,=-1

Baza girecek vektor. Problem maksimum problemidir; Sonu¢ 4.1 geregi amag degerini artirmak icin

simpleks kriteri negatif olan bir vektor baza alinmalidir. Yalmiz z, — ¢, = —1 < 0 oldugundan v, baza

girer. (v3’'i almak amac degerini 4\ kadar azaltird1.)

Bazdan cikacak vektor. v, stitununda yalniz y,, = 1 pozitiftir; y;, = —1 teste girmez. Oran testi
You 1

verir, yani v, bazdan cikar.
Yeni ¢6ziim. Teorem 4.1 ile

Ty =2, =AYy =2-2- (1) =4,

Ty =0Ty — AYgy =2—2-1=0,
Yeni baz B; = (v;,v,), yeni ¢dziim

X, = (z1,29,25,24) = (4,0,0,2).
Kontrol: 44+0+4+0=4ved+2-0+2=6.
Yeni amacg degeri. (5) esitliginden

21 =20 —Mzy —cy) =10—2-(—1) =12,

dogrudan hesapla da 3 -4 + 2 - 0 = 12. fyilesme miktar1 12 — 10 = 2’dir.
Geometrik olarak X, ve X; uygun bélgenin (2,2) ve (4,0) koseleridir. z5 = 0 kaldig1 icin hareket
boyunca z; + x5 = 4 dogrusu lizerinde kalinir; 2, ise 0’dan 2’ye cikar, yani ikinci kisit dogrusundan

uzaklagilir.
Boylece amag degerini 10'dan 12'ye ¢ikaran komsu uygun temel ¢6ziim X; = (4,0,0,2)’dir. m
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Optimallik ve Sinirsizlik

Simpleks kriteri iyilesmenin yoniini séylityor. Peki hicbir vektor iyilesme saglamiyorsa? Asagidaki
teorem, bu durumda elimizdeki ¢6ziimiin yalniz komsularindan degil, biititn uygun ¢6ztimlerden iyi
oldugunu séyliiyor.

Teorem 4.3 (Optimallik Kosulu). X, B, = (vy,...,v,,) bazina karsilik gelen bir uygun temel ¢éziim
olsun.

1. Minimum probleminde her j i¢in z; — c¢; < 0 ise X, optimal ¢oziimdiir.
2. Maksimum probleminde her j igin z; — c¢; > 0 ise X, optimal ¢bziimdiir.

ispat.

U = (uy, .., u,,) herhangi bir uygun ¢oziim olsun: uyvy + ... + u,v,, = vy ve heru; > 0.

Adlm 1. Her v;’yi baz cinsinden yazalhim: v; = Z:il Y;;V;- Baz vektorleri icin de bu yazim gegerlidir
(Onerme 4.1). Yerine koyarsak

m n m
E ( YijUj ) v; =y = E z,;v;.
i=1 > j=1 i=1

Bir vektoriin baz cinsinden yazilisi tek oldugundan her i igin
n
Z YijU; = T4
=1
Advm 2 (minimum). Varsayim geregi her j icin ¢; > Zj, ayriea u; > 0. O hdlde Gy > Zju; ve

n n n m
z(d) = g cju; > g Zju; = g g CiYijU;
=1 =1

j= j=1 i=1
m n m

= E ¢ ( E YijUj ) = E G = Zg-
i=1 j=1 i=1

Her uygun ¢oziimiin amag degeri 2z, dan kiigiik olmadigina gore X, minimum ¢oziimdiir.
Adim 2 (maksimum). Bu kez her j icin c; < z;, dolayisiyla c;u; < z;u;. Ayni hesap esitsizligi ters
cevirir: z(u) < z,. Demek ki X, maksimum ¢oziimdiir. m

Ornek 4.3 (Optimallik Kontrolii). Komsu gegis 6rneginde (Ornek 4.2) max z = 3z, + 27, problemi
icin (z; + x4 + x5 =4, ©; + 229 + 24 = 6) B; = (vy,v,) bazinda X; = (4,0,0,2) ve z = 12 bulundu.
X;’in optimal oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Baz disindaki v, = (1,2)7 ve vy = (1,0)7 vektorleriniv; = (1,1)7 vev, = (0,1)7 cinsinden yazalim.
V- Y12V + Yso0y = Uy esitligi

(Y12, Y12 + ¥a2)” = (1,2)7

verir; buradan y,, = 1, y45 = 1. (Satirlar1 baz degiskeninin indisiyle adlandirtyoruz: x, satirinin katsa-
y1s1 Y5 dir.)

V3. (Y13, Y13 + Ya3)” = (1,0)7; buradan g5 = 1, y43 = —1.

Baz maliyetleri ¢ = (c;,¢,)T = (3,0)%. Buna gére

29—Cy=(3-140-1)—2=1,
23—c3=(3-14+0-(-1))—0=3.
Baz vektorlerinin kriterleri sifirdir (Onerme 4.1). Biitiin z; — ¢; 2 0 oldugundan Teorem 4.3 geregi X
maksimum ¢oziimdiir: z; = 4, x5, = 0 ve max z = 12.

Grafikle kargilagtiralim. Uygun bélgenin késeleri (0,0), (4,0), (2, 2) ve (0, 3)’tiir; bunlarda z sirasiyla
0, 12, 10 ve 6 degerini alir. En bityigi gercekten (4, 0)’daki 12’dir. m
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Simpleks kriterinin iyilesme gosterdigi ama oran testinin yapilamadigi bir durum daha var: Baza girecek
stitunda hig pozitif y;;, yoksa.

Onerme 4.2 (Stmirsizhik Belirtisi). X, B, bazina karsilik gelen bir uygun temel ¢oziim; v, baz disindaki
bir vektor olsun ve her i icin y;;, < 0 olsun.

1. Minimum probleminde z,, — c¢;, > 0 ise amag fonksiyonu uygun bélgede alttan sinirsizdir; minimum
yoktur.

2. Maksimum probleminde z;, — c;, < 0 ise amag fonksiyonu uygun bélgede iistten sinirsizdir; maksimum
yoktur.

ispat.
Her \ > 0 igin (4) esitliginin katsayiarini alalim:
X(A) = (1 = Mg o Ty — A 0,0, A, 0,0 ),

burada A, k. bilesendir. (4) geregi X (\) kisitlar: saglar. Her y;;, < 0 oldugundan x, — Ay, > x; > 0;
ayrica A > 0. Demek ki her A > 0 icin X () uygun bir ¢oziimdiir. Amag degeri

z(X(A))= Zcz(% — AYir) + A
i1
=29 — )\(zk — Ck)

olur. Minimum probleminde zj, — c;, > 0 oldugundan X\ — oo iken z ( X(A) ) — —oo; maksimum
probleminde z, — ¢, < 0 oldugundan z ( X(X) ) — +o0. Her iki durumda da amag degerleri arasinda
en iyisi yoktur. &

Yani bu durumda iyilestiren yonde sonsuza kadar gidilebilir; hi¢bir kisit bizi durdurmaz. Sinirsiz ¢6ziimiin
ayrintilar1 ve tablodaki gériiniisii Sinirsiz ¢oziim ve alternatif optimal ¢6ziim bélimiindedir.
Buraya kadar s6ylenenleri iki kural halinde toplayalim.

Sonuc 4.2 (Sonu¢: Minimum Problemi). Amag fonksiyonunun minimum yapimasi isteniyorsa:

1. Simpleks kriteri pozitif olan vektorlerden en bilyiik z; — c; degerine sahip v, baza girer; v, siitununda
pozitif eleman varsa bazdan ¢ikacak vektor oran testiyle belirlenir. Béylece B, bazindan amag fonksiyo-
nunu kiigiilten (dejenere durumda artirmayan) yeni bir By bazina, yani yeni bir uygun temel ¢oziime
gecilir.

2. Simpleks kriteri pozitif olan vektdr kalmamigsa, yani her j icin z; — c¢; < 0 ise amag fonksiyonu daha
fazla kiigiiltillemez: Minimum (optimal) ¢oziime ulasilmigtir.

ispat.

(1) Secilen vy, icin 2, — c¢;, > 0°dir. Siitunda pozitify,;, varsa Teorem 4.1 yeni bir uygun temel ¢oziim verir
ve Sonuc 4.1 geregi A > 0 iken z; < z, olur. (Siitunda pozitif eleman yoksa Onerme 4.2 geregi problem
stmrsizdir.) (2) Optimallik kosulunun (Teorem 4.3) birinci sikkidir. B

Sonugc 4.3 (Sonu¢: Maksimum Problemi). Amag fonksiyonunun maksimum yapimasi isteniyorsa:

1. Simpleks kriteri negatif olan vektorlerden en kiigik z; — c; degerine sahip v, baza girer; v, siitununda
pozitif eleman varsa bazdan ¢ikacak vektor oran testiyle belirlenir. Béylece B, bazindan amag fonksiyo-
nunu biiyiiten (dejenere durumda azaltmayan) yeni bir B, bazina, yani yeni bir uygun temel ¢oziime
gecilir.

2. Simpleks kriteri negatif olan vektor kalmamissa, yani her j i¢in z; — ¢; > 0 ise amag fonksiyonu daha
fazla biiyiitilemez: Maksimum (optimal) ¢oziime ulasilmistir.

ispat.

(1) Secilen vy, icin z;,, — ¢;, < 0°dir. Siitunda pozitify,;, varsa Teorem 4.1 yeni bir uygun temel ¢oziim verir
ve Sonuc 4.1 geregi A > 0 iken z; > z, olur. (Siitunda pozitif eleman yoksa Onerme 4.2 geregi problem
stmrsizdir.) (2) Optimallik kosulunun (Teorem 4.3) ikinci sikkidir. ®
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Yani kisaca: minimumda en bityiik pozitif z; — ¢; girer ve biitiin z; — ¢; < 0 olunca durulur;
maksimumda en negatif z; — ¢; girer ve biitiin z; — ¢; > 0 olunca durulur.

“En biliytk” secimi bir kuraldir, zorunluluk degildir. Kriteri iyilesme yoniinde olan her vektdér amag
degerini iyilestirir; en biiyiik kriter, z, nin birim artis1 bagina en biiyiik iyilesmeyi verir. Toplam iyilesme
Az, — ¢;,) oldugu i¢in her zaman en biiyiik toplam iyilesmeyi vermeyebilir, ama pratikte iyi ¢alisir ve
kitap boyunca bu kurali kullanacagiz. Kriterlerde esitlik olursa indisi kiigiik olani seceriz.

Sonuc¢ 4.4 (Simpleks Yontemin Sonlu Adimda Bitmesi). Problemin hicbir uygun temel ¢oziimii
dejenere degilse simpleks yontem sonlu sayida iterasyondan sonra ya optimal bir ¢oziimde ya da sinirsizlik
belirtisinde durur.

Ispat.

Dejenere ¢oziim olmadigindan her iterasyonda A > 0°dir ve Sonuc 4.1 geregi amag degeri kesin olarak
iyilesir (minimumda azalir, maksimumda artar). Bir baz, uygun temel ¢6ziimii ve dolayisiyla amag dege-
rini tek tiirlii belirler. Amag degeri kesin olarak iyilestigine gore ayni baza hi¢bir zaman geri doniilmez. n
stitundanm tanesini secmenin en fazla (" ) yolu vardir; bu yiizden yontem sonlu adimda bir yerde durmak
zorundadir. Durdugu yerde ya lylle§t1ren kriter yoktur, o zaman Teorem 4.3 gerefi ¢oziim optimaldir; ya
da iyilestiren kriterli siitunda pozitif eleman yoktur, o zaman Onerme 4.2 geregi problem sinirsizdir. B

Baslangi¢c Tablosunun Kurulmasi

Bir iterasyonun biitiin sayilar (z;, y;;, #; — ¢;, oranlar) tek bir tabloya sigar. Bu tabloya simpleks tablosu
diyoruz.
Tablonun diizeni s6yledir:

. En iist satir amag katsayilaridir: ¢; baghgmin yaninda her v; siitununun iistiine c; yazilr.

+ Ikinci satir siitun adlardir: x 5 (baz degiskenleri), ¢z (baz maliyetleri), v, (sag taraf), vy, ..., v,, ve Oran.

+ Govdedeki her satir bir baz vektoriine aittir. z 5 siitununda baz degiskeninin adi, ¢ siitununda amag
katsayisi, vy siitununda degeri x; = y;¢, v; siitununda y,; yazar. Satirlar1 baz degiskeninin indisiyle
adlandiririz: x4 satir1 ile v; siitununun kesisimindeki say1 y5, 'dir.

+ Oran siitununda baza girecek v, icin y;,/y;;, oranlar1 yazilir; y;;, < 0 olan satirlara — konur.

+ En alt satir z; — ¢; satindir. 2, cp siitunuyla tablonun v; stitununun kargilikli ¢arpimlarinin topla-
m1d1r yani z; = g y;; ondan c; glkarlhr v stitununun altina ayni yolla hesaplanan amag degeri 2z, =
L, yazﬂlr

Dikkat: Tabloda v; baghginin altinda v; vektériiniin kendisi degil, o anki baza gére katsayilar1 3j; durur;

kisaca “tablonun v; siitunu” diyecegiz. Ikisi yalniz baz birim matrisken aynidir. Pivot eleman koseli
parantezle, bazdan ¢ikan satir = ile, baza giren stitun 1} ile isaretlenir.
Baslangic tablosu icin bir uygun temel ¢dziim ve onun y,; katsayilar1 gerekir. Biitiin kisitlar1 < olan ve

sag taraflar negatif olmayan problemlerde bunlar hi¢ hesap yapmadan hazirdir.

Onerme 4.3 (Birim Matrisli Baslangic Baz1). A% < B > 0 kisith bir problemde b > 0 olsun ve
m kisita T, q,..., Ty, aylak degiskenleri eklensin. Bu durumda aylak degiskenlerin siitunlari bir baz
olusturur ve bu bazda

1. uygun temel ¢oziim x,, ; = b; (¢ = 1,...,m), diger biitiin degiskenler 0'dur;
2. her j=1,...,n igin y,; = a;;'dir, aylak situnlanin katsayiar: da birim vektorlerdir; yani tablonun
govdesi standart formdaki katsayiarin aymisidir;

3. zg = 0 ve herj icin z; — c; = —c; dir.
ispat.
Aylak degiskenlerin siitunlari m x m birim matrisin siitunlari e, ..., e, ’dir; bunlar lineer bagimsizdr,
yani bir bazdir. Asil degiskenlerinv; = (ay;, ..., amj)T siitunlart (j = 1, ...,n) icin

V; = y€; T g€y + o+ A€y,

oldugundan katsayuar y;; = a,; dir; aylak siitunlar baz vektorleri oldugundan katsayilari birim vektor-
lerdir (Onerme 4.1); j = 0 icin de ayni hesap y;, = b; verir. b>0 oldugundan bu temel ¢oziim uygundur.
Aylak degiskenlerin amag katsayilari 0 oldugu igin ¢ = 0 ve her j igin z; = cB y; = 0; dolayisiyla z; =

0, z;—c¢;=—c;. 1
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Yani < kisith bir problemi standart forma (Tanim 1.7) getirirken ekledigimiz aylak degiskenler katsayilar
matrisinde kendiliginden bir birim matris olusturur. Bu yiizden béyle bir problemin standart formu zaten
simpleks yontem ile ¢6ziilebilir haldedir (Tanim 1.9) ve baglangi¢ tablosu dogrudan yazilir.

Bu béliim yalniz bu tiir problemleri ¢6zer. Kisitlarda > ya da = varsa standart form birim matris icerme-
yebilir; o zaman problem heniiz simpleks yontem ile ¢6ziilebilir halde degildir ve 6nce yapay degiskenler
eklenir. Bu durum Biiyitk M yontemi béliimiiniin konusudur.

Q Baslangig tablosu dort adimda

1. Her < kisitina bir aylak degisken ekleyerek problemi standart forma getir; aylak degiskenlerin
amag katsayilar1 0'dur.

2. Aylak degiskenleri baz degiskenleri olarak x 5 sitununa, amag katsayilarini (hepsi 0) ¢ stitununa,
sag taraflar1 v siitununa yaz.

3. Kisit katsayilarini oldugu gibi vy, ..., v,, siitunlarina, c; degerlerini en tst satira yaz.

4. En alt satira z; = 0 ve z; — ¢; = —c; degerlerini yaz; baz vektdrlerininki 0'dir.

Ornek 4.4 (Baslangic¢ Tablosu ve i1k Pivot).
T, — 225 <2
2, + 1y < 6
T+ 229 <5
-z, +x,<2
r; >0, j=1,2
min z = —4x, — 5z,

lineer programlama problemini simpleks yontemle ¢6zmek icin baglangi¢ tablosunu kurunuz ve baza
girecek ile bazdan cikacak vektorleri belirleyiniz.

oziim.
gtandart form. Problemi simpleks yontemle ¢6zebilmek icin 6nce esitsizlikleri kaldirip standart forma
(Tanim 1.7) getirmeliyiz. Dort kisita sirasiyla 5, 24, 5, 4 aylak degiskenlerini ekleriz:
Ty — 2Ty + T3 =2
20, + x5+, =6
Ty +2z9 +T5 =5
—T + Ty + x5 =2
z; >0, i= R
min z = —4x; — 5z4 + 0z,
+0z4 + Oz5 + Oz
Sag taraflar negatif degildir ve v, v,, V5, vg situnlart 4 x 4 birim matrisi olusturur. Demek ki bu
standart form simpleks yontem ile ¢6ziilebilir haldedir (Tanim 1.9).

Baslangic baz1 ve ¢dziimii. Baglangi¢ baz1 olarak lineer bagimsiz By = (vs,v4, V5, vg) vektorlerini
seceriz. Onerme 4.3 geregi baglangic ¢oziimii

Xo = (21,25, %3, 4, 5, 76) = (0,0,2,6,5,2)
ve amag degeri

2o = —4(0) — 5(0) + 0(2)
+0(6) + 0(5) + 0(2) = 0

olur. Tablonun govdesi kisit katsayilaridir. Ornegin B,’da bulunmayan v, vektérii baz vektdrleri
cinsinden

Uy = Y31V3 T Ya1Vs T Y5105 + Ye1Vs
=1l-vg+2-vy+1 -v5—1-v4
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biciminde yazilir; bu katsayilar tablonun v, siitunudur.

Simpleks kriterleri. ¢ =0 oldugu icin zj—cj=—Ci 2z —c=0—(-4)=4, zg—cy =0—
(—5) = 5. Baz vektorlerinin kriterleri sifirdir (Onerme 4.1).

Baza girecek vektor. Problem minimum problemidir; Sonu¢ 4.2 geregi simpleks kriteri pozitif olan-
lardan en biiyiigii baza girer. max{4,5} = 5 oldugundan v, baza girer.

Bazdan ¢ikacak vektor. Oran testi yalniz v, siitununun pozitif elemanlariyla yapilir. yqo = —2 < 0
oldugundan x4 satir1 dikkate alinmaz:

Ty Ty T 6 5 2 T
A= min(—4, —5, —6) = min(—, -, —) — 6 _9
Ya2 Ys2 Ye2 21 Ys2
En kiiciik oran z4 satirindadir; vg bazdan cikar. Pivot eleman, v, siitunu ile z4 satirinin kesisimindeki
y62 = ].’dir.

Tablo 4.1: Baslangic tablosu

¢ —4 —5 0 0 0 0
Tp cp Vg v, Uy Vg vy Vg Vg Oran
T4 0 2 1 —2 1 0 0 0 -
z, 0 6 2 1 0 1 0 0 g
5 0 5 1 2 0 0 1 0 5
Tg 0 2 —1 1] 0 0 0 1 2
Z;— ¢ 25 =0 4 51 0 0 0 0

Baslangic tablosundaki (Tablo 4.1) X|,, uygun bélgenin (z,, z5) = (0,0) kdsesidir. Yeni tablo bazdan
vg ¢ikarilip yerine v, alinarak diizenlenecek; bunun nasil yapildigini bir sonraki kisimda goriiyoruz. m

Yeni Tablonun Hesaplanmasi
Baza giren ve bazdan ¢ikan vektorler belli olunca yeni tablonun biitiin sayilar: eski tablodan hesaplanir;
hicbir sistemi bastan ¢6zmek gerekmez.

Tanim 4.7 (Pivot Eleman). Baza girecek v, vektoriniin siitunu ile bazdan ¢ikacak v, vektorinin
satirinin kesisimindeki y,., sayisina pivot eleman denir. v, siitununa pivot siitunu, v, satirina pivot
satir1 denir.

Yani pivot, tablodaki “d6éniisiimiin merkezi”dir. Oran testi yalnz pozitif elemanlar arasindan sectigi icin
pivot eleman her zaman pozitiftir.

Teorem 4.4 (Tablonun Déniigiim Kural). Pivot eleman y, . olsun ve yeni tablonun elemanlarini y;; ile
gosterelim. Her j = 0,1, ..., n icin:

1. Pivot satir1 (yeni tabloda x,, satir1) pivot elemana boliiniir:

/ Yrj
Yej = — -
7 Yrk
2. Diger heri # r satiri igin
Yik Yrj
Y =y —
Yrk

3. z; — c; satirt da aymi kuralla giincellenir:
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(2 — c) Yrj

(Zj - Cj)/ = (Zj - Cj) -

Yrk
j = 0 igin (cy = 0 alinarak) z{, = z, — %
ispat.
Satirlar. (3) esitligini v, icin ¢ozelim. v, = Zi#r YirVi + Ypp¥, ve Y, > 0 oldugundan
yzk
= — ka_
Yrk #Z,,. Yrk

Herhangi bir v; icin eski yazihista v,.’yi bununla degistirelim:

vj = Z yijvi + y'rjvr

iFEr
_Z( ylky'!‘j> +yﬂvk
itr Yrk Yrk

Bu, v;’nin yeni baz B, cinsinden yazihisidir. By bir baz oldugundan (Teorem 4.1) yazilis tektir; parantez
icindekiler y;;, v), 'nin katsayist da yy,;'dir. j = 0 igin bu formiiller, baz degisimi teoremindeki z; — Ay,
ve X\ degerlerini verir.

z. — c; satirt. Yeni bazin maliyetleric; (i # r) ve ¢, dir:

J J
Yik Yrj Yrj
Z;: E Cz(y”— i Tj)'i_ckﬂ

itr Yrk Yrk
= Z CiYij — (Z CiYik — Ck )
i#r i#r

Toplamlara eksik i = r terimini ekleyip ¢ikaralim: Zi# CiYij = Zj — CpYp; Ve Ei# CilYik = %k — CrYric-

Yerine koyarsak

y'rj yrj
Z: = Z; — CplYps Zp —Cp )+ —CYpi
J ror yrk ( ) yrk e
yrj
=z Zp — Cp,
J yrk( )

bulunur. Iki taraftan c; ¢ikarinca iddia elde edilir. j = 0 igin bu, 2y = 2o — Nz}, — ¢;,) yani (5) esitligidir.
|

Bu kural iki farkli yoldan uygulanabilir.

1. yontem: elemanter satir islemleri. Yeni tabloda v, baz vektérii olacagindan siitunu, pivotun bulun-
dugu yerde 1, diger yerlerde 0 olan birim vektére déniismelidir (Onerme 4.1). Bunun icin eski tabloya su
elemanter satir iglemleri uygulanir:

« pivot satir1 pivot elemana boliiniir;
« diger her ¢ satirindan, yeni pivot satirin y;;, kat1 ¢ikarilr;

* z; — ¢; satirindan, yeni pivot satirnin z;, — ¢, kati ¢tkarilir.

Bu islemler tam olarak doéniigiim kuralinin (Teorem 4.4) formiillerini verir: yeni pivot satirinin j. elemani
Yyj/Yri, oldugundan 7. satirin yeni elemant y;; — Y, ¥,.;/ Yy, Olur.

2. yontem: dikdortgen kurali. Yeni tablo dogrudan hesaplanir:

a) pivot elemanin bulundugu satir pivot elemanin degerine boliniir;

b) diger her eleman basit bir dikdortgen hesabryla bulunur.

Degistirilecek eleman A, pivot eleman P olsun. A ile P bir dikdortgenin karsilikli koseleridir; diger iki
kose, A'nuin satir1 ile pivot siitununun kesisimi ve A’nin siitunu ile pivot satirinin kesisimidir. Bunlara B
ve C diyelim; formiil B ile C’nin ¢arpimini kullandigi icin hangisine B dendigi fark etmez. P’nin A’ya
gore konumu ne olursa olsun kural aynidir:
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B A [P] C A C B [P]
[P] C B A B [P] A C
= A*:A—BTF.

Yani yeni deger, eski degerden “capraz koselerin carpimu bolii pivot” ¢ikarilarak bulunur. A =y, ., P =
Yo ve {B,C} = {yir, y,,j} alinirsa bu, dontisim kuralindaki (Teorem 4.4)

, Yik Yrj

“ Y Yrk

formiliiniin ta kendisidir. Ayni kural v siitununa ve z; — ¢; satiria da uygulanur.
Formilden hemen cikan kisayollar hesab: ¢cok kisaltir:

+ Pivot siitunu birim vektor olur: pivotun yeri 1, digerleri 0; z;, — ¢, da 0 olur.

+ Pivot siitununda 0 bulunan bir satir (y;;, = 0) degismeden kalir.

« Pivot satirinda 0 bulunan bir siitun (y,; = 0) degismeden kalir. Ozellikle bazda kalan vektérlerin birim
stitunlar1 degismez.

Ornek 4.5 (Kiigiik Bir Tablo Déniisiimii). max z = 3z, + 2z, problemini z; + 2o + 73 = 4, 7; +
2z, + z, = 6 standart formuyla ele alalim (Ornek 4.1). B = (v, vy) bazinin tablosunu yaziniz ve dik-
dortgen kuraliyla B; = (v, v,) bazinin tablosunu hesaplayiniz.

Coziim.
Katsayilar ve kriterler Ornek 4.1 i¢inde bulunmustu; tablo sdyledir. Problem maksimum problemi
oldugu icin en negatif z; — ¢; girer: 2, — ¢, = —1, yani v4. v, siitununda y;4, = —1 < 0 olduundan

yalniz z, satirinin orani hesaplanir; v, bazdan cikar ve pivot y,, = 1’dir.

Tablo 4.2: B = (v, v,) bazinin tablosu

¢, 3 2 0 0
Tg cp U vy Uy Vg Uy Oran
Zq 3 2 1 0 2 -1 —
Ty 2 2 0 1 -1 1] 2=
Z; — ¢ zo =10 0 0 4 —11

Pivot satir1. Pivot 1 oldufundan z,, satir1 aynen kalir ama ad1 x4, maliyetic, = Oolur: (20,1, —1,1).
@, satir. Bu satirin pivot sittunundaki eleman1 B = y;, = —1. Dikdortgen kuralh A* = A — (—1) -
C/1 = A+ C verir; C, ayn siitunda pivot satirindaki elemandur:

vg:24+2=4, v;:14+40=1, v,:04+1=1,

v3:24+(—-1)=1,v,: —14+1=0.

z; — c; satir. Pivot siitunundaki eleman z, — ¢, = —1;yine A* = A+ C:
20:104+2=12, v,:04+1=1,

vg3:4+(—1)=3,v,: —14+1=0;

vy slitunu, pivot satirindaki elemani 0 oldugu i¢in degismez.
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Tablo 4.3: B; = (v;,v,) bazinn tablosu (optimal tablo)

¢; 3 2 0 0

Tg cp v Vi Uy Vg Uy
zq 3 4 1 1 1 0
Ty 0 2 o 1 -1 1
Z;—¢; zg=12 0 1 3 0

Bulunan sayilar, iki énceki drnekte (Ornek 4.2 ve Ornek 4.3) hesaplanan degerlerin aynisidir: X; =
(4,0,0,2), 2 =12, yjp =yYgo = L, 13 =L yy3 = —1, 2p —cp = 1, 23 — c3 = 3. Biitiin 2; —¢; > 0
oldugundan tablo optimaldir. B

Simdi baslangig¢ tablosunu kurdugumuz problemin (Ornek 4.4) ¢éziimiinii tamamlayabiliriz.

Ornek 4.6 (Ornegin Optimal Tabloya Kadar Céziimii). z; — 27, < 2, 27, + 25 < 6, 21 + 225 <
5, —z, + 75 <2, z;,29 > 0 kusitlart altinda min z = —4x; — 5z, problemini, baslangi¢ tablosundan
(Tablo 4.1) baslayarak simpleks yontemle ¢6ziiniiz.

Coziim.

Sekil 4.2: Simpleks yolu: X, = (0, 0) — X, = (0, 2) — X, = (1/3, 7/3) — X, = (7/3, 4/3). Her adim
komsu koseye gecer ve z degeri 0, -10, —13, —16 diye azalir; kesikli dogrular z = -10 ve z = —16 seviye
dogrularidir. (1) x; - 2%, = 2, (2) 2x; + X, = 6, (3) X1 + 2X, = 5, (4) X1 + X, = 2.

Baslangig tablosunda (Tablo 4.1) v, baza giriyor, vg bazdan ¢ikiyordu; pivot yg, = 1.

Birinci iterasyon, 1. yéntem. v, = (—2,1,2,1)7 siitununu (0, 0,0, 1) birim vektériine doniistiiren
elemanter satir islemlerini uygulaniz. Satirlar1 baz degiskenleriyle S5, 5,, S5, S diye adlandiralim.
Pivot 1 oldugundan Sy aynen kalir ve z, satir1 olur; digerleri:
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Sy Sy + 25, S, « S, — S,

S5 < S5 — 284, (2; — ¢;) < (z; —¢;) — 5S;.

Ornegin S; = (2| 1,—2,1,0,0,0) satir1
Sy 4255 =(24+4]1—2,-2+2,1,0,0,0+2)
= (6 | 71707]-’0)()72)

olur.
Birinci iterasyon, 2. yontem. Ayni sayilar1 dikdortgen kurali da verir. Birkag eleman:

T3,V :2— (_21).2 =6,%4,v5:6— 11—2 =4,
ms,v0:5—gzl, :1:3,1)6:0—(_21).1:2,
z0:0—5—i2:—10, v1:4—5.(171)=9.
Son satirdaki iki deger z; — c¢; satirina aittir.
Tablo 4.4: Birinci iterasyon tablosu

¢; —4 —5 0 0 0 0
Tp cp Vg vy Vg Vg vy Vg Vg Oran
T 0 6 -1 0 1 0 0 2 —
Ty 0 4 3 0 0 1 0 -1 %
Ty 0 1 3] 0 0 0 1 -2 ;=
Ty -5 2 -1 1 0 0 0 1 —

Zj—¢; Zg = 91 0 0 0 0 -5
—10

Birinci iterasyon tablosunda (Tablo 4.4) B, bazindan B; = (vy, v3,v,, V) bazina, X, ¢oziimiinden
Xl = (xla Loy T3, Ty, Ts, xﬁ) = (07 2,6,4,1, O)

uygun temel ¢oziimiine gecildi. Amag degeri —4(0) — 5(2) = —10°dur; bu, (5) esitliginin verdigi 0 —
2.5 = —10 ile aymdir. X;, uygun bolgenin (0, 2) kosesidir: z; = 0 ve x4 = 0 oldugundan bu nokta
T4 ekseni ile —z; + x4 = 2 dogrusunun kesigimidir.

Simpleks kriterleri arasinda pozitif olan z; — ¢; = 9 kaldigindan minimuma ulasilmadi. Minimumda
en biyik pozitif kriter girer; tek pozitif kriter 9 oldugu icin v, baza girer. v, stitununda y5; = —1 <0
ve Y51 = —1 < 0 oldugundan bu satirlar teste girmez:

A = min il, E = 1 =%
33) T3y
vy bazdan cikar; pivot y5; = 3. L,

Ikinci iterasyon. Pivot satir1 3’e boliiniir: x5 satirt ( % | 1,0,0,0,3,—% ) olur ve z; satir1 adini alir.

Diger elemanlar1 dikdértgen kuraliyla hesaplariz; vy, vs, vg siitunlari ve z; — ¢; satirn:
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T, 16— (713) 1 = 1?9,1‘3,1)6 2 (71)3(72) = %,
Ty, Vg 14— —1 =3, Ty, Vg1 —1— 3 (3_2) 1,
To,Vg 12— (_13) 1 = g, To,Vg 1 — (_1)3(_2> = %,
T3, Uy O—(_lg))'l:%, Ty, Vs 0—3.71:—1,
Ty, V5 10— (713) 1 = %, zg 1 —10 — % = —13,
Vs 0—%=—3, v 1 =5 9'(3_2)_1

Uy, Vg, U, siitunlari pivot satirinda 0 tasidigi icin degismez; v; birim vektor olur.

Tablo 4.5: ikinci iterasyon tablosu

¢ —4 -5 0 0 0 0
Tp cp Vg vy Vg Vg Uy Vs Vg Oran
3 0 3 0 0 1 0 L 4 W
T, 0 3 0 0 0 1 -1 [1] 3=
T —4 3 1 0 0 0 3 -2 —
z, -5 I 0 1 0 0 1 1 i
Zj—¢; Zy = 0 0 0 0 —3 19
—13

Ikinci iterasyon tablosunda (Tablo 4.5) B; bazindan B, = (v, vy, v3,v,) bazina, X, ¢6ziimiinden

17 19
X2 = (J?l, ...,1’6) = (5,5,3,3,0,0)

uygun temel ¢6ziimiine gecildi. Amac degeri

1 7 39
—4.--=5-==——=-13
3 3 3
olup (5) esitliginin verdigi —10 — 3 - 9 = —13 ile aymdir. X,, uygun bdlgenin (3, 1) kosesidir: z; =
zg = 0, yani 2 + 224 = 5 ile —x; + 25 = 2 dogrularinin kesisimi.
Pozitif kriter z5 — cg = 1 kaldigindan minimuma ulasilmads; v4 baza girer. 1,4 = —% < 0 oldugundan
T, satir1 teste girmez:

. (19/3 3 7/3 . (19 Ty
A: —_— = _ = = —
mln(4/3,1,1/3) mln(4,3,7) 3 ”

v, bazdan cikar; pivot y,4 = 1.
Ugﬁncﬁ iterasyon. Pivot 1 oldugundan x, satir1 aynen kalir ve z4 satir1 olur. vg siitununun diger

elemanlar1 %, —%, % ve 1 oldugundan (1. yéntemle) x5 satirindan pivot satirinin % kati, z; satirindan

—% kati, z, satirindan % katl, z; — ¢; satirindan da 1 kat1 ¢ikarilir. Pivot satir (3 | 0,0,0,1,—1,1)

oldugundan yalniz v, v,, vs stitunlar1 degisir:
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19 7T 44 1.4 5

sty mh T g 3- 3 37373

1 7 2 2 1 2 1

4=t e

Tigtl=g3 0¥3=3 373773

7 4 1 1 1 1 2

L1220 =—_2, Z4-==2

P23 3’ 3- 3 37373
2j—c;i—13—3=—16, 0—1=—1, —3+1=—2

¢; —4 —5 0 0 0 0
;] Cp Vo Uy Vg U3 Vg Us 3
7 4 5
Tg 0 3 0 0 0 1 —1 1
7 2 1
4 1 2
Z; —¢; zg = 0 0 0 -1 -2 0
—16

Optimal tabloda (Tablo 4.6) simpleks kriteri pozitif olan vektér kalmadz: Biitiin z; — ¢; < 0. Sonug 4.2
geregi optimal ¢oziime ulagildi. Optimal ¢6ziim

747
XS = (mla '~',x6) = (53 ga 530;073)

ve amag fonksiyonunun minimum degeri

minz:—4~z—5~é:—§:_16

3 3 3
dir. X, 22, + x5 = 6 ile z; + 2z, = 5 dogrularinin kesistigi (I, 3) kosesidir (z, = x5 = 0).
Cozimiin basindaki sekil yontemin izledigi yolu gosteriyor. Uygun bolge alt1 koseli bir ¢okgendir;
koselerindeki amag degerleri (0,0)'da 0, (2,0)'da —8, (1}, 2)te —%2, (%, 3)’te —16, (3, £)’te —13 ve
(0,2)’de —10’dur. Simpleks yontem bunlardan yalniz dérdiine ugradi ve her adimda bir komgu koseye
gecerek amag degerini 0 - —10 — —13 — —16 diye kugultti.
Sonug olarak problemin optimal ¢6ziimii z; = %, Ty = % veminz = —16’dir. m

4.5 Algoritmanin Adim Adim Ozeti

Simdiye kadar gordiiklerimizi tek bir recetede toplayalim; bundan sonraki biitiin simpleks boliimleri bu
adimlar1 kullanir.
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96 Boliim 4. Simpleks Yontem

© Simpleks yontem yedi adimda

1. Problemi standart forma getir. Birim matris varsa (butin kisitlar <, sag taraflar > 0) problem
simpleks yontem ile ¢6ziilebilir haldedir; yoksa 6nce yapay degisken ekle (Buyik M yontemi).
Baslangi¢ tablosunu kur (Boliim 4.3).

z; — ¢; satirini incele. Minimumda butiin z;—¢; < 0, maksimumda biitiin z;—c; > 0 ise dur:
tablo optimaldir.

Baza girecek v, 'y1 se¢: minimumda en bityiik pozitif, maksimumda en negatif z; — c;.
vy, stitununda pozitif eleman yoksa dur: problem smirsizdir.

Oran testiyle bazdan ¢ikacak v,.’yi seg; pivot y,.;, dir.

Doniistim kuraliyla yeni tabloyu hesapla (Blim 4.4) ve 3. adima don.

w N

NSk

Ornek 4.7 (Iki Degiskenli Bir Maksimum Problemi).

T, +xy <4
T, +22, <6
2z + 2y <7
T,y >0
max z = 3z; + 2z,

problemini simpleks yontemle ¢6ziiniiz ve sonucu grafik yontemle karsilastiriniz.

Coziim.

X+ 2X,=6

uygun bolge

Xo

Sekil 4.3: Maksimum 6rneginde simpleks yolu: X, = (0, 0) — X, = (7/2, 0) — X, = (3, 1). Kesikli dogru
z = 3%, + 2%, = 11 seviye dogrusudur; uygun bélge bu dogrunun tamamen altinda kalir ve ona yalniz
X, kosesinde deger.

Standart form ve baslangi¢ tablosu. Kisitlara x4, x4, 5 aylak degiskenlerini ekleriz:
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4.5 Algoritmanin Adim Adim Ozeti 97

T+ Ty +x3=14
T, +2x5+24 =6
20ty + x5 =7
‘Tj207 j:L_5
max z = 3z; + 2z4 + O0x5 + Oz + Oz5

U3, Vy, U5 birim matrisi olusturdugundan bu standart form simpleks yontem ile ¢oziilebilir haldedir.
Baslangic baz1 By = (vs, vy, v5), baslangic ¢oziimii Xy, = (0, 0,4, 6,7), 2z, = 0; simpleks kriterleri z; —
¢ =—3,2y —Ccy =—2.

Problem maksimum problemldlr en negatif z; — ¢; girer. =3 < —2 oldugundan v, baza girer. Oranlar
46 T en kiigugii 5 oldugundan v5 bazdan glkar plvot Ys1 = 2.

112
Tablo 4.7: Baslangic tablosu
¢; 3 2 0 0 0
Tg cp Vg v, Uy Vg Uy Vg Oran
g 0 4 1 1 1 0 0 2
T, 0 6 1 2 0 1 0 g
Ty 0 7 2] 1 0 0 1 =
Z;—¢j zg=10 =31 —2 0 0 0

Birinci iterasyon. Pivot satir1 2’ye boliiniir: ; satir ( % | 1, é,O 0,1 ) x5 ve z, satirlarinin pivot
stitunundaki elemani 1 oldugundan her birinden yeni pivot satir1 glkarlhr z; — c; satirina ise yeni pivot

. i %
satirinin 3 kati eklenir. Ornegin

1.7 1 1-1 3

T3, : 4—72—, x4,v2:2—T:§,
(—3)-7 21 (—-3)-1 1
ZO:O— 9 :7, ’U21—2— 2 :—5

Tablo 4.8: Birinci iterasyon tablosu

¢; 3 2 0 0 0
T cp Vg vy Vg Vg Uy Vs Oran
s 0 : 0 [4] 1 0 —i % =
- 0 5 0 3 0 1 ~3 ¥
Ty 3 % 1 % 0 0 % %
z;—¢; =2 0 —3 1 0 0 3

Cozim X, = (3,0, 3,2,0), amag degeri 2'; bu, uygun bolgenm (
kaldigindan mak31muma ulagilmadi; v, baza girer. Oranlar 1
cikar, pivot Y3, =

Ikinci iterasyon Pivot satir1 £'ye bolunur yani 2 ile ¢arpilir: z, satiri (1 |0,1,2,0,—1). Sonra z,

satirindan bu satirin 5 3 katy, xq satlrmdan kat1 ¢ikarilir, z; — ¢ satirina 5 L kat1 eklenir:

7,0) kosesidir. z, —c, = —3 <0

, 3, 7; en kiiciigii 1 oldugundan v4 bazdan
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21 1 3
zj—cj:( -’0,0,0+1,0,§f5):(11|0,0,1,0,1).

273

1

): (1 ‘ 0307_33]-71)3

= (3 ‘ 1a07_130,1)a

Tablo 4.9: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; 3 2 0 0 O
g cB Vg vV, Uy Vg Uy Vg
Ty 2 1 0 1 2 0 -1
T 0 1 0 0 -3 1 1
T, 3 3 1 0 -1 0 1
Zj—¢; zg=11 0 O 1 0 1

Biitiin 2; — ¢; > 0 oldugundan Sonug 4.3 geregi tablo optimaldir. Optimal ¢6ziim
X2 = (‘Tlv Loy T3, Ly, 1‘5) = (37 la 0’ 17 0)7

z, = 1 olmasi, ikinci kaynaktan 1 birim artakaldigini séyler: 3+2-1 =5 < 6.

Grafikle karsilastirma. Uygun bolgenin koseleri ve amag degerleri:

Tablo 4.10: Maksimum 6rneginde koselerdeki amag degerleri

maxz=3-3+2-1=11.

Kose (0,0) (%,0) (3,1) (2,2) (0,3)
z =3z, + 0 2 11 10 6
2z,

En biytik deger (3, 1) kosesindeki 11°dir; simpleks yontemin buldugu sonugla aynidir. Yontem bes
késeden iigiine ugradr: (0,0) — (%,0) — (3,1).
Sonug olarak £; = 3, o = 1 ve max z = 11’dir. m

Ornek 4.8 (U¢ Degiskenli Bir Maksimum Problemi).

2m1+$2+l‘3£8

problemini simpleks yontemle ¢6ziiniz.

Coziim.

2z + x5 < 11
T, +x, <6
szoa ]:m

max z = 2x, + 5xy + 224

Standart form. z,, x5, x4 aylak degiskenlerini ekleriz:
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2z + 2y + 25+, =38
22y + x5 + x5 =11
T+ 2y +x5=06
szoa J:L_6
maxz = 2z, + 5x4 + 224
+0z, 4 Oz5 + Oz

Aylak stitunlar1 birim matris olusturur; problem simpleks yontem ile ¢oziilebilir haldedir. Baslangi¢
baz1 By = (v4, v, Vg).

Baslangic tablosu. Maksimumda en negatif z; — c; girer: —5, yani v,. Oranlar %, 12—1 %; en kii¢iigli 1—21
oldugundan vy cikar, pivot y5, = 2.

Tablo 4.11: Baslangic tablosu

¢ 2 5 2 0 0 0
Tp cp Vg vy Uy Vg vy Vg Vg Oran
z, 0 8 2 1 1 1 0 0 8
T 0 11 0 2] 1 0 1 0 4=
zg 0 6 1 1 0 0 0 1 g
z;—c; =0 -2 —519 —2 0 0 0

(SIS

Birinci iterasyon. x5 satir1 2'ye boliiniip z, satur1 olur: ( 5 | 0,1, 1,0,

bu satirin 1 kati ¢ikarilir, z; — ¢ satirma 5 kat1 eklenir.

Tablo 4.12: Birinci iterasyon tablosu

¢; 2 5 2 0 0 0
Tp cp Vg vy Vg Vg vy Us Vg Oran
2 0 3 2 0 ! 1 1 0 52
Ty 5 4 0 1 z 0 z 0 -
g 0 1 1] 0 —1 0 —1 1 2
zj—¢; = —21 0 3 0 3 0
2
Céziim X, = (0,4,0,2,0,1), amac degeri 22. Tek negatif kriter z; — ¢; = —2 oldugundan v, girer.

Z, satirinda y,; = 0 oldugu i¢in oran hesaplanmaz; % > % oldugundan v cikar, pivot yg; = 1.
Ikinci iterasyon. Pivot 1 oldugundan z4 satir1 aynen z; satir1 olur. z, satirindan bu satirin 2 kat1

cikarilir, z; — ¢; satirina 2 kat1 eklenir; z, satir1 pivot siitununda 0 tasidig icin degismez. Ornegin

1 1 3
x4,v3:——2-(——):§, Ty,V6:0—2-1= -2,

2 2

1+2 1 1 55+21 57
Z2;—CiyUg = (—=)=—= 20— == —
7T g (2) 2’ 09 27 2
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100 Boliim 4. Simpleks Yontem

Tablo 4.13: Ikinci iterasyon tablosu

¢; 2 5 2 0 0 0
Tp Cgp Vo v Vg Vg Uy Vg Vg Oran
z, 0 3 0 0 2] 1 : 9 % =
Ty 5 - 0 1 ! 0 L 0 %2
T, 2 3 1 0 -3 0 -3 1 —
zZ;i—¢C 2z = 0 0 —% i 0 % 2

<

[
ot
wlg

Dikkat: v3’iin kriteri bir 6nceki tabloda +% iken simdi —% oldu. Kriterler her tabloda yeniden hesap-
lanir; bir kez “iyilestirmez” goriinen bir vektor sonradan baza girebilir.

Cozum X, = (1, 1o, ;’, 0,0), amag degeri % v4 girer; oranlar 1 ve 11 oldugundan v, ¢ikar, pivot
Ya3 =

U(;uncu iterasyon. z, satir1 3’ye boliiniir: z4 sat1r1 (110,0,1, 2,33 )- Sonra z, satirindan bu

satirin 1 kat1 ¢ikarilir, z; satirmna ve z; — c; satirna 5 L kat1 eklenir:

111 11 1, 2 112
2 3|%L0 =0 =(5]0,1,0,—5,5,%
ni(g 3005550+ 5)=(3[000555)
(10,05, o+ 1 11,001, 11
z,:( =+ = oz 4N\ 1 11
1<2 2|”’3’ 276 3) ( |3 3’3)’
57 1 13 1, 2 154
soei(G 000552 5)=(2]000555):

¢ 2 5 2 0 0 0

Tp Cp Vg Vg () V3 Uy [ Vg
T3 2 1 0 0 1 2 3 -3
Ty 5 5 0 1 0 -3 3 2
T 2 1 1 0 0 3 —3 3
z;—¢; 20 =29 0 0 0 3 2 3

Biitiin 2; — ¢; > 0; Sonug 4.3 geregi tablo optimaldir. Optimal ¢dziim
X5 = (zq,...,26) = (1,5,1,0,0,0), maxz = 2+ 25+ 2 = 29.

Kontrol: 2+5+4+1=28,104+1 =11, 14 5 = 6; ii¢ kisit da e§itlikle saglanir, bu yiizden biitiin aylak
degiskenler sifirdir. Amag degeri her iterasyonda artt: 0 — 32 — 57 —29.m

Ornek 4.9 (Stmirsizlik Belirtisi Veren Bir Tablo).
T, — 29 <1
z; <3
T,y >0

max z =z, + 2z,

problemini simpleks yontemle incelemeye baslayiniz.
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Cozim.
x4 ve x4 aylak degiskenleriyle standart form x; —zy + 23 =1, z; + 2, = 3, maxz = x; + 2z, +
0z4 + 0z, olur ve baslangi¢ baz1 By = (v4, v,) tir.

Tablo 4.15: Baslangic tablosu

¢; 1 2 0 0
Tp cp (o vy Vg vy v, Oran
x5 0 1 1 -1 1 0 —
Ty 0 3 1 0 0 1 —
Z;—¢j zg=0 -1 =29 0 O
Maksimumda en negatif kriter girer: z, — ¢, = —2, yani v,. Ama v, siitununun elemanlar1 Y55 = —1

ve 3,45 = 0; hicbiri pozitif degildir, oran testi yapilamaz. Onerme 4.2 geregi amag fonksiyonu iistten
siirsizdir.
Bunu dogrudan da gorebiliriz. Her A > 0 i¢in

X()‘) = (Z17~’52a$37x4) = (07 A1+ 3)

uygun bir ¢éziimdir: 0 — A+ (1 4+ X) =1 ve 043 = 3. Amac degeri z = 2\ olup A — oo iken
sonsuza gider. Yani ; = 0 tutulup z, istenildigi kadar biyitiilebilir; hi¢bir kisit buna engel olmaz.
Problemin maksimumu yoktur. B

Bu boliimde simpleks yontemi, aylak degiskenlerin kendiliginden birim matris verdigi problemler i¢in
kurduk: Baslangi¢ tablosu hazird, gerisi kriter, oran testi ve pivot doniisiimiinden ibaretti. Kisitlarda >
ya da = bulundugunda standart form birim matris icermez ve baslangic i¢in bir uygun temel ¢6ziim
kendiliginden gériinmez. Bir sonraki boliim Biiyitk M yontemi, yapay degiskenlerle bu baslangicin nasil
kuruldugunu ve aym tablolarin nasil kullanildigini gésteriyor.
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5.1

5. Biiyiikk M Yontemi

Simpleks yontem béliimiinde yalniz butiin kisitlar1 < olan ve sag taraflar1 negatif olmayan problemleri
¢ozdiik. Boyle bir problemin standart formunda aylak degiskenlerin siitunlar1 kendiliginden bir birim
matris olusturur; baslangi¢ bazi ve baslangi¢ tablosu (Boliim 4.3) hi¢ hesap yapmadan yazilir. Kisitlarda
> ya da = bulununca bu kolaylik kaybolur. Artik degiskenin siitununda —1 vardir, esitlik kisitina ise hig
yeni degisken eklenmez. Standart form birim matris icermedigi i¢in problem heniiz simpleks yontem ile
¢oziilebilir halde degildir.

Bu durumda birim stitunu eksik olan denklemlere yapay degiskenler ekleyip baslangi¢ bazini kendimiz
kurariz. Kurulan baz orijinal problemin bir ¢6ziimiinii vermez, bu yiizden yapay degiskenlerden sonunda
kurtulmamiz gerekir. Bunun iki yolu vardir: Bilyitkk M yéntemi ve Iki faz yéntemi. Bu béliimde birincisini
gorecegiz. Bityitk M yontemi simpleks yontemin bir tiirtidiir: tablolar, oran testi ve doniisiim kurali aynen
kalir, yalniz amag fonksiyonuna yapay degiskenler icin ¢ok buiyiik bir ceza eklenir.

Yapay Degiskenler ve M Problemi

Once yapay degiskenlerin problemi nasil degistirdigine bakalim.

Yapay degiskeni Lineer programlama problemi béliimiinde tanimlamigtik (Tanim 1.10): birim siitunu
olmayan bir denkleme, yalniz o denklemde katsayisi 1 ile goriinecek bicimde eklenen negatif olmayan
degiskendirve z,, ,,_, ... ile gosterilir. Yapay degiskenin problemin kendisinde bir anlam yoktur. Aylak
degisken kullanilmayan kaynag, artik degisken asilan gereksinimi olcer; yapay degisken ise yalmz bir
baslangi¢ ¢6ziimii kurabilmek icin eklenen yardimer bir degiskendir. Yapay degiskenleri eklenmis prob-
leme bir ad verelim.

Tanim 5.1 (M problemi). Standart formdaki

problemine orijinal problem diyelim. Birim siitunu olmayan denklemlere z 5 T, yapay degisken-

U17 .

leri eklensin ve R, siitunlar1 bu degiskenlerin CORRS stitunlari olan m X p matris olsun. M ¢ok biiyiik

u
bir pozitif say1 olmak iizere

z=2"¢+ M(z, + ...+ Ty,)

problemine orijinal problemin M problemi denir; burada Z,, = (z

Uuqp?

wey acup)’dir. Orijinal problem mak-
simum problemiyse M probleminin amaci max z = ¢7% — M (Ty, + ot ar;up) olur.

Yani M problemi, orijinal problemin simpleks yontem ile ¢6ziilebilir hale (Tanim 1.9) getirilmis bi¢imidir:
kisitlarina yapay degiskenler, amacina da onlarin cezasi eklenmistir. Aylak ve artik degiskenler zaten 2’in
icindedir, ¢linkil orijinal problem standart formdadir. R’nin her siitunu, eklendigi denklemde 1, diger
denklemlerde 0 tagur.

Iki problem arasindaki bag, yapay degiskenlerin sifir oldugu ¢éziimlerden geger.

Onerme 5.1 (Orijinal problem ile M probleminin uygun c¢éziimleri). Bir T vektorii icin su iki ifade
denktir:

1. Z orijinal problemin uygun ¢éziimiidiir;
2. yapay defiskenlerin hepsi sifir alinarak elde edilen (Z,0), M probleminin uygun ¢oziimiidir.
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Bu durumda M probleminin (Z, 6) noktasindaki amag degeri, orijinal problemin T noktasindaki degeri olan
ST = s
c” X e esittir.

ispat.

Z, =0 iken RZ, = 0 oldugundan M probleminin kisitlarr AZ = b’ye, isaret kosullar: da & > 0’a iner.
Bunlar tam olarak orijinal problemin kisitlaridir; dolayisiyla 1 ile 2 denktir. Amagtaki ceza terimi
+M(z, +..+ mup) sifir oldugundan amag degeri &7 % 'tir.

|

Yani orijinal problemin ¢éztimleri, M probleminin yapay degiskenleri sifir olan ¢oziimleridir. Baglangi¢
tablosunun ¢éziimii genellikle bunlardan biri degildir: orada yapay degiskenler eklendikleri denklemlerin
sag taraflarini istlenir ve sag taraf sifir olmadikca pozitiftir. Simpleks yontemden istedigimiz, yapay
degiskenleri sifira indirip orijinal problemin bir ¢6ziimiine ulagsmasi ve oradan optimuma devam etmesidir.
Amactaki ceza tam olarak bunu saglar. Minimum probleminde her birim yapay degisken maliyete M
ekler. M cok biiyiik oldugundan yapay degiskenlerin toplamini azaltmak, ¢7 # {izerindeki her kazangtan
daha degerlidir. Maksimum probleminde —M katsayis1 ayni isi kirdan diiserek yapar. Boylece simpleks
yontem kendi se¢im kuralini izlerken 6nce yapay degiskenleri bazdan ¢ikarmaya yonelir.

M icin belirli bir say1 se¢meyiz. Secilen say1 yeterince bityiik degilse ceza, amactaki gergek katsayilar
kargisinda etkisiz kalabilir. Bu yiizden M tabloda bir sembol olarak taginir ve “kargilagtirildig: her sayidan
biiytik” diye yorumlanir. Bunun hesapta ne anlama geldigini simdi gorelim.

M’li Simpleks Kriterleri

M problemi ¢oziiliirken tabloya M yalniz amag katsayilarindan girer.

Tablonun gévdesi, yani v siitunu ve biitiin y,; degerleri, yalniz kisitlara ve baza baghdir; amag katsay1-

larint hig kullanmaz. Dolayisiyla gdvdede M bulunmaz. M yalniz en istteki ¢; satirinda ve ¢ stitununda
R~ a7 . o . . .

gorlinir. z; = cgv; carpiminda bazdaki her yapay degisken +M katsayisim tasidif1 icin her simpleks

kriteri ve amag degeri

zj—c¢;=a;M+b,, zg=8M +¢q

bicimindedir; aj, b;, s, g siradan sayilardir. Minimum probleminde s, bazdaki yapay degiskenlerin deger-
lerinin toplamidir; maksimum probleminde bu toplamin —1 katidir. Bir tablodan 6tekine gegerken hangi

kriterin daha biiytik olduguna karar vermemiz gerekir; bunun kurali sudur.

Onerme 5.2 (M'li sayilarin karsilastirilmasi). a,b,a’, b’ gercel sayilar olsun. M > M, olan her M icin
aM +b>a M+

esitsizlifini saglayan bir M sayisinin var olmast igin gerek ve yeter kosul, yaa > a’ yadaa = a’ veb >
b’ olmasidir. Ozel olarak o’ = b’ = 0 alinirsa: aM + b sayisinin yeterince biiyiik her M igin pozitif olmast
icin gerek ve yeter kosul, a > 0 yadaa =0 veb > 0 olmasidir.

ispat.
Farkid(M) = (a — a’)M + (b —b") ile gosterelim ve ii¢ durumu aywralim.

ea>a ise M > fl’/:a'i olan her M i¢in d(M) > 0’dw.

e a=aised(M)=b— 1" sabittir; her M igin pozitif olmasi b > b’ demektir, aksi halde hi¢hir M igin
pozitif degildir.

ca<a ise M > Z,‘—f’; olan her M i¢in d(M) < 0°dwr; yani esitsizlik yeterince biyiik hi¢hir M icin
saglanmaz.

Béylece d(M) > 0 esitsizligi yeterince biiyiik her M icin tam olarak ifadedeki iki durumda saglanir. Ozel
durum, o’ = b" = 0 yazilarak hemen elde edilir.
]

Yani iki M’li say1y1 karsilagtirirken 6nce M’nin katsayilarina bakariz; katsayisi bityiik olan biiytktiir.
Katsayilar esitse sabit terimlere bakariz. Ornegin 2M + 3 > M + 1000’dir, ¢iinkii 2 > 1; M biiyiidiikce
aradaki fark da biiyiir. Bir ¢6ziim boyunca yalmz sonlu sayida karsilagtirma yapildigindan hepsine birden
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yetecek bir M|, vardir. Dolayisiyla sembolik M ile yapilan her secim, M, ’dan biiyiik herhangi bir sayinin
M yerine kondugu simpleks yontemin secimiyle aynidir.

Optimallik de ayni anlamda okunur. Minimum probleminde bir tablonun her kriteri i¢in ya a; < 0 ya da
a; =0 ve b; <0 ise, yeterince bilyiik her M i¢in biitiin z; — ¢; < 0 olur. Maksimum probleminde her
kriter icin ya a; > 0 ya da a; = 0 ve b; > 0 istenir. Béyle bir tabloya kisaca optimal tablo diyecegiz.
Tablonun goévdesi M’ye bagl olmadigindan, optimal tablonun temel ¢6ziimu yeterince buyik her M
icin M probleminin optimal ¢6zimidir (Simpleks yontem bolimiindeki optimallik kosulu). Yol boyunca
yapay siitunlar atilmigsa bu, atilan yapay degiskenlerin kaldirildig: kiiciiltiilmiis M problemi i¢in gecer-
lidir; bunun neden yeterli oldugunu asagida gorecegiz.

Ornek 5.1 (M'li kriterleri siralamak). Bir minimum probleminin tablosunda simpleks kriterleri

1
2y —c¢; =2M —5, z2702=§M—1,

z3 — cg = 100, zg —cy =0,
zs —cy = —M + 50,25 —cg =2M + 3

bulunmus olsun. Bu sayilar yeterince biiytik M i¢in buyiikten kigiige siralayarak baza girecek vektori
belirleyiniz.

Coziim.

Her say1y1 aM + b bigiminde okuyup M 'nin katsayilarini yazalim: sirasiyla 2, %, 0,0,—1,2.

+ En biiyiik katsay1 2°dir ve iki kriterde goriniir: 2M — 5 ve 2M + 3. Katsayilar esit oldugu icin sabit
terimlere bakariz: 3 > —35, dolayistyla 2M + 3 > 2M — 5.

+ Sonra katsayis1 % olan %M — 1 gelir.

« Katsayisi 0 olan iki say1 100 ve 0’dir; 100 > 0.

+ En kiicigi, katsayis1 —1 olan —M + 50’dir.

Siralama
1
2M+3>2M—5>gM—1>100>0>—M+50

olur. %M — 1 say1sinin 100’den biiyiik olduguna sasirmamak gerekir: bu yalmz M > 303 i¢in dogru-
dur, ama M zaten karsilastirildig1 her sayidan buyiik kabul ediliyor. M = 1000 alarak saglayalim:
sayilar sirasiyla 2003, 1995, 332, 3..., 100, 0 ve —950 olur; siralama aynidur.

Minimum probleminde en biiyiik pozitif kriterin stitunu baza girer. Pozitif kriterler ilk doérdiidiir ve en
biyigi z5 — ¢ = 2M + 3’tiir; vg baza girer. (Ayni kriterler bir maksimum probleminde bulunsaydi
en negatif kriter, yani —M + 50 secilir ve v, baza girerdi.)

n

Bazdan Cikan Yapay Degiskenin Siitunu

Simpleks yontemden farkli olarak Biytiik M yonteminde tablolar ilerledikce daralir. Bir yapay degisken
bazdan ¢iktiginda degeri 0 olur. Amacimiz zaten onu sifirda tutmak oldugundan, onu yeniden baza
almanin hicbir yarar1 yoktur.

1 Not

Not. Bazdan ¢ikan bir yapay degiskenin siitunu sonraki tablolarda yazilmaz.

Bu kuralin gerekgesi sudur. Siitunu atmak, o yapay degiskeni kalici olarak 0’a sabitlemek demektir. Geriye
kalan tablo, bu yapay degiskenin hi¢ eklenmedigi kii¢iiltiilmiis M probleminin tablosudur: diger stitunlar
baz vektorleri cinsinden ayni bigimde yazilir ve atilan siitun hicbir hesaba girmez. Orijinal problemin her
uygun ¢oziimii Z icin (, 0) bu kiigiiltiilmiis M probleminin de uygun ¢éziimiidiir (Onerme 5.1); dolayisiyla
siitunu atmakla orijinal problemin hicbir ¢6ziimiinii kaybetmeyiz. Kazancimiz, her tabloda bir stitun daha
az hesaplamaktur.
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Simpleks yontem M problemini ¢oziip optimal tabloya ulasinca yapay degiskenlerin durumuna bakailir.
Ug durum vardir: yapay degiskenlerin hepsi bazdan ¢ikmistir; bazda pozitif degerli bir yapay degisken
kalmustir; bazda yalmiz sifir degerli yapay degiskenler kalmistir. Birinci ve tiglincii durum asagidaki
teoremde birlikte ele alinir.

Teorem 5.1 (Yapay degiskenleri sifir olan optimal tablo). M probleminin optimal tablosunda biitiin
yapay degiskenlerin degeri O olsun; yani yapay degiskenler ya bazda degildir ya da bazda 0 degeriyle
bulunur. Bu tablonun temel gozumunden yapay degiskenler atilarak elde edilen I orijinal problemin optimal
¢oziimiidiir ve optimal deger ¢T3 = 2z dur.

Ispat.

Minimum problemz icin yapalim. Tablonun temel ¢oziimii (m 0) M problemlnm uygun ¢ozimidiir.
Onerme 5.1 geregi T orijinal problemin uygun ¢oziimiidiir ve amag degeri T 'tir. Bu deger 2, a esittir,
¢iinkii cg siitunundaki M ’ler sifir degerli yapay degiskenlerle carpilir ve zy’da M kalmaz.

Simdi T orijinal problemin herhangl bir uygun ¢oziimii olsun. Onerme 5.1 geregi (&, 0) M probleminin
uygun ¢oziimiidiir ve amag degeri ¢ T 7 'tir. Tablo optimal oldugundan yeterince biiyiik her M icin (x 0) M

probleminin (situnlar atilmigsa kiiciiltillmiis M probleminin; son paragrafa bakiniz) optimal ¢oziimiidiir;
o0 halde

Hu

<eé

Hb

olur. & keyfi oldugundan L orijinal problemin optimal ¢oziimiidiir. Maksimum probleminde esitsizlik ters
yonde yazilir, gerisi aynidir.

Yol boyunca bazi yapay siitunlar atilmissa, tablo bu yapay degiskenlerin kaldinldigr kiigiiltiilmiis M
probleminin tablosudur. (%, 6) o problemin de uygun ¢oziimii oldugundan akil yiiriitme degismez.

|

Yani optimal tabloda yapay degiskenlerin hepsi sifirsa ig bitmistir: tablonun gosterdigi ¢6ziim orijinal
problemin optimal ¢éziimiidiir. Ikinci durum ise tam tersini séyler.

Teorem 5.2 (Bazda pozitif yapay degisken kalmasi). M probleminin optimal tablosunda bazda pozitif
degerli bir yapay degisken varsa orijinal problemin uygun ¢oziimii yoktur.

ispat.

Minimum problemi i¢in yapalim. Tablonun temel ¢éziimii (%, Z,,) olsun. Bu degerler v, siitununda durur
ve M ’ye bagl degildir. Yapay degiskenlerin degerlerinin toplamini s ile gosterelim; varsayim geregi s >
0°dir. Tablonun amag degeri

2o =¢TZ+ Ms

dir. Orijinal problemin bir Z uygun ¢oziimii oldugunu varsayalim. Onerme 5.1 geregi (&, 6), M probleminin
amag degeri T % olan bir uygun ¢oziimiidiir. Tablo optimal oldugundan bir M, dan biiyiik her M igin

N Al . 6f—cf
MSSCT:L'7 yani M < ——

!

!
(15
_l_

olmalidir. Sag taraf M 'den bagimsiz bir sayidir; M onu astigi anda esitsizlik bozulur. Bu celiski, orijinal
problemin uygun ¢oziimii olmadigini gosterlr

Maksimum probleminde amag degeri ¢T 2 — M s dir ve optimallik ¢ T%— Ms > Tz verir; buda M <
(CTZL‘ — éT%)/s demektir ve aym bicimde celiskiye varihr. Atilmis yapay siitunlar varsa, Teorem 5.1
ispatindaki gibi kiiciiltiilmiis M problemiyle ayni akil yiiriitme yapilir.

|

Yani yontem, orijinal problemin uygun ¢6ziimii olup olmadigini kendiliginden séyler. Optimal tabloda
bazda pozitif bir yapay degisken kaldiysa, M nin buyiik cezasina ragmen yapay degisken sifira indiri-
lememistir; bunun tek nedeni kisitlarin birlikte saglanamamasidir. Bu durumda en iyi ¢oziimden soz
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edilemez. Boyle bir sonucla karsilaginca modelin kurulusunu da gézden gecirmek gerekir: cogu zaman bir
kisitin yonii yanls yazilmistir ya da veriler birbiriyle celisir.

Geriye tigiincti durum kaliyor: yapay degisken bazda, ama degeri 0. Teorem 5.1 bu durumda da ¢6zimin
optimal oldugunu séyler; tablonun gosterdigi ¢oziim dejenere bir temel ¢6ziimdiir (Tanim 2.6). Asagidaki
Onerme, bazda kalan yapay degiskenden nasil kurtulunacagini anlatir.

Onerme 5.3 (Bazda sifir degerli yapay degisken). Bir tabloda x,, yapay degiskenir. satirda y,, = 0
degeriyle bazda olsun.

1. Yapay olmayan bir vy, siitunu igin y,,, # 0 ise y,.,, pivot alinarak x,, bazdan ¢ikarilabilir. Yeni tablonun
v, stitunu eskisiyle aymdir; yani aymi ¢oziim, x,,’yu icermeyen bir bazla elde edilir.

2. Yapay olmayan biitiin v; siitunlari icin y,.; = 0 ise orijinal problemin kisitlarindan biri digerlerinin lineer
kombinasyonudur, yani gereksizdir. Yapay degiskenler sifirken r. satir 0 = 0 denklemine doniisiir ve

tablodan silinebilir.

Ispat.
1. Pivot sifirdan farkli oldugu icin doniisiim kuraly (Boliim 4.4) uygulanabilir. Yeni tabloda x,;, satirinin
degeri y,o /Y. = O olur. Diger her i satirinin yeni degeri

Zl/io_M = Yo —0=wipo

Yrk

dir. Demek ki biitiin degiskenlerin degerleri ayni kalir ve hi¢biri negatif olmaz. Oran testi pivotu pozitif
segiyordu, ¢iinkii degerlerin negatif olmamasi gerekiyordu; burada degerler hi¢ degismedigi iciny,.;, negatif
de olabilir.
2. Simpleks tablosunun her satiry, baslangi¢c tablosunun satirlarindan elemanter satir islemleriyle elde
edilir. Bu yiizden r. satir, baslangi¢ tablosunun m satirinin wy, ..., w,,, katsayil bir lineer kombinasyo-
nudur. Bu katsayilarin hepsi sifir olamaz, ¢iinkii r. satinn x,, siitununda 1 vardir. Baslangi¢ tablosunun
i. satimin yapay olmayan situnlardaki ve v, siitunundaki elemanlari, orijinal problemin i. kisitinin

katsayilar a;; ve sag tarafi b, dir. . satinn bu situnlardaki biitin elemanlar sifir oldugundan

Zwi a;; =0 (her j igin), Zwi b, =0
=1 =1

olur. w; # 0 olan birl segelim. l. kisitin iki yani, diger kisitlarin —w, /w; katsayilariyla toplamina esittir;
yani l. kisit digerlerinden kendiliginden cikar ve gereksizdir. Son olarak r. satirin yapay olmayan siitun-
lardaki elemanlar: ve y, sifir oldugundan, yapay degiskenler sifir alininca bu satir 0 = 0 der; silinmesi
hi¢bir bilgiyi kaybettirmez.

|

Yani bazda sifir degerle kalan yapay degisken bir sorun degildir: ¢6ziim uygundur ve optimaldir. Istenirse
yapay degisken birinci maddedeki pivotla bazdan ¢ikarilir; bu miimkiin degilse problemde gereksiz bir

kisit vardir ve onun satirt atilir. Birinci maddedeki pivot yalniz bazi degistirir: yeni tablonun z; — ¢; satir1

optimallik bi¢imini korumayabilir, ama gdsterdigi ¢bziim ayni oldugundan bu ¢éziim optimal kalir.

Bityiitk M Yontemiyle Coziim

Simdi yontemi adim adim toplayalim ve 6rneklerde uygulayalim.
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© Alt1 adimda Bityitk M yontemi

1. Standart form. Sag tarafi negatif olan satirlar1 —1 ile ¢arp. < kisitlara aylak degisken ekle, >
kisitlardan artik degisken ¢ikar (Tanim 1.8); esitliklere dokunma.

2. Yapay degiskenler. Birim siitunu olmayan her denkleme bir yapay degisken ekle; amag katsayisi
minimumda + M, maksimumda — M dir. Problem artik simpleks yontem ile ¢6ziilebilir haldedir.

3. Baslangi¢ tablosu. Birim situnlari veren degiskenler (aylaklar ve yapaylar) baslangic bazidur.
cp sitununda +M bulundugu i¢in z; — ¢; satir1 artik —c; degildir: her siitun i¢in z; = Egvj
hesaplanir ve ¢; cikarlir; ayrica z, = cLvg.

4. Giren vektdr. Minimum probleminde en buyiik pozitif, maksimum probleminde en negatif z; —
¢; girer. QM + b bicimindeki kriterler karsilastirilirken 6nce M nin katsayisina, esitse sabit terime
bakilir (Onerme 5.2).

5. Cikan vektor ve yeni tablo. Oran testi ve doniisiim kurali simpleks yontemdekinin aynisidir
(Bolim 4.4). Bazdan ¢ikan yapay degiskenin siitunu yeni tabloda yazilmaz. Giren siitunda pozitif
eleman yoksa oran testi yapilamaz; bu durum Sinirsiz ¢éziim ve alternatif optimal ¢6ziim boli-
miinde incelenir.

6. Sonug. Optimal tabloda yapay degiskenlerin hepsi sifirsa tablonun ¢6ziimi orijinal problemin
optimal ¢oziimiidiir (Teorem 5.1). Bazda pozitif bir yapay degisken kaldiysa orijinal problemin
uygun ¢6ziimil yoktur (Teorem 5.2).

Ornek 5.2 (Biiyiik M yontemiyle bir minimum problemi). Asagidaki problemi Biiyiik M yéntemiyle
¢oziiniiz.
2z, 4+ x4 > 2
Ty +3zy <3
T, <4
Ty,T9 >0

minz = —3x; + x4

Cozim.

Sekil 5.1: Ornegin uygun bélgesi (boyali iicgen) ve Bilyiik M yonteminin yolu: X, = (0, 0) — X; = (1,

0) — X, = (3, 0). I¢i bos cizilen X, uygun bdlgenin digindadir; orada 2x; + x, > 2 kisit1 saglanmaz ve

eksik kalan 2 birimi yapay degisken stlenir. Kesikli dogrular z = -3 ve z = -9 seviye dogrularidir. x, <
4 kisit1 seklin ustiinde kalir ve bolgeyi etkilemez.
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5.5 Bityiikk M Yontemiyle Coziim 109

Standart form. Once problemi standart forma getirelim. Birinci kisit > oldugundan x, artik degiske-
nini ¢ikaririz; ikinci ve tigtincii kisitlar < oldugundan z, ve x5 aylak degiskenlerini ekleriz. Sag taraflar
2, 3, 4 negatif degildir:
20, + Ty — T3 =2
T, + 3Ty +4 =3
Ty + x5 =4
minz = —3x; + x4 + 0x3 + 0z, + Oz5

Coziilebilir hal. z, yalmz ikinci, 5 yalmiz {iglincii denklemde ve katsayist 1 ile goriiniir; bu iki
denklemin birim stitunu hazirdir. Birinci denklemde ise x5’tin katsayis1 —1°dir. Standart form birim
matris icermedigi i¢in heniiz simpleks yontem ile ¢6zilebilir halde degildir. Yalniz birinci denkleme
z,,, yapay degiskenini ekleriz; minimum problemi oldugundan amag katsayis1 +M"dir:

20, +xy -zt 2, =2

T, +3zy+x4=3

To+ x5 =4

Ty ey Ty, Ty 20

min z = -3z, + T4 + 0x5 + Oz,
+0z5 + Mz,

Artik v, , vy, vy slitunlar1 3 x 3 birim matrisi olusturur. Baslangic baz1 B, = (v, , vy, v5), baslangic
¢oziimi z, =2, x4 = 3, 5 = 4 ve difer deZiskenler 0°dur.

Simpleks kriterleri. Baz maliyetleri ¢z = (M,0,0)’dir. Her siitun icin z; = Egvj carpimini, cg
siitunuyla v; stitununun karsilikhi carpimlarini toplayarak hesaplar ve c;’yi ¢ikaririz:

2 —c;=(M-240-140-0)— (—3) =2M +3,
Zg—C=(M-140-3+0-1)—1=M—1,

2 —cy=(M-(—1)+0-0+0-0)—0=—M,

Zy —Cp =(M-140-0+0-0)— M =0,

Uy Uy

20=M-240-34+0-4=2M.

—cy

v, ve v de baz vektorleri oldugundan kriterleri 0°’dir. Amac degerindeki 2M, bazdaki yapay degiskenin
degeri olan 2’nin cezasidir.

Giren ve ¢ikan vektér. Minimum probleminde en biyiik pozitif z; — ¢; girer. Pozitif kriterler 2M +
3 ve M — 1’dir. M’nin katsayilar1 2 > 1 oldugundan en biiyiigi 2M + 3’tiir (Onerme 5.2) ve v; baza
girer. Oran testi v; siitununun pozitif elemanlariyla yapilir; x5 satirinda eleman 0 oldugundan o satir
dikkate alinmaz:

23
in({ =, - | = min(1 =1.
m1n<2,1> min(1, 3)

En kiiciik oran z,, satirindadir; v, bazdan ¢ikar ve pivot 2’dir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 109 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

110 Boliim 5. Bityiik M Yontemi

Tablo 5.1: Baslangic tablosu

¢; -3 1 0 0 0 M
Tpg cp Vo v Vg Vg Uy Vg Uy, Oran
T, M 2 2] 1 -1 0 0 1 2=
T, 0 3 1 3 0 1 0 0 3
Ty 0 4 0 1 0 0 1 0 —
z;—¢; Zg = 2M+ M-—-1 —M 0 0 0
2M 31
Birinci iterasyon. Pivot satir1 2’ye boliiniir ve x; satir1 olur; cg degeri ¢; = —3’tiir:
1 1
1/1,-,—-,0,0).
(111,5,5,0,0

x, satirinin v, siitunundaki eleman: 1 oldugundan bu satirdan yeni pivot satir1 bir kez ¢ikarilir:

1 1
—1]1-1,3—= -1
(3—-1] ,3-35,0+3,1,0)

51
=(210,=,=.1,0).
(210,5,5:1,0)

T5 satirmin v, siitunundaki elemani 0 oldugundan bu satir degismez. z,, bazdan ciktigii¢in v, siitunu
artik yazilmaz. z; — ¢; satiri yeni ¢ = (—3, 0, 0) ile yeniden hesaplayalim:

1 5 5

zg—cg:(—3)~§+0~§+0.1—1:f§,
1 1 3
z3—c3:(—3)~(-5)4_0.54_0.0_0:5,

2g=(—3)-14+0-2+0-4=-3.

Déniigitm kurali (Boliim 4.4) da ayni sayilar1 verir. Ornegin v, siitunu icin eski kriterden, pivot
sittunundaki 2}/ + 3 ile yeni pivot satirindaki 3 'nin carpimi ¢ikarilir: (M — 1) — (2M +3) - § = —3.
Bazda yapay degisken kalmadig igcin M ler birbirini gotirdii ve satirdan tamamen kayboldu.

Tablo 5.2: Birinci iterasyon tablosu

¢ -3 1 0 0 0
T cp Vg vy Uy Vg Uy Vg Oran
T, -3 1 1 3 -3 0 0
T, 0 2 0 5 (] 1 0 75 =
Ty 0 4 0 1 0 0 1 —
z;—c; Zo = 0 -5 34 0 0
-3

Birinci iterasyon tablosunda (Tablo 5.2) B, bazindan B; = (vy,v4,v5) bazina gecildi; ¢oziim X; =
(21,...,z5) = (1,0,0,2,4)’tiir. Yapay degisken 0 oldugu i¢in bu, orijinal problemin uygun bir ¢6zii-
midiir: (21, z5) = (1,0) uygun bolgenin bir kégesidir.
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Pozitif kriter zq — ¢ = % kaldig1 icin minimuma ulagilmads; en buyik (ve tek) pozitif kriter bu oldu-
gundan vy baza girer. v5 stitununda yalniz z, satirinin elemani pozitiftir. Oran 2/ % = 4’tiir; v, bazdan
cikar ve pivot %’dir.

1

Ikinci iterasyon. Pivot sati1 3’ye boliiniir, yani 2 ile carpilir ve x5 satir1 olur: (4 | 0,5, 1,2,0). z;

satirinin vg stitunundaki elemani —% oldugundan bu satira yeni pivot satirinin % kat1 eklenir:
1 5 1 1
1421, =4+-,—=+=,0+1,0
(1+ |’2+27 2+2’ +1,0)
=(3]1,3,0,1,0).

x5 satir1 yine degismez. Kriterler ¢z = (—3,0,0) ile:
Zg—cy=(—3)-3+0-5+0-1—1=-10,
2y —cy=(—3)140-240-0—0=—3,
2g=(—3)-3+0-440-4=-9.

Tablo 5.3: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; -3 1 0 0 0

g Cp Vg vy Uy U3 Uy Uy
z -3 3 1 3 0o 1 0
Z3 0 4 0 5 1 2 0
Ty 0 4 0 1 0 0 1
Zj—¢j zg=—9 0 =10 0 =3 O

Ikinci iterasyon tablosunda (Tablo 5.3) B, = (vy,vs,vs) bazina gegildi. Pozitif kriter kalmadz: biitiin
z; —¢; <0, tablo optimaldir. Bazda yapay degisken bulunmadigindan Teorem 5.1 geregi optimal
¢Oozim

X* = (21,29, T5,24,25) = (3,0,4,0,4), minz =-3-3+0=-9

olur. Aylak ve artik degiskenler de anlamlidir: birinci kisitta 2 - 3 4+ 0 = 6 olup gereksinim z; = 4 birim
asilmigtir; ikinci kisit 3 + 0 = 3 ile tam saglanir (x, = 0); Giclincii kisitta 25 = 4 birim bosluk vardr.
Coziimun basindaki sekil yontemin izledigi yolu grafik yontemle kargilastiriyor. Baslangic ¢6ziimit
(z1,24) = (0,0) uygun bolgenin digindadir: 2z, + z, > 2 kisiti saglanmaz ve eksik kalan 2 birimi
z,, = 2 iistlenir. Birinci iterasyon yapay degiskeni sifira indirip uygun bolgenin (1, 0) kosesine, ikinci
iterasyon optimal (3,0) kosesine gider. Uygun bélge ii¢ koseli bir tiggendir ve koselerdeki amag
degerleri (1,0)’da —3, (3,0)’da —9, (£, £)'te —2 + £ = —1'dir; en kiiciigii gergekten —9'dur.

Iki yapay degiskenli bir 6rnekte M nin katsayisinin adim adim nasil kiiiildiigiinii daha acik gériiriiz.
Ornek 5.3 (Iki yapay degiskenli bir minimum problemi). Ornek 1.20 diyetinin modelini Biiyiik M
yontemiyle ¢oziintiz:
Ty +xy >4
T)+3zy > 6
T1,T9 20
min z = 2z, + 34

Coziim.
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Xz

X+ X, =4

uygun bolge

Sekil 5.2: Diyet 6rneginde Biiyitk M yolu: X, = (0, 0) — X; = (0, 2) — X, = (3, 1). I¢i bos ¢izilen ilk iki
nokta sinirsiz uygun bolgenin (boyalr) disindadir; yapay degiskenlerin toplami 10'dan 2'ye, sonra 0'a
iner. Kesikli dogru z = 2x, + 3x, = 9 seviye dogrusudur ve uygun bélgeye yalniz (3, 1) kdsesinde deger.

Coziilebilir hal. Standart formda iki kisittan da artik degisken ¢ikarilir (x5 ve x,). Artik degiskenler
birim siitun vermedigi icin iki denkleme de yapay degisken ekleriz; minimum problemi oldugundan
katsayilar1 +M dir (bkz. Ornek 1.20):

Ttz —23+a, =4

z +3z, -~z +,, =6

T1;Lo, L3, Ly, .'Eul ) "L'u2 >0

min z = 2z, + 3z4 + 0z3 + 0z,
+Mz, + Mz,

Baslangi¢ bazi By = (v, ,v,,), ¢g = (M, M) dir.
Simpleks kriterleri.
—(M-1+M-1)—2=2M—2,
Zg—Cp=(M-14+M-3)—3=4M —3,
(M- (—1)+M-0)—0=—M,
Z2g—C,=M-0+M-(-1))—0=—-M,
zg=M -4+ M- -6=10M.

Minimum probleminde en biiylik pozitif kriter girer. Pozitif kriterler 2M — 2 ve 4M — 3’tiir; 4 > 2

oldugundan v, baza girer. Oranlar ‘—11 =4ve g = 2’dir; v,,, bazdan ¢ikar ve pivot 3’tir.
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Tablo 5.4: Baslangic tablosu

¢ 2 3 0 0 M M
Tpg cp Vo v Vg Vg Uy Uy, Uy, Oran
T, M 4 1 1 -1 0 1 0 $
T, M 6 1 3] 0 —1 0 1 S
2 —c; = 2M- 4M—- -M -M 0 0
10M 2 39

Birinci iterasyon. Pivot satir1 3’e boliiniir ve x4 satir1 olur: ( 2| %, 1,0, —%, 0 ); burada son eleman
v,,, sttunundadir. ,, satirindan yeni pivot satir1 bir kez ¢ikarilir:

1 1
4—-2]1—--,0,—-1,0+-,1
(4-2]1-5,0,-1,0+3,1)

2 1
=(2]5,0,—-1,-,1).
(215,013

vy, slitunu atilir. Yeni ¢ = (M, 3) ile kriterler:

2 1 2
21*61=M§+3§*2=§M*1,
zg—c3=M-(-1)+3-0—0=—M,

1 1 1
Z4*C4=M§+3(*§)*0=§M*1,

Z20=M-2+3-2=2M +6.

Tablo 5.5: Birinci iterasyon tablosu

¢; 2 3 0 0 M
Tg cp Vg v, Uy Vg Uy Uy, Oran
T, M 2 [2] 0 —1 3 1 35 =
2, 3 2 1 1 0 -1 0 73
Z;—¢j Zy = %M— 0 —M %M—l 0
2M +6 i

Pozitif kriterler %M —1ve %M — I’dir; % > % oldugundan v, baza girer. Oranlar 2/ % =3ve2/ % =
6’dur; Uy, bazdan ¢ikar ve pivot %’tﬁr.
Ikinci iterasyon. Pivot satir1 2’e béliiniir, yani 3 ile carpilir ve z; satir1 olur: (311,0, -3,1 )- Ta

.. 1
satirindan yeni pivot satirmin 3 kati ¢ikarilir:

1 1 1 1

1
2-1|-—2,1,04>,—=— =
2-1]3-3L0+5,—3—2)

1 1
=(1]0,1,%,—2).
(110,1,5,-3)
v,,, slitunu da atilir. g = (2, 3) ile:
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¢; 2 3 0 0

Tp CB Vo U1 Vg U3 Uy
T, 2 3 1 0 3 3
Ty 3 1 0 1 z -3
Z;— ¢ z2g=9 0 0 % —%

Biitiin z; — ¢; < 0 oldugundan tablo optimaldir ve bazda yapay degisken yoktur. Optimal diyet z; = 3
kg B, ve £ = 1 kg B, dir; en kiiciik maliyet min z = 2 - 3+ 3 - 1 = 9 TL’dir. Artik degigkenler x5 =
z, = 0 oldugundan iki vitamin gereksinimi de tam kargilanir: 3+ 1 =4 ve 3 + 3 = 6.

Amac degerindeki M nin katsayis1 10 — 2 — 0 diye azald1. Bu katsay1 bazdaki yapay degiskenlerin
toplamudir, yani eksik kalan vitamin miktaridir: baglangicta 4 4+ 6 = 10 birim, birinci iterasyonda yalniz
r,, = 2 birim A vitamini eksiktir. Uygun bolgenin koseleri (0,4), (3,1), (6,0)’dwr ve amag degerleri
12,9, 12’dir; grafik yontem de ayni sonucu verir.

|

Maksimum probleminde yontem aynidir; yalniz yapay degiskenlerin amag katsayis1 —M olur ve se¢im
kurali tersine déner.

Ornek 5.4 (Esitlik ve bityiik-esit kisitli bir maksimum problemi). Asagidaki problemi Biiyitkk M
yontemiyle ¢oziniiz.
T, +x9 >3
T, — Ty =1
T, + 225 <10
Zq,,T9 >0

max z = 2z; + T4

Cozim.
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Sekil 5.3: Maksimum 6rneginde uygun ¢6ziimler kiimesi x; — X, = 1 dogrusunun (2, 1) ile (4, 3) arasindaki
parcasidir (kalin). Bityitkk M yolu: X, = (0, 0) — X, = (1, 0) — X, = (2, 1) — X5 = (4, 3); ici bos ¢izilen
ilk iki nokta uygun degildir. Kesikli dogru z = 2x, + x, = 11 seviye dogrusudur.

Standart form. Birinci kisittan x4 artik degiskenini ¢ikarir, tictincii kisita z, aylak degiskenini ekleriz.
Ikinci kisit esitliktir ve sag tarafi 1 > 0’dr; oldugu gibi kalir:
T, —x9 =1
z 7 2 Oa .7 = L_4

max z = 2z, + T4 + 0z3 + Oz,

Coziilebilir hal. Ugiincii denklemin birim siitunu z,, tiir. Birinci denklemde z5’{in katsayis1 —1'dir;
ikinci denkleme ise hi¢ yeni degisken eklenmedi. Standart form birim matris icermedigi icin hentiz
simpleks yontem ile ¢oziilebilir halde degildir. Bu iki denkleme z,, ve z,, yapay degiskenlerini ekleriz;
maksimum problemi oldugundan katsayilar1 — M dir:
Ty +xy—23+T, =3
T, —zytx, =1
T, +2xy +2, =10
Ly-eey Ly, wulvmu2 >0
max z = 2z, + Ty + 0z3 + Oz,
-Mz, —Mz,,

Baslangic baz1 B, = (v, ,v,,,v,), g = (—M,—M,0)’dur.
Simpleks kriterleri.
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Z—cy=(-M-1—M-140-1)—2=—2M —2,
Zg—Cy=(—M-1—M-(=1)+0-2) —1=—1,
zg—Cg=(—M-(-1)—M-04+0-0)—0=M,

29=—M-3—M-14+0-10=—4M.

v, slitununda iki yapay satirin elemanlar1 1 ve —1 oldugundan M ler birbirini gétiirdi.
Giren ve cikan vektér. Maksimum probleminde en negatif z; — c; girer. Negatif kriterler —2M — 2
ve —1’dir. M’nin katsayilar1 —2 < 0 oldugundan en negatifi —2M — 2’dir ve v, baza girer. Oranlar %,

1, 1%dir; en kiiciigii 1 oldugundan v,,, bazdan ¢ikar ve pivot 1'dir.

Tablo 5.7: Baslangic tablosu

¢ 2 1 0 0 -M -M
Tp cp Vg vy Vg Vg Uy Uy, Uy, Oran
T, —M 3 1 1 -1 0 1 0 8
T, -M 1 [1] -1 0 0 0 1 1=
2
T4 0 10 1 2 0 1 0 0 0
Z;—¢j Zg= —2M — -1 M 0 0 0
—4M 29

Birinci iterasyon. Pivot 1 oldugundan z,, satir1 aynen kalir ve z; satirt olur: (1| 1, —1, 0, 0, 0); son

eleman v, sttunundadir. z,, ve z, satirlarinin v, elemanlar1 1 oldugundan ikisinden de yeni pivot
satir1 bir kez ¢ikarilir:

2, :(3—1]0,1+1,-1,0,1) = (2]0,2,-1,0,1),
z,:(10-1]0,241,0,1,0)=(9]0,3,0,1,0).
vy, situnu atilr. ¢g = (—M, 2,0) ile:
Zg—Cp=—M-24+2-(-1)4+0-3—1=—-2M —3,

Z3—cy=—M-(=1)+2-040-0—0= M,
2p=—M-2+42-140-9=—2M +2.

Tablo 5.8: Birinci iterasyon tablosu

¢ 2 1 0 0 -M

Tp cp Vg v Vg Vg Uy Uy, Oran

T, -M 2 0 2] -1 0 1 2=

1

T, 2 1 1 —1 0 0 0

T, 0 9 0 3 0 1 0 2
z;—¢; Zy = 0 —2M — M 0 0

—2M + 319
2

Tek negatif kriter —2M — 3’tiir; v, baza girer. z; satirindaki —1 oran testine girmez; oranlar % =1ve
3 = 3’tiir. v,,, bazdan gikar ve pivot 2’dir. Bu tablonun ¢éziimii (7, z5) = (1,0) heniiz uygun degildir:

Ty — Ty = 1 saglanir ama zy + x5, = 1 < 3’tiir ve eksik 2 birimi z,, = 2 tagir.
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Ikinci iterasyon. Pivot satir1 2’ye béliiniir ve ., satir1 olur: (10,1, —%, 0 ). z; satirina yeni pivot
satir1 bir kez eklenir, z, satirindan t¢ kez ¢ikarilir:

1 1
21 (14+1]1,0,0~5,0) = (2]1,0,—5,0),

53
3 3
x4:(9—3|O,0,0+§,1)=(6|0,0,§,1).
v,,, stitunu da atilr. ¢ = (1, 2,0) ile:
1 1 3 3
zg=1-1+2-240-6=5.

Tablo 5.9: Ikinci iterasyon tablosu

¢ 2 1 0 0
Tg cp v vy Vg Ug Uy Oran
Ty 1 1 0 1 -3 0 -
T, 2 2 1 0 -3 0 -
T, 0 6 0 0 (3] 1 % =
z;—¢; 2=5 0 0 31 0

Yapay degiskenlerin hepsi bazdan ¢ikty; (24, 2,5) = (2, 1) orijinal problemin uygun bir ¢éztimiidiir ve
z = b5’tir. Ama z3 — ¢3 = —3 < 0 oldugundan maksimuma ulasilmadi; vy baza girer. vg siitununda
yalniz z, satirimin eleman pozitiftir: oran 6/ % = 4, v, bazdan cikar ve pivot %’dir.

Uciincii iterasyon. Pivot satir1 % ile carpilir ve x4 satir1 olur: ( 410,0,1, % ) x4 ve zq satirlarinin vy
elemanlar1 —% oldugundan ikisine de yeni pivot satirinin % kat1 eklenir:

1 1
:1)22(1+2|0,1,0,0+§):(3|071,0,§),

1 1
21:(2+2[1,0,0,0+ ) = (4] 1,0,0, 3).

ég = (1,2,0) le:

1 1 2
24*04:1'54'2'54'0'5*0:1,

2=1-34+2-440-4=11

Tablo 5.10: Uciincii iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; 2 1 0 0
Tp Ccp (2 UV Uy V3 Uy
Ty 1 3 0 1 0 3
T, 2 4 1 0o o %
3 0 4 0 0 1 2

Z;—¢; zg=11 0 0 0 1
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118 Boliim 5. Bityiik M Yontemi

Maksimum probleminde biitiin z; — ¢; > 0 olunca tablo optimaldir; bu tabloda 6yledir. Bazda yapay

degisken olmadigindan optimal ¢6ziim
X* = (21, 2q,23,24) = (4,3,4,0), maxz=2-4+3=11

dir. Saglama: 4 +3 =7 > 3 (fazlazy =4),4 —3=1ve4+6 =10 (z, = 0).

Esitlik kisit1 ytizinden uygun ¢6ziimler bir dogru parcas: olusturur: x; = x4 + 1 yazilirsa birinci kisit
xy > 1, tglinct kisit x4, < 3 verir. Par¢anin ug noktalar1 (2,1) ve (4, 3)’tiir ve amag degerleri 5 ile
11°dir. Yontem uygun olmayan iki noktadan ge¢ip 6nce (2, 1) ucuna, sonra optimal (4, 3) ucuna ulast1.
|

5.6 Uygun Coziimii Olmayan Problem

Simdi Teorem 5.2 teoreminin 6ngérdiigii durumu bir 6rnekte gorelim.
Ornek 5.5 (Uygun ¢oziimii olmayan bir maksimum problemi). Asagidaki problemi Biiyilk M
yontemiyle ¢6zmeye ¢alisiniz.
T, +xy <2
2z +3zy > 12
T,y >0
max z = 3z; + 2z,

Coziim.

2X; + 3%, 212

34 eksik: 6

X;+X,<2

Xo

&

Sekil 5.4: Kisitlarin ikisini birden saglayan nokta yoktur: x; + x, < 2 liggeni ile 2x, + 3x, = 12 yar1
diizlemi (ikisi de boyali) kesismez. Yontem X, = (0, 0) noktasindan ii¢genin X; = (0, 2) kdgesine gider
ve durur; orada 2x, + 3x, = 6'dir ve eksik kalan 12 - 6 = 6 birimi (kesikli parca) yapay degisken tagr.

Standart form ve c¢oziilebilir hal. Birinci kisita x5 aylak degiskenini ekler, ikinci kisittan z, artik
degiskenini ¢ikaririz. Tkinci denklemin birim siitunu olmadig1 icin ona z,, yapay degiskenini ekleriz;
maksimum problemi oldugundan katsayis1 —M dir:
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5.6 Uygun Coziimi Olmayan Problem 119

T+ 2y + T3 =2
22, + 30y — a4+, =12
wy 20
1
max z = 3z + 2zy + 0z3 + 0z, — Mz,

1'1,152,1'3,154,1‘

Baslangic baz1 B, = (v3,v,, ), ¢g = (0, —M)’dir.
Simpleks kriterleri.
L~ =(0-1—M-2)—3=—2M—3,
y—Cy=(0-1—M-3)—2=—3M—2,
y—ci=(0-0—M-(—1))—0=M,
2=0-2—M 12 =—12M.

Maksimum probleminde en negatif kriter girer. M nin katsayilar1 —3 < —2 oldugundan en negatifi
—3M — 2’dir ve v, baza girer. Oranlar T=2ve 3 = 4’tiir; v4 bazdan ¢ikar ve pivot 1°dir.

Tablo 5.11: Baslangi¢ tablosu

¢; 3 2 0 0 —M
Tp Ccp Vg v Vg U3 Uy Uy, Oran
T4 0 2 1 [1] 1 0 0 2=
T, —M 12 2 3 0 -1 1 2
Z;—¢j Zg = —2M — —3M — 0 M 0
—12M 3 2 1

Birinci iterasyon. Pivot 1 oldugundan x4 satir1 aynen kalir ve x4 satir1 olur: (21,1,1,0,0). =
satirindan yeni pivot satirinin 3 kati ¢ikarilir:

(12-6]2—3,3-3,0-3,-1-0,1-0)
=(6]-1,0,-3,—1,1).
ég = (2,—M) ile:
z21—¢;=2-1-M-(-1)—3=M—1,
Zg—cg=2-1—M-(-3)— 0—3M+2,
Zi—cy=2-0— M (—1)—0= M,
z0_2-2—M-6——6M+4.

Tablo 5.12: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; 3 2 0 0 —-M
I'p CB Yo U1 Vg Us Vg Uy,
Ty 2 2 1 1 1 0 0
z, —M 6 —1 0 -3 —1 1
1
Z;—¢j Zg=—6M+4 M-1 0 3M+2 M 0

Kriterlerde M nin katsayilar1 1, 3, 1 pozitiftir; yeterince bityitk M icin biitiin Zj—¢; = 0’dir ve tablo
optimaldir. Ama bazda z, = 6> 0 yapay deZiskeni kaldi. Teorem 5.2 geregi problemin uygun
¢oziimii yoktur; dolayisiyla optimal ¢6ztimden de s6z edilemez.
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Bunu dogrudan da gérebiliriz. z,, z, > 0 iken birinci kisittan
2z, + 325 <3z, + 32, =3(z; +2,) <3-2=6

¢ikar; oysa ikinci kisit 22, + 3z, > 12 istiyor. Tablonun gosterdigi (z,,x5) = (0, 2) noktasinda 2z, +
3z, = 6’dir ve eksik kalan 12 — 6 = 6 birimi yapay degisken tasir. Yukaridaki esitsizlik bu eksigin
6’dan asag1 inemeyecegini gosteriyor: yontem, eksigi olabildigince kiiciiltiip durmustur.

n

Lineer programlama problemi béliimiindeki diyet problemi (Ornek 1.2) de bdyledir. Orada kolesterol
sinir1 yiziinden C vitamini gereksiniminin karsilanamayacagini elle gostermistik. Bityitk M yontemi bunu
kendiliginden fark eder. A, C ve D vitamini kisitlar1 > bi¢ciminde oldugu icin bu ti¢ denkleme birer yapay
degisken eklenir; kolesterol kisitinin aylak degiskeni ise hazir bir birim siitun verir. Ug iterasyon sonunda
ulagilan optimal tabloda x5, = % kg et bulunur ve A ile C vitamini satirlarinin yapay degiskenleriz, = 6—57
ve z, = 14 degerleriyle bazda kalir. Teorem 5.2 geregi diyetin uygun ¢6zimi yoktur. Yapay degiskenler
burada da eksik kalan vitamini 6l¢er: kolesterol sinirinin izin verdigi 1,6 kg et 1,6 mg A ve 16 mg C

vitamini verir; A vitamininden 15 — 1,6 = 13,4 mg, C vitamininden 30 — 16 = 14 mg eksik kalir.

Bazda Sifir Degerli Yapay Degisken

Son olarak Onerme 5.3 énermesinin ikinci maddesini, yani gereksiz bir kisit yiiziinden yapay degiskenin
bazda sifir degerle kaldig1 durumu gorelim.

Ornek 5.6 (Gereksiz kisitli bir problem). Asagidaki problemi Biiyiik M yontemiyle ¢oziiniiz.

Ty +xy=2
2z, + 2z, =4
T1,T5 20

minz = z; + 27,

Coziim.
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2%, + 2X, =4

X, + X, =2

Xo

Sekil 5.5: 1ki kisit ayn1 dogruyu verir; uygun ¢dziimler kiimesi (0, 2) ile (2, 0) arasindaki kalin parcadur.
Yontem uygun olmayan X, = (0, 0) noktasindan tek adimda optimal X, = (2, 0) kosesine gider. Kesikli
dogru z = x; + 2x, = 2 seviye dogrusudur.

Coziilebilir hal. iki kisit da esitliktir ve sag taraflar1 negatif degildir; problem standart formdadir.
Hicbir denklemde birim siitun olmadig: icin ikisine de yapay degisken ekleriz; minimum problemi
oldugundan katsayilar1 + M dir:
Ttz +x, =2
22, +2xy 1z, =4
Ty, Loy Ty, Ty, =0

minz =z, + 2z, + Mz, + Mz,

Simpleks kriterleri. ¢z = (M, M) ile
z—¢=M-1+M-2)—1=3M -1,
zg=M-24+M-4=06M.
Minimum probleminde en biiyiik pozitif kriter girer. Iki kriterde de M nin katsayis1 3’tiir; sabit terim-

lerde —1 > —2 oldugundan 3M — 1 daha biytktir ve v; baza girer. Oranlar % =2ve % = 2 esittir.
Esitlik durumunda iki satirdan biri segilebilir; birinci satir1 segelim. Uy, bazdan c¢ikar ve pivot 1’dir.
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122 Boliim 5. Bityiikk M Yontemi

Tablo 5.13: Baslangig tablosu

¢; 1 2 M M
Tg cp U vy Uy Vy, Vy, Oran
T, M 2 1] 1 1 0 2=
,, M 4 2 2 0 1 3
z;—¢; zqg = 6M 3M — 3M — 2 0 0
)

Birinci iterasyon. Pivot 1 oldugundan z,, satur1aynen kalir ve z; satir1 olur: (2 | 1, 1, 0); son eleman

v,,, situnundadir. z,, satirindan yeni pivot satirinin 2 kat1 ¢ikarilir:

u

(4—4]2-2,2—2,1—-0)=(0]0,0,1).

v,,, siitunu atihr. ¢ = (1, M) ile

Zg—C=1-1+M-0—-2= -1,
29=1-2+M-0=2.

Tablo 5.14: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; 1 2 M

g cp Vg Uy Vg Uy,
z; 1 2 1 1 0
T,, M 0 0 O 1
Zj— ¢ zg=2 0 -1 0

Biitiin z; — ¢; < 0 oldugundan tablo optimaldir. Bazda z,,, yapay degiskeni kaldi, ama degeri 0’dir.
Teorem 5.1 geregi optimal ¢6ziim x; = 2, 5 = 0 ve min z = 2’dir.

,,, satirinin yapay olmayan v; ve v, siitunlarindaki elemanlar1 sifirdur; Onerme 5.3 6nermesinin ikinci
maddesi geregi kisitlardan biri gereksizdir. Gergekten ikinci kisit birincinin 2 katidir: 2(z, + z5) =
2 - 2. Onermenin ispatindaki katsayilar da goriiniir: tablonun ,, satir1, baslangic tablosunun ikinci
satirindan birinci satirin 2 kati ¢ikarlarak elde edildi, yani w; = —2, w, = 'dir. z,,, satir1 yapay
degiskenler sifirken 0 = 0 der ve silinebilir; geriye tek denklemli 2; 4+ x5 = 2 problemi kalur.

Sonucu dogrudan da saglayabiliriz: z; + x4 = 2 lizerinde z = x; + 2z, = 2 4+ x4 > 2’dir ve esitlik
yalmz z, = 0 i¢in saglanir. Oran testinde ikinci satir1 se¢seydik bu kez z,, bazda 0 degeriyle kalirdy;
sonug degismezdi.

]

Bu béliimde Biiyitk M yontemiyle, standart formu birim matris icermeyen problemleri simpleks tablo-
sunda ¢6zmeyi 6grendik. Yontem yapay degiskenleri biiyiik bir cezayla bazdan ¢ikarir; optimal tabloda
yapay degisken kalip kalmadigina bakarak da problemin uygun ¢6ziimii olup olmadigini sgyler. Yontemin
bir zorlugu, her kriteri aM + b bi¢iminde iki parcali tasimaktir; M icin bityiik bir say1 se¢ip hesabi sayisal
yapmak ise yuvarlama hatalarina yol agabilir. Bir sonraki béliimde, Iki faz yoéntemi bélitmiinde, ayni isi M
kullanmadan iki ayr1 asamada yapmay1 gorecegiz: once yalniz yapay degiskenlerin toplamu sifira indirilir,
sonra orijinal amag fonksiyonuyla devam edilir.
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6.1

6. Iki Faz Yontemi

Bir lineer programlama problemi > ya da = bigiminde kisitlar icerdiginde standart formu ¢ogunlukla
birim matris tagimaz; problemi simpleks yontem ile ¢6ziilebilir hale (Tanim 1.9) getirmek i¢in bu kisitlara
yapay degisken (Tanim 1.10) ekleriz. Biiyitk M yontemi béliimiinde yapay degiskenleri amag fonksiyo-
nuna ¢ok bityiik bir M cezasiyla koyup tek bir simpleks ¢6ziimiinde sifira indirmistik. Bu yontemin iki
zayif yani vardir: her tablo hiicresinde a M + b biciminde iki parcali ifadeler tasinir ve M nin “yeterince
biiytik” bir say1 olarak secilmesi gerekir.

Iki faz yéntemi ayni isi iki ayr1 adimda, M kullanmadan yapar. Birinci fazda gercek amag fonksiyonu bir
kenara birakilir ve yalniz yapay degiskenlerin toplami kiigtiltiiliir. Bu toplam sifira inerse problemin bir
uygun temel ¢oziimii elde edilmis olur; inmezse problemin uygun ¢éziimii yoktur. Ikinci fazda birinci
fazin son tablosu gercek amag fonksiyonuyla birlestirilir ve simpleks yontem olagan bicimde stirdiiriiliir.
Bu boliimde yontemin gerekgesini, adimlarini ve birinci fazin sonunda kargilagilabilecek biitiin durumlar:
orneklerle gorecegiz.

Yontemin Fikri

Once birinci fazda céziilen yardimei problemi tanimlayalim ve neden ise yaradigini gorelim.

Problemi standart forma getirdikten sonra, birim situnu olmayan denklemlere z,, , ..., z,, yapay degis-
kenlerini ekleriz. Yapay degiskenler disindaki biitiin degiskenlere (orijinal degiskenler ile aylak ve artik
degiskenler) bu bolimde gercek degiskenler, siitunlarina da gercek siitunlar diyecegiz.

Tanim 6.1 (Yardimci problem). Simpleks yontem ile ¢6ziilebilir hale getirilmis bir problemde kisitlar
ve isaret kosullar1 aynen korunup amag fonksiyonu yerine

ming =z, +o,, +..+2,

yazilarak elde edilen probleme yardimci problem, g fonksiyonuna yardimci amac¢ fonksiyonu denir.
g’de yapay degiskenlerin katsayis1 1, gercek degiskenlerin katsayisi 0’dir. Orijinal problem maksimum
problemiyse yardimci amag, ayni anlamda olmak tizere

maxg = —Z’ul - l‘uz — . — Z’uk

bi¢ciminde yazilir; bu durumda yapay degiskenlerin katsayis1 —1°dir.

Yani yardimci problem “gergek amaci unut, yalmz yapay degiskenlerden kurtul” der. Yapay degiskenler
negatif olamadig i¢in toplamlar: da negatif olamaz; toplamin en kiigiikk degeri ancak biitiin yapay degis-
kenler sifirken 0 olur. Iki yazilis arasindaki fark yalniz isarettir: Onerme 1.3 geregi

max (—z, —..—, )=—min(z, +..+z,)

olur. Orijinal problem maksimumsa yardimec1 problemi de maksimum olarak yazariz, boylece iki fazda
ayni secim kuralini kullaniriz: maksimumda en negatif z; — c; girer, minimumda en biiyiik pozitif z; —
¢; girer. Bitylik M yontemindeki +M katsayilarinin yerini burada +1 almistir.

Onerme 6.1 (Yardimc1 problem ve uygunluk). Standart formdaki kisitlar AZ = 5 T > 0,5 > 0 olsun
ve yapay defiskenler eklenmis kisitlar AZ + EZ,, = b, >0, Z,, = 0 biciminde yazilsin. Burada 2, =
(T, s s Ty, ) yapay degiskenlerin vektorii, E ise siitunlari yapay degiskenlerin birim siitunlari olan m x k
matristir ming = x,, + ... + x,, yardimei problemi igin:

1. Yardimci problemin uygun ¢oziimii vardir ve her uygun ¢oziimde g > 0°dir; bu yiizden birinci faz sinirsiz
¢oziimle bitemez.

2. Orijinal problemin uygun ¢oéziimii vardir < yardimci problemin minimum degeri 0’dir.

3. min g = 0 ise yardimci problemin optimal ¢oziimiinde %, = 0°dur ve Z kismu orijinal problemin bir uygun
coziimiidir.
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Ispat.

1. Yapay degiskeni olmayan her denklemde, yalniz o denklemde katsayisi 1 ile goriinen bir gercek degisken
vardir (¢ogunlukla bir aylak degisken). Bu degiskenlere ve yapay degiskenlere kendi denklemlerinin b,
degerini, geri kalan biitiin degiskenlere O verelim. Bu, baslangi¢ tablosunun temel gb’zilmﬁdilr;g > 0 oldu-
Zundan biitiin degiskenler negatif degildir ve ¢oziim uygundur. Her uygun ¢oziimde x,,. > 0 oldugundan
g=21, +..+x, =07drgalttan0 ile ssnirl oldugu i¢in ygrdzmcz problem sinirsiz olamaz. ~
2. (=) & orijinal problemin bir uygun ¢éziimii olsun. AZ = b ve > 0 oldugundan (Z,%,) = (Z,0)
yardimci problemin kisitlarini saglar ve bu noktada g = 0°dir. 1. maddeye gore g hicbir uygun ¢oziimde
0°dan kiigiik olamaz; o halde yardimci problemin minimum degeri 0’dir.

(<) Yardimci problemin minimum degeri 0 olsun ve minimum (Z*,Z;,) noktasinda alinsin. 7, + ... +
zy, = 0 ve her terim negatif olmadifindan her z;, = 0°dwr. Kisita yerine koyarsak AZ* + E0 = Az* =
b ve &* > 0 olur; yani £* orijinal problemin bir uygun ¢éziimiidiir.

3. Bu, bir onceki paragrafta gosterildi.

mMaxg = —Ty, — ... Ty, yazilisinda her sey isaret degistirerek aynen gecerlidir: g < 0 olur ve kosul
max g = 0 bigimini alir.
| ]

Onerme yontemin biitiin mantigini tagir. Birinci faz yardimci problemi simpleks yontemle ¢ozer. Sonugta
g # 0 ¢ikarsa orijinal problemin hi¢ uygun ¢éziimii yoktur; g = 0 ¢ikarsa birinci fazin son tablosu, orijinal
problemin bir uygun temel ¢6ziimiinii gosterir ve ikinci faz oradan baslar.

Hesaplarda bir kisaltma daha yapacagiz. Birinci fazda bir yapay vektor bazdan ¢ikinca onun degiskeni
0 olur. Bu degiskeni bir daha baza sokmayiz ve stitununu tablodan atariz. Bu, o yapay degiskeni kalici
olarak 0’a esitlemek demektir. Onermedeki akil yiiriitme bu kii¢iilmiis yardimci problem igin de aynen
gecerlidir: orijinal problemin her uygun ¢6ziimi, biitiin yapay degiskenleri 0 olan bir nokta olarak
kiigilmiis problemde de bulunur. Béylece her iterasyonda tablo biraz daralir.

Birinci Fazin Sonu: U¢ Durum

Birinci faz, yardimei problemin optimal tablosuyla biter. Bu tabloda bakacagimiz sey ¢’nin degeri ve yapay
degiskenlerin bazda olup olmadigidur.

Durum 1: g # 0

Yardimci amag sifira inmemisse, Onerme 6.1 geregi orijinal problemin uygun ¢oziimii yoktur ve
ikinci faza ge¢ilmez. Bu durumda en az bir yapay vektér bazdadir ve degiskeni pozitif bir degerle ¢oziimde
kalmigtir: simpleks yontem, o yapay degiskenin karsiladig1 kisit1 gercek degiskenlerle saglamanin bir
yolunu bulamamuistir. Gergek bir uygulamada bu, modelin kisitlarinin birbiriyle ¢elistigini gosterir; model
kurulurken bir kisit yanlig yazilmis olabilir.

Durum 2: g = 0 ve bazda yapay vektor yok

En sik kargilasilan durum budur. Biitiin yapay vektérler bazdan ¢ikmustir, dolayisiyla tablonun temel
¢dziimil yalniz gercek degiskenlerden olusur ve orijinal problemin bir uygun temel ¢dziimiidiir. fkinci faza
sOyle gegilir:

1. Birinci fazin optimal tablosunda hala duran (temel dis1) yapay degiskenlerin siitunlar: atilir.

2. Orijinal amag fonksiyonu ile birinci fazin optimal tablosu birlestirilerek ikinci fazin baslangi¢ tablosu
kurulur: ¢; satirina orijinal amag katsayilari, ¢ siitununa baz degiskenlerinin orijinal amag katsayilari
yazilir ve z; — c; satir1 ile 2, yeniden hesaplanir.

3%
3. Simpleks yontemin adimlariyla devam edilir.

Tablonun gdvdesinin neden aynen kaldigini hatirlayalm. y,; sayilari, v; vektdriinin baz vektérleri
cinsinden yazilisindaki katsayilardir; v, stitunu da temel ¢6ztimdiir (Bolim 4.3). Bunlar yalniz kisitlara
ve baza baghdir, amag katsayilarina bagh degildir. Amac fonksiyonu degisince yalniz c;, ¢ ve bunlardan

hesaplanan z, = ¢Xv., z, = ¢X v, degerleri degisir.
J B Y3 ~0 B "0
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6.2 Birinci Fazin Sonu: U¢ Durum 125

Durum 3: g = 0 ama bir yapay vektor sifir degerle bazda

Bu durum dejenere (Tanim 2.6) tablolarda ortaya ¢ikar: g = 0 oldugu i¢in biitiin yapay degiskenler sifirdur,
ama bunlardan biri, 6rnegin z,,, r. satirda y,., = 0 degeriyle hala bazdadir. Yukaridaki 1. adim yalniz temel
dis1 yapay stitunlari atar; bazdaki x,,’nun siitunu atilamaz, ¢iinkii o siitun baz matrisinin bir parcasidir.
Onu bazda birakip ikinci faza ge¢mek de giivenli degildir: ikinci fazda baza pozitif bir degerle giren bir
vektoriin 7. satirdaki elemani negatifse, doniisiim sonrasi z,, pozitif bir deger alir ve bulunan nokta orijinal
kisitlari saglamaz. Bu yiizden ikinci faza ge¢meden 6nce x,,"yu bazdan cikaririz. Bunu iki 6nerme miimkiin

kilar.

Onerme 6.2 (Sifir degerli yapay degiskeni bazdan cikarma). Birinci fazin optimal tablosunda z,,
yapay defiskenir. satirday,, = 0 degeriyle bazda olsun ve birv,, gercek siitununday,;, # 0 olsun.y,.,, pivot
eleman alinarak (isareti ne olursa olsun) doniisiim kurali uygulanirsa vy, baza, x,, = 0 degeriyle girer, x,,
bazdan ¢ikar ve v siitunu degismez. Yeni tablonun temel ¢oziimii eskisiyle ayni noktadir; ozellikle uygundur
ve g = 0’dw.

ispat.

vy, stitununun baz vektorleri cinsinden yazilisinda v, ’nin (yani x,, 'nun siitununun) katsayist y,.,, + 0’dur.
Bu yiizden v, yerine vy, konunca vektorler yine lineer bagimsiz kalir ve yeni bir baz elde edilir; doniisiim
kurali (Boliim 4.4) bu bazin tablosunu verir. Kurali vy siitununa uygulayalim. Pivot satiri igin

/ Yro 0
Yo = —=—=0,
Yrk Yrk
diger her i satiri igin
Yir Y
Yio = Yio — % = g0 — 0 = yy
Yrk

bulunur. Demek ki bazda kalan degiskenlerin degerleri degismez ve yeni giren x;, defiskeni O degerini
alir. Degiskenlerin degerleri ayni kaldigi icin nokta aymidir; biitiin degerler negatif olmadigindan ¢oziim
uygundur ve yapay degiskenlerin hepsi hala sifir oldugundan g = 0’°dwr.

Simpleks yontemde pivot elemanin pozitif olmasi, yeni v siitununun negatif olmamasu icin gerekiyordu.
Burada y, = 0 oldugu i¢in v, siitunu hi¢ degismez; bu yiizden negatif bir pivot da kullanilabilir.

|

Yani sifir degerli yapay degisken, ayni noktada kalinarak yerini bir gercek degiskene birakir. Bu pivot,
amag fonksiyonunu iyilestirmek icin degil, yalniz bazi temizlemek i¢in yapilir; bu yiizden giren siitun
z; — ¢; degerine bakilmadan, r. satirda sifirdan farkli elemani olan herhangi bir gercek siitun arasindan
secilir.

Geriye r. satirin buitiin gercek siitunlardaki elemanlarinin sifir oldugu durum kaliyor.

Onerme 6.3 (Gereksiz kisit). Birinci fazin optimal tablosunda x,, yapay degiskeni r. satirda y,o = 0
degeriyle bazda olsun ve her gergek v, siitunu iciny, ; = 0 olsun. O zaman orijinal kisitlardan biri digerlerinin

lineer birlesimidir ve tablonun r. satir1 ile x,, degiskeni atilabilir; kalan tablo, orijinal problemin kisitlariyla
ayni ¢oziim kiimesini tanimlar.

Ispat.

Tablo, yapay degiskenler eklenmis AZ + EZ,, = b sisteminden elemanter satir islemleriyle elde edilmistir.
Elemanter satir islemleri tersinir oldugundan tablonun satirlarinin belirttigi denklem sistemi bu sistemle
ayni ¢oziimlere sahiptir.

Orijinal problemin ¢oziimleri yapay defiskenlerin hepsinin sifir oldugu ¢éziimlerdir. Z,, =0 yazinca
tablonun r. satiri, biitiin gercek katsayilar: ve sag tarafi sifir oldugundan

0-z¢+0-2,+..=0

denklemine doniisiir. Bu denklemi her nokta saglar; atilmast ¢éziim kiimesini degistirmez. Ote yandan
tablonun r. satiri, orijinal denklemlerin \q, ..., A,,, katsayili bir lineer birlesimidir ve satir islemleri tersinir
oldugundan bu katsayilarin hepsi birden sifir olamaz. Gergek siitunlarda ve sag tarafta sifir verdigine gore,
orijinal denklemlerin sifir olmayan bir lineer birlesimi0 = 0 6zdesligini verir. Katsayisi sifirdan farkli olan

Acgik Matematik - acik-matematik.com 125 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

126 Béliim 6. iki Faz Yontemi

denklemlerden biri, bu esitlikten digerleri cinsinden ¢oziilebilir; yani o kisit digerlerinin lineer birlesimidir
ve bilgi tasimaz.
|

Yani bu durumda kisitlardan biri gereksizdir (fazladir): digerleri saglaninca kendiliginden saglanir.
Ornegin tigiincii kisit ilk iki kisitin toplamiysa, birinci faz bunu bizim yerimize fark eder ve o satirt
biitiintiyle sifirlar.
Ozetle Durum 3'te, sifir degerle bazda kalan her yapay degisken ya Onerme 6.2 ile bazdan ¢ikarilir ya da
Onerme 6.3 ile satirtyla birlikte atilir. Bundan sonra bazda yapay vektér kalmaz ve Durum 2’deki adimlarla
ikinci faza gecilir.

Yontemin Adimlar:

Simdi yontemi bastan sona bir regete olarak toplayalim.

© Alti adimda iki faz yontemi

1. Sag taraflar1 diizenle. Sag tarafi negatif olan kisitlar1 —1 ile ¢arp; esitsizligin yonii doner.

2. Standart forma getir. < kisitlara aylak degisken ekle, > kisitlardan artik degisken cikar; amactaki
katsayilar1 0’dur.

3. Yapay degisken ekle. Birim siitunu olmayan her denkleme (cogunlukla > ve = kisitlarina) bir
z,. = 0 yapay degiskeni ekle; problem artik simpleks yontem ile ¢6zilebilir haldedir.

4. Birinci faz. Amac fonksiyonunu yardimer amacla degistir: minimumda ming =z, + ... + 7,
maksimumda max g = —z,, — ... — &, ; gercek degiskenlerin katsayis1 0’dwr. Bu problemi simp-
leks yontemle ¢6z; bazdan ¢ikan yapay vektoriin stitununu at.

5. Birinci fazin sonu. g # 0 ise uygun ¢oziim yoktur, dur. g = 0 ise sifir degerle bazda kalan yapay
degiskenleri pivotla bazdan c¢ikar ya da gereksiz satirlariyla birlikte at; sonra temel dis1 yapay
siitunlari at.

6. Ikinci faz. c; satirina ve cp siitununa orijinal amag katsayilarini yaz, z; — c; ve z, degerlerini

3 3%
yeniden hesapla ve simpleks yontemle optimal tabloya kadar devam et.

Uygun Co6ziimii Olan Problemler
Receteyi once kii¢iik bir minimum probleminde, sonra ti¢ degiskenli bir maksimum probleminde uygula-
yalim. ki 6rnekte de birinci faz Durum 2 ile biter.
Ornek 6.1 (Iki degiskenli bir minimum problemi). Asagidaki problemi iki faz yontemiyle ¢oziiniiz.
Ty +xzy >4
T, +3z9 > 6
T,y >0
min z = 2z, + 3z,

Coziim.
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6.4 Uygun Coziimii Olan Problemler 127

Xz

N uygun bolge

Sekil 6.1: Birinci fazin izledigi yol: (0, 0) — (0, 2) — (3, 1). Ilk iki nokta uygun bslgenin disindadir
(yapay degiskenler pozitiftir); (3, 1) kosesine gelindiginde g = 0 olur. kinci faz bu kégseden baglar ve
kesikli z = 9 seviye dogrusu onun optimal oldugunu gésterir.

1-3. adimlar. Sag taraflar 4 ve 6 negatif degildir. Once problemi standart forma getirelim: iki > kisittan
x4 ve x, artik degiskenlerini ¢ikaririz. Artik degiskenlerin siitunlar1 —1 icerdiginden standart form
birim matris tasimaz; heniiz simpleks yontem ile ¢éziilebilir halde degildir. Iki denkleme de birer yapay
degisken ekleriz (bu problemin ¢oziilebilir hale getiriligini Ornek 1.20 icinde gérmiistiik):

Ttz —23+2, =4
z +3z, -~z +,, =6
Ty, Loy T3, Tgy Ty Ty, =0

) u2

Birinci faz. Problem minimum problemi oldugundan yardimc1 ama¢ ming = z,, + z,,_"dir: ¢; satirin-
da yapay siitunlarin altma 1, digerlerinin altina 0 yazilir. Baglangig tablosunda ¢ = (1,1) oldugundan
her stitunun kriteri iki satirin toplami eksi ¢, dir; 8rneging, —c, =1+3 —0=4veg, =4+ 6 = 10.

Minimum probleminde en bilyiik pozitif kriter girer. max{2,4} = 4 oldugundan v, baza girer. Oranlar

‘—11 =4ve g = 2’dir; en kii¢iigti z,,, satirindadir. v, bazdan ¢ikar ve pivot 3’tir.
Tablo 6.1: Baslangic tablosu — Faz 1
¢; 0 0 0 0 1 1
Tp cp Vg vy Vg Vg Uy Uy, Uy, Oran
z,, 1 4 1 1 -1 0 1 0 $
T, 1 6 1 3] 0 —1 0 1 S
9; =6 g(i O= 2 41 -1 -1 0 0

Pivot satir1 3’e boliiniir ve z, satir1 olur: (2 | 3,1,0,—1 )- T,,, satirndan bu yeni satir bir kez, g; —
¢; satirindan 4 kez ¢ikarilr. Ornegin T, satirmin v, elemani 4 — 2 = 2, v; eleman1 1 — % = %; 9o =
10—4-2=2veg, —¢; =2— % = % olur. Bazdan ¢ikan v,,, stitununu tablodan atiyoruz.
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128 Béliim 6. iki Faz Yontemi

Pozitif kriterler 2 ve 3’tiir; en biiyiigii v, 'inkidir ve v, baza girer. Oranlar 3 /3 =3 ve g /3 = 6 oldu-
gundan v, bazdan cikar; pivot £ 2°tiir.

Tablo 6.2: Birinci iterasyon tablosu — Faz 1

¢ 0 0 0 0 1
Tpg cp Vo vy Vg U3 Uy Uy, Oran
T, 1 2 [2] 0 —1 3 1 35 =
Ty 0 2 3 1 0 -1 0 73
9 — ¢ go =2 24 0 —1 3 0
P S 1 S

da 2 5 kat1 ¢ikarilir; bitiin kriterler ve g, sifir olur. v, siitununu da atiyoruz.

Tablo 6.3: ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 1

;¢ 0 0 0
Ty Ccp Vo vy Uy Ug Uy
T, 0 3 1 o0 -3 1
Ty 0 1 o 1 i -1
gj —¢; go=0 0 O 0 0

Pozitif kriter kalmadi; yardimci problemin optimumuna ulagildi ve min g = 0’dir. Bazda yapay vektor
yoktur (Durum 2). Temel ¢6ziim x; = 3, 5 = 1, 5 = x, = 0°dir; bu nokta iki kisit1 da esitlikle saglar:
3+1=4,3+3=6.

ikinci faz. ¢; satirma orijinal katsayilar1 (2, 3,0, 0), ¢p stitununa baz degiskenlerinin katsayilarin
(¢; = 2, ¢y = 3) yazip kriterleri yeniden hesaplariz:

3 1 3

23—63:2 (—5)4'3 5—0:—5,
1

Zg—Cy=2- —+3 (——) ="y

20=2-3+3-1=0.
Baz vektorlerinin kriterleri yine sifirdir.

Tablo 6.4: Baslangic tablosu (optimal tablo) — Faz 2

¢ 2 3 0 0
Tp CB Yo U1 Uy Us Uy
T 2 3 1 0 -3 i
Ty 3 1 0 1 3 -3

3 1

Zj—¢; 2o =19 0 0 -3 -5
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6.4 Uygun Coziimii Olan Problemler 129

Minimum probleminde biitiin z; — ¢; < 0 olunca tablo optimaldir; ikinci fazin baslangic tablosu zaten

optimal ¢ikt1. Optimal ¢6zim z; = 3,25 =1lveminz =2-3+3 -1 = 9'dur.

Saglama i¢in uygun bélgenin kdselerine bakalim: (0,4)’te z = 12, (3,1)’de z = 9, (6,0)’da z = 12. En
kiiciik deger gercekten (3, 1)’dedir. Coziimiin bagindaki sekilde birinci fazin izledigi yol gériliyor: ilk
iki temel ¢6ziim uygun bolgenin disindadir, ¢linkii o noktalarda yapay degiskenler pozitiftir.

]

Ornek 6.2 (U degiskenli bir maksimum problemi). Asagidaki problemi iki faz yontemiyle ¢oziiniiz.

Ty +Tyg+x3=2
3T, — 2z + 225 < 3
T, + 25 >3
Tq,%q,Tg >0

maxz = T, + 2z5 + 33

Cozim.
Standart form. Sag taraflar 2, 3, 3 negatif degildir. Ikinci kisita z, aylak degiskenini ekler, iigiincii
kisittan x5 artik degiskenini ¢ikaririz; birinci kisit zaten esitliktir:

Ty + Ty +x3=2

3, — 229+ 225+, =3

T; +2x3 +0xy —z5 =3

Tq,%q, T3, Ty, Ts > 0
maxz = T, + 2z5 + 3z3 + 0z, + Ox;

Simpleks yontem ile ¢oziilebilir hal. Tkinci denklemin birim siitunu z, tiir. Birinci denklemde
(esitlik) ve ticlincii denklemde (z5in katsayis1 —1) birim siitun yoktur; bu iki denkleme z, ve z,,
yapay degiskenlerini ekleriz:

T+ Tyt 3+, =2
3z, —2z9 4+ 225+, =3
Ty + 223 — x5+, =3

Ty ey Ty Ty Ty 2 0

Bu sistemle Biiytik M y6nteminde amag

max z = ¢ + 2z, + 3v3 — Mz, — Mz,
olurdu. Iki faz yénteminde ise énce yardimci problemi ¢ézeriz.
Birinci faz. Orijinal problem maksimum problemi oldugundan yardimci amag

max g = —&, —,,

bicimindedir: yapay siitunlarm c; degeri —1, digerlerininki 0’dir. Baslangic tablosunda cp =
(=1,0,—1) oldugundan her kriter, birinci ve {igiincii satirlarin toplaminin eksisi eksi ¢;’dir; rnegin
g3—c3=—(1+2)—0=-3,g5—c5=—(0—1)=1vegy,=—(2+3) = —5.

Maksimum probleminde en negatif kriter girer. min{—2, —1, -3} = —3 oldugundan v baza girer.
Oranlar % =2, % ve %’dir. En kiiciik oran z, ve z,,, satirlarinda esittir; esitlikte yapay degiskenin
satirini seceriz, ¢linkli amacimiz yapay degiskenleri bir an 6nce bazdan ¢ikarmaktir. v, bazdan cikar

ve pivot 2°dir.
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130 Béliim 6. iki Faz Yontemi

Tablo 6.5: Baslangic tablosu — Faz 1

¢ 0 0 0 0 0 -1 -1
Tp cp Vg vy (N Ug vy Us Vy, Uy, Oran
T, -1 2 1 1 1 0 0 1 0 2
1
T, 0 3 3 —2 2 1 0 0 0 3
T, -1 3 1 0 2] 0 —1 0 1 3=
2
9; — go = —2 -1 =31 0 1 0 0
c —5

Pivot satir1 2’ye boéliniir ve x4 satirt olur: ( % | %,0, 1,0, —% ) z, satirindan bu satir bir kez, z,
satirindan iki kez ¢ikarilir; g; — ¢; satirina ise ii¢ kati eklenir (kriter —3 oldugu igin). Ornegin x,
satirinin v, elemam 3 — 2 - % =0, vy eleman1 0 — 2 - (—%) =1gy,=—5+3": % = —% olur. Bazdan
cikan v, sitununu atiyoruz.

Yeni tabloda z, = 0 olduguna dikkat edelim: oran testindeki esitlik yiiziinden temel ¢6ziim dejenere
oldu. En negatif kriter —1’dir ve v, baza girer. v, siitununda yalmz z,, satirinin eleman pozitiftir (z4

satirinda —2, x5 satirinda 0); oran # = % ve v, bazdan ¢ikar. Pivot 1’dir.

Tablo 6.6: Birinci iterasyon tablosu — Faz 1

¢, 0 0 0 0 0 -1

Tp cp Vg vy Uy Vg vy Vg Uy, Oran
1/2

Ty, -1 1 1 [1] 0 0 i 1 2o
Ty 0 0 2 -2 0 1 1 0 -

3 1 1

g9, — ¢, 9 = —1 —11 0 0 -1 0
2

Pivot 1 oldufundan z,, satir1 aynen kalir ve z, satir1 olur. z, satirina bu satirin iki kat, g; — ¢; satirina
bir kat1 eklenir; z4 satirinin v, elemani 0 oldugundan o satir degismez. Ornegin z, satirinda v, elemani
0+1=1,v elemam 2+ 1= 3, v5 eleman1 1 + 1 = 2 olur ve satwr (1 | 3,0,0,1,2) bicimini alir. v,
siitununu da atiyoruz.

Tablo 6.7: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 1

¢ 0 0 0 0 0

Tg Cp Vg vy Vg Vg Uy Vg
Ty 0 : i 1 0 0 z
Ty 0 1 3 0 0 1 2

T3 0 3 z 0 1 0 -3
g;—¢; 9o =0 0 0 0 0 0
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6.4 Uygun Coziimii Olan Problemler 131

Simpleks kriterleri arasinda negatif olan kalmadi; yardimci problemin maksimumuna ulasildi ve
max g = 0’dir. Bazda yapay vektor yoktur (Durum 2); birinci faz sona erer. Bulunan uygun temel ¢6ztim
(Tqy .oy g) = (0,%,2,1,0) dir.

ikinci faz. ¢; satirmna 1,2,3,0,0; cp stitununa y, 24, T3 icin 2,0,3 yazilir. Kriterler z; = 5§Uj ile
yeniden hesaplanir:

zg—c =2 %4—0 3—}—3% 1=g7
1 1 1
z5—c5=2-§+0-2—|—3 (—§>—O:—§,
1 3 1
z0=2-§+0-1+3§ 5
Maksimum probleminde en negatif kriter girer; tek negatif kriter —1 oldugundan v; baza glrer Vg
stitununda x5 satirmin eleman: —3 < 0 oldugundan o satir teste glrmez Oranlar 1?3 =1lve; Ldir; z,

bazdan ¢ikar ve pivot 2°dir.

Tablo 6.8: Baslangig tablosu — Faz 2

¢ 1 2 3 0 0
T cp Vg v, Uy Vg Uy Vg Oran
T, 2 ! ! 1 0 0 ! i
T, 0 1 3 0 0 1 2] 1
T3 3 3 : 0 1 0 -3 -
z;—¢; zg=14 3 0 0 0 -3

Pivot satir1 2’ye boluntr ve :r5 satir1 olur: ( 7 | 3 5,0, 0,1 3> 1 ). @y satirndan bu sat1r1n 7% kat1 ¢ikarilir,

_ 1
T sat1r1na ve z; — ¢; satirna 5 L kat1 eklenir. Ornegin x4 satirmin vy eleman1 3 + 3 = Tvezp = 4 +

1
1= olur
Tablo 6.9: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 2
¢; 1 2 3 0 0
Tp ‘B Yo U1 Uy Us Uy Us
T, 2 3 -1 1 0 -1 0
s 0 z 3 0 0 z 1
s 3 u g 0 1 3 0
_ 23 9 1

Simpleks kriterlerinde negatif olan kalmadi; optimal ¢6ziime ulasildi:

17 1 23
* . = _ = — * — —_
X (X1, ey T5) (0,4,4,0,2), z

Saglama: 0+ 1+ 1 =2,0—-3+1=3<3;0+7 =

> 3 (artik x5 = 2) amag 7 2 4 2 - 23. Bu
problemin uygun temel ¢oztimleri yalniz ti¢ tanedir: (%3

%) noktasinda z = 5, birinci fazm buldugu

'_‘MI\I

3
(0, é, %) noktasinda z = 1—21 ve optimal noktada z = 2. Ikinci faz, birinci fazin biraktig1 koseden tek
adimda en iyi koseye gecti.
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Uygun Coziimii Olmayan Problemler

Birinci fazin asil giicii, uygun ¢dziimii olmayan bir problemi kendiliginden fark etmesidir (Durum 1). Once
bunu sekille izleyebilecegimiz iki degiskenli bir problemde gorelim.

Ornek 6.3 (Kisitlari celisen iki degiskenli problem). Asagidaki problemi iki faz yéntemiyle ¢oziiniiz.
T+ 1y <2
T, +2x, 26
T,y >0
max z = 3z + 2z,

Cozim.

X, + 2X, = 6

Sekil 6.2: x, + x, < 2 iggeni ile x; + 2x, = 6 yar1 diizlemi birinci bolgede kesismez; uygun ¢6ziim yoktur.
Birinci faz (0, 0) noktasindan (0, 2) kosesine gider ve orada durur: bu noktada x, + 2x, = 4 olup 6'ya 2
birim eksiktir, yani yapay degisken 2 degerinde kalir.

Once problemi standart forma getirelim: birinci kisita x4 aylak degiskenini ekler, ikinci kisittan ., artik
degiskenini cikaririz. Birinci denklemin birim siitunu x5 tiir; ikinci denklemde birim siitun olmadig:
i¢in yalniz ona z,, yapay degiskenini ekleriz:
T+ 2y +x3=2
zy + 2z, —zy +x, =06

11,x2,$3,$4,$u1 >0

Birinci faz. Problem maksimum problemi oldugundan yardimeir ama¢ maxg = —z, 'dir. g =
(0, —1) oldugundan kriterler ikinci satirin eksisi eksi c;’dir: g; —¢; = =1, gy — ¢y = =2, g4 — ¢4 =
1, gy = —6.

Maksimum probleminde en negatif kriter girer; v, baza girer. Oranlar % =2ve g = 3 oldugundan z4
bazdan ¢ikar; pivot 1’dir.
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Tablo 6.10: Baslangic tablosu — Faz 1

¢ 0 0 0 0 ~1
Tg cp Vg vy Uy Vg vy Uy, Oran
T3 0 2 1 1] 1 0 0 2=
T, -1 6 1 2 0 -1 1 s
9 ¢ 9o = -1 -2 0 1 0
—6

Pivot satir1 aynen kalir ve z, satir olur. z,, satirindan bu satirn iki kati ¢ikarilir:
(6-4|1-2,0,0—-2,-1,1)=(2]-1,0,-2,-1,1).
g; — ¢, satirmna iki kati eklenir: gy = —6+4=-2,9; —¢c; =—14+2=1,g3 — ¢ =0+2=2.

Tablo 6.11: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 1

¢; 0 0 0 0 -1
Tg cp U Uy Uy U3 Uy Uy,
Ty 0 2 1 1 1 0 0
T, -1 2 -1 0 -2 -1 1
9; — ¢ go = —2 1 0 2 1 0
Biitiin kriterler negatif olmadigindan yardimeci problemin optimumuna ulagildi. Ancak max g = —2 #

0’dwr: z,, yapay vektorii bazdadir ve degiskeni 2 degerindedir (Durum 1). Onerme 6.1 geregi problemin
uygun ¢oziimil yoktur; ikinci faza gecilmez.
Sonucu dogrudan da gorebiliriz. Degiskenler negatif olmadigindan

Ty + 225 <229 + 225 =2(x, +25) < 4

tiir; yani ikinci kisitin sol tarafi hicbir zaman 6’ya ulagamaz. Birinci fazin durdugu (0, 2) noktasinda sol
taraf 4’tiir ve 6’ya z,, = 2 birim eksiktir. Birinci faz, yapay degiskeni kiictiltebildigi kadar ki¢tiltmus
ve bu eksikten daha azina inememistir.

|

Simdi ayn1 durumu ti¢ degiskenli, esitlik kisit1 da iceren bir minimum probleminde gorelim.
Ornek 6.4 (Uygun ¢6ziimii olmayan ii¢ degiskenli problem). Asagidaki problemi iki faz yéntemiyle
¢oziinliz.
Ty +3xy + x5 > 30
Ty + 2xy — 44 =18
6z, + 9zy + 3z5 < 50
Tq,%q, T3 >0

minz = 3z; + 5zy + 724

Coziim.

Sag taraflar negatif degildir. Birinci kisittan x, artik degiskenini ¢ikarir, ticiincti kisita x5 aylak degis-
kenini ekleriz. Birim siitun yalnz tigiincii denklemde (z5) vardir; birinci denkleme z,, , ikinci denkleme
(esitlik) z,,, yapay degiskenini ekleriz. Bdylece simpleks yontem ile ¢oziilebilir hal

Acik Matematik - acik-matematik.com 133 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

134 Béliim 6. iki Faz Yontemi

zy + 3z, + 23 — x4 + 2, =30
T + 2z — 4wz + 2, =18
6z, + 9zy + 3x53 + x5 = 50
u, =0
min z = 3z, + 5zy + Tx5 + 0z, + Ozy
+Mz, + Mz,

Tyy ey Ty Ty, T

olur. Bu, Bityitk M yéntemiyle c¢oziilecek esas problemdir. 1ki faz ydnteminde amac fonksiyonunu
degistirerek yardimci problemi kurariz.

Birinci faz. Problem minimum problemi oldugundan yardimc: ama¢ ming =z, + z, 'dir. ¢g =
(1,1,0) oldugundan kriterler ilk iki satirin toplami eksi c; 'dir: 6rnegin g, —cy =3 +2 =5,93 —c3 =
1-4=-3vegy=30+18 =48.

Minimum probleminde en biiyiik pozitif kriter girer. Pozitif kriterler 2 ve 5’tir; v, baza girer. Oranlar

% =10, 1—28 =9ve % ~ 5, 56’dir; en kiigiigu x5 satirindadir. vg bazdan ¢ikar ve pivot 9’dur.

Tablo 6.12: Baslangic tablosu — Faz 1

¢ 0 0 0 0 0 1 1

Tp cp Vg vy Vg Vs Uy Vs Vuy Vy, Oran
T, 1 30 1 3 1 —1 0 1 0 2
z,, 1 18 1 2 —4 0 0 0 1 5
Ty 0 50 6 [9] 3 0 1 0 0 2 =
9;— 9o = 2 51 -3 —1 0 0 0

c 48

Pivot satir1 9’a boliiniir ve z, satir1 olur: ( % | %, 1, %, 0, %, 0,0 ) T, satirindan bu satirin 3 katy, Ty,

satirindan 2 kati, g; — ¢; satirindan 5 kati ¢ikarilir. Ornegin:

50 40 50 62
Tuys Vo 130 =3 - = 25 @y, 001182 =

1 14 50 182
.’I}'u2,’l}3:—4—2'§:—?, 9048—5327

Burada iki yapay vektor de bazda kaldigi i¢in atilan siitun yoktur.

Tablo 6.13: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 1

¢ 0 0 0 0 0 1 1
Tp CB Yo U1 Uy Us Uy Us Vu, Uy,
T, 1 2 -1 0 0 -1 —3 1 0
z,, 1 g2 —1 0 —4 0 -2 0 1
z, 0 o 2 1 3 0 3 0 0

_ 4 14 5
g9, —¢; 9 = —4 0 —4 —1 -2 0 0
9

Simpleks kriterleri icinde pozitif olan kalmadi; yardimei problem i¢in optimallik kosulu saglandi. Fakat

ming = % # 0°dir ve iki yapay degisken de pozitif degerle bazdadir: z,, = 40

6.1 geregi esas problemin uygun ¢6ziimii yoktur (Durum 1).

_ 62
3> Ty, = 9.Onerme
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6.5 Uygun Coziimii Olmayan Problemler 135

Bu sonucun sebebi birinci ve {igiincii kisitlarin ¢elismesidir. Degiskenler negatif olmadigindan

dir. Birinci kisit saglanirsa sag taraf en az 3 - 30 = 90 olur; bu durumda tg¢lincii kisitin sol tarafi da en
az 90’dir ve 50’yi agar. ki kisit ayn1 anda saglanamaz; ikinci kisita bakmaya bile gerek yoktur.
]

6.6 Bazda Sifir Degerli Yapay Degisken Kalmasi

Durum 3'ii iki kiiciik érnekte gorelim. Birincisinde yapay degisken bir pivotla bazdan ¢ikarilir (Onerme
6.2), ikincisinde satir1 gereksiz ¢ikar ve atilir (Onerme 6.3).

Ornek 6.5 (Yapay degiskeni pivotla bazdan ¢ikarmak). Asagidaki problemi iki faz yéntemiyle

¢Ozunuz.
20, + o+ x5 =4
4z, + x5 + 225 > 8
T1,T9, T3 >0
maxz = z, + 2z5 + 33
Coziim.

Ikinci kisittan x, artik degiskenini ¢ikaririz. Iki denklemde de birim siitun yoktur (birincisi esitlik,
ikincisinde z, tin katsayis1 —1); ikisine de yapay degisken ekleriz:
20, + o+ 23+, =4
4o, + 2y + 203 — 24+, =8

Ty, Lo, L3, Tyy Ty Ty =0

Birinci faz. Problem maksimum problemi oldugundan yardimc ama¢ max g = —z,, — @,,, 'dir. ¢g =
(=1, —1) oldugundan kriterler iki satirin toplaminin eksisi eksi c;’dir; drnegin g; —c; = —(2 +4) =
—6ve g, =—(4+8) =—12.

Maksimum probleminde en negatif kriter girer; —6 ile v; baza girer. Oranlar 5 = 2 ve & = 2 esittir ve

2 4
iki satir da yapay deiskene aittir; Ustteki ,, satirin segeriz. v, bazdan cikar ve pivot 2°dir.

Tablo 6.14: Baslangic tablosu — Faz 1

¢ 0 0 0 0 -1 -1
Tp cp Vg v, Uy Vg vy Uy, Uy, Oran
T, -1 4 2] 1 1 0 1 0 2=
1
z,, -1 8 4 1 2 -1 0 1 8
9; — ¢ 9o = —6 1 —2 -3 1 0 0
—12

Pivot satir1 2’ye bliniir ve , satirt olur: (2 | 1, 1,2,0 )- ,, satirindan bu satirin 4 kat1 ¢ikarilir:

(8—810,1-2,2—2,—1)=(0]0,—1,0,—1).

g; —c; satirma 6 kati eklenir: gp = —124+12=0, gp —c;, =—2+3 =1, g3 —¢c3=—-3+3=0,
gs—cy = 1. v, sutununu atiyoruz.
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Tablo 6.15: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 1

¢; 0o 0 0 0 -1

T Ccp Vg Uy Uy Vg Uy Uy,
T, 0 2 1 2 1 0 0
€, —1 0 0 -1 0 [-1] 1
g9;— ¢ g=0 0 1 0 1 0

Biitiin kriterler negatif olmadigindan birinci fazin optimumuna ulasildi ve max g = 0’dir; problemin
uygun ¢6ziimi vardir. Ancak z,, sifir degerle bazdadir (Durum 3). Onu bazdan ¢ikarmak icin satirinda
sifirdan farkli bir gercek eleman arariz: v, ve v, siitunlarinda —1 vardir. Herhangi biri secilebilir; v, i1
secelim. Tabloda késeli parantezle gosterilen pivot —1’dir ve negatiftir, ama Onerme 6.2 geregi bu bir
sakinca olusturmaz, ¢iinkii satirin sag tarafi 0°dir.

Pivot satir1 —1’e béliniir ve z, satir1 olur: (0] 0, 1,0, 1). z; satiriin v, eleman 0 oldugundan o satir
degismez. Degiskenlerin degerleri ayni kaldi: ; = 2, geri kalanlar 0. Artik bazda yapay vektor yoktur;
v,,, stitununu atip ikinci faza gegeriz.

Bu adimu atlayip z,,, "yu bazda birakmak neden giivenli degildir, onu da gorelim. z,,  satirinin v, siitu-
nundaki eleman1 —1’dir. fkinci fazda v, baza pozitif bir A degeriyle girseydi, déniisiim kuralt T,, nun
yeni degerini 0 — A - (—1) = A > 0 yapards; bulunan nokta orijinal ikinci kisit1 saglamazdi.

Ikinci faz. ¢; satira 1, 2, 3, 0 yazilir; cp siitununda z; icin 1, z4 i¢in 0 bulunur. Kriterler: 2, — ¢y =

1 __3 _1 _ 5, _ —
5—2——5,23—03—5—3——5,20—1'2—2.

Maksimum probleminde en negatif kriter girer; v; baza girer. v; siitununda z, satirinin elemani 0
oldugundan yalniz x; satirmin orani hesaplanir: % = 4. x; bazdan cikar ve pivot %’dir.

Tablo 6.16: Baslangic tablosu — Faz 2

¢; 1 2 3 0
Tp Cp Vg vy Vg Vg Uy Oran
xy 1 2 1 3 (3] 0 % =
Ty 0 0 0 1 0 1 —
z;—¢; zZg =2 0 —% —g i 0

Pivot satir1 5’ye boliiniir (iki ile carpilir) ve x5 satir1 olur: (4 | 2,1,1,0). z, satir1 degismez. z; — c;

satirina bu satirin g katieklenir: 2y =24+ 10=12,2; —¢; =04+5=5,2y — ¢y = —% + g =1

Tablo 6.17: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 2

¢; 1 2 3 0

g cp O V] Uy Vg Uy
x5 3 4 2 1 1 0
Ty 0 0 0 1 0 1
Z;—¢; zg=12 5 1 0 O

Negatif kriter kalmadi; optimal ¢6ztim ; = 25 = 0, 3 = 4 ve max z = 12’dir. Saglama: 0+ 0+ 4 =
4ve0+04+8=82>8.
Problemin yapist da bunu dogrular. Birinci kisittan 5 = 4 — 2z, — x4 yazip ikincide yerine koyarsak
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6.6 Bazda Sifir Degerli Yapay Degisken Kalmasi 137

Az, + 25 +2(4 — 22, —25) =8 — x4 > 8,

yani z, = 0 ¢ikar. Uygun ¢éziimler 2z, 4+ x5 = 4 dogru parcasidir; u¢ noktalar: (2,0,0) (z = 2) ve
(0,0,4) (z = 12) olup en biiyiik deger ikincisindedir.
]

Ornek 6.6 (Gereksiz kisit1 iceren problem). Asagidaki problemi iki faz yontemiyle ¢oziiniiz.

T+ 2y +23=4

T, + 225 + 323 =6
2z + 3xy + 45 = 10
Tq,%q,Tg >0

min z = 2z, + T4 + 33

Cozim.
Ug kasit da esitliktir ve sag taraflar1 negatif degildir; problem standart formdadir ama birim siitun
yoktur. U¢ denkleme de yapay degisken ekleriz:

1‘1+1J2+$3+l‘u1=4
Ty + 22y + 323+, =
2z, + 3z, + 423+, =10

Ly, Lo, Ty, Ly s Loy Ty, =0
Birinci faz. Minimum problemi oldugundan min g = z,, + z,,, + z,,, tir. ¢ = (1,1,1) oldugundan
her kriter, siitunun {i¢ elemaninin toplamudir: 4, 6, 8 ve g, = 20.
Minimum probleminde en biiyiik pozitif kriter girer; 8 ile v4 baza girer. Oranlar % =4, g =2ve
g’dir; Uy, bazdan ¢ikar ve pivot 3’tiir.

I3

Tablo 6.18: Baglangi¢ tablosu — Faz 1

¢ 0 0 0 1 1 1
Tp cp Vg vy Vg Vg Vy, Vy, Uy, Oran
z,, 1 4 1 1 1 1 0 0 $
T, 1 6 1 2 3] 0 1 0 S
z,, 1 10 2 3 4 0 0 1 o
9;— ¢ go = 4 6 81 0 0 0
20

Pivot satir1 3’e boliiniir ve x5 satir1 olur: (2 | 32,1 )- ,, satirindan bu satir bir kez, z,, satirindan 4
kez, g; — c¢; satirindan 8 kez cikarilir. Ornegin T, satiry

4 8 21
10-8|2—-,3—-,4—4)Y=(2]2,-,0
( 2-5,3-5,4-4)=(2]5,50)
olur. Uy, sitununu atiyoruz.
En biiyiik pozitif kriter 3 tiir ve v; baza girer. Oranlar % =3, % =6ve % = 3’tur. En kiiciik oran

iki yapay satirda esittir; Ustteki ,, satirin segeriz. Pivot %’tﬁr.
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Tablo 6.19: Birinci iterasyon tablosu — Faz 1

c; 0 0 0 1 1
Tg cp Vg vy Uy Vg Uy, Vy, Oran
T3 0 2 3 2 1 0 0 73
2 1 2
9;—¢; 0 =4 R0 2 0 0 0

Pivot sat1r1 5’e boliiniir ve 311 satirt olur: (3 | 1,1, 0 ). z3 satirindan bu satirin 3 kat1 cikarilir: (2 —1 |
0, % — 5, 1 ) ( 1]0,1 5 ) T,, satirindan ve g; — ¢; satirindan 51ra51yla Ve 3 4 kat1 cikarilir; ikisi de
gercek siitunlarda tamamen sifirlanir. v, - siitununu atlyoruz

Tablo 6.20: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 1

¢ 0 0 0 1

Ty Cp Vg V1 Uy U3 Uy,
T, 0 3 1 4 0 o0
T3 0 1 0 & 1 0
z,, 1 0 0 0 0 1
9; —¢ g=0 0 0 O 0

Pozitif kriter kalmadi ve min g = 0’dir; problemin uygun ¢éziimii vardir. z,,, sifir degerle bazdadir
(Durum 3), ama satirinin biitiin gercek elemanlar: sifirdir; pivotla ¢ikarilamaz. Onerme 6.3 geregi
kisitlardan biri gereksizdir. Gercekten de ticiincii kisit ilk iki kisitin toplamidir:

(21 + x5 + x3) + (27 + 225 + 325) = 22, + 324 + 424, 446 =10.

x,, satirini ve stitununu atariz.

Ik1nc1 faz. Kalan tabloda baz x,, z3’tiir. ¢; satirma 2, 1, 3, cp siitununa 2 ve 3 yazilir. Kriter z, — ¢y =
2+3 ——1—zvez0—2 3+3- 1—9dur
Minimum probleminde en biytik pozitif kriter girer; v, baza girer. Oranlar / =6ve 7 /2 = 2 oldu-

gundan x4 bazdan cikar; pivot % “dir.

Tablo 6.21: Baslangic tablosu — Faz 2

¢; 2 1 3
Tp cp Vg v, Uy Vg Oran
T, 2 3 1 3 0 7
T4 3 1 0 (] 1 75 =
z;—¢; zo=9 0 % i 0

Pivot satir1 iki ile carpilir ve x,, satir1 olur: (2 | 0, 1,2). z, satirndan bu satirin § kati ¢tkarilir: (3 — 1 |
,0,0—-1)=(2]1,0,-1). z; —c; satirindan 3 kati cikarihr: 2, =9 — 3 = 6, z3 cg=0—3=-3.
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Tablo 6.22: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 2

¢; 2 1 3
T Cp 'UO (%1 (% 'U3
z 2 2 1 0 -1
z, 1 2 0 1 2

Biitiin z; — ¢; < 0 oldugundan tablo optimaldir: z; =2, 5 =2, z3 =0 ve minz=2-2+2=6.
Saglama: 2+2+4+0=4,24+440=6,4+ 6+ 0 = 10. Uygun ¢ozamler (3,0,1) ile (2,2,0) arasin-
daki dogru parcasidir; u¢ noktalardaki amag degerleri 9 ve 6 oldugundan minimum gercekten 6’dur.

Biiyiik M Yontemiyle Karsilagtirma

iki yontem ayni1 yapay degiskenleri kullanir; fark yalmz bu degiskenlerin amacta nasil cezalandirildigin-
dadir. Bu yiizden iki yontemin izledigi yollarin ¢ogu zaman ayni ¢ikmasi sasirtict degildir. Bunun nedenini
simpleks kriterinin amag katsayilarina dogrusal olarak bagl olmasinda goriiriiz.

Onerme 6.4 (Bityiik M kriteri ile iki faz kriterinin bag1). Minimum probleminde Biiyiik M yonteminin
amag katsayilar CJM = ¢; + Md; olsun; burada d;, yapay degiskenler icin 1, gercek degiskenler icin 0°dwr
(vanid,, birinci fazin katsayilaridir). Ayni baz igin

2 —cM = (z;—c;))+M(g;—d;), z}' =2+ My,

dir. Burada z; — c;, yapay siitunlara c¢; = 0 verilerek orijinal katsayilarla hesaplanan kriter; g; — d; ise
birinci fazin katsayilariyla hesaplanan kriterdir. Maksimum probleminde yapay degiskenlerin Biiyiik M

katsayist —M, birinci fazdaki katsayisi1 —1°dir; yapaylar i¢in d; = —1 alininca ayn esitlik gecerlidir.

ispat.
Ayni baz igin tablonun govdesi (y,;; ve vy) amag katsayilarina bagl degildir. Baz deiskenlerinin Biiyiik
M katsaylan ¢l = ¢z + Mdp oldugundan

MM = (Z5+ Mdg)Tv

7 ;= (c;+ Mdy)

= (Chvj—c¢;)+ M (ngj —d;)

bulunur. Parantezlerin ilki z; — c;, ikincisi g; — d;’dir. j = 0 icin (cy = dy = 0 alinarak) ayni hesap

J 7’
2M = 2y + Mg, verir. Maksimum probleminde yapaylar icin d; = —1 aliminca cj-w = ¢; + Md; yazilis1
yine gecerlidir ve hesap aynen tekrarlanir.

Yani Biiyitk M tablosunun her kriteri iki parcadir: M nin katsayisi, birinci fazin kriteridir; sabit kisim,
orijinal amag i¢in hesaplanan kriterdir. M ¢ok biiyiik oldugundan M ’nin katsayisi sifirdan farkli olan
her yerde isareti ve bityiikligii o katsay: belirler. Oran testi ise amac¢ katsayilarina hi¢ bagl degildir.
Dolayisiyla birinci fazin kriterleri bir se¢imi kesin olarak belirledigi siirece Buyik M aym vektorii baza
sokar ve ayni vektorii bazdan gikarir: iki yontem aymi koselerden gecer. Uygun ¢6ziimii olan ve birinci
fazi1 Durum 2 ile biten bir problemde ayrilik ancak birinci fazin kriterleri iki siitun arasinda esit ¢iktiginda
olabilir; Biyiik M bu esitligi sabit kisimla bozar. Yapay degiskenler bazdan ¢iktiktan sonra M’li kisimlar
sifirlanir ve Bilyitk M tablosunun kriterleri ikinci fazin kriterleriyle ayni olur.

Ornek 6.7 (iki yoéntemin yollarim1 karsilagtirmak). Ornek 6.1 problemini (z; + x4 > 4, 77 +
3xy > 6, 2y, x5 > 0, min z = 22, + 3z,) Biyik M yontemiyle ¢6zdiigiimiizde hangi temel ¢6ziimlerden
geceriz? Iki fazin yoluyla karsilagtiriniz.
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Cozim.

Biyik M’de ama¢ minz = 2z, + 3z, + Mz, + Mz, 'dir. Baslangic tablosunun govdesi birinci
fazin baslangi¢ tablosuyla (Tablo 6.1) aymidir. Onerme 6.4 geregi kriterler, birinci fazin kriterleri
(2,4,—1,—1) M ile carpilip orijinal kriterlere (—2, —3, 0, 0) eklenerek bulunur:

)

M _ M _ M _ M _ M_ M _  M_ M_
21" —ct =2M =2, 2y —cy =4M —3, 23" —cy =z —cf =—M.

Minimum probleminde en bilyiik pozitif kriter girer. M ¢ok buyiik oldugundan 4M — 3 > 2M —
2°dir ve v, girer; oran testi aym oldufundan v, ¢ikar. Bir sonraki tabloda kriterler (%M — 1), 0,
—M, (%M — 1) olur; M’nin katsayilar1 yine birinci fazin kriterleridir (Tablo 6.2). En biyugii %M -1
oldugundan v, girer ve v, cikar. Bu tabloda Mli kisimlar yapay sttunlar disinda sifirlanir ve kriterler

0,0, —%, —% olur; bunlar ikinci fazin kriterleridir (Tablo 6.4). Iki yéntemin yolu séyledir:

Tablo 6.23: Iki faz yontemi ile Biiyitk M yénteminin ayn1 problemde izledigi yol

Tablo Baz (ry,75) Ikifaz:g Biiyik M: z
Baslangig Ty T, (0,0) 10 10M
Birinci iterasyon  z,, ,Z, (0,2) 2 2M +6
Ikinci iterasyon Ty, Ty (3,1) 0 9

Tabloda (Tablo 6.23) goriildiigii gibi iki yontem ayni ii¢ temel ¢oziimden geger. Bityitk M’nin amag
degeri her adimda z, + M g,’dir: 6rnegin birinci iterasyonda z, = 2, 7, = 2 oldugundanz =3-2 +
M -2 = 2M + 6. Iki fazda ayn1 yol ikiye bsliinmiistiir: ilk iki adim birinci fazdir, son tablo ikinci fazin
baglangi¢ (ve optimal) tablosudur.

Ornek 6.2 probleminde de durum aymidir. Bityilk M’nin baslangi¢ kriterleri —2M — 1, —M — 2,
—3M — 3, 0, M olur; en negatifi —3M — 3 oldugundan v4 girer. Sonraki tabloda en negatif kriter
—M — 2 olur ve v, girer; ardindan M’li kisumlar sifirlanir ve kriterler ikinci fazin baglangic kriterleridir

%, 0,0,0, —%) Biiytik M de (0, %, %) ve (0, }1, %) koselerinden gecerek z* = 24—3 degerine ulasur.
|

iki yontem ayni késelerden gecse de hesap yiikleri ve giivenilirlikleri farklidur.

1 Not

Bityitk M yontemi tek bir simpleks ¢6ziimilyle biter, ama her kriteri aM + b bi¢iminde iki par¢ali
tasir. Daha 6nemlisi M bir say1 olarak secilmek zorundadir ve ne kadar biiyitk olmas: gerektigi on-
ceden bilinmez. Ornek 6.1 probleminde M = 1 alinirsa z; = 0, z, = 2, z,, = 2 noktasinda amag 3 -
2+ 1 -2 = 8 olur. Bu deger gercek optimum olan 9’dan kii¢iik oldugundan yontem, yapay degiskeni
pozitif kalan ve orijinal kisit1 saglamayan bir “coziimle” biterdi. Bilgisayarda ise M’yi 108 gibi cok
biiytik almak, M nin yaninda kiigiik kalan gercek katsayilarin yuvarlama hatalarinda kaybolmasina
yol acar.

Tki faz yontemi M kullanmaz; her hiicre tek bir sayidir ve birinci faz, uygun ¢éziim olup olmadigi
sorusunu tek bagina ve kesin olarak yanitlar (¢ = 0 mu, degil mi). Bunun karsiliginda kriterler iki kez
hesaplanir ve birinci fazin sonunda sifir degerle bazda kalan yapay degiskenlere dikkat etmek gerekir.

Bu boliimde yapay degiskenli problemleri iki asamada ¢6zmeyi 6grendik: birinci faz uygun bir baslangi¢
kosesi bulur ya da boyle bir kdgenin olmadigini gosterir, ikinci faz o kogseden optimuma gider. Su ana kadar
¢ozdigimiiz problemlerin hep tek bir optimal ¢6ziimii vardi. Simpleks tablosu, amag¢ fonksiyonunun
sinirsiz bityliyebildigi ya da optimal degerin birden fazla noktada alindig1 durumlar: da kendi isaretleriyle
gosterir. Bu durumlar1 bir sonraki boliimde, Sinirsiz ¢oziim ve alternatif optimal ¢6ziim bolimiinde
inceleyecegiz.
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7.1

7. Sinirsiz Coziim ve Alternatif Optimal
Cozum

Simpleks yontem her iterasyonda iki soru sorar: Amaci iyilestiren bir vektdr var mi, varsa onu baza
alirken hangi vektér bazdan cikar? Simpleks yontem, Bityiitk M yontemi ve Iki faz yontemi boliimlerindeki
orneklerde bu sorularin cevabi hep sonunda tek bir optimal ¢6ziime gotiirdii. Ama iki sey ters gidebilir.
Birincisi, iyilestiren bir vektor bulunur ama oran testi yapilamaz, ¢iinkii siitununda hi¢ pozitif eleman
yoktur. fkincisi, optimal tabloya ulasilir ama baz disindaki bir vektériin simpleks kriteri sifirdir.

Bu béliimde bu iki durumu inceleyecegiz. Birincisi sinirsiz ¢éziim demektir: amag fonksiyonu istenildigi
kadar iyilestirilebilir ve optimal ¢6ziim yoktur. fkincisi alternatif optimal ¢6ziim demektir: ayni optimal
degeri veren birden fazla, hatta sonsuz ¢ok ¢6ziim vardir. Her ikisini de 6nce tabloda nasil taniyacagimizi
sOyleyip sonra nedenini ispatlayacak, sonra da uygun bélgenin sekli iizerinde goérecegiz.

Tablodan Okunan iki Esitlik

Iki durumun ispatinda da ayni arag isimize yarayacak: Bir simpleks tablosu, yalniz o anki uygun temel
¢coziimi degil, kisitlari saglayan her ¢6ziimii baz disindaki degiskenler cinsinden yazmamizi saglar.

Simpleks yontem béliimiindeki gibi standart formdaki (Tanim 1.7) problemi z,v; + ... + z,v,, = vy,
x; > 0 biciminde yazalim ve degiskenleri, bazin vektdrleri ilk m siitun olacak sekilde numaralandiralim:
B, = (vq, ..., v, ). Bubazin uygun temel ¢6ziimii X|;, baz degiskenlerinin degerleri z;, = y,,, amag degeri
%o olsun. Tablonun v; siitununda v;'nin bu baza goére y, ;, ..., y,,,; katsayilari, en alt satirda da z; —¢;

J J
simpleks kriteri durur.

Lemma 7.1 (Tablodan okunan esitlikler). 4 = (uq,...,u,), U0y + ... + u, v, = v, esitligini sagla-

yan herhangi bir vektor olsun. Bu durumda heri = 1, m igin

n

Uy = Ty — Z Yij Uj (1)

j=m+1

ve

olur. Toplamlar yalniz baz disindaki degiskenler tizerindendir.

ispat.
(1) esitligi. Her v;’yi baz cinsinden yazalim: v; = Zzl Y;;V;- Baz vektorleri icin bu yazimv; =1 - v,
yazilisidir, yani j < m isey;; = 1 vei ¥ j iciny,; = 0’dir. Yerine koyarsak

m

-1

n n
Vg = E uv; = E (E yijuj)vi
j=1 i=1 S j=1

bulunur. Ote yandan vy = Zzl x,;v; 'dir. Baz vektorleri lineer bagimsiz oldugundan bir vektoriin baz
cinsinden yazilisi tektir; katsayilari esitleriz:

n
E Yij Uj = Ty, 1=1m.
Jj=1

Soldaki toplamda j < m terimlerinden yalmz j =1 terimi kalr ve w,’ye esittir Boylece u, +

E;:mH Y;u; = x;, yani (1) elde edilir.
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(2) esitligi. Amag fonksiyonunu baz defiskenleri ve baz disindaki defiskenler diye ikiye aywralim, baz
degiskenlerine (1)i koyalim:

=1 j=m+1
m n m
= E CiT; — E : (E czyu)u]
i=1 j=m+1 “i=1
n
+ CiU;
j=m+1

[k toplam z,, parantez igindeki toplam da z; = é'gg_jj “dir. Son iki toplamu birlestirince (2) esitligi elde
edilir.
|

Yani tablonun her satir1 bir baz degiskenini, en alt satir1 da amac fonksiyonunu baz disindaki degiskenler
cinsinden verir. Baz disindaki degiskenlerin hepsi sifirken (1) ve (2) esitlikleri X1 ve 2,1 geri verir. Baz
disindaki z; bir birim artirilirsa baz degiskeni z;, y;; kadar azalir, amag degeri de z; — ¢; kadar azalir. Bu
okuma bu bélimiin biitiin sonuglarinin anahtaridir.

Sinirsiz Coziim

Once amac fonksiyonunun hicbir sinir tanimadigi durumu tanimlayalim.

Tanim 7.1 (Sinirsiz ¢6ziim). Uygun ¢éziimii olan bir minimum probleminde amag fonksiyonu alttan
siirl degilse, yani her K sayisiicin z(Z) < K olan bir uygun ¢6ziim Z varsa, problemin sinirsiz ¢éziimii
vardir denir. Maksimum probleminde her K i¢in z(Z) > K olan bir uygun ¢6ziim varsa, yani amag
fonksiyonu tistten sinirh degilse, yine problemin sinirsiz ¢éziimii vardir denir.

Yani sinirsiz ¢oziimlii bir problemde uygun ¢oziim bol bol vardir, ama “en iyisi” yoktur: hangi uygun
¢oziimu alirsak alalim, ondan daha iyi bir uygun ¢6ziim bulunur. Bu yiizden sinirsiz ¢6ziimlii problemin
optimal ¢éziimii yoktur. Uygun ¢6ziimii hi¢ olmayan problemle karigtirmamak gerekir; orada optimal
¢oziimiin yoklugu, aday bulunmamasindan kaynaklanir.

Amag fonksiyonunu sinirsiz iyilestirmek i¢cin uygun bolgede sonsuza kadar gidebilmek gerekir. Bunu bir
vektorle ifade edelim.

Tanim 7.2 (Uygun bolgenin yén vektori). Az = b, Z > 0 uygun bélgesi icin
d#0, d>0, Ad=0

kosullarini saglayan d vektériine uygun bolgenin bir yon vektorii denir.

Yani d bir yon vektorityse, herhangi bir uygun Z ¢6ztimiinden d yoninde ne kadar gidersek gidelim uygun
bolgede kaliriz: her A > Oicin A(Z + Ad) = AZ + AAd = bve & + Ad > 0’dir. Ozellikle yon vektrii olan
bos olmayan bir uygun bélge smirsizdir. Amac degeri bu yar1 dogru boyunca z(z + Ad) = 2(Z) + AéTd
biciminde degisir; ¢ T ¢’ nin isareti, bu yonde gidince amacin arttigini mi azaldigini m1 soyler.

Simpleks yontem boliimiinde, baza girecek stitunda pozitif eleman yoksa oran testinin yapilamadigini ve
problemin sinirsiz oldugunu kisaca gormistiik. Asagidaki teorem bu durumu y6n vektoriyle ifade ediyor
ve tablodan gidilecek y6nii dogrudan okumay: sagliyor.

Teorem 7.1 (Sinirsiz ¢oziim teoremi). X,, B, = (vy,...,v,,) bazina karsilik gelen bir uygun temel
¢oziim olsun. Baz disindaki bir v, vektériiniin siitununda hig pozitif eleman bulunmasin: her i = 1, m igin
Yir < 0. d vektoriiniin bilesenleri

d; = =y, (i =1,m), d, =1,

digerleri O olsun. Bu durumda:
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1.d uygun bolgenin bir yon vektoridiir ve her A > 0 icin X(\) = X, + A uygun bir ¢oziimdiir. Bilesen
bilesen X (\)’da x;, = X, her baz defiskeni x; — \y,,., diger degiskenler 0 dir.

2. X(X)’nin amag degeri zy — Az, — ¢;,) ‘dir.

3. Minimum probleminde z;, — c;, > 0 ise, maksimum probleminde z,, —c;, < 0 ise problemin sinirsiz
¢oztimii vardir.

4. X, dejenere degilse her A > 0 i¢in X (\)’nin tam m + 1 bileseni pozitiftir; dolayisiyla X (X) bir temel
¢oziim degildir.

ispat.
1.d# 0 dur, ¢iinkii d,, = 1. Hery,;;, < 0 oldugundand;, = —y,;, > 0; yanid > 0. Ad, A’nin siitunlarinin
d’nin bilesenleriyle agwrlikli toplamidir:
- m m —
Ad = Z(_yik)vi +1-v, =y, — Zyikvi =0,
i=1 i—1

1=

ciinkii y;;, sayilar tam olarak v, = Z:’il y;,V; esitligini saglayan katsayilardir. Boylece d bir yén vekto-
ridiir ve Tamim 7.2 altindaki agiklama geregi her A > 0 i¢in X (\) uygundur. X, in baz disi bilesenleri 0
oldugundan X (\) nin bilesenleri iddia edildigi gibidir.

2. X(\)’da baz disindaki degiskenlerden yalniz x,, = X\ sifirdan farklidw. Lemma 7.1 igindeki (2) esitli-
ginde toplamdan yalniz j = k terimi kalir: z ( X(X) ) = zg — Az, — ¢).

3. Minimum probleminde z,, — ¢;, > 0 olsun ve K herhangi bir sayi olsun. A > (zq — K)/(z, — ¢;,) ve
A > 0 secersek A(z), — ¢) > 29 — K, yaniz ( X(X) ) < K olur. Amag fonksiyonu alttan sinirl degildir.
Maksimumda z,, — ¢;, < 0 ise ayni hesap —\(z;, — ¢;,) = | 2z, — ¢y, | terimini istenildigi kadar biiyiitiir;
amacg fonksiyonu iistten stnirl degildir. Iki durumda da Tanim 7.1 geregi problemin sinirsiz ¢oziimii vardir.
4. X, dejenere degilse her x; > 0’dir A > 0 icinx; — Ay, > x; > 0 vex,, = XA > 0; bunlar m 4 1 tane
pozitif bilesendir, geri kalan bilesenler 0’dir. Bir temel ¢oziimiin sifirdan farkli bilesenleri bir baza ait
oldugu icin en fazla m tanedir (Tanim 2.3). Demek ki X () temel ¢oziim degildir.

|

Yani iyilestiren bir v,, baza alinmak istendiginde oran testi “z;, en fazla ne kadar biiyiiyebilir?” sorusuna
cevap verir. Siitunda pozitif eleman yoksa hicbir baz degiskeni z, biytdiikce azalmaz, hicbiri sifira
diismez; x;, siursiz artirilabilir. Bu sirada amag degeri, Lemma 7.1 altinda soyledigimiz gibi, ; nin her
birim artiginda | z,, — ¢;, | kadar iyilesir. Geometrik olarak X, kdsesinden uygun bélgenin smirsiz bir
kenar1 boyunca sonsuza gidilir. X; dejenere degilse bu kenar iizerindeki noktalar m + 1 pozitif bilesenli
olduklari i¢in kose degildir; kenarin 6biir ucunda bir kdse yoktur, simpleks yéntem de bu yiizden yeni bir
tablo kuramaz.

@ Sinirsiz ¢oziimii tabloda ii¢ adimda tanima

1. Baza girecek vy, vektoriinii her zamanki gibi se¢: minimumda en biiyiik pozitif z; — c;, maksi-
mumda en negatif z; — c;.

2. Oran testinden 6nce v,, siitununa bak. Hi¢ pozitif eleman yoksa dur: problemin sinirsiz ¢6ziimi
vardir (Teorem 7.1).

3. Smirsizhig1 gostermek icin z, = A al, baz degiskenlerini z; — Ay, olarak, amac¢ degerini z; —
A(z), — ¢;,) olarak yaz ve A — oo iken amacin 400 ya da —oo’a gittigini goster.

Ornek 7.1 (Iki degiskenli bir sinirsiz ¢6ziim).

T, —xy <2

—2x, + x5 <2

T,y >0
max z = 2z; + T,

problemini simpleks yontemle ¢oziiniiz.

Cozim.
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z artar

Sekil 7.1: Uygun bolge saga ve yukari dogru smirsizdir. Simpleks X, = (0, 0) kdgesinden X; = (2, 0)
kogesine geger; oradan x; — X, = 2 kenar1 boyunca (2 + A, A) yoniinde sonsuza kadar gidilebilir. Kesikli
dogrular z = 4 ve z = 10 seviye dogrularidir; bu yonde z = 4 + 3\ siursiz biiytr.

Standart form. ki kisit da < bicimindedir ve sag taraflari negatif degildir. Problemi standart forma
(Tanim 1.7) getirmek i¢cin x4 ve x, aylak degiskenlerini ekleriz:

Ty — Ty +T3=2
—2T, + Ty + Ty =2
T, T, T3,T4 >0

max z = 2z, + T4 + 0z3 + Oz,

v4 ve vy siitunlar1 2 x 2 birim matrisi olusturdugu i¢in bu standart form simpleks yontem ile ¢oziilebilir
haldedir (Tanim 1.9). Baslangi¢ baz1 By = (vg, v4) tir.

Baslangic tablosu. Maksimumda en negatif z; — ¢; baza girer ve biitiin z; — ¢; > 0 olunca durulur.
Kriterler z; — ¢; = —2 ve z, — ¢y = —1’dir; v, baza girer. v; siitununda z, satirinin elemani —2 < 0

oldugundan oran yalniz x4 satirinda hesaplanir: 2/1 = 2. v bazdan ¢ikar, pivot 1°dir.

Tablo 7.1: Baslangic tablosu

¢; 2 1 0 0
Tg cp Vg vy Uy Vg Uy Oran
T3 0 2 [1] —1 1 0 2=
Ty 0 2 —2 1 0 1 —
z;—¢; zg =10 —21 -1 0 0
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Birinci iterasyon. Pivot 1 oldugundan x5 satir1 aynen kalir ve x; satir1 olur: (2 ]1,—1,1,0). x,

satirina bu satirin 2 katiny, 2; — ¢; satirina da 2 katini ekleriz (B6liim 4.4):

2,0 (2+4]—2+2,1-2,0+2,1)=(6]0,—1,2,1),
J

Tablo 7.2: Birinci iterasyon tablosu

¢; 2 1 0 0
Tp cp vy vy Vg vy v, Oran
x4 2 2 1 -1 1 0 -
Ty 0 6 0 -1 2 1 —
Zj—¢j zg=4 0 =3¢ 2 0

z;—c¢;:(0+4]—242,-1-2,0+2,0) = (4] 0,-3,2,0).

Birinci iterasyon tablosunda (Tablo 7.2) X; = (2,0,0,6) ve z = 4’tiir. Negatif kriter zo — ¢y = —3
kaldig1 icin optimal degiliz ve v, baza girmelidir. Ama v, stitununun elemanlar1 —1 ve —1’dir; hicbiri
pozitif degildir ve oran testi yapilamaz. Teorem 7.1 geregi problemin sinirsiz ¢6ziimii vardir.

Smirsizlifin gosterilmesi. x5 = A > 0 alalim; =45 baz disinda 0 kalir. Tablonun satirlar: (Lemma 7.1)

Tz =2—(—1)A=2+4 ), g =6—(—1)A=6+ A
verir. Kontrol: (24 A) — A =2ve —2(2+ X) + A+ (6 + A\) = 2. Amac degeri
2=224+XN)+A=44+3X

olur; bu, z5 — A(zy — ¢3) =4 — A(—3) ile aymdir. A — oo iken z — +o00; maksimum yoktur. Yén
vektorii d = (1, 1,0, 1)’dir: z, ile 2, ayn1 hizla artarken birinci kisit hep esitlikle saglanir.

Coztimiin bagindaki sekilde uygun bolge ve bu yar1 dogru goriilityor.
|

Simdi yapay degisken gerektiren bir problemde ayni durumu, iki faz yéntemiyle ¢6zerken gorelim.

Ornek 7.2 (Iki faz yontemiyle ¢oziilen sinirsiz bir problem).

—z,+ 7, <2
T, +4zy >4
T1,T9 20

min z = —x; — 2z,
problemini iki faz yontemi ile ¢oziiniiz.

Coziim.

Acik Matematik - acik-matematik.com 145

CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

146 Boliim 7. Sinirsiz Coziim ve Alternatif Optimal Coziim

uygun bélge

z azalir

Sekil 7.2: -X; + X, < 2, X; + 4%, = 4 bolgesi siursizdir. Faz 2 X, = (0, 1) kdgesinden X, = (0, 2) kosesine
gecer; oradan -X; + X, = 2 kenar1 boyunca (A, 2 + A) noktalarina gidildikce z = -4 — 3\ sinirsiz azalir.
Kesikli dogrular z = -4 ve z = -10 seviye dogrularidir, ok z'nin azaldig1 yonii gosterir.

Standart form. Birinci kisita z5 aylak degiskenini ekler, ikinci kisittan x, artik degiskenini ¢ikaririz:

—T, + Ty +x3=2
r,+4zy —zy =4
T1,T9,T3,Ty >0

minz = —z; — 2z4 + 0z3 + 0z,

Birinci denklemin birim stitunu x5’tiir, ama ikinci denklemde z,’tin katsayis1 —1’dir. Standart form
birim matris icermedigi i¢in heniiz simpleks yontem ile ¢6ziilebilir halde degildir.
Coziilebilir hal. ikinci denkleme z,, yapay degiskenini ekleriz (Tanim 1.10):

—xy + 25 + 23+ 02y + 02, =2
z +4zy + 025 — 2y + 2, =4
L1, Lo T3, Ty, xul 2 0
min z = —x; — 2z4 + 0(z5 + )
+Mz,,
vg ve v, sttunlar birim matrisi olusturur. Iki faz yonteminde M ile hesap yapmayiz: Faz 1'de yapay
degiskeni sifira indirecek yardimei problemi, Faz 2'de asil amac fonksiyonunu ¢ézeriz (ki faz yontemi).
Faz 1. Yardimc1 problemin amag fonksiyonu min g = z,, ’dir; tablonun en tst satirina bu fonksiyonun
katsayilari, en alt satirina g; — ¢; yazilir. Baslangic bazi (v, v,, ), maliyetleri 0 ve 1'dir. Kriterler, z,,
satirmin 1 katindan ilgili ¢; ¢ikarilarak bulunur: érnegin g, — ¢, =0-141-4 — 0 = 4. Minimumda
en biiyiik pozitif kriter girer: v,. Oranlar 2/1 = 2ve4/4 = 1’dir; enkiicigti v, satrindadir, v, bazdan
cikar ve pivot 4’tiir.
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Tablo 7.3: Baslangic tablosu — Faz 1

¢, 0 0 0 0 1
Tg cp Vg vy Uy Vg vy Uy, Oran
T3 0 2 -1 1 1 0 0 2
T, 1 4 1 4] 0 -1 1 1=
9;—¢; go =4 1 419 0 -1 0

Pivot satirini 4’e boleriz: x, satiri ( 1] i, 1,0, _411 ) olur. z3 satirindan bu satiri ¢ikaririz, g; —c¢;
satirindan da 4 katini:

1 1 5 1
x3(2—1\—1—1,0,1,04—1)=(1|—Z,0,1,Z),
)

gj—¢j:(4—4[1-1,0,0,-1+1)=(0]0,0,0,0).
Yapay degisken bazdan ¢iktig1 icin onun stitununu artik yazmiyoruz.

Tablo 7.4: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 1

¢; 0 0 0
T cp (o Uy Uy Uz Uy
g 0 1 -5 0 1 I
Ty 0 1 i 1 0 -1
9; — ¢ go=0 0 0 O 0

Bitin g, —¢; <0 ve ming = 0'dir: yapay defisken sifira indi. Elimizde asil problemin
(1, %9, 5, 24) = (0,1,1,0) uygun temel ¢oziimi vardir.

Faz 2. Ayni tabloyu asil amag katsayilariyla yeniden yazariz: en st satir —1, —2,0, 0; cp siitunu x4
i¢in 0, x4 i¢in —2 olur. Kriterler:

2y = (—2) - 1 = —2; baz vektorlerinin kriterleri 0°dur.

Minimumda en bityiik pozitif kriter girer ve biitiin 2; — ¢; < 0 olunca durulur. Burada iki kriter esittir.
Esitlikte kii¢iik indisli vektorii segme aligkanlhigimiz v, ’i segtirirdi, ama esitlikte se¢im serbesttir; ikisi
de amact iyilestirir. Once v,’ii secelim, ¢oziimiin sonunda v, ’i segmenin de ayni sonuca gétiirdiigiini
gorecegiz. v, siitununda yalniz x5 satirinin elemant pozitiftir; oran ﬁ = 4, vy bazdan ¢ikar ve pivot

1oy
i tar.
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Tablo 7.5: Baslangig tablosu — Faz 2

¢; -1 -2 0 0
Tg cp U vy Uy Vg Uy Oran
2 0 1 -3 0 1 (] =
Ty —2 1 i 1 0 -1 —
zj—¢; zg = —2 i 0 0 i

Pivot satirin1 7’e bolmek 4 ile carpmaktir: x, satir1 (4 | —5,0,4, 1) olur. , satirina bu satirin zlk katini

ekleriz, z;—¢j satirindan % katini ¢ikaririz:

1 5
2 (141] =5, L0+ 1,0)=(2]-11,10),

5
0,0—2,0)=(—4]3,0,—2,0).

) 1
zj—cj.(—2—2|§+§,

Tablo 7.6: Birinci iterasyon tablosu — Faz 2

¢; -1 -2 0 0
Tp cp vy vy vy v vy Oran
Ty 0 4 -5 0 4 1 —
Ty —2 2 -1 1 1 0 —
Zj—¢j Zo=—4 3% 0 =2 0

Sinirsizlik. Birinci iterasyon tablosunda (Tablo 7.6) v;’in simpleks kriteri 3 > 0°dir; v; baza girebilir.
Fakat v; stitununun bilesenleri —5 ve —1’dir, hepsi negatiftir. Oran testi yapilamaz ve Teorem 7.1 geregi
problemin sinirsiz ¢6ziimii vardir.

Bunu agikca gorelim. z; = A > 0 degeriyle ¢ozlime girer, x5 = 0 kalir. Kisitlardan

—X + Ty T3 =22y =2+ ),
2 +4zy —2,=4=>x, =445\

bulunur; bunlar tablonun satirlarinin séyledigi z, = 2 — (—=1)\ ve 2, = 4 — (—5)\ degerleridir. A >
0 icin t¢ degiskeni pozitif olan bir uygun ¢6ziim elde ederiz:

X(A) = (A, 2+4X,0,4+5)),
z=—A—2(2+4)) = —4— 3\

A > 0 sayisi istenildigi kadar biiytik secilebildiginden z = —4 — 3 istenildigi kadar kiiciik yapilabilir;
amag fonksiyonu alttan siurh degildir. Yon vektoriid = (1, 1,0, 5)’tir. 3 = 0kaldig1 icin bu yar1 dogru
—x, + x4 = 2 dogrusu lzerindedir.

Esitlikte v, secilseydi. Faz 2 baslangi¢ tablosunda (Tablo 7.5) v;’i baza alalim. v; stitununda yalmz
Z, satiriin elemant }1 pozitiftir; oran 11% = 4, vy bazdan ¢ikar. Pivot satir1 4 ile ¢arpilinca x; satir1 (4 |

1,4,0,—1) olur; z5 satirina bunun % kat1 eklenir, z; — ¢; satirindan % kat1 ¢ikarilir:

Acik Matematik - acik-matematik.com 148 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7.3

7.2 Sinirsiz Cozim 149

Tablo 7.7: Birinci iterasyon tablosu — Faz 2, esitlikte v; secilirse

¢; -1 -2 0 0
Tp cp Vg v, vy v3 vy Oran
T3 0 6 0 ) 1 -1 —
T, -1 4 1 4 0 -1 —
z;—¢j Zp=—4 0 =2 0 11

Bukez z, — ¢, =1 > 0 ile v, baza girmek ister, ama stitunu (—1, —1)’dir. Yine sinirsiz ¢oziim vardir:
x, =X almirsa 23 =64+ X, vy =4+ A, £ =0 ve 2 = —4 — X olur. Bu da uygun bolgenin &biir

sinirsiz kenaridir: (4,0) kogesinden x; ekseni boyunca saga gidilir. Hangi yoldan gidilirse gidilsin
problemin minimumu yoktur.

Sinirsiz Bolge ile Sinirsiz Coziim Ayni Sey Degildir

Son 6rnekte uygun bolge smirsizdi ve amag fonksiyonu da smirsizdi. Bu ikisinin arasindaki bag tek
yonludir.

Onerme 7.1 (Sinirli bolgede sinirsiz ¢6zitm olmaz). Bir lineer programlama probleminin uygun bolgesi
sturliysa, yani biitin uygun ¢oziimler icin 0 < z; < K (j = 1,n) olacak sekilde bir K saysi varsa, prob-
lemin simirsiz ¢oziimii yoktur. Baska bir deyisle, sinirsiz ¢oziimii olan bir problemin uygun bélgesi sinirsizdr.
ispat.
Her uygun ¢oziim icin iicgen esitsizligiyle

n n n
RN B SEAPErS Py
j=1 j=1 j=1

olur. Amag fonksiyonu uygun bolgede hem alttan hem iistten K Zj| c; | ile sinirhdir; dolayisiyla Tanim

7.1 kosulu saglanamaz. Ikinci ciimle birincinin karsit tersidir.
|

Yani sinirsiz ¢éziim i¢in siirsiz bolge gereklidir, ama yeterli degildir. Bolge sonsuza uzansa bile amag
fonksiyonu o yonde kotiilesiyorsa, bolgenin sinirsizligi optimumu etkilemez. Asagidaki 6rnekte bir 6nceki
ornegin bolgesini degistirmeden yalniz amac fonksiyonunu degistiriyoruz.

Ornek 7.3 (Siursiz bolgede sonlu optimum).

—z, + x4y <2
T +4xy > 4
Tq,T9 20

minz = 2z, — 4
problemini iki faz yontemi ile ¢oziiniiz.

Coziim.
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X3+ X, =2 /

uygun bolge

Sekil 7.3: Aym smursiz bolgede min z = 2x, — X,. Ok z'nin azaldig1 yonii gosterir; bu yonde bolge
sinirlidir. Kesikli z = -2 dogrusu bélgeye yalniz X, = (0, 2) kosesinde deger, bolgenin geri kalani z > -2
tarafindadir. Minimum -2'dir.

Kisitlar bir énceki drnektekilerle (Ornek 7.2) aynidir; standart form ve ¢oziilebilir hal de aynidir. Faz 1
amag fonksiyonuna hi¢ bakmaz, bu ytizden Faz 1 tablolar1 da aynen gecerlidir: Faz 1 optimal tablosunda
(Tablo 7.4) baz (vs, vy) ve uygun temel ¢éziim (0,1, 1,0) dur.

Faz 2. Tabloyu yeni amac katsayilariyla yazarnz: en st satir 2, —1, 0, 0; cg stitunu z5 i¢in 0, 2, icin
—1. Kriterler:

1 9
ey =(=1)-=—2=-2
2y — ¢ = (—1) 4 1’
1 1
e, =(=1)-(—==)Y—=0= =
zg—cy = (—1) ( 4 ) 1’
zy = (—1) - 1 = —1. Minimumda en biiyiik pozitif kriter girer; tek pozitif kriter i oldugundan v, girer.
Oran yalniz x5 satirinda hesaplanir: ﬁ = 4; v; cikar, pivot };tﬁr.

Tablo 7.8: Baslangig tablosu — Faz 2

¢, 2 -1 0 0
Tg cp Vg vy Uy Vg vy Oran
zy 0 1 . 0 1 (1] 7=
T, —1 1 3 1 0 -1 -
Zj G zg=—1 % 0 0 % 0

Tablonun gévdesi bir énceki érnektekiyle ayni bigimde déniigiir: x4 satir1 (4 | —5,0,4, 1), x4 satir1 (2 |
—1,1,1,0) olur. z; — ¢; satirindan yeni 4 satirinin % katini ¢ikaririz:

9 5
(~1=1[=5+3:0,0-1,0)=(-2|~1,0,-1,0).
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Tablo 7.9: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo) — Faz 2

¢; 2 -1 0 0
g cp Uy v Uy U3 Uy
Ty 0 4 -5 0 4 1
Ty -1 2 -1 1 1 0
Zj—¢; Zpg=—2 —1 0 -1 0
Biitiin 2; — ¢; < 0; tablo optimaldir. Optimal ¢dziim z; = 0, 25 = 2 ve min z = —2'dir.

Bu tablonun gévdesi, sinirsiz ¢oziimlii 6rnegin birinci iterasyon tablosunun (Tablo 7.6) gévdesinin
aymisidir. v, siitunu yine (—5, —1)’dir, yani Teorem 7.1 icindeki d = (1,1, 0, 5) yine bir yén vektdriidiir
ve bolge yine sirsizdir. Fark en alt satirdadir: z; — ¢; = —1 < 0. Bu yonde gidersek amag degeri z, —
A(z; — ¢1) = —2 + A olur, yani artar. Minimum probleminde bu y6n isimize yaramaz. Sinirsiz ¢6zim
icin “siitunda pozitif eleman yok” kosulu tek basina yetmez; o siitunun kriteri de iyilestiren yénde
olmalidir.

Grafik bunu dogrular. Késeler (0,1), (0,2) ve (4, 0)’dir; bunlarda z sirasiyla —1, —2 ve 8'dir. Blgenin
sirsiz iki kenar1 boyunca, (0,2)’den (1,1) yoniinde ve (4,0)’dan (1,0) yoniinde, z sirasiyla 1 ve 2
hiziyla artar.

|

Alternatif Optimal Coziim

Simdi ikinci durumu, optimal tabloda baz digindaki bir vekt6riin simpleks kriterinin sifir oldugu durumu
ele alalim.

Tanim 7.3 (Alternatif optimal ¢6ziim). Bir lineer programlama probleminin birden fazla optimal
¢oziimii varsa, bulunan bir optimal ¢éztimden farkli her optimal ¢oziime bir alternatif optimal ¢6ziim
denir.

Yani alternatif optimal ¢6ziimler ayni optimal degeri veren farkl ¢6ziimlerdir. Karar verici acisindan bu
iyi bir haberdir: amaci feda etmeden, modelde yer almayan bagka olciitlere (kolaylik, giivenlik, aligkanlik)
gore bir secim yapma serbestligi vardir.

Optimal tablodaki simpleks kriterleri, Lemma 7.1 icindeki (2) esitligi sayesinde, optimal ¢oziimiin tek olup
olmadigini soyler.

Teorem 7.2 (Alternatif optimal ¢6ziim teoremi). Bir minimum probleminin tablosunda biitin z; —
¢; < 0 (maksimum probleminde biitiin Zj—¢; > 0) olsun; yani tablo optimal olsun. Baz disindaki bir vy,
vektorii i¢in z;, — c;, = 0 olsun ve vy, siitununda en az bir pozitif eleman bulunsun. v, baza alinir ve bazdan

ctkacak vektor oran testiyle segilirse:

1. yeni tablonun z; — c; satiri eskisinin aymisidir, dolayisiyla yeni tablo da optimaldir;
2. yeni uygun temel ¢oziimiin amag degeri eskisine esittir;
3. oran testinin verdigi A pozitifse (6zellikle X, dejenere degilse) yeni ¢oziim eskisinden farklidir; yani

problemin alternatif optimal ¢oziimii vardur.

Ispat.

Optimallik. Once, biitiin kriterleri < 0 olan bir tablonun gercekten optimal oldugunu Lemma 7.1 ile
gorelim. Her uygun i i¢inu; > 0 vez; — c; < 0 oldugundan (2) esitligindeki toplam < 0°duwr, yani z(i) >
zy. Maksimumda esitsizlikler déner ve z(i) < z, olur.

1 ve 2. Pivot y,;, olsun. Tablonun déniisiim kuralina (Boliim 4.4) gore yeni kriterler ve yeni amag degeri
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(2 — Ck) Yr,j
(zj - Cj), = (Zj - Cj) - -,
Yri
- (2 — ) Yro
Yrk

olur. z, — ¢, = 0 oldugundan cikarilan terimler sifirdir: (z; — ¢;)’ = z; — ¢; ve 2 = z,. Kriter satir
degismedigi icin biitiin kriterler yine < 0 (maksimumda > 0) kalir ve yukaridaki gozlem geregi yeni
¢oziim de optimaldir.

3. Eski ¢éziimde x;, baz disinda oldugundan x;, = 0’dwr. Yeni ¢oziimde x;, = X\ = y,. /Y, dir A > 0 ise
iki ¢oziimiin k. bilesenleri farkhidir. X, dejenere degilse y,, = x, > 0 vey,, > 0 oldugundan X > 0’dir
n

Yani optimal tabloda sifir kriterli bir baz dis1 vektér, “bu vektorii baza alirsan amag degeri ne iyilesir ne
kotiilesir” demektir. Onu baza almak bizi ayni1 amag degerli yeni bir optimal u¢ noktaya gotiiriir. Yeni
tabloda bu kez bazdan ¢ikan v, 'nin kriteri sifirdir, ¢ciinki eski tabloda v, baz vektoriiydii ve kriter satir:
degismedi. X, dejenere degilse, v, yeniden baza alindiginda oran testi v, ’y1 ¢ikarir ve ilk optimal ug
noktaya geri doniilir.

Tersine, baz disindaki biitiin kriterler sifirdan farkliysa bagka optimal ¢6ziim aranmaz.

Sonug 7.1 (Optimal ¢oziimiin tekligi). Bir minimum probleminin optimal tablosunda baz disindaki
biitiin vektorler igin z; — c; < 0 ise (maksimum probleminde z; — c; > 0 ise) optimal ¢bziim tektir.

ispat.
Minimum durumunu ele alalim. U optimal bir ¢bziim olsun: z(4) = zy. Lemma 7.1 i¢indeki (2) esitliginden
n
Z (z; —¢j)u; =0
Jj=m+1

gikar. Toplamin her terimi < 0°dir, giinkii z; — ¢; < 0 ve u; > 0. Terimleri pozitif olmayan bir toplam

ancak her terimi sifirsa sifirdir; z; — ¢; # 0 oldugundan baz disindaki her j igin u; = 0 olur. Bu durumda
(1) esitligi u; = x; verir. Demek kit = X, 'dir. Maksimum durumu ayni bicimde ispatlanir.
]

Iki optimal ¢6ziim bulduktan sonra aralarinda kalan her noktanin da optimal oldugunu gérelim. Hatirla-
talim: XM ..., X() noktalarimin bir konveks kombinasyonu, ¢, > 0 ve t; + ... + ¢, = 1 olmak iizere
t, XM 4 ... 4+ t,X®) bicimindeki bir noktadir (bkz. Temel ¢oziimler ve konveks kiimeler). Iki nokta icin
bunlar 0 < t < 1 olmak iizere t X! + (1 — ) X(?) noktalaridir, yani iki noktayi birlestiren dogru parcasi.

Onerme 7.2 (Optimal ¢éziimlerin konveks kombinasyonlar1). XV, ..., X®) bir lineer programlama
probleminin optimal ¢oziimleri, z* optimal deger olsun. ¢, ...,t, > 0 vet; + ... +1t, = 1 ise

X=t; XD+, X 4 4+¢,XF
de bir optimal ¢oziimdiir. Ozel olarak iki farkl optimal ¢éziim varsa sonsuz ¢ok optimal ¢bziim vardur.

ispat.
X uygundur. Her X uygun oldugundan AX®) = b ve X®¥) > 0’dir. Buna gore

AX = itiAX(i) :(iti)B:B
=1 =1

olur. Negatif olmayan sayilarin negatif olmayan katsayilarla toplami da negatif degildir: X > 0.
X optimaldir. Amacg fonksiyonu lineer oldugundan

P

2(X) = itiz(X(”) = (th ) z* = z"

i=1
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Uygun bir ¢oziim optimal degeri veriyorsa optimaldir.
Sonsuz ¢ok ¢ozitm. XM £ X @) ise X(t) = tXM) 4 (1 — )X @ noktalar, 0 < t < 1 icin, yukarida-
kine gore optimaldir. t & s ise

farklit degerleri farkli ¢oziimler verir.
n

Yani optimal ¢oziimler kiimesi konvekstir. Simpleks yéntemle X, ..., X(P) optimal u¢ noktalar bulu-
nunca, bunlarin biitiin konveks kombinasyonlarini tek bir formilde toplayan

X = zp:tiX@), t; >0, zp:ti =1

=1 i=1

ifadesine problemin genel optimal ¢6ziimii denir. Uygulamada en sik karsilasilan durum iki optimal ug
noktadir; o zaman genel optimal ¢oziim X = tX* + (1 —¢)X**, 0 < t < 1 olur. Onerme bu noktalarin
optimal oldugunu soyler; optimal ¢6ziimlerin bunlardan ibaret olup olmadigini ise ayrica kontrol etmek
gerekir. Optimal ¢oziimler kiimesi sinirsiz olabilir (B6liim 7.5), o zaman hi¢bir sonlu konveks kombinasyon
onu titketmez. Asagidaki 6rneklerde bu kontrolii Lemma 7.1 i¢indeki (2) esitligiyle yapacagiz.

© Alternatif optimal ¢6ziimii dért adimda bulma

1. Simpleks yontemle optimal tabloya ulas (minimumda biitiin z; — ¢; < 0, maksimumda bitin z; —
¢ > 0).

2. Baz disindaki vektorlerin kriterlerine bak. Higbiri sifir degilse optimal ¢6ziim tektir (Sonug 7.1).

3. Kiriteri sifir olan baz dis1 bir v, varsa stitununa bak. Pozitif eleman varsa v;’y1 baza al, bazdan
cikacak vektOrii oran testiyle se¢ ve pivot yap; yeni tablo aym amag degerli bir optimal ug¢ nokta
verir (Teorem 7.2). Pozitif eleman yoksa optimal ¢éziimler sinirsiz bir 151n boyunca uzanir (Onerme
7.3).

4. Bulunan optimal u¢ noktalarin konveks kombinasyonunu yazarak genel optimal ¢6ztimii ver
(Onerme 7.2).

Ornek 7.4 (iki degiskenli bir alternatif optimal ¢6ziim).

T, + 225 < 8
3T, + 2z <12
T,y >0
max z = z; + 2z,

problemini simpleks yontemle ¢6ziiniiz ve varsa alternatif optimal ¢6ziimleri bulunuz.

Cozim.
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z artar

3xX; + 2%, = 12

Xo

Sekil 7.4: Amac dogrusu z = X; + 2X,, X; + 2X, < 8 kisitinin dogrusuna paraleldir. z artirildikga seviye
dogrusu bolgeyi tek bir kosede degil, X* = (0, 4) ile X** = (2, 3) arasindaki kalin kenar boyunca terk

eder; bu kenarin her noktasi z = 8 verir.

Standart form. Iki < kisitina x5 ve z, aylak degiskenlerini ekleriz:

Ty + 229 + 253 =28
3T, + 2z + x4 =12
Tq,%o, T3, Ty =0
maxz = T, + 2z5 + 0z3 + Oz,

vg ve v, birim matrisi olusturur; problem simpleks yontem ile ¢6ziilebilir haldedir.

Baslangi¢ tablosu. Maksimumda en negatif kriter girer: z; —c¢; = —1, 29 —cy = —2; v, girer.
Oranlar 8/2 = 4 ve 12/2 = 6; en kiiciigii x5 satiridadir, vg ¢ikar, pivot 2°dir.
Tablo 7.10: Baslangic tablosu
¢; 1 2 0 0
Tg cp Vg vy Uy Vg vy Oran
T4 0 8 1 2] 1 0 8=
T, 0 12 3 2 0 1 2
z;—¢; 2o =10 -1 21 0 0
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Birinci iterasyon. Pivot satirini 2’ye béleriz: x, satiri ( 4] %, 1, %, 0 ) x4 satirindan bunun 2 katim

cikarir, z; — c; satirina 2 katini ekleriz:

z,:(12-8[3-1,0,0-1,1)=(4]2,0,-1,1),
zj—c; (048] —1+1,0,0+1,0)=(8]0,0,1,0).

Tablo 7.11: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; 1 2 0 0
Tg cp Vg vy Uy Vg Uy Oran
T, 2 4 3 1 3 0 72
T, 0 4 2] 0 -1 1 3=
Zj— ¢ Zg =38 01 0 1 0

Biitiin 2; — ¢; > 0; tablo optimaldir. Optimal ¢6ziim X* = (0,4,0,4), yaniz; = 0,2, = 4 ve max z =
8dir.

Alternatif ¢6ziim. Baz disindaki v, ’in kriteri z; — ¢; = 0’dir ve siitununda pozitif elemanlar vardir.
Teorem 7.2 geregi v;’i baza almak yeni bir optimal ¢6ztim verir. Oranlar % =8 ve % = 2; v, cikar,

pivot 2°dir. Pivot satirini 2’ye béleriz: =, satir1 ( 21,0, —%, % ) Z, satirindan bunun % katini ¢ikaririz:

1 1 1 3
(4—1|0,1,§+— 0——):(3\0,1,1,—
z; — ¢; satirinin pivot stitunundaki elemani 0 oldugundan bu satir degismez.

4’ 4

A~ =

Tablo 7.12: Ikinci iterasyon tablosu (alternatif optimal tablo)

Alternatif optimal ¢éztim X** = (2, 3,0,0), yani z; = 2,25 = 3;amag degeri2 + 2 - 3 = 8. Bu tabloda
bu kez baz disindaki v, "tin kriteri sifirdir; onu baza almak (oran 12% = 4, v; cikar) bizi X*’a geri goéturir.
Genel optimal ¢6ziim. Onerme 7.2 geregi 0 < ¢t < 1 icin

X =1(0,4) + (1—1)(2,3) = (2—2t,3+1)

noktalarinin hepsi optimaldir: z = (2 — 2t) + 2(3 + ¢) = 8. Bu formiil biitiin optimal ¢dziimleri verir.
Gergekten, optimal tabloda (Tablo 7.11) Lemma 7.1 igindeki (2) esitligi 2 =8 —0-2; — 1 23 =8 —
x4 verir; bir uygun ¢6ztim ancak x5 = 0 ise, yani ; + 2z, = 8 dogrusu uizerindeyse optimaldir. Bu
dogrunun uygun bélgede kalan parcasi tam olarak X* ile X** arasindaki kenardir.

Geometrik olarak amag fonksiyonunun seviye dogrular z; + 2z, = sabit, birinci kisitin dogrusuna

paraleldir. Seviye dogrusu z artirilarak kaydirildiginda bélgeyi bir kosede degil, biitiin bir kenar
boyunca terk eder.

Ornek 7.5 (Ug degiskenli bir alternatif optimal ¢6ziim).
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T, + 225 +125 <1
—4z, — 2z + 3T3 < 2
Tq1,Z9, 23 >0

min z = 14z, 4 4z4 — 14z,
lineer programlama problemini ¢oziiniiz ve varsa alternatif optimal ¢6ziimii bulunuz.

Coziim.

X3

Sekil 7.5: Uygun bélge késeleri O, A(1, 0, 0), B(0, 1/2, 0), C(0, 0, 2/3), X*(0, 1/8, 3/4) ve X**(1/7, 0, 6/7)

olan bir ¢cokytizlidiir. Simpleks O — C — X* yolunu izler (oklar). Amag diizlemi 14x, + 4x, — 14x5 = -10

bélgeye tek bir kosede degil, X*X** kenari (kalin) boyunca deger: bu kenarin her noktasi optimaldir.
Koselerdeki z degerleri O: 0, A: 14, B: 2, C: -28/3, X* ve X**: -10.

Standart form ve ¢oziilebilir hal. Once problemi simpleks yéntem ile ¢oziilebilir hale getirelim. Tki
kisit da < bi¢iminde ve sag taraflar1 negatif olmadigindan z, ve x5 aylak degiskenlerini eklemek yeter:

T, +2zy+23+7,+0z5=1
—4z, —2z9 4+ 3253+ 0y + 25 =2
T, %y, T3, Ty, Ts >0
min z = 14z, 4 4x4 — 14z,
+0(zy + z5)

v, Ve vg birim matrisi olugturur; baglangic bazi (v, vs) tir.
Baslangic¢ tablosu. ¢z = 0 oldugundan zj—c¢; = —¢;t kriterler —14, —4, 14, 0, 0. Minimumda en
biiyiik pozitif kriter girer ve biitiin z; — ¢; < 0 olunca durulur; tek pozitif kriter 14 oldugundan v

girer. Oranlar 1/1 = 1 ve 2/3; en kiigiigii x5 satirindadir, v ¢ikar, pivot 3’tir.
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Tablo 7.13: Baslangig tablosu

c; 14 4 —14 0 0
Tg cp Vg vy Uy Vg vy Vg Oran
T, 0 1 1 2 1 1 0 1
Ty 0 2 —4 -2 3] 0 1 2=
z;—¢j 0 =0 —14 —4 14 q 0 0
Birinci iterasyon. Pivot satirim1 3’e boleriz: x5 satir ( 21-%,-2,1,0,% )- 4 satirindan bu satir1
cikaririz, z;—¢j satirindan da 14 katini:
2 4 2 1
(1—=-]14-,24-,0,1,—¢
Ty ( 3 | + 33 + 37 ) 3 )
1,78 1
=\ 351355 07 13 - 3 )
( 3'33 3 )
28 56 28 14
Zj—CjZ(O—— | —14+§,—4+§,0,0,—3)
28 14 16 14

=(—3l13300-3)-

En buyuk p021t1f kriter 18 oldugundan v, girer. v, stitununda yalniz x, satirmin elemani pozitiftir;

oran ;?g % V4 cikar, plvot & tiir.
Tablo 7.14: Birinci iterasyon tablosu
¢; 14 4 —14 0 0
T cp Vg v, Uy Vg Uy Vg Oran
1 7 8 1 1
Ty 0 3 3 (5] 0 1 —3 i=
T3 —14 2 -3 -2 1 0 3 -
_ 14 16 14
% 6 fo o 3 30 0 0 -3
3

ikinci 1terasyon Pivot satirini 5 e bolmek o ile carpmaktir: z, satir1 ( % \ %, 1,0, %, —% ) x4 satirma
bunun katini ekleriz, z; — c; satlrlndan 5 katini cikaririz:
2 1 4 7 11 1
: — =+ L1015 —
ni(ztpl 3ttty i)
3, 3 11
=(-1]—-,0,1,=,~
( 4 | 47 ) ’47 4 )7
8 2 14 14 14 2
-4 (Tg 5ly 300y ry)

=(—1010,0,0,—2,—4).
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Tablo 7.15: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; 14 4 —14 0 0
Tg cp Vg vy Uy Vg vy Vg Oran
T2 4 g ] 1 0 3 - % =
Zg —14 3 -2 0 1 i i -
Z; —¢j zg = o1 0 0 -2 —4
—10

* 13 *
X :(0,5,1,0,0), z* = —10.

Kontrol:

14 0+41 143—1 2L _ 10
8 42 2 ’

Alternatif ¢oziim. fkinci iterasyon tablosunda (Tablo 7.15) baz disindaki z; degiskeninin simpleks
kriteri 0°dir ve v; stitununda pozitif bir eleman (%) vardir. Teorem 7.2 geregi v; vektoriinii baza alirsak,
yani x,’i temel degisken yaparsak yeni bir optimal ¢6ziime gegeriz. Oran yalniz z, satirinda hesaplanir:

%g E 73 U2 Qlkar pivot g dir.
Pivot sat1r1n1 8 ile carpariz: z, satir1 ( 111,802, -1 ). T3 satirina bunun 3 Lati ekleriz:
3.3 8,1, 21 3
6 6 41
= - 0 =) 17 -~ .
( 7 | A A )

z; — c; satir1 degismez, ciinkii pivot siitunundaki elemani 0’dur.

Tablo 7.16: Ugiincii iterasyon tablosu (alternatif optimal tablo)

¢j 14 4 —14 0 0
Tp CB Yo U1 Uy Us Uy Us
1 8 3 1
6 6 4 1
z;—¢; Zy = 0 0 0 —2 —4
—10
Yeni optimal ¢6ziim
X —(?,0,?,0,0), ' =-10
olarak bulunur. Kontrol: 14 - = — 14 - — 12 = —10. Buradaki X** ¢6ziimiine alternatif optimal

¢Oziim denir.
Genel optimal ¢6ziim. Onerme 7.2 geregi X* ve X** optimal ¢éziimlerinin konveks kombinasyon-
larinin her biri de amag fonksiyonunu minimum yapar. 0 < ¢ < 1 olmak tizere
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X =tX*+(1—t)X*
1

= 0 —

( )8’

t

28

Uciincii bilesen % + 6(17—t)

ayni degeri alir:

= 21”33_2“ hesabindan gelir. Bu ¢6ziimlerin her birinde amag fonksiyonu

1—1t t 24 — 3t
inz=14-— +4.--—14-
min z 7 + 3 28
t 3t
=(2—2t ——(12—— )= -10.
2-2)+5-(12-5)

Bu formil biitiin optimal ¢éztimleri verir. Optimal tabloda (Tablo 7.15) Lemma 7.1 i¢indeki (2) esitligi
z2=—-10—0 27 — (—2) 2, — (—4) zy = —10 + 2z, + 4z;

verir. Demek ki bir uygun ¢6ziim ancak z, = x5 = 0 ise optimaldir. O zaman (1) esitlikleri z, =
% - %xl ve T3 = % + %xl verir; £5 > 0 kosulu 0 < z; < % demektir. z; = % yazinca tam olarak
yukaridaki X cikar.

Uygun bolge R3’te alt1 koseli bir gokyiizliidiir. Simpleks O kosesinden C = (0,0, %) kosesine (birinci
iterasyon), oradan X*’a (ikinci iterasyon) gitmistir. Ama¢ fonksiyonunun 14z, + 4z, — 14z5 = —10
seviye diizlemi bolgeye X* X** kenar1 boyunca deger.

|

Optimal Coziimlerin Sinirsiz Oldugu Durum

Alternatif optimal ¢6ziim teoreminde (Teorem 7.2) sifir kriterli siitunda pozitif bir eleman oldugunu
varsaydik. Pozitif eleman yoksa pivot yapilamaz; ama bu durumda alternatif optimal ¢éztimler yine vardr,
iistelik sonsuza uzanirlar.

Onerme 7.3 (Optimal 1s1n). Bir problemin optimal tablosunda baz disindaki bir vy, icin z, — ¢, = 0 olsun
ve v, siitununda hig pozitif eleman bulunmasin: her i igin y,;, < 0. Bu durumda her A\ > 0 i¢in x;, = A, her
baz degiskeni x; — Ny, (i = 1,m) ve diger degiskenler O olan X ()\) ¢oziimii optimaldir. Optimal deger z,
sonludur, ama optimal ¢oziimler kiimesi sinirsizdir.

Ispat.
vy, stitununda pozitif eleman olmadigu icin Teorem 7.1 i¢indeki d vektorii bir yon vektoridiir ve her A > 0
icin X(A) = X, + Ad uygundur. Ayni teoremin 2. maddesine gére amag degeri

z(X(A)) =20 — Az —c) =20 — A 0=z

olur. Tablo optimal oldugundan z, optimal degerdir; demek ki her X (\) optimaldir. X (X) nin k. bileseni
A oldugundan bu ¢oziimler X biiyiidiikce sinirsiz biiyiir; optimal ¢oziimler kiimesi sinirly degildir.
|

Yani optimalde temel olmayan bir degiskenin simpleks kriteri sifirsa ve bu degiskene ait siitunda pozitif
eleman yoksa, optimal ¢éziimler sinirsizdir: X kdsesinden baslayan bir 1s1nin biitiin noktalar: optimaldir.
Burada sinirsiz olan amag fonksiyonu degildir; optimal deger sonlu bir sayidir ve bu ylizden bu durum
smirsiz ¢oziimden (Tanim 7.1) farkhdir. v, pivot yapilamadigi i¢in yeni bir optimal u¢ nokta vermez, ama
sonsuz ¢ok alternatif optimal ¢6ziim vardir. Baz diginda sifir kriterli bagka bir siitun yoksa, (2) esitligi
geregi optimal ¢6ztiimler kiimesi tam olarak bu 1smndir.

Ornek 7.6 (Optimal ¢oziimleri bir 151n olusturan problem).
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T, —x9 <1

—z,+x, <2

T1,T9 >0
maxz = &, — Iy

problemini simpleks yontemle ¢oziiniiz ve biitiin optimal ¢oziimleri bulunuz.

Cozim.

z artar

Sekil 7.6: 1ki paralel dogru arasindaki siirsiz serit. Amag z = x, - X, alttaki kenara paraleldir: bu kenar
tizerindeki biitiin (1 + A, A) noktalar1 z = 1 verir. Optimal deger sonludur, ama optimal ¢6ziimler X, =
(1, 0) kosesinden baslayan sinirsiz bir 1s1n olusturur.

Standart form. z; ve z, aylak degiskenleriyle

T, —Tog+T3=1
—z,+zy+zTy=2
Ty, T, L3, Ty >0
maxz = T, — Ty + 0z5 + 04
olur; v3 ve v, birim matrisi olusturur ve problem simpleks yontem ile ¢éziilebilir haldedir.

Baslangi¢c tablosu. Maksimumda en negatif kriter girer: z; —¢; = —1, 29 — ¢y = 1; v; girer. v;
stitununda yalniz x4 satirinn eleman: pozitiftir; oran 1/1, v ¢ikar, pivot 1°dir.
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Tablo 7.17: Baslangig tablosu

¢; 1 -1 0 0
Tg cp U vy Uy Vg Uy Oran
T4 0 1 1] -1 1 0 1=
Ty 0 2 -1 1 0 1 —
Z;—¢j 2o =10 —11 1 0 0

Birinci iterasyon. Pivot satir1 aynen kalir ve z; satur1 olur: (1| 1,—1,1,0). Bu satir1 z, satiria da

zj — ¢; satirina da ekleriz:

2,:(241|-1+1,1—1,04+1,1)=(3]0,0,1,1),
zj—¢;:(0+1|-14+1,1—1,0+1,0) = (1]0,0,1,0).

Tablo 7.18: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; 1 -1 0 0
xg Cp U vy Uy Ug Uy
T, 1 1 1 -1 1 0

Biitiin 2; — ¢; > 0; tablo optimaldir: X; = (1,0,0, 3) ve maxz = 1.
Alternatif ¢6ziimler. Baz disgindaki v, nin kriteri z, — ¢, = 0’dir, ama siitunu (—1, 0)’dir; pozitif
eleman yoktur ve pivot yapilamaz. Onerme 7.3 geregi her A > 0 icin z, = A ve

g =1—(-DA=14)  2,=3-0-A=3

olan ¢6ziim optimaldir. Kontrol: (14+A) —A=1, -1+ A)+A+3=2vez=(14+A)—A=1
Bagka optimal ¢6ziim de yoktur. Optimal tabloda (2) esitligi (Lemma 7.1) 2 =1 —0-25 —1-z53 =1 —
x4 verir; bir uygun ¢6ziim ancak x5 = 0 ise optimaldir. x5 = 0 iken (1) esitlikleriz; = 1+ 24 ve x4 =
3 verir. Boylece biitiin optimal ¢6ziimler

(x17x2)=(1+)‘aA)7 >‘20

noktalaridir. Bunlar (1, 0) kosesinden baslayip z; — x5 = 1 dogrusu boyunca sonsuza uzanan bir 1sin
olusturur. Amacin seviye dogrulari z; — x5 = sabit bu kenara paraleldir; en biiytik deger 1 bu kenarin
tamaminda alinir. Optimal deger sonludur, optimal ¢éziimler kiimesi ise sinirsizdir.

|

Bu boliimde gordiiklerimizi, simpleks yontemin son tablosunda karsilagilabilecek durumlar olarak 6zetle-
yelim. Asagidaki tabloda “iyilestiren kriter” minimumda pozitif, maksimumda negatif z; — c; demektir.
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Tablo 7.19: Son simpleks tablosunun okunusu

Son tablodaki belirti Sonug

Tyilestiren kriterli bir v, var ve siitununda pozitif ~ Siirsiz ¢dziim; optimal ¢oziim yok
eleman yok

Tablo optimal, baz digindaki biitiin kriterler sifir- Optimal ¢6ztim tek
dan farkli

Tablo optimal, baz dis1 bir v, i¢in 2z, — ¢, = 0 ve  Alternatif optimal uc nokta (dejenere degilse);
siitununda pozitif eleman var aradaki biitiin noktalar optimal

Tablo optimal, baz dis1 bir vy, i¢in z;, — ¢, = 0 ve  Optimal ¢6ztimler bir 151n igerir (bagka sifir kriter
siitununda pozitif eleman yok yoksa tam olarak bu 1g1ndir); optimal deger sonlu

Simdiye kadar biitiin degiskenlerin negatif olmadigini varsaydik; simpleks yontem de bu varsayima
dayaniyor. Oysa baz1 problemlerde bir degisken negatif degerler de alabilir. Bir sonraki bsliimde, Isaret
kisitlamasi olmayan degiskenler bolimiinde, boyle degiskenleri negatif olmayan degiskenlerin fark:
olarak yazip problemi yine simpleks yontemle ¢6zmeyi gérecegiz.
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8.1

8. Isaret Kisitlamasi Olmayan Degiskenler

Simdiye kadar ¢6zdigimuz bitin problemlerde degiskenlerin negatif olmamasi istendi ve simpleks
yontem de bu kosula dayaniyor: baslangic ¢6ztimii b; > 0 degerlerinden okunuyor, oran testi de hi¢bir
baz degiskeninin negatife diismeyecegi adimi seciyor. Oysa bazi biiytikliikler dogal olarak negatif de
olabilir. Bir deponun stok degisimi, bir yatirimin net kér ya da zarari, bir fiyatin 6nceki déoneme gére fark:
bunlara 6rnektir. Boyle bir degiskene > 0 kosulunu zorla eklemek problemi degistirir ve gercek optimumu
kacirmamiza yol agabilir.

flk boliimdeki déniistiirme kurallari arasinda (bkz. Boliim 1.6) béyle bir degiskeni iki negatif olmayan
degiskenin fark:i olarak yazmay: gérmiistitk. Bu bélimde o kuralin problemi neden degistirmedigini
kanitlayacak, iki yeni degiskenin simpleks tablosunda nasil davrandigini inceleyecek ve ti¢ 6rnegi biitiin
tablolariyla ¢ozecegiz. Orneklerin ikisinde optimum negatif koordinath bir noktada cikacak, birinde ise
problemin sinirsiz oldugu ortaya cikacak.

Doniisiim ve Esdegerlik

Once kurali hatirlayalim, sonra onun problemi gercekten degistirmedigini kesin olarak gosterelim.
Lineer programlama problemindeki z;,x,,...,z, degiskenlerinin negatif olmama kosulu, yani
Tq,Tq,..., T, > 0 kosulu, baz1 degiskenler icin kaldirilmig olabilir. Ornegin z,. icin isaret kisitlamasi
kaldirilmissa, yani , negatif degerler de alabiliyorsa

x, =z, —x, x, zr >0
doéniigimi yapilir: z,. kisitlarda ve amag fonksiyonunda gectigi her yerde x,. — z ile degistirilir. Boylece
x,. yerine negatif olmayan iki degisken gelir ve problem isaretce kisitli hale, yani biitiin degiskenleri >
0 olan bir probleme doniigiir. Birden ¢ok degisken isaretsizse her birine ayri bir ¢ift ayrilir. (Bir degisken
i¢in z,. < 0 biliniyorsa tek bir yeni degisken yeter: z,, = —z... Bu béliim isaretin hi¢ bilinmedigi durumla
ilgileniyor.)
Déntistimiin katsayilara etkisi basittir. . kisittaki a,;,.x,. terimi ve amactaki c,x,. terimi

_ ’ ” _ / ”
QT = Ay Ty + (70’2'1")‘7:7"7 CrT, = CpTy + (707")‘7“‘7”
olur. Demek ki z/.’niin kisitlardaki siitunu v]. = v,, amag katsayisi ¢, = ¢,.; =, ’niin siitunu v, = —v,,
amag katsayisi ¢, = —c, dir. Katsayilar matrisinde v, siitununun yerini, biri 6tekinin negatifi olan iki
sttun alir.

Onerme 8.1 (Déniisiim problemi degistirmez). (P), z,. degiskeni isaretsiz, diger degiskenleri > 0 olan
bir lineer programlama problemi; (P’) de (P)’de x, = x, — x donisiimil yapilarak elde edilen isaretce
kisith problem olsun.

1. (P’)’niin her uygun ¢éziimiinden, x,. = x, — x, alinarak, (P)’nin amag degeri aym olan bir uygun
¢oziimii elde edilir.

2. (P)’nin her uygun ¢éziimi, x, = max{z,,0} ve . = max{—=x,,0} alinarak, (P’)’ niin amag degeri
ayni olan bir uygun ¢éziimiine doniisiir.

Dolayisiyla iki problemin optimal degerleri aynidir, (P’) 'niin bir optimal ¢éziimii 1. maddeyle (P) nin bir
optimal ¢oziimiinii verir ve problemlerden biri sinirsizsa oteki de sinirsizdir.

Ispat.

Kisitlar ve amag fonksiyonu x,’ye yalniz a;.x, (i = 1,m) ve c,x, terimleriyle baghdir; (P’")’de bu
terimlerin yerini a;,.(z,. — x!) ve c.(x,. — x.) alir. Diger biitiin terimler iki problemde aynidir.

Birinci madde. (P’) niin bir uygun ¢oziimiinde x,. = x,. — . sayisini alalim. Her kisitin sol tarafi ve amag
fonksiyonu (P)’de, (P") deki degerlerin aynisini verir; ¢iinkii a,,.x, = a,;,.(z,. — z,) ve c,x, = c,(x, —
x)) dir. Diger degiskenler aynen kalir ve > 0°dir; x,. i¢in ise bir isaret kosulu yoktur. Yani elde edilen nokta

(P)’nin uygun bir ¢éziimiidiir ve amag degeri aynidir.
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Ikinci madde. x,. = max{z,,0} > 0 vez! = max{—=z,,0} > 0'dirz, > 0isex,. —z, =z, —0==x,;
z, < 0isex, —x, =0— (—=x,) = z, olur. Her iki durumda da x|, — x, = x, oldugundan kisitlarin sol
taraflari ve amag degeri degismez; diger degiskenler aynen kalir. Yani elde edilen nokta (P’) niin uygun
bir ¢oziimiidiir ve amag degeri aymidir.

Sonug. Iki madde birlikte sunu s6yler: (P) nin uygun ¢éziimlerinde amag fonksiyonunun aldigi degerlerin
kiimesi, (P’) niinkiyle aymidir. Aymi kiimenin en kiigiik (ya da en biiyiik) elemani da aynidir; kiime
alttan (ya da iistten) sinirsizsa bu, iki problem igin birlikte gecerlidir. (P’) niin bir optimal ¢6ziimii birinci
maddeyle (P) 'nin ayni degerli bir uygun ¢éziimiine gider; bu deger (P) nin de optimal degeri oldugundan
o ¢éziim (P) nin optimal ¢oziimidiir.

|

Ispat diger degiskenlerin isaret kosulunu hi¢ kullanmiyor. Bu yiizden birden ¢ok isaretsiz degisken varsa
onerme her birine sirayla uygulanir ve sonug yine gecerlidir.

Yani doniistimiin dayandig gercek sudur: her gercel say1 iki negatif olmayan sayinin farkidir. Ama
bu yazilis tek degildir: —6 =0—6 =1 —7 = 2,5 — 8,5. Genel olarak her ¢t > 0 i¢in (z,. +t) — (z +
t) farki da aym z,’yi verir. Bu ¢okluk simpleks yéntemde sorun ¢ikarmaz, ¢iinkii yontem yalniz temel
¢oziimler arasinda dolagir ve birazdan gérecegimiz gibi bir temel ¢6ziimde ;. ile . den en az biri sifirdir.
Bu yiizden simpleks yontemin buldugu ¢éziimde z,. pozitifse z. degiskeninde, negatifse z/. degiskeninde
gorundr.

Simpleks Yontemle Coziim

Doniisiimden sonra elimizde bitiin degiskenleri > 0 olan siradan bir problem vardir; onu simdiye kadar
ogrendigimiz gibi ¢ozeriz. Asagidaki recete yalniz basa ve sona iki kiiciik adim ekler.

@ U¢ adimda isaretsiz degiskenli problemi ¢6zme

1. Doniisitm. Her isaretsiz z, i¢in x, = x, — . yaz. Katsayilar matrisinde v, siitununun yerine
v, = v, ve v) = —uv, slitunlari, amagcta ¢, yerine ¢, ve —c,. katsayilari gelir. Diger degiskenlerin
numaralar degismez; aylak ve artik degiskenler yine x,, 1,5, ... indislerini alir.

2. Simpleks. [saretce kisitl problemi standart forma, gerekirse yapay degiskenlerle simpleks yéntem
ile ¢oziilebilir hale getir ve simpleks yontemle ¢6z. Tabloda v, ve v/ siitunlar1 yan yana, v, nin
yerine yazilir.

3. Geri doniis. Son tablodan z/. ve z degerlerini oku, x,, = z, — z hesapla ve sonucu orijinal
degiskenlerle yaz.

Ornek 8.1 (Bir isaretsiz degiskenli minimum problemi). Asagidaki problemi simpleks yontemle
¢oziuniz. (z, i¢in isaret kosulu verilmemigtir.)

-z, +22, <6
T —xy < 4
To >0

minz =, + T,

Cozim.
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10 T

z azalir

Sekil 8.1: Uygun bolge (-6, 0), (4, 0), (14, 10) koseli icgendir ve x, ekseninin soluna tagar. Kesikli

dogrular z = x, + X, = -6 ve z = 0 seviye dogrularidir; ok z'nin azaldig1 y6nii gésterir. Minimum (-6, 0)

kosesinde aliir. x, = 0 da istenseydi yalniz koyu renkli kisim kalir ve minimum (0, 0) noktasinda z = 0
olurdu. (1) -x; + 2x, = 6, (2) x; — X, = 4.

Déniisiim. Isaret kosulu yalniz z,, i¢in verilmis; x; degiskeninin isaret kisitlamasi yoktur. Bu nedenle

x; =z} —zf, 27, 2] > 0 donisiimiinii yapariz. Kisitlarda ve amacta yerine koyunca problem

—(z] —x]) + 22, <6
)y —xf —xy <4
xy,x], x5 >0
minz =z} —z] + x4
isaretce kisitli problemine déniigiir. Birinci kisitta parantezi aginca —z7 + 7 + 2z5 < 6 olur.
Standart form. Bu bir minimum problemidir ve kisitlar1 < bi¢cimindedir; yani kanonik formda degildir,
ama simpleks yéntem igin kanonik form gerekmez. Iki < kisita sirasiyla x4 ve x, aylak degiskenlerini
ekleriz. Orijinal problemde iki degisken oldugu i¢in aylak degiskenler z, ile baglar; ] ve z7 yeni
numara almaz:
—zi + 2]+ 2z, +25=6
y—x] —xzy+xy=4
1, 2], g, g, 24 >0
min z = ] — 2] + x5 + 025 + 0z,
Biitiin kisitlar esitlik, sag taraflar 6 ve 4 negatif degil, biitiin degiskenler > 0; problem standart form-

dadir.
oziilebilir hal. Siitunlar sirasiyla v}, v7, v,, va, v, olan katsayilar matrisi
yla vy, Uy, Uy, U3, Uy y

-1 1 210
1 -1-101

dir. v5 ve v, siitunlar1 2 x 2 birim matrisi olusturur. Demek ki standart form zaten simpleks yontem ile
coziilebilir haldedir (Tanim 1.9); yapay degisken gerekmez. Ilk iki siitunun birbirinin negatifi olduguna,

yani v] = —v] olduguna dikkat edelim.
Baslangic tablosu. Baslangic baz1 By = (vg,v,), baslangi¢ ¢oziimiiz; = 6,2, = 4ve z, = 0’dir.ég =
0 oldugundan her j icin z; — ¢; = —c¢;’dir (Onerme 4.3): v} icin —1, v} igin 1, v, icin —1.

Minimum probleminde simpleks kriteri pozitif olanlardan en biyiigii baza girer; biitin z; —¢; <0
olunca optimal ¢6ziime ulagilmigtir. Tek pozitif kriter 1 oldugundan v baza girer. v] siitununda yalnz
x4 satirinin elemani pozitiftir; z, satirnda —1 bulundugundan bu satir oran testine girmez. Oran 6/1 =

6 olur, v bazdan ¢ikar ve pivot, x4 satir1 ile v] siitununun kesigimindeki 1°dir.
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Tablo 8.1: Baslangic tablosu

c; 1 -1 1 0 0
Tg cp 0N 4 vy Uy Vg Uy Oran
T4 0 6 -1 [1] 2 1 0 $=
Ty 0 4 1 -1 -1 0 1 —
Z;—¢j 2o =10 —1 119 -1 0 0
Birinci iterasyon. Pivot 1 oldugundan x4 satir1 aynen kalir ve ¢ = —1 ile z satir1 olur. =, satirimin

pivot siitunundaki elemani —1 oldugundan bu satira pivot satir1 eklenir; z; — ¢; satirmin pivot siitu-
nundaki eleman: 1 oldugundan ondan pivot satir1 ¢ikarilir:

2y (4+6]1—1,-14+1,—-14+2,0+1,1+0)
=(1010,0,1,1,1),
zj—c;:(0—6]-1+1,1-1,-1-2,0—1,0-0)
= (—60,0,—3,-1,0).

Tablo 8.2: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

; 1 -1 1 0 0

g Cp Vo A A N
xf —1 6 —1 1 2 1 0
2, 0 10 o 0o 1 1 1
Zj—¢; zg=—6 0 0o -3 -1 0

Simpleks kriterleri arasinda pozitif olan kalmady; biitin z; — ¢; < 0 oldugundan Sonug 4.2 geregi
optimal ¢6ziime ulagildi (Tablo 8.2).

Geri doniis. Tablodan 7 = 6 ve x, = 10 okunur; baz disindaki z/, 5, 25 sifirdir. Orijinal degiskene
donersek

z,=21—2{=0—6=—6
olur. Boylece optimal ¢6ziim
X* = (21,249, 5,24) = (—6,0,0,10), minz=—6+0=—6

olarak bulunur. Saglama: —(—6) + 2 -0 = 6 < 6 oldugundan birinci kisit esitlikle saglanir (z; = 0);
—6 — 0 = —6 < 4 oldugundan ikinci kisitta 4 — (—6) = 10 = x4 birim bosluk kalir. Optimalligi dog-
rudan da gorebiliriz: birinci kisittan ; > 2z, — 6 ¢ikar, dolayisiyla her uygun noktada z = z; + x5 >
3zy — 6 > —6°dir.

Grafikle karsilagtirma. Uygun bélge z, > 0 yar1 diizleminde (—6,0), (4,0) ve (14,10) koseli
ticgendir; koselerdeki amag degerleri sirasiyla —6, 4 ve 24’tiir. Bélgenin bir kismi z; < 0 tarafindadir
ve minimum tam orada, (—6, 0) kosesinde alinir. Yanlighkla 2; > 0 kosulu da eklenseydi uygun bolge
(0,0), (4,0), (14, 10), (0, 3) koseli dortgene kiiciiliir ve minimum (0, 0) noktasinda z = 0 ¢ikardu. Isaret
kosulunu dogru okumak sonucu degistirir.

Optimal tabloda v] ve v{ siitunlarinin kriterlerinin ikisinin de 0 olduguna dikkat edelim; bunun
nedenini bir sonraki kisimda gorecegiz.

|

Acik Matematik - acik-matematik.com 166 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

8.3

8.2 Simpleks Yontemle Coziim 167

Tabloda Birbirinin Negatifi Olan Siitunlar

Ornegin tablolarina dikkatle bakinca v; siitununun her tabloda v} siitununun negatifi oldugu goriiliir.
Baglangi¢ tablosunda (Tablo 8.1) bu siitunlar (—1,1) ve (1,—1), kriterleri —1 ve 1’dir; optimal tabloda
stitunlar (—1,0) ve (1,0), kriterlerin ikisi de 0’dir. Bu bir rastlant: degildir.

Onerme 8.2 (Z1t siitunlar). z, = z|. — z/ doniisiimii yapilmis bir problemde B herhangi bir baz olsun.
v). ve v/ vektorlerinin B bazina gore katsayilart (Tanim 4.2) §' = (v, ., o)L ve 53”7 = (v], ..,y 7T,
bunlara karsilik gelen amag fonksiyonu degerleri (Tanim 4.3) de 2z’ ve z” olsun. Bu durumda:

” s o

1. v} ’niin tablodaki siitunu v,. 'niinkinin negatifidir: " = —y’.
2. Simpleks kriterleri de birbirinin negatifidir: z” — ¢! = —(2' — c].).
3. v, vev, aymi anda bazda bulunamaz. Dolayisiyla her temel ¢oziimde x,. ile . den en az biri sifirdir.

ispat.
Déniisiimden v = —v,. ve ¢, = —c,. oldugunu biliyoruz. B bazimin vektérleri wy, ..., w,, ve amag
katsayiari g olsun.
Birinci madde. Tanim geregiv,. = yjw, + ... + yl,w,, dir. Iki yan1 —1 ile ¢arparsak
vy = v = (=y)wy + e+ () wn,
olur. Bir vektoriin baz cinsinden yazilisi tek oldugundan v} ’niin katsayilan y; = —y;, yani §j” =

—y dir.

Ikinci madde. Birinci maddeyi kullanarak 2" = ¢L4” = —¢L4j’ = —2' buluruz. Buradan
” ”o__ / ’ / ’
2=l =—2+c.=—(2—c])

cikar.

Ugiincii madde. Bir bazin vektérleri lineer bagimsizdir. Oysa 1 - vl + 1 - v = 0 esitligi, katsayilar sifir
olmayan bir lineer bilesimin sifir vektoriinii verdigini soyler; yaniv,. ilev] lineer bagimhidir ve ayni bazda
bulunamaz. Bir temel ¢bziimde baz disgindaki degiskenler sifirdir (Tanim 2.3). Ciftten en az biri baz disinda
oldugu igin en az biri sifirdir.

|

Yani iki siitun tablodan tabloya birlikte degisir ve her zaman birbirinin “ayna goriintiisii” olarak kalir;
bu yiizden tabloyu hesaplarken v] siitununu ayrica hesaplamak gerekmez, v, siitununun isaretini degis-
tirmek yeter. Onermenin ii¢ 6nemli sonucu var.

Sonug 8.1 (Z1t siittunlarin sonuglari). z,. = x| — z/ déniisiimii yapumis bir problemde:

1. Her uygun temel ¢bziimde z, = max{z,,0} ve z, = max{—z,,0} dwr. Yani simpleks yontem x,.’yi
pozitifse x.., negatifse x| degiskeninde tagir.

2. Bir tabloda ciftten en ¢ok biri baza girmeye aday olabilir.

3. Optimal tabloda iki kriter de sifirdir: 2’ — ¢, = 2" — ¢! = 0.

Ispat.

Birinci madde. Onerme 8.2 geregi temel ¢oziimde ciftin en az biri sifirdwr; ¢bziim uygun oldugundan
ikisi de > 0’dw. ] =0 ise z, =, >0 olur; bu durumda z, = z, = max{z,,0} ve z, =0=
max{—z,,0} dwr. z, = 0 isex, = —x, <0 olur; bu durumda x| = —z, = max{—z,,0} vez, =0 =
max{z,,0} dr.

Ikinci madde. Minimum probleminde baza ancak kriteri pozitif olan vektér girer. 2/ — c,. > 0 ise 2" —
cf = —(2" —¢;) < 0°dw; yani ikisinin kriteri ayni anda pozitif olamaz. Maksimum probleminde baza
ancak kriteri negatif olan vektor girer ve ayni akil yiiriitme ikisinin kriterinin ayni anda negatif olama-
yacagini gosterir. Kriterler sifirsa ikisi de aday degildir.

Ugiincii madde. Kisacad = 2z’ — c]. yazalim; Onerme 8.2 geregi z” — ¢, = —d dir. Minimum probleminin
optimal tablosunda biitiin kriterler < 0 oldugundan d < 0 ve —d < 0, yani d = 0’dir. Maksimum proble-
minin optimal tablosunda biitiin kriterler > 0 oldugundan yined > 0 ve —d > 0, yanid = 0 ¢ikar.

|
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Ugiincii madde bir yanilgiya kargi da uyarir. Baz disinda kalip kriteri sifir olan bir vektér genellikle alter-
natif optimal ¢6ztimiin belirtisidir (Sinirsiz ¢6ztim ve alternatif optimal ¢6ztim). Ama ¢iftten biri bazdaysa,
baz disindaki esinin sifir kriteri bdyle bir anlam tagimaz. Ornegin Ornek 8.1 optimal tablosunda (Tablo 8.2)
z7 bazda ve v} baz disinda, kriteri 0°dir. v} siitunu (—1, 0)’dir ve pozitif eleman: yoktur, dolayisiyla baza
almamaz. 7'yt A > 0 kadar artirirsak birinci denklemden 2] =6 + A olurve z; = A — (6 + \) = —6
degismez. Yani orijinal degiskenlerde yeni bir ¢6ziim ¢ikmaz, yalmiz ayni ; = —6 sayisimin bagka bir
fark olarak yazilis1 ortaya cikar. Genel olarak da v/ bazda iken tablodaki siitunu bir birim vektdrdiir ve
Onerme 8.2 geregi v/ ’niin siitunu o birim vektériin negatifidir; pozitif elemani olmadig1 i¢in baza giremez.
v;. bazdayken de durum aynidir.

Simdi 6nermeyi birkag iterasyon siiren bir 6rnekte izleyelim. Bu 6rnekte optimum yine negatif koordinath
bir noktada ¢ikacak ve x; > 0 kosulu yanliglikla eklenseydi simpleks yontemin daha erken, yanlig bir
noktada duracagini gorecegiz.

Ornek 8.2 (Optimumu negatif koordinatli bir maksimum problemi). z, isaretsiz olmak iizere
—z,+x9< 4
T, + 22, <2
Ty 20
max z = T, + 4z,

problemini simpleks yontemle ¢éziintiz. Sonucu grafik yoéntemle ve z; > 0 varsayilsaydi bulunacak
sonugla karsilagtirmiz.

Cozim.

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 X;

Sekil 8.2: Uygun bolge (-4, 0), (2, 0), (-2, 2) koseli ticgendir; koyu renkli (0, 0), (2, 0), (0, 1) ticgeni onun

X, 2 0 olan kismudir. Simpleks yontem X, = (0, 0) — X, = (0, 1) — X, = (-2, 2) yolunu izler. X, de z =

4 ile koyu tiggenin en iyisine ulagilir; x, negatif olabildigi i¢in yontem durmaz ve z = 6 degerini veren
X;ye gecer. (1) =X + X, = 4, (2) X1 + 2%, = 2.

Déniisiim ve standart form. z; = 27 — 7, 27, 2] > 0 yazariz. Kisitlar —z} + 2f + z, < 4vez| —
x] + 2z < 2, amag 2z = x] — 2] + 4z, olur. Iki < kisita x5 ve z, aylak degiskenlerini ekleyerek
standart formu elde ederiz:
/7 VA
—z) + ] Tyt a3 =14
] — ]+ 2z, +x, =2
1, 2], 2q, 5,24 >0
max z = z7 — x] + 4x4 + 025 + Oz,
Sag taraflar negatif degildir ve v, v, siitunlar1 birim matrisi olusturur; problem simpleks y6ntem ile
coziilebilir haldedir.
Baslangic tablosu. B = (v3,v,), 25 = 0 ve z; —¢; = —¢;dir: v} igin —1, o] icin 1, vy i¢in —4.

Maksimum probleminde en negatif z; —c; baza girer; biitin 2; —¢; > 0 olunca optimal ¢6ziime
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ulagilmigtir. En negatif kriter —4 oldugundan v, baza girer. Oranlar 4/1 = 4 ve 2/2 = 1’dir; en kii¢ligii
z, satirinda oldugundan v, bazdan cikar, pivot 2’dir.

Tablo 8.3: Baslangic tablosu

¢; 1 -1 4 0 0
zg cp N 04 vy Uy Vg vy Oran
T3 0 4 -1 1 1 1 0 4
T, 0 2 1 -1 2] 0 1 2=
zj—¢; zg=10 —1 1 —4 1 0 0

Birinci iterasyon. Pivot satir1 2’ye bolinir ve cg = 4 ile z, satir1 olur: ( 1] % —%, 1, O,% ) T3

satirindan bu satir ¢ikarilir, z; — ¢; satirina bu satirin 4 kat1 eklenir:

1 1 1
$3:(4—1|—1—§,1+5,0,1,——)

2
3 3 1
= —_—— — 17_
(3\ 55 0L 2),
zj—c¢;:(0+4|-142,1-2,0,0,0+2)
=(4]1,-1,0,0,2).

Tablo 8.4: Birinci iterasyon tablosu

c; 1 1 4 0 0
g Cp Uy v} vy Uy Vg vy Oran
g 0 3 -3 2] 0 1 3 35 =
2, 4 1 L ~1 1 0 1 _
z;—¢; zg =4 1 —11 0 0 2

Bu tablonun ¢éziimii ;) = z7 = 0, z, = 1, yani (z, z5) = (0,1) ve z = 4’tiir. Onerme 8.2 burada da
goriililyor: vy ve v stitunlar ( — 3.1 ) ve ( 3,-1 ), kriterleri 1 ve —1°dir.

Simdi bir an z; > 0 oldugunu varsayalim. O zaman z; déniigiime ugramaz ve tabloda v{ siitunu hig
bulunmaz; v} siitunu v;’in kendisi olur. Kalan kriterler 1,0, 0, 2’nin hepsi > 0 oldugundan yéntem
burada durur ve z; = 0, z, = 1, max z = 4 sonucunu verirdi. Isaretsiz z; i¢in ise v} niin kriteri —1 <
0’dir; amag daha da biyiitiilebilir.

Maksimumda en negatif kriter girer; tek negatif kriter —1 oldugundan v{ baza girer. v] siitununda

T4 satirinin elemani —% < 0 oldugundan bu satir teste girmez; tek oran 3/ % = 2’dir. v5 bazdan cikar,
pivot %’dir.

Ikinci iterasyon. Pivot satir1 5’ye béliiniir, yani % ile carpilir ve ¢ = —1 ile 2] satir1 olur: ( 2|
—1,1,0, %, —% ) T4 satirina bu satirin % kati, z; — ¢; satirina da 1 kat1 eklenir:
1+1 1 1.1 + L 1,0+ L1
Tyt ———,—=+= = - —=
2( |2 2’ 2 277 372 6>

11
=(2]0,0,1,3,%
<’77’373)7

2 1
zj—cj:(4~|—2’1—1,—1+1,0,0+§,2—§)
2 5
=(6]0,00=2).
( |)’7373)
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Tablo 8.5: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢ 1 -1 4 0 0

Tg Cp Vg v} vy Uy Vg vy
xy —1 2 -1 1 0 2 —1
Ty 4 2 0 0 1 3 3
z; —¢; 2o =6 0 0 0 2 s

Biitiin 2; — ¢; > 0 oldugundan Sonug 4.3 geregi tablo optimaldir (Tablo 8.5). v; ile v{ niin kriterleri,
sonucun (Sonug¢ 8.1) Gi¢lincit maddesinin séyledigi gibi, ikisi de 0°dr.
Geri doniis. Tablodan z] = 2, x5 = 2 okunur; ] = 23 = z, = 0’dir. Orijinal degiskenz; =0 —2 =
—2 olur ve optimal ¢6ziim

X* = (21,24, 25,24) = (—2,2,0,0), maxz=—-2+4-2=6

olarak bulunur. Saglama: —(—2) 4+ 2 = 4 ve —2 4 2 - 2 = 2; iki kisit da egitlikle saglanir, bu ytizden iki
aylak degisken de sifirdir.

Grafikle kargilagtirma. z, > 0 yar1 diizleminde uygun bslge (—4, 0), (2,0) ve (—2, 2) koseli tiggen-
dir. Késelerdeki amag degerleri z(—4,0) = —4, 2(2,0) = 2 ve 2(—2,2) = 6’dur; en bilyligii simpleks
y6ntemin buldugu 6’dir. 2; > 0 da istenseydi uygun boélge (0, 0), (2, 0), (0, 1) koseli kii¢iik iicgene iner;
kose degerleri 0, 2 ve 4 oldugundan maksimum (0, 1) noktasinda z = 4 ¢ikardi. Bu, simpleks yéntemin
birinci iterasyon tablosunda buldugu noktanin ta kendisidir.

|

Sinirsiz Cikan Bir Ornek

Déntistim, birden ¢ok isaretsiz degiskende de ayni bicimde uygulanir. Asagidaki ornekte iki degisken
isaretsizdir ve problemin sinirsiz oldugu ortaya cikar; sinirsizlik belirtisi bu kez bir isaretsiz degiskenin
siitununda gorinir.

Ornek 8.3 (Iki isaretsiz degiskenli bir minimum problemi). Asagidaki problemi simpleks yontemle
¢oziiniiz. (x4 ve x5 icin igsaret kosulu verilmemistir.)
4z, —dxy — 9253+ x4 — 225 <6
2z, + 329 +4x3 — b2, + 25 <9
T, + Ty — 53 — Tz, + 11z < 10
Tq,Tq, Ty >0
min z = 3z, + x5 — 43 + 5z, + 925

Cozim.
Déniisiim. x5 ve 5 degiskenlerinin isaret kisitlamasi yoktur. Bu nedenle z3 = x5 — x5, 5,25 > 0
ve x5 = xy — o, Ty, T5 > 0 déntsiimlerini yapariz. Bu déniisiimler altinda problem

4z, —bxy — 9z —x3) + x4 — 2(zf —27) <6

2z, + 3xy + 4(zf —x5) —bxy + (x5 —zp) <9

Ty + o —5(xf —af) — Te, + 11(x; —2f) < 10

Xy, Ty, Th, T3, Ty, 25, 2o >0
min z = 3z, + x5 — 4(z5 — z5)
+5x, + 9(xy — 7))

isaretce kisith problemine doniisiir.
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Standart form ve ¢oziilebilir hal. Parantezleri agip ti¢ < kisita sirasiyla zq, -, zg aylak degisken-
lerini ekleriz. Orijinal problemde begs degisken oldugu icin aylak degiskenler z ile baslar:

4z, — 5xy — 925 + 925 + x4 — 225 + 225 + 24 =6
2¢q + 3z, +4af —4x5 —bxy +af —xf + 2, =9
xq + Ty — bxh + 5y — Txy + 1laf — 11zl + 24 = 10
Xy, Lo, Th, X5, Ty, Tg, T, Tg, Tqy Lg > 0
min z = 3z, + x4y — 4a} + 425 + 5z,

+9zf — 927 + O0xg + 0z, + Oxg

Bitiin kisitlar esitlik, sag taraflar 6, 9, 10 negatif degil ve biitiin degiskenler > 0; problem standart
formdadir. vg, v;, vg stitunlar1 3 x 3 birim matrisi olusturdugundan standart form simpleks yontem ile
¢oziilebilir haldedir; yapay degisken gerekmez.

Baslangi¢ tablosu. B, = (vg, v7,vg), baslangi¢ ¢oziimii x4 = 6, £, = 9, x5 = 10 ve 2z, = 0°dir. Kri-
terler z; — ¢; = —c;’dir. Iki ciftin kriterleri beklendigi gibi zit isaretlidir: v3 ve v3 i¢in 4 ve —4, vj ve
vf igin —9 ve 9.

Minimum probleminde simpleks kriteri pozitif olanlardan en biiyigii girer; biitiin z; — ¢; < 0 olunca
optimal ¢éziime ulagilmigtir. Pozitif kriterler 4 ve 9’dur; en biiyiigii 9 oldugundan v baza girer. v
stitununun elemanlar1 2, —1, —11’dir; yalmz z4 satirinin eleman: pozitif oldugundan tek oran 6/2 =
3’tiir. vg bazdan cikar, pivot 2’dir.

Tablo 8.6: Baglangi¢ tablosu

¢; 3 1 —4 4 5 9 -9 0 0 0
g cp Vg vy Vg A v Uy vg vy Vg vy vg  Oran
Tg 0 6 4 -5 -9 9 1 -2 ]2 1 0 0 5=
Ty 0 9 2 3 4 —4 =5 1 —1 0 1 0 —
Tg 0 10 1 1 —5 5 —7 11 -11 0 0 1 —
zj— o= —3 -1 4 -4 -5 =9 919 0 0 0
¢; 0

Birinci iterasyon. Pivot satir1 2°ye béliniir ve cg = —9 ile 27 satir1 olur:
5 991 1
(3|27_§a_§a§7§7_1)17§7070> .

vg stitunundaki elemanlar z satirinda —1, g satirinda —11, z; — ¢; satirinda 9 oldugundan z, satirma

yeni satirin 1 kati, g satiria 11 kati eklenir; z;—¢; satirindan ise 9 kati ¢ikarilir. Birka¢ eleman:

7,009+ 3 =12, x7,v4:—5+%=—g,

Tg, vy : 10+ 113 = 43, wg,véz—5+11~(—§>:—$,
25:0—9-3=—21, vg:479-(7g):%,
v2;—1—9-<—g):4§’, 06:0—9é:—g.

- . , y . NPT
Son iki satirdaki 2, v3, vy, vg deBerleri z; — ¢; satirina aittir. v stitununu ayrica hesaplamaya gerek

yoktur: Onerme 8.2 geregi v} siitununun negatifidir.
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Tablo 8.7: Birinci iterasyon tablosu

¢ 3 1 -4 4 5 9 -9 0 0 0
g ¢p N vy Vg A vy Uy vg vy Vg vy vg  Oran
@ -9 3 2 -2 -z 2 e | z 0 0o -
z, 0 12 4 i -1 1 -2 0 0 1 1 0o -
zg 0 43 23 - 1@ A 3 o 5 0 1 -
z;— o= —21 £ 84 8 1 9 o -2 0 0
C; —27

Bu tablonun temel ¢ziimiinde =7 = 3, z, = 12, 5 = 43 ve diger degiskenler sifirdir. Orijinal degis-
kenlerle z; = 2t —zf =0 — 3 = —3, yani

(zq,%q,...,2g) = (0,0,0,0,—3,0,12,43), z2=9-(-3)=-27

olur. Bir temel ¢6ziimde orijinal bir degi§kenin negatif (;1kma51 donugumun tam da izin verdigi seydir.
Simirsizlik. Pozitif kriterler 43 (vz) ve 8 (v})‘dir; en buyugu oldugundan v} baza girmelidir. Ama
v4 siitununun elemanlari —2, 2, 10% nin higbiri pozitif deglldlr oran testi yapilamaz. Simpleks
kriteri pozitif olan v} vektoriiniin elemanlarmm her biri negatif oldugundan, Onerme 4.2 geregi amag
fonksiyonu alttan smursizdir: problemin sirsiz ¢éziimi vardir, minimumu yoktur (Sinirsiz ¢6zim
ve alternatif optimal ¢6ziim). v, siitununda pozitif eleman bulunmas: bu sonucu degistirmez; kriteri
iyilesme gosteren tek bir siitunda pozitif eleman olmamasi sinirsizlik igin yeter.

Smursiz ¢oziimil agik¢a yazalim. A > 0 olmak tizere 25 = A alip baz disindaki diger degiskenleri (z;,
Xy, T, Ty, TE, Tg) sifir birakiriz. Baz degiskenleri v} sittununa gore degisir:

:3—A(—g)=3+gx

Bunlarin hepsi A > 0 iken pozitiftir. Orijinal degiskenlere donersek z; = 25 — x5 = A ve x5 = zf —

xg =—3— —)\ olur. Béylece her A > 0 i¢in
9
X(\) = ( 0,0,X,0,-3 2,0,

109
12 + /\ 43+—/\)

uygun bir ¢6ziimdiir. Saglamaigin x5 = Avezy = —3 — —)\ degerlerini orijinal kisitlarin sol taraflarina
koyalim (z; = 9 = 24, = 0):

—9/\72( gx) 6,
4>\+( g ):—3—1Ag9,
—5)\+11( g ):—33—@A<10

Birinci kisit esitlikle saglanir (x ( = 0). Ikinci ve ii¢lincii kisitta sag tarafa kalan bosluklar 9 — ( —3—
%)\ ) =z, ve 10 — ( —33— 1 ) = zg’dir. Bu ¢6ziimde amag¢ fonksiyonunun degeri

:74/\+9(,3,g,\) —27—@)\
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8.4 Sinirsiz Cikan Bir Ornek 173

olarak bulunur. Bu, Onerme 4.2 ispatindaki 2z, — \(z), — ¢;,) = —27 — 8—29)\ formiiliiyle aynidir ve A —
oo iken —oo’a gider. Yani x5 buiyiiditkge x5 negatif yonde bilyiir; amagta katsayisi 9 olan x5 negatife
gittikce 2z sinirsizea kiigiilir.

Son olarak birinci iterasyon tablosunda iki cifte bakalim. v ve vg stitunlari birbirinin negatifidir,
kriterleri 82 ve —22dir. 2 bazda oldugundan siitunu birim vektor (1,0,0), esi v5 niin siitunu ise
(—1,0,0)’dir ve ikisinin de kriteri 0’dir (Onerme 8.2).

|

Bu béliimde isaret kisitlamasi olmayan bir degiskeni z, = z,. — z, ile iki negatif olmayan degiskene
ayirmanin problemi degistirmedigini, simpleks tablosunda bu iki degiskenin siitunlarinin ve kriterlerinin
her zaman birbirinin negatifi oldugunu ve bu yiizden ikisinin ayni anda bazda bulunamadigini gordiik.
Sonucu okurken z,. = . — x, farkini almay1 unutmamak yeter. Bir sonraki béliimde, Sinirli degiskenler
bolimiinde, degiskenlerin yalniz isaretinin degil, alabilecegi degerlerin de alttan ve ustten sinirlandig:
problemleri ele alacagz.
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9.1

9. Sinirli Degiskenler

Simpleks yontem her degiskenin negatif olmamasini, yani alttan 0 ile sinirli olmasini ister. Isaret kisit-
lamasi olmayan degiskenler boliimiinde bu kosulun hi¢ verilmedigi durumu gérdiik. Uygulamada daha
sik karsilagilan durum ise degiskenin belli bir aralikta kalmasimin istenmesidir: bir makine haftada en
cok 40 saat calisabilir, bir tiriinden s6zlesme geregi en az 5 ton iiretilmelidir, bir sicaklik —4 ile 10 derece
arasmnda tutulmalidir. Béyle kogullara sinir diyecegiz.

Bir sinir da bir esitsizliktir; onu kisitlar arasina bir satir olarak yazip problemi oldugu gibi ¢6zebiliriz.
Ama her yeni satir tabloya bir satir ve bir siitun ekler, z; > 5 gibi bir alt siir da artik ve yapay
degisken gerektirir. Cogu zaman daha iyisi, degiskeni kaydirarak ya da ters cevirerek sinir1 siradan bir
x> 0 kosuluna doniistiirmektir. Bu boliimde dort tiir smir1 ve her biri i¢in kullamilan yolu gorecegiz,
doéniisiimlerin problemi neden degistirmedigini kanitlayacak ve bes drnegi biitiin tablolariyla ¢6zecegiz.

Sinirli Degisken Tiirleri

Once sinirlari adlandiralim. Asagida x ; bir lineer programlama probleminin degiskeni, d; ve s, de verilmis
gercel sayilardir.

Tanim 9.1 (Alttan simirh degisken). Problemde z; > d; kosulu varsa z; deiskenine alttan sinirl
degisken, d; sayisma da x;'nin alt sinir1 denir.

Tanim 9.2 (Ustten siirli degisken). Problemde ; < s; kosulu varsa z; degiskenine iistten sinirh
degisken, s ; sayisina da mj’nin iist sinir1 denir.

Tanim 9.3 (iki yanli sinirli degisken). Problemde d; < s; olmak tizere d; < z; < s; kosulu varsa z;
degiskenine iki yanli sinirli degisken denir.

Yani bir sin, tek bir degiskenin alabilecegi degerleri kisitlayan bir esitsizliktir. Ahgik oldugumuz z; >
0 kosulu, alt sinir1 dj = 0 olan bir siirdir. Iki yanli sinirli bir degisken hem alttan hem iistten sinirhdir;
d; < s; kosulu, araligin bos olmamas icindir.

Bir lineer programlama probleminde sinirli degiskenle baglica dort bigimde karsilagilir:

L. z; < s;: yalniz ustten sinurly, isaret kosulu yok.

2.0< z; < sy negatif olmayan ve tstten smnirls.

3.d i<z <sg iki yanli sinirly, alt sinir herhangi bir say:.
4 ;> dj: yalniz alttan sinirl.

Her durumda yapilacak is Tablo 9.1 tablosunda 6zetlenmistir; gerekgeleri ve ornekleri bolimiin geri
kalaninda tek tek gorecegiz.

Tablo 9.1: Sinirh degiskenler i¢in doniigiimler

Sinir Doniisiim Isaret kosulu Kisitlara eklenen satir
z; <s; wj:—m;+sj w; >0 yok
OSwjgsj yok :vj20 z; <85
d; <x; <5, T, =z +d; z; >0 r; <s;—d;
T;>d; :rj:m;—l-dj :r;-20 yok
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Tablodaki iki doniisiim de z; = t 4 ox; bicimindedir: ¢ bir sabit, o ise 1 ya da —1’dir. ¢ = 1 oldugunda
say1 dogrusu t kadar kaydirilir (6teleme), o = —1 oldugunda ayrica ters cevrilir (yansitma). ikisi de
negatif olmama kosulunu ortaya ¢ikarmak icindir: 6teleme alt sinir1 0’a tasir, yansitma st siniri1 alt sinira
cevirir.

Doniisiimiin Dogrulugu

Bir degiskeni baska bir degiskenle degistirmek problemin kendisini degistirmemelidir. Bunu genel bicimde
kanitlayalim; ispat, Isaret kisitlamasi olmayan degiskenler béliimiindeki esdegerlik énermesinin (Onerme
8.1) ispatina benzer, ama bu kez amag degeri bir sabit kadar kayar.

Onerme 9.1 (Oteleme ve yansitma problemi degistirmez). (P) bir lineer programlama problemi,
x,. onun bir defiskeni, t bir sabit ve 0 € {1, —1} olsun. (P)’de x,. gectigi her yerde, yani kisitlarda, amag
fonksiyonunda ve x,. ’nin sinir kosullarinda,

_ ’
T, =t+ox,

yazilarak (P’) problemi elde edilsin. (P’)’niin amag fonksiyonu z = 2z’ + ¢t bicimindedir; burada 2,
amacin degiskenli kismidir ve ¢t bir sabittir. Bu durumda:

1. (P)’nin her uygun ¢oziimii, diger degiskenler aynen birakilp x| = o(x, —t) alnarak (P’) niin bir
uygun ¢oziimiine gider. (P’)’niin her uygun ¢oziimii de x, =t + oz, alinarak (P)’nin bir uygun
¢oziimiine gider. Bu iki esleme birbirinin tersidir.

2. Eslenen iki ¢éziimde (P) ’nin amag degeri, (P’) deki 2’ degerinin c,.t fazlasidir.

Dolayisiyla (P’)’de 2’ ’yii optimum yapan ¢oziim, 1. maddeyle geri cevrilince (P) nin optimal ¢oziimiinii
verir ve optimal degerler arasinda z* = z'* + ¢,t bagintisi vardir. Problemlerden birinin uygun ¢éziimii
yoksa Otekinin de yoktur; biri sinirsizsa oteki de sinirsizdir.

ispat.
(P)’nin kisitlar: ve x,. ’nin simir kosullari, p isareti <, = ya da > olmak iizere

Z a;z;+a,z,.pb

J#r
bicimindeki kosullardir (z, ’nin sinirinda a, =1 ve diger a;’ler 0’dir). x, =t + ox, yazip sabiti saga
atinca bu kosul

Z a;r; +oa.x. pb—a,t
JFT

olur; (P’) 'niin kosullari tam olarak bunlardir. Diger degiskenlerin isaret kosullari iki problemde aynidur.
Birinci madde. x,. verilmisken ). = o(z, — t) alahm. 0% = 1 oldugundant + oz, =t + o*(z, — t) =
x,.’dir. Bu yiizden her kosulun sol tarafi icin

Z a;r; +a,zr, = (Z a;r; + oa,, ) +a,t

J#r J#r

esitligi gecerlidir. Soldaki toplam pb kosulunu ancak ve ancak parantez icindeki toplam p (b — a,t)
kosulunu sagladiginda saglar; ¢iinkii bir esitsizligin iki yanindan ayni a,t sayisini ¢ikarmak esitsizligi
korur. Demek ki (P) ’nin uygun bir ¢oziimii (P’) niin uygun bir ¢éziimiine gider. Tersine, (P’) 'niin uygun
bir ¢oziimiinde x,. =t + ox,. alimirsa o(x, —t) = o2z = x| olur ve aym esitlik bu kez éteki yonde
kullanilarak (P) nin kosullarinin saglandig1 goriiliir. Iki esleme birbirini geri aldigindan birbirinin tersidir.
Ikinci madde. Amag fonksiyonunda x,. = t + ox,. yazilirsa

D¢ = (Zcﬂ"j +ocz, ) tet=2+et
i T

bulunur. Yani eslenen iki ¢oziimde (P) ’nin amag degeri, (P’) deki z' degerine c,.t eklenerek elde edilir.

Sonug. Iki madde birlikte, (P) nin uygun ¢oziimlerinde amacin aldig1 degerler kiimesinin, (P”) ’niin uygun
¢oziimlerinde 2z’ ’niin aldigi degerler kiimesinin her elemanina c,t eklenerek elde edildigini soyler. Bir
kiimenin biitiin elemanlarina ayni sayiyi eklemek en biiyiik ve en kiiciik elemanin yerini degistirmez,
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9.2 Déntistimiin Dogrulugu 177

onlari da ayni sayr kadar kaydwrir. Kiime bossa ya da alttan (iistten) sinirsizsa kaydirilmis kiime de 6yledir.
(P’")’de 2" *yii optimum yapan ¢bziim birinci maddeyle (P) nin, amag degeri z2’* + c,.t olan bir uygun
¢oziimiine gider; bu deger (P) nin optimal degeri oldugundan o ¢oziim (P) 'nin optimal ¢oziimiidiir.

|

Ispat diger degiskenlerin kosullarini hi¢ kullanmiyor. Bu yiizden birden ¢ok siirl degisken varsa énerme
her birine sirayla uygulanir; amac degeri her dontisimde kendi sabiti kadar kayar ve bu sabitler toplanir.
Yani doniisiim uygun bolgeyi kaydirir ya da ters ¢evirir, ama seklini ve koselerini korur; amag fonksiyonu
da biitiin noktalarda ayni sabit kadar degistigi i¢cin en iyi nokta yine en iyi noktadir. Uygulamada bunun
iki sonucu vardir:

« Sag taraflar degisir. <. kisitin sag tarafi b,’den b; — a,,t’ye gecer. Bu say1 negatif ¢ikarsa kisit, standart
forma ge¢cmeden 6nce —1 ile carpilir ve esitsizligin yonii doner (bkz. Boliim 1.6); bunun bir érnegini
bolimiin sonunda gorecegiz.

« Amacta bir sabit terim belirir. Sabit terim hangi noktanin optimal oldugunu etkilemez. Simpleks
tablosunun c¢; satirina yalniz z”’niin katsayilar1 yazilir; tablonun verdigi z, degeri z"’niin degeridir ve

J
asil optimal deger sonunda z, + c,.t olarak hesaplanir.

Coziim Yontemi

Sinirlar dontustiiraldiikten sonra elimizde biitiin degiskenleri > 0 olan siradan bir problem kalir. Agagidaki
recete, simpleks yontemin basina ve sonuna birer adim ekler.

O Dort adimda sinirl degiskenli problemi ¢6zme

1. Sinirlar1 oku. Her sinirli degiskenin, Tablo 9.1 tablosundaki dért durumdan hangisine girdigini
belirle.

2. Doniistiir. Doniistimii kisitlarda, amacta ve sinirda yerine koy; sabitleri sag tarafa at. Sag tarafi
negatif ¢ikan kisit1 —1 ile carp. Ust sinir satir olarak kaliyorsa onu kisitlara ekle. Amactaki sabiti
ayriyaz: z = 2’ + k.

3. Simpleks. Problemi standart forma, gerekirse yapay degiskenlerle simpleks yontem ile ¢6ziilebilir
hale getir ve z”’yii simpleks yontemle optimum yap. Sabit k tabloya girmez.

4. Geri doniis. Son tablodan yeni degiskenlerin degerlerini oku, doniisiimii tersine cevirerek orijinal
degiskenleri bul ve optimal degeri z, + k olarak hesapla.

Simdi dort durumu kendi 6rnekleriyle sirayla ele alalim.

Ustten Sinirli Degisken

flk durumda degiskenin yalniz bir iist sinir1 vardir, isaret kosulu yoktur. = ; negatif degerler de alabildigi
icin onu dogrudan tabloya koyamayiz. Sinir1 satir olarak yazarsak Isaret kisitlamas: olmayan degiskenler
boliimiindeki gibi z; = z’; — 27 déniisimii de gerekir; iki yeni degisken ve bir yeni satir. Oysa iist sinur1
kullanan tek bir yansitma ikisinden de kurtarir:

el 4 ——/. .
xj§5j=>0§sj—mj—xj=>xj— z;+ s,

Bu, Onerme 9.1 énermesinint = s, o = —1 halidir. z; < S SIS ; — .’L’; < S5, yani m; > 0 olur ve igaret

>
kosullarina eklenir; kisitlara yeni satir eklenmez. x} sayisi, J;j’nin st sinirina ne kadar uzak oldugunu

dlcer. Ozel olarak z; < 0 biliniyorsa s; = 0 alinir ve déniisiim z; = —x;- olur.

Ornek 9.1 (Ustten sinirli bir degisken). Asagidaki problemi simpleks yontemle ¢dziiniiz. (z; igin
yalniz iist sinir verilmistir.)
—z, + 229 <8
x + 22, <10
<8, 2,20
maxz = Ty + Ty
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178 Boliim 9. Sinirhi Degiskenler

Cozim.

Xr=-8

< — X,' =8-x;
7 artar

Sekil 9.1: Uygun bélge (-8, 0), (8, 0), (8, 1), (1, 4,5) koseli dortgendir. x; < 8 siniry, (1) -x; + 2%, = 8, (2)

X; + 2%, = 10 dogrularinin x, = 0 ile olusturdugu ticgenden sagdaki kiigitk tiggeni (kesikli) atar. Yeni

degisken x," = 8 - x4, X, = 8 dogrusunda sifirdir ve sola dogru artar. Kesikli dogrular z = x, + x, = 4 ve
z = 9 seviye dogrularidir; maksimum (8, 1) késesinde, sinirin istiinde alinir.

Doéniisiim. x; degiskeni ; < 8 bi¢iminde pozitif bir sayiyla tistten sinirhdir ve isaret kosulu yoktur.
Bu nedenle

2, <8=0<8—z,=z]=>x,=—2]+8
déniisiimiinii yapar, 7 > 0 kogulunu isaret kogullarina ekleriz. z; yerine —z; + 8 yazinca problem

—(—z] +8) +2z, <8
—z] + 842z, <10
i,y >0

maxz = —z; + 8+ z,

olur. Parantezi agip sabitleri saga atarsak

x] + 2z, < 16
—x] + 2z, <2
111/1,.’172 > 0

maxz = —zj + x5 + 8

problemine ulagiriz. z; < 8 smr artik 27 > 0 kosulunun i¢indedir; ayr1 bir satir gerekmez. Amactaki
8 sabittir; simpleks yéntemle 2’ = —z] + x,’yi maksimum yapacagiz.

Standart form. ki < kisita x5 ve x, aylak degiskenlerini ekleriz. Orijinal problemde iki degisken
oldugu i¢in aylak degiskenler x4 ile baglar; ] yeni numara almaz:

] + 2z, + x5 = 16
—z] +2zy+xy =2
Ty, T, T,y >0
max z = —z] + 5 + 0z5 + 0z, + 8
Bitiin kisitlar esitlik, sag taraflar 16 ve 2 negatif degil, butiin degiskenler > 0; problem standart
formdadur.

Coziilebilir hal. v; ve v, sttunlar1 2 x 2 birim matrisi olusturur. Demek ki standart form zaten
simpleks yontem ile ¢6ziilebilir haldedir (Tanim 1.9); yapay degisken gerekmez.
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Baglangic tablosu. Basglangic baz1 By = (v, v,), baslangi¢ ¢oziimii x5 = 16, £, = 2 ve 2z, = 0’dir.
¢g = 0 oldugundan z; — ¢; = —¢;’dir (Onerme 4.3): v igin 1, vy icin —1.

Maksimum probleminde en negatif z; — c; baza girer; biitiin z; — ¢; > 0 olunca optimal ¢dziime ulasil-
mugtir. Tek negatif kriter —1 oldugundan v, baza girer. Oranlar 16/2 = 8 ve 2/2 = 1’dir; en kiigiigii

satirinda oldugundan v, bazdan ¢ikar ve pivot 2’dir.

Tablo 9.2: Baslangic tablosu

¢; —1 1 0 0
zg Cp Uy v Vg Vg Uy Oran
T3 0 16 1 2 1 0 2
T, 0 2 —1 2] 0 1 2=
Z;—¢j 2o =10 1 —11 0 0

Birinci iterasyon. Pivot satir1 2’ye boliinir ve cg = 1ile 2, satirtolur: (1 | -1,1,0,1 )- T3 satirindan

bu satirin 2 kati ¢ikarilir, z; — ¢; satirina bu satir bir kez eklenir:
z3:(16—2|1+1,0,1,0—1)=(14]2,0,1,-1),

'0+111001— 1001

ZJ C]( ‘ 277;2)—( ‘2,,,2).

Tablo 9.3: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; -1 1 0 0

TB CB Vo v} Vg U3 Uy
Z5 0 14 2 0 1 —1
T, 1 1 -3 1 0 3
%6 79 =1 3 0 0 1

Simpleks kriterleri arasinda negatif olan kalmady; biitiin 2; —c; > 0 oldugundan Sonug 4.3 geregi
optimal ¢6ziime ulagildi (Tablo 9.3).

Geri doniis. Tablodan x5 = 14, 2, = 1 okunur; baz disindaki z] ve z, sifirdir. Orijinal degiskene do-
nersek 7 = 8 — z; = 0, yani #; = 8 olur. Tablodaki 2, = 1 degeri z’'niin degeridir; ayr1 tuttugumuz
sabiti ekleriz:

X* = (21,29, 25,24) = (8,1,14,0), maxz=1+8=09.

Saglama: —8 + 2 - 1 = —6 < 8 olup birinci kisitta 8 — (—6) = 14 = x4 birim bosluk kalir; 8 +2 -1 =
10 oldugundan ikinci kisit esitlikle saglanir (x, = 0); amag degeri 8 + 1 = 9’dur. Déniigiim kisitlarin
sol tarafini yalniz bir sabit kadar kaydirdigindan aylak degiskenlerin degeri iki problemde aynidir.

x7 = 0 olmasi, optimumda z;’in tam st smnirinda durdugunu soyler: sinir etkindir. Uygun bslgenin
késeleri (—8,0), (8,0), (8,1) ve (1, ) dir; amag degerleri sirasiyla —8, 8,9 ve L oldugundan en bityiigii
gercekten (8, 1) kosesindeki 9’dur.

u

Negatif Olmayan ve Ustten Sinirli Degisken

Ikinci durumda degisken hem negatif degildir hem de {istten sinirlidir: 0 < z; < s;. Burada déniisiim
yapilmaz. z; < s; esitsizligi bir satir olarak kisitlara, z; > 0 esitsizligi ise isaret kosullarina yazilir.
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180 Boliim 9. Sinirhi Degiskenler

Neden déniisiim yapmiyoruz? x; = —x’; + s, yansitmasini yapsaydik z; < s; smir1 z; > 0 olurdu, ama

bu kez z; > 0 kosulu m; < s, satirma doniisiirdii. Tki sinirdan biri her haliikarda satir olarak kalir;
donisim yalniz isi uzatir. Ustelik s; > 0 oldugundan z; < s, satir sag tarafl negatif olmayan bir <
kisitidir; ona eklenen aylak degisken baslangic bazina kendiliginden girer ve yapay degisken gerekmez.

Ornek 9.2 (Negatif olmayan ve iistten sinirli bir degisken). Asagidaki problemi simpleks yontemle
¢oziiniz.
—3z, + 4z, < 24
T, + 2z, < 16
0<z2;, <9, 2,20
max z = —x; + 24

Coziim.

Xz

Sekil 9.2: Uygun bolge (0, 0), (9, 0), (9, 7/2), (8/5, 36/5), (0, 6) koseli besgendir. x; < 9 sinir1, sinir olmasaydi

bolgeye katilacak (9, 0), (16, 0), (9, 7/2) iicgenini (kesikli) atar. Kesikli dogrular z = -x; + 2x, =6 ve z =

64/5 seviye dogrularidir; maksimum (8/5, 36/5) kosesinde alinir ve orada sinir etkin degildir. (1) -3x, +
4x, = 24, (2) x; + 2%, = 16.

Sinir satir1. x; degiskeni 0 < z; < 9biciminde siirhdir. z; < 9 esitsizligini tigtincii kisit olarak yazar,
x, > 0 esitsizligini isaret kogullarinda birakiriz:
—3z, +4xy < 24
z, + 2z, < 16
<9
T1,T5 20
maxz = —T; + 2z,
Degisken degistirmedigimiz i¢cin amacta sabit terim yoktur.
Standart form. Uc < kisita sirasiyla 3, 24, o5 aylak degiskenlerini ekleriz:
-3z, +4xy + 74 =24
T, + 2z + 74 =16
T, +x5=9
€L 20, 7= 1,_5
max z = —z; + 2z9 + 0z3 + 0z, + Oz;

Biitiin kisitlar esitlik, sag taraflar negatif degil, biitiin degiskenler > 0; problem standart formdadir. z,
sinirin aylak degiskenidir: x; 'in {ist sinirina ne kadar uzak oldugunu 6lger.
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9.5 Negatif Olmayan ve Ustten Sinirli Degisken 181

Coziilebilir hal. v,, v,, v5 stitunlar1 3 x 3 birim matrisi olusturur; standart form simpleks yontem ile
coziilebilir haldedir.

Baslangic tablosu. B = (v3,v4,v5), 29 = 0 ve 2; — ¢; = —c;’dir: v; icin 1, vy i¢in —2. Maksimum
probleminde en negatif kriter girer; tek negatif kriter —2 oldugundan v, baza girer. x5 satirinin v,
stitunundaki elemani 0 oldugundan bu satir oran testine girmez. Oranlar 24 /4 = 6 ve 16/2 = 8dir; v4

bazdan ¢ikar ve pivot 4’tiir.

Tablo 9.4: Baslangic tablosu

¢ -1 2 0 0 0
Tg cp Vg vy Uy Vg Uy Vg Oran
T3 0 24 -3 4] 1 0 0 2=
T, 0 16 1 2 0 1 0 g
Ty 0 9 1 0 0 0 1
z;—¢; 2o =0 1 -2 1 0 0 0

Birinci iterasyon. Pivot satir1 4’e boliiniir ve cp = 2 ile @, satur1 olur: (6 | —3,1,1,0,0 )- T4 satr-
rindan bu satirin 2 kat1 ¢ikarilir, 2; — ¢; satirina 2 kat eklenir; x5 satir1 degismez:

3 1
(16—12|1+2,0,—-,1
.’1)4 ( 6 ‘ +270, 27 ,0>
5 1
=(4]2,0,—=,1,0
( ‘277 27) )7
_ 3 1
zj—cj.<0+12|1—§,0,§,0,0>
11
=( 12| —= — .
( \ 2,0,2,0,0)
1

Tek negatif kriter —3 oldugundan v, baza girer. x, satirinin eleman f% < 0 oldugundan bu satir teste
girmez. Oranlar 4/ g = % ve 9/1 = 9’dur; v, bazdan ¢ikar ve pivot g’dir.

Tablo 9.5: Birinci iterasyon tablosu

¢; -1 2 0 0 0
T cp Vg vy Uy Vg Uy Vs Oran
Ty 2 6 -3 1 i 0 0 -
T, 0 4 2] 0 —3 1 0 % =
5 0 9 1 0 0 0 1 2
zj—¢; zg =12 —11 0 1 0 0
Ikinci iterasyon. Pivot satir1 g’ye bélinir, yani % ile carpilir ve cg = —1 ile z; satir1 olur: ( % |

1,0,—%.2 0.z, satirina bu satirin 2 katy, 2z, — ¢, satirina 1 kati eklenir; - satirindan bir kez ¢ikarilir:
1V 7B By 2 1 3 6 2 5 ¢
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x2:<6+g’0,1,i—2%,%, )
36 1 3
(5% w1w0)
x5:(9—§’0,0,%,—%,1):(%7|0,0,%,—§,1),
zj—¢; (12+§|0,0,; %,;, )

Tablo 9.6: ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢ —1 2 0 0 0
Tp Cp Vo (2 Uy Vg Uy (U
Ty 2 8 0 1 i 3 0
T, —1 8 1 0 -1 2 0
Ty 0 &I 0 0 i -2 1

Zj—¢j zg = % 0 0 % % 0

Biitiin z; — ¢; > 0 oldugundan tablo optimaldir (Tablo 9.6). Optimal ¢éziim

8 36 37 64
X*:(xl,...,mS):(g,E,O,O,E), maxz =
olarak bulunur. Saglama: —3 - % +4- % = % =24 ve % +2- 3’5—6 = % = 16; iki kisit da esitlikle
saglanir. Amag degeri —% + % = 65—4’tir.
Bu kez siir etkin degildir: sinirin aylak degiskeni z5 = % bazdadir ve pozitiftir, yani z; = % st sinur

9a 3—57 birim uzaktir. Siur satir1 tabloyu bir satir ve bir siitun bityiittii ama optimumu etkilemedi; hangi

sinirin etkin olacag: ise ¢ézmeden dnce bilinemez. Uygun bélgenin késeleri (0,0), (9,0), (9, %), (£, 38),
64

(0,6)’dir ve amag degerleri 0, —9, —2, %, 12 oldugundan en biiyiigii simpleks yontemin buldugu
degerdir.

Iki Yanli Sinirhi Degisken

Uciincii durumda alt sinur sifir olmak zorunda degildir: d i<z <s 2 Once alt sinir1 0’a 6telemek, sonra
kalan tist sinir1 ikinci durumdaki gibi satir olarak yazmak gerekir:

_ _ o
djnggsj:>0§xj—dj—xj§sj dj=>:vj—asj+dj.

Bu, Onerme 9.1 dnermesinin t = dj, o = 1 halidir. Iki yanh smir 0 < z; < $;— dj olur: a:; <s;— dj
bir satir olarak kisitlara, z; > 0 ise isaret kosullarina eklenir. d; < s; oldugundan yeni satirin sag tarafi

negatif degildir. #; sayisi, z;’nin alt snirindan ne kadar yukarida oldugunu élger.

Ornek 9.3 (Iki yanli simirl bir degisken). Asagidaki problemi simpleks yontemle ¢oziiniiz.

—x, + 225 < 8
T, + 225 <12
—4<z2, <10, 2,20

maxz = —z; + 34

Cozim.
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9.6 Iki Yanl Sinirli Degisken 183

X, =X, +4

+ = + + + + + >
/Ié; 6 -} -2 2 4 6 8 1 1N
P

Sekil 9.3: Uygun bélge (-4, 0), (10, 0), (10, 1), (2, 5), (-4, 2) koseli besgendir. -4 < x; < 10 sinirlary, (1) -x,

+ 2%, = 8 ve (2) x; + 2%, = 12 dogrulariyla x, = 0'mn olusturdugu ii¢cgenin iki ucundan birer kii¢iik tiggen

(kesikli) atar. Yeni degisken x," = x, + 4, x; = -4 dogrusundan baglayarak 6l¢uliir. Kesikli dogrular z =
-X; + 3X, = 4 ve z = 13 seviye dogrularidir; maksimum (2, 5) kdsesinde alinur.

Doéniisiim. z,; degiskeni —4 < x; < 10 bi¢iminde iki yanli sinirlidir. Alt sinir1 0’a 6telemek icin
—4<2,<10=20<2,+4=21<10+4=z,=2]—4
déniigiimiinii yapariz. ; yerine zj — 4 yazinca problem

—(z7 —4) + 2z, <8
] —4+4+ 2z, <12

) <14

1,2y >0

max z = —(z] — 4) + 3z,
olur; ti¢iincii satir, sinirin kalan yarisidir. Parantezleri acip sabitleri saga atarsak

—z] + 225 < 4
x) + 2z, <16
i) <14
xy,Ty >0
max z = —z7 + 3z, + 4
problemine ulagiriz. Amagtaki 4 sabittir; 2’ = —x] + 3, yi maksimum yapacagiz.
Standart form. U¢ < kisita sirasiyla x3, T4, Ty aylak degiskenlerini ekleriz:
—] + 2z +5=4
x] + 2zy + 24 = 16
) +xzy =14
Ty, Lo, Ty, Ty, Ty >0
max z = —z7 + 3z4 + 0z5 + 0z, + Oz5 + 4
Sag taraflar 4, 16, 14 negatif degildir; problem standart formdadur.

Coziilebilir hal. v,, v,, v5 stitunlar1 3 x 3 birim matrisi olusturur; standart form simpleks yontem ile
coziilebilir haldedir.
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184 Boliim 9. Sinirhi Degiskenler

Baslangig tablosu. B, = (v3,v4,v5), 29 = 0 ve z; — ¢; = —c¢;’dir: v] icin 1, v, i¢in —3. Maksimum
probleminde en negatif kriter girer; biitiin kriterler > 0 olunca durulur. v, baza girer. x5 satirmin

elemani 0 oldugundan oranlar yalniz 4/2 = 2 ve 16/2 = 8'dir; v4 bazdan ¢ikar ve pivot 2’dir.

Tablo 9.7: Baslangic tablosu

¢; -1 3 0 0 0
g cp N 04 Vg Ug Uy Vg Oran
T3 0 4 -1 2] 1 0 0 3=
z, 0 16 1 2 0 1 0 3L
Ty 0 14 1 0 0 0 1 —
z;—¢j 2o =0 1 =31 0 0 0

Birinci iterasyon. Pivot satir1 2’ye boliniir ve cg = 3 ile z, satir1 olur: ( 2| —1,1,%,0,0 ) Ty
satirindan bu satirin 2 kat1 ¢ikarilir, z; — ¢; satirina 3 kat1 eklenir; =5 satir1 degismez:

z,:(16—4|141,0,—1,1,0) = (12 2,0,—1,1,0),
2
1 3
—(6‘—5,0,5,0,0).

Tek negatif kriter —% oldugundan v] baza girer. z, satiriin elemani negatif oldugundan oranlar
12/2 = 6 ve 14/1 = 14’tiir; v, bazdan ¢ikar ve pivot 2°dir.

3 3
zj—cj:<0+6|1—§,0,—,0,0>

Tablo 9.8: Birinci iterasyon tablosu

c; -1 3 0 0 0
Tg Cp Vg v} Vg Vg Uy Vg Oran
Ty 3 2 -3 1 3 0 0 -
T4 0 12 2] 0 1 1 0 2o
Ty 0 14 1 0 0 0 1 i
z; — ¢, =6 —if 0 3 0 0
Ikinci iterasyon. Pivot satir1 2'ye béliniir ve cp = —1 ile @} satir1 olur: (6]1,0,—%,%,0 )- o

satirina bu satirin % kati, z; — ¢; satirina % kat1 eklenir; x5 satiridan bir kez ¢ikarilir:

'2—1—3011110—501
mZ'( |)a2 4345 >_< |)7

1 1 1
(14— -, —=1)= -
'7:5 ( 6’050323 27 ) (8’0,072,
.0

3 11 5
zj—cj:(6+3’0,0,§—L—1,4—1 ):(9’0,0,1,

=}
~—

> =

N DO | N
—
\\./
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Tablo 9.9: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢ -1 3 0 0 0
Tg Cp Vg v} Vg Vg Uy Vg
T, 3 5 0 1 3 3 0
) -1 6 1 0 -3 3 0
s 0 8 0 0 z - 1

z;—¢; 2=9 0 0 2 i 0

Biitiin z; — ¢; > 0 oldugundan tablo optimaldir (Tablo 9.9).

Geri doniis. Tablodan z, = 5, ] = 6, 5 = 8 okunur; x5 = 2, = 0’dir. 2] = z; + 4 bagmtisindan
6 = x; + 4, yani £; = 2 bulunur. Tablodaki z, = 9’a ayr1 tuttugumuz sabiti ekleriz:

X* = (x1,...,z5) = (2,5,0,0,8), maxz =944 =13.

Saglama: —2 4+ 2 -5 = 8ve 2 + 2 - 5 = 12; iki kisit da esitlikle saglanir. —4 < 2 < 10 oldugundan sinir
da saglanir ve amag degeri —2 4+ 15 = 13’tiir. 7 = 6, z; in alt sinirindan 6 birim yukarida; z; = 8 de
iist simiiridan 8 birim asagida oldugunu sdyler. Siirin iki yani da etkin degildir.

Uygun bélgenin koseleri (—4, 0), (10,0), (10,1), (2,5), (—4, 2)’dir; amag degerleri 4, —10, —7, 13, 10
oldugundan en biiytigii (2, 5) kosesindeki 13’tiir.

]

Alttan Sinirli Degisken

Son durumda degiskenin yalniz bir alt sinir1 vardir: z; > d;. Oteleme bu sinir1 dogrudan negatif olmama
kosuluna cevirir:

7 7
:vjZdj:>0§acj—dj—xj:>xj—acj+dj.

z’; > 0 isaret kosullarina eklenir; iist smur olmadig1 icin satir eklenmez. d; = 0 ise higbir sey yapmaya
gerek yoktur. d; < 0 oldugunda z; negatif degerler de alabilir, ama isaret kisitlamas1 olmayan bir degis-
kenin aksine tek bir yeni degisken yeter. d; > 0 oldugunda ise dteleme, satir olarak yazilsa artik ve yapay
degisken isteyecek bir > kisitindan bizi kurtarir.

Ornek 9.4 (Alttan sinirli bir degisken). Asagidaki problemi simpleks yéntemle ¢oziiniiz.
—2z, + 32, <24
T+ 225 <8
Tz, >-8, 520
maxz = —x; + 3%,

Cozim.
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186 Boliim 9. Sinirhi Degiskenler

Sekil 9.4: Uygun bolge (-8, 0), (8, 0), (-24/7, 40/7), (-8, 8/3) koseli dortgendir. x, > -8 sinir1, sinir

olmasaydi bolgeye katilacak (-12, 0), (-8, 0), (-8, 8/3) iicgenini (kesikli) atar. Yeni degisken x," = x,

+ 8, X; = -8 dogrusundan baglayarak 6l¢tliir. Kesikli dogrular z = —x; + 3x, = 8 ve z = 144/7 seviye
dogrularidir; maksimum (-24/7, 40/7) kosesinde alinir. (1) -2x; + 3x, = 24, (2) x; + 2X, = 8.

Doéniisiim. =, degiskeni z; > —8 bigiminde alttan siirlidir. Bu nedenle
2, >-8=0<z,+8=z]=>z, =] —8
doéniisiimini yapariz. x; yerine zj — 8 yazinca problem

—2(z, —8) + 3z, < 24
x] —8+2x, <8
x],xq >0

max z = —(z} — 8) + 3z,
olur. Parantezleri acip sabitleri saga atarsak

—2x] + 32, <8
z] + 2z, < 16
x], 2 >0

maxz = —z7 + 3z, + 8

problemine ulagiriz. Amagtaki 8 sabittir; 2’ = —x] + 3z, ’yi maksimum yapacagiz.
Standart form. Iki < kisita z5 ve x, aylak degiskenlerini ekleriz:

—2z1 + 329+ 25 =38
)+ 2z, + 2, =16
.'12'/1,12,.%3,.%4 >0
max z = —z7 + 3z5 + 0z5 + 0z, + 8

Sag taraflar 8 ve 16 negatif degildir; problem standart formdadir.

Coziilebilir hal. v, ve v, stitunlar1 2 X 2 birim matrisi olusturur; standart form simpleks yéntem ile
coziilebilir haldedir.

Baslangi¢ tablosu. B = (v3,v,), 2o = 0 ve z; —¢; = —¢;’dir: v} icin 1, v, i¢in —3. Maksimum
probleminde en negatif kriter girer; v, baza girer. Oranlar 8/3 ve 16/2 = 8'dir; % < 8 oldugundan v

bazdan ¢ikar ve pivot 3’tiir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 186 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

9.7 Alttan Sinirli Degisken 187

Tablo 9.10: Baslangic tablosu

¢; —1 3 0 0
zTg Cp Vg v} Vg Vg Uy Oran
T3 0 8 -2 3] 1 0 8=
T, 0 16 1 2 0 1 5
z;— ¢ 29=0 1 =31 0 0

Birinci iterasyon. Pivot satir1 3’e boliiniir ve cp = 3 ile z, satir1 olur: ( % | —

bu satirin 2 kati ¢ikarilir, zj — ¢; satirina 3 kat1 eklenir:

16 4 2 32,7 2
(16——|14+-,0,—,1)=( —=—|-,0,—2,1
Ty ( 3‘ +3a ) 33 ) (3 33 ’ 37 )a

zj—¢;:(0+8]1-2,0,1,0) = (8] —1,0,1,0).

.1, %, 0 ) x4 satirindan

[SM[N]

Tek negatif kriter —1 oldugundan v] baza girer. x, satirmmn elemani —% < 0 oldugundan tek oran

32/3 32

7/3 7
olur; v, bazdan ¢ikar ve pivot %’tﬁr.

Tablo 9.11: Birinci iterasyon tablosu

c; -1 3 0 0
Tg Cp Vg 04 Vg Vg Uy Oran

Ty 3 8 -2 1 3 0 -

32 7 2 32/3

T, 0 2 (3] 0 —3% 1 5=
z;— ¢ Zg =38 -1 0 1 0
Ikinci iterasyon. Pivot satir1 %’e bolintr, yani % ile carpilir ve cg = —1 ile z] satir1 olur: ( % |
1,0, —%, % ) x4 satirma bu satirin % kati, z; — ¢; satirina bir kati eklenir:
8 64 1 4 2 40 12
(=-+=—=0,1,-——,-)=(—=/0,1,=, =
ni (345|057 )= (7|07 7)
32 2 3 88 53
i—c; (84+—=10,0,1—=,z)=(—=10,0,5,5 ).
(84 7] 77)=(7]00%7)
Tablo 9.12: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; —1 3 0 0

TB CB Yo v} Uy Us Uy

z, 3 2 0 1 3 2

) -1 32 1 0 —2 3

Zj— ¢ Zg = % 0 0 % %

Biitiin 2; — ¢; > 0 oldugundan tablo optimaldir (Tablo 9.12).
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188 Boliim 9. Sinirhi Degiskenler

Geri doniis. Tablodan x, = %, ) = 3—72 okunur; 53 = x, = 0’dir. Orijinal degiskene donersek
r,=2]—-8=——-8=——
olur. Tablodaki z, = %’ye ayr1 tuttugumuz sabiti ekleriz:

. 24 40 88 144
X =(.’171,:1)2,.'I}3,.'E4)=< )7

*7,7,0,0 maxz=7+8=7
Saglama: birinci kisitin sol tarafi % + % = 24, ikincisininki —% + 89 — ®dir; iki kisit da esitlikle
saglanir. —% > —8 oldugundan sinir da saglanir ve amag degeri % + &70 = 1;$4"dir. Optimumda x;
negatiftir; alt stnir —8 bu degere izin verdigi i¢in sorun yoktur.

Uygun bélgenin késeleri (—8,0), (8,0), (— 2—74, 470 ), (— 8,% )’tiir; amag degerleri 8, —8, %4, 16
oldugundan en biyigi 1%‘l’dir.

]

9.8 Birden Cok Sinirli Degisken

Déntistimler birbirinden bagimsizdir; bir problemde farklhi tiirden birka¢ siirli degisken bulunabilir.
Asagidaki 6rnekte bir degisken alttan smirli, Steki ise negatif olmayan ve iistten sinirhdir. Otelemeden
sonra bir kisitin sag tarafi negatif ¢ikacak ve bu yiizden yapay degisken gerekecek.

Ornek 9.5 (iki sinirli degiskenli bir minimum problemi). Asagidaki problemi simpleks yontemle

¢Oziiniiz.
Ty — Ty <3
T, + x4 <10
25 0<zy<4
minz =z, + 2z,
Coziim.

z azalir

Sekil 9.5: Uygun bolge (5, 2), (5, 4), (6, 4), (13/2, 7/2) koseli kigiik dortgendir; x; = 5 ve x, < 4 smurlar1

onun iki kenarini olugturur. Baglangi¢ tablosunun ¢6ztimii x,” = X, = 0, yani (5, 0) noktasidir ve bolgenin

disindadir: (1) x; - x, = 3 kisit1 saglanmaz, eksik kalan 2 birimi yapay degisken iistlenir. Tek iterasyon

optimal (5, 2) kosesine gider. Kesikli dogrular z = x, + 2x, = 9 ve z = 13 seviye dogrularidir. (2) x; + X,
=10.
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9.8 Birden Cok Sinirli Degisken 189

Déniigiim. z; alttan siurhdir: 2; > 5 = 0 < x; — 5 = 27, yani ; = 2] + 5. 2, negatif olmayan ve
tstten sinirhidir; z, < 4 satir olarak kisitlara eklenir. z; yerine 2§ + 5 yazinca
] +5—xzy <3
i +5+z, <10
Ty < 4
x1, 29 >0
min z = 2] + 5+ 2z,
olur. Sabitleri saga atinca birinci kisit ] — x5 < —2 olur ve sag tarafi negatiftir. Standart form b; > 0
istedigi i¢cin bu kisit1 —1 ile ¢arpariz; esitsizligin yonii doner:
i+, <5
Ty < 4
i,y >0
min z = z7 + 2z, + 5
Amactaki 5 sabittir; 2’ = x| + 2z,’yi minimum yapacagz.
Standart form. Birinci kisit > oldugundan x5 artik degiskenini cikarir, diger iki < kisita z, ve x5
aylak degiskenlerini ekleriz:
—T + Xy — T3 =2
itz +x,=5
Ty + x5 =4
XY, Loy Ty, Ty, Ty > 0
min z = z] 4+ 224 + 0z5 + 0z, + 0z5 + 5

Coziilebilir hal. v, ve vy ikinci ve ticiincti denklemin birim stitunlaridir. Birinci denklemde ise z3’iin
katsayis1 —1’dir. Standart form birim matris icermedigi i¢cin hentiz simpleks yontem ile ¢oziilebilir halde
degildir. Birinci denkleme z,, yapay degiskenini (Tanim 1.10) ekleriz; minimum problemi oldugundan
amag katsayis1 +M dir:

—z1+ Ty — T3+, =2
i+ T, +x,=5
Ty + x5 =4
x’l,xz,m3,x4,x5,mul >0
min z = 27 + 2x4 + 0z5 + 0z,
+0z5 + Mz, +5

Artik Uy, > Ug» U5 stitunlar1 3 x 3 birim matrisi olusturur ve problemi Biiytik M yontemi ile ¢ozeriz.
Baslangi¢ tablosu. B, = (v, ,v4,5), ¢g = (M,0,0) ve baslangic ¢oziimii z, =2, 7, =5, 5 =
4’tir. Her siitun i¢in ¢ stitunuyla karsilikl carpimlar toplayip c;’yi cikaririz:

vp:M-(-1)40-140-0—1=—-M—1,
vy M-14+0-14+0-1-2=M -2,

vyt M- (—=1)+0-04+0-0—0=—M,
20t M-2+0-5+0-4=2M.

Minimum probleminde en bityiik pozitif z; — ¢, baza girer; biitiin z; — ¢; < 0 olunca optimal ¢dziime
ulagilmistir. M ¢ok biiyiik oldugundan (Onerme 5.2) tek pozitif kriter M — 2’dir ve v, baza girer.

Oranlar 2/1, 5/1, 4/1’dir; en kii¢iigti z,, satirindadr, v, bazdan cikar ve pivot 1’dir.
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190 Boliim 9. Sinirhi Degiskenler

Tablo 9.13: Baslangic tablosu

¢ 1 2 0 0 0 M
g cp 0N v} Uy Vg vy Vg Uy, Oran
T, M 2 -1 1] -1 0 0 1 2=
1
T4 0 5 1 1 0 1 0 0 5
x5 0 4 0 1 0 0 1 0 4
z;—¢; 2= ~M- M- -M 0 0 0
2M 1 21

Birinci iterasyon. Pivot 1 oldugundan pivot satir1 aynen kalir ve cg = 2 ile x4 satir1 olur: (2 |
-1,1,-1,0,0). T, bazdan ¢iktig1 i¢in v, situnu artik yazilmaz. x, ve x5 satirlarimin pivot siitunun-
daki elemanlar: 1 oldugundan ikisinden de yeni satir bir kez ¢ikarilir:

2,:(5—2]1+41,0,0+1,1,0) = (3]2,0,1,1,0),
25 :(4—2|041,0,0+1,0,1) = (2]1,0,1,0,1).

Kriterleri yeni ¢g = (2,0, 0) ile hesaplayalim:

v} :2-(=1)4+0-240-1—1=—3,
v3:2-(=1)+0-140-1—0=—2,
2:2:2+0-340-2=4.

Baz vektorleri vy, vy, v5’in kriterleri 0°dur.

Tablo 9.14: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

G 1 2 0 0 0
g Cp R V] vy U3 Uy Uy
zy, 2 2 -1 1 -1 0 0
R 2 0 1 1 0
Ty 0 2 1 0 1 0 1

z; —¢j zp=4 -3 0 -2 0 O

Pozitif kriter kalmadi ve bazda yapay degisken yok; Teorem 5.1 geregi tablo optimaldir (Tablo 9.14).
Geri doniis. Tablodan z, = 2, z, = 3, x5 = 2 okunur; 2] = 253 = 0’dir. ; = 2] + 5 = 5 olur. Tablo-
daki 2, = 4’e sabiti ekleriz:

X* = (x1,...,25) = (5,2,0,3,2), minz=4+5=09.

Saglama: 5 — 2 = 3 oldugundan birinci kisit esitlikle saglanir; 5 4+ 2 = 7 < 10 olup ikinci kisitta £, =
3 birim, 5 = 2 < 4 olup siur satirinda x5 = 2 birim bosluk kalir. Amag degeri 5 + 2 - 2 = 9’dur. 2] =
0 oldugundan z; alt stnirindadir: alt sinir etkindir.

Doniistim burada da isi kisalttl. z; > 5 sirini satir olarak yazsaydik dort kisith bir problem elde eder,
o satir i¢in de artik ve yapay degisken gerekirdi. Oteleme o satir1 kaldirds; bedeli, birinci kisitin yon
degistirip yapay degisken istemesi oldu. Uygun bélgenin koseleri (5, 2), (5,4), (6,4), ( BI ) dir ve
amag degerleri 9, 13, 14, % oldugundan en kiiciigii gercekten 9’dur.

|
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9.8 Birden Cok Sinirli Degisken 191

Bu bolimde degiskenlerin alt ve iist sinirlarini iki yolla ele aldik: alt sinir1 6telemeyle, yalniz {ist sinir1
yansitmayla z; > 0 kosuluna cevirdik; hem alt hem iist sinir oldugunda ise smirin bir yanini satir olarak
kisitlara ekledik. Onerme 9.1 bu déniisimlerin uygun ¢oziimleri birebir esledigini ve amaci yalmiz bir
sabit kadar kaydirdigini gosterdi; bu yiizden sonucu okurken doniisiimil tersine cevirmeyi ve amagtaki
sabiti eklemeyi unutmamak yeter. Bir sonraki bolimde, Duyarlilik analizi bélimiinde, optimal ¢6zimin
problemin verilerindeki degisikliklere nasil tepki verdigini inceleyecegiz.
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10.1

10.2

10. Duyarlilik Analizi

Buraya kadar bir lineer programlama problemini hep sabit verilerle ¢dzditk: amag katsayilari ¢, kisit
katsayilari a,; ve sag taraflar b; kesin olarak biliniyordu. Gergek bir modelde bu sayilar ¢ogu zaman
tahmindir. Bir iirtiniin kar1 piyasaya gore degisir, eldeki hammadde miktar: bir sonraki ay farkli olabilir.
O zaman dogal bir soru ortaya ¢ikar: Buldugumuz optimal ¢6ziim bu sayilardaki degisimlere ne kadar
dayaniklidir? Kar biraz artarsa ayni iiretim plani yine en iyisi midir? Hammadde azalirsa hangi degiskenler
iiretilmeye devam eder?

Bu sorular1 her seferinde problemi bastan ¢6zerek cevaplamak gerekmez. Optimal tablo, degisimin etkisini
okumak ic¢in gereken her seyi zaten icerir. Bu bolimde 6nce optimal tablonun optimal bazin tersiyle
nasil dogrudan yazildigini gérecegiz. Sonra amac katsayilarindaki ve sag taraf sabitlerindeki degisimlerin
tabloda hangi sayilan etkiledigini bulup optimumlugu bozmayan degisim araliklarini hesaplayacagiz.
Onceki bélitmlerdeki simpleks yéntem (Simpleks yéntem, Biiyitk M yéntemi) burada baslangig noktasidir:
duyarlilik analizi problem ¢6ziilditkten sonra yapilir.

Duyarlilik Analizi Nedir?

Once neyi inceledigimizi kesinlestirelim.
Tanim 10.1 (Duyarlilik analizi). Bir lineer programlama probleminin optimal ¢6ziimiiniin, sag taraf

sabitlerinde (b;) ve amag fonksiyonu katsayilarinda (c;) meydana gelebilecek degisimler gdz oniine
alinarak incelenmesine duyarlilik analizi denir.

Yani duyarlilik analizinde problemi ¢ozditkten sonra verilerden birini degistiririz ve “optimal tablo ne
kadar degisir?” diye sorariz. En sik sorulan soru bir aralik sorusudur: Bir ¢; ya da bir b; hangi aralikta
degisirse optimumluk bozulmaz, yani optimal tablonun bazi (temeldeki degiskenler) ayni kalir? Bu
araliga o saymnin degisim aralig: diyecegiz.

Bu boliimde iki tiir degisimi inceleyecegiz:

1. Amag fonksiyonu katsayilarindaki (c;) degisim. Burada da iki durum ayrilir: degisen katsay:

temel dis1 (bazda olmayan) bir degiskene ya da temelde olan (bazdaki) bir degiskene ait olabilir.

2. Sag taraf sabitlerindeki (b;) degisim.

Degisimlerin her birinde yalniz bir sayinin degistigini, diger biitiin verilerin sabit kaldigin1 varsayacagiz.

Optimal Tablonun B! ile Yazilmas1

Duyarlilik analizinin anahtar1 su gozlemdir: bir baz se¢ildigi anda o baza ait simpleks tablosunun
her sayisi, bazin stitunlarindan kurulan matrisin tersiyle hesaplanabilir. Simpleks iterasyonlarini tekrar
yapmaya gerek kalmaz.

Problemin standart formu (Tanim 1.7)

max (ya da min)

olsun. A’'nin siitunlari vy, ..., v,,, sag taraf vektorii v, = b’dir.

Tamim 10.2 (Baz matrisi). Bir simpleks tablosunun z 5 siitununda yukaridan asag1 zp , 2, , ..., Tp
degiskenleri bulunsun. Standart formun bu degiskenlere ait vg ,...,vp  stitunlarini aym sirayla yan
yana yazarak elde edilen m X m matrise tablonun baz matrisi denir ve B ile gosterilir:

B=[og, vs, = vp,].
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194 Bolim 10. Duyarhilik Analizi

Baz maliyetleri de ayni sirayla ¢g = (cp , ..., cp )T vektériinii olusturur.

Yani B, temel degiskenlerin ilk bastaki (standart formdaki) katsayilar matrisidir. Tablodaki y,; degerle-
rinden degil, problemin kendi katsayilarimndan kurulur. Baz vektorleri lineer bagimsiz oldugundan B’nin
tersi vardir. Stitunlarin sirasi tablonun satir sirasin izler; sira degisirse B~1’in satirlar1 da ayni bicimde
yer degistirir.

Teorem 10.1 (Tablonun $B"(— 1)$ ile hesab1). Baz matrisi B olan simpleks tablosunda

1. tablonun v; siitunu yj; = (j =1,...,n)vev, situnu B ’dir;

J

’11' o . ST —1777:
2. simpleks kriterleri z; — cJ =Cp — ¢, amag degeri z, = Cg B~ b’dir.
ispat.
1. Tablonun v; siitunundakiy, ;, ..., Y,,; sayilari, v;’nin baz vektorleri cinsinden yazilisinin katsayilaridir

(Simpleks yontem boliimiindeki tanim):
V; = Y15V, T Y2;VB, T oo T YmVB

Sag taraf, situnlarivg olan B matrisinin §j; = (Y, .. ,ym]) vektoriiyle garpzmzdzr yani esitlik v;

; demektir. B tersinir oldugundan iki yani soldan Bt ile carparak 3j y; = B! v; buluruz. Aym akzl
yurutmej = 0 icin Vo = b’ ye uygulamr ve v, stitunu B~ 13 olur.
2. Tamm gerefi z; = cL y; vezy = ¢y, ‘dwr. Birinci kisumdaki ifadeleri yerine koymak yeter. m

Yani optimal baz bir kez bilindiginde tablonun gdvdesi (v, siitunu ve biitiin y,;’ler) yalniz B~ 1 Ave
b’ye; son satirt ise bunlara ek olarak amag katsayilarina baglidir. Duyarhilik analizinin biitiin hesaplan
bu ayrima dayanir.

B~ Vi her seferinde ayrica hesaplamak da gerekmeyebilir; cogu zaman tablonun icinde hazir durur.

Onerme 10.1 ($B"(- 1)$ tablonun icinde). Standart formda Uk, s -y Uy, Sttunlarn sirasiyla m x m
birim matrisine, ..., e, situnlari olsun (6rnegin < kisitlarin aylak degiskenlerinin siitunlari). Bu durumda
herhangi bir tabloda vy, , ..., vy, ~ siitunlar, sirasiyla, o tablonun baz matrisinin tersi B~Yin siitunlandir.
Bir > kisitin artik degiskeninin siitunu —e; ise o tablodaki siitununun —1 kati B YVini. siitunudur.

Ispat.
Teorem 10.1 geregi tablonun vy, siitunu B~1v, = B~le, dir. Bir matrisi e, ile carpmak onun i. siitununu
verir; o halde bu siitun B in i. siitunudur. Artik degisken icin tablonun siitunu B~!(—e;) = —B~!

olur; —1 ile carpinca yine B~ in i. siitunu elde edilir. m

Yani biitiin kisitlar1 < olan bir problemde B, optimal tablonun aylak degisken siitunlarinda okunur. >
kisith bir problemde yapay degiskenin stitunu bazdan ¢ikinca atildig icin (Buytk M yontemi) o kisitin
birim siitunu tabloda kalmaz; bu durumda B! ya artik degiskenin siitunundan isaret degistirilerek
okunur ya da B’nin tersi dogrudan alinir. 2 X 2 bir matrisin tersi

fab L1 [d —b
B—|:c d:|§B —m[c a:|, adfbc#O

formiilityle bulunur (bkz. Lineer Cebir, tersin ek matrisle formiilii).

Q Optimal tablo dort adimda

1. Standart form. Problemi standart forma getir; A'nin v; siitunlariny, E’yi ve c;’leri yaz. Yapay
degiskenlere gerek yoktur.

2. Baz matrisi. Optimal bazdaki degiskenlerin standart formdaki siitunlarini, tablonun satir sirasiyla
yan yana yazarak B’yi kur ve B~’i hesapla.

3. Govde. v, siitunu B’lg, her v; stitunu B~lv_’dir. Baz vektorlerinin siitunlar: birim vektdrdir.

4. Son satr. z; —¢; = é'gy —cjve zy = cBB 1. Minimumda biitiin z; — ¢; < 0, maksimumda

biitiin Zj—¢; > 0 ise tablo optimaldir.
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10.2 Optimal Tablonun B! ile Yazilmasi 195

Boliim boyunca kullanacagimiz problemi 6nce simpleks yéntemle ¢ozelim, sonra optimal tablosunu B~*
ile dogrudan yazalim.

Ornek 10.1 (Duyarlilik 6rneginin simpleks ¢oziimii).

1
<A +

1 1
3 —$2+§$3§1

3

4 7

1 +
-z
1 3

3
Tq1,%q, T3 >0

maxz = 2x; + 3zy + T3
problemini simpleks yontemle ¢6ziiniz.

Coziim.
Standart form. 1ki < kisitina z, ve x5 aylak degiskenlerini ekleriz:

1 1 1
§$1+§.’E2+§.’E3+$4:1
1 4
§$1+§Z2+§$3+$5:3

max z = 2z; + 3z4 + 3 + 0z, + Oz;

Sag taraflar negatif degildir ve v,, vy birim matrisi olusturur; standart form simpleks yontem ile

¢oziilebilir haldedir (Tanim 1.9). Baslangig baz1 (v, v5) tir ve z; — ¢; = —¢; olur.
Baglangic tablosu. Maksimum probleminde en negatif z; — c; girer, biitinz; —¢; > 0 olunca optimal
tabloya ulasilir. En negatif kriter —3 oldugundan v, baza glrer Oranlar 1/% 3 =3ved /3= 3 ;enkiicligi

x5 satirindadir, vy bazdan ¢ikar ve pivot 3 L tir,

Tablo 10.1: Baslangi¢ tablosu

¢, 2 3 1 0 0
Tpg cp Vg vy Uy Vg vy Vg Oran
1 1 1 1 _
R
1=
zZi—¢C 2o =0 —2 =31 -1 0 0

Birinci iterasyon. Pivot satlrl ‘e boliiniir, yani ¥ 3 ile carpilir ve z satir1 olur:
7 3 9 1. 7 3
-0,1)--=(-]|-,1,-,0,— ).
(3133301) 7=(312L2%7)

z, satirndan yeni sat1r1n 3 kat1n1 cikaririz; z; — ¢; satirina yeni sat1r1n 3 katin1 ekleriz. Ornegin z,

c.ol»—\
wl»lk

satirinin v, degeri 1 — g § 1, vg siitununun kr1ter1 —-1+4+3- Z 49 7 olur.
Tek negatif kriter — oldugundan v, baza girer. Oranlar 3 i/1 7=1vej 2/1 7 = 9; vy bazdan ¢ikar, pivot

1opee
1 tur.
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Tablo 10.2: Birinci iterasyon tablosu

¢; 2 3 1 0 0
Tg cp Vg vy Uy Vg vy Vg Oran
2 0 i & o L s
1=
y 3 9 1 1 1 0 3 Y =9
Zj =€ Hw=% it 0 . 0 2

Ikinci iterasyon. Pivot satir1 4 ile carpilir ve z; satiriolur: (1 | 1,0, —1, 4, —1). z, satirindan bu satirn
é—i kati ¢ikaririz:

9 1 7 1 3 1

0,1, 54>, —1,5+=)=(2]0,1,2,—1,1).

(4 4|7a4+47 74+4) (|)aa 7)
27
4

z; — ¢; satirina bu satirin % katini ekleriz: 2z, = =° + % = 8, v3 i¢in 14—7 — % =3,v,i¢in 0+ 5 =5, vy
97 5
icin 7 — 3 =1

Tablo 10.3: Optimal tablo

¢; 2 3 1 0 0
Tp cp Vg vy Uy Vs Uy Vs
zq 2 1 1 0 -1 4 -1

Z;—¢C; zp=8 0 0 3 5 1

Biitiin z; — ¢; > 0 oldugundan tablo optimaldir. Optimal ¢dziim z; = 1,2, = 2,23 = 24, = x5 = O ve

max z =2 -1+ 3 -2 = 8dir. Temel degigkenler x; ve z,, temel dis1 degiskenler z5, x, ve z5’tir. B

Ornek 10.2 (Optimal tablonun dogrudan yazilmasi). Onceki 6rnekteki (Ornek 10.1) problemin
optimal bazinin (v;, v5) oldugu, ; satirinin tistte, x, satirimin altta yazildig: biliniyor. Optimal tabloyu
simpleks iterasyonlar1 yapmadan, B~ ile yaziniz.

Cozim.
Baz matrisi. Temel degiskenler z; ve z,’dir; standart formdaki stitunlari v; = (%,%

(3, %) tiir. Tablonun satir sirasiyla
11
3 3
B=[v, vy] = 14
33

det B = % — § = 1 # 0 oldugundan

Kontrol: BB~ ’in ilk satir1 ( % — %, —% + % ) = (1, 0), ikinci satir1 ( % — %, —% + % ) = (0,1).
Govde. Teorem 10.1 geregi:
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10.2 Optimal Tablonun B! ile Yazilmasi 197

Ornegin B~'vy’iin ilk bileseni 4 - £ — I = —1, ikincisi —% + % = 2°dir. v; ve v, baz vektorleri oldu-

3
gundan siitunlari (1,0)7 ve (0, l)Tg’dir.
Son satir. ¢ = (2,3)7 ile

zg—c3=(2,3)(_21) —1=4—1=3,
24_64:(2,3)(_41) —0=35,

—1
25—05:(2,3)( )—O:l,

Bulunan sayilar optimal tablodaki (Tablo 10.3) sayilarin aynisidir. Tabloya bakinca Onerme 10.1 da
dogrulanir: aylak degiskenlerin v, ve vy siitunlari yan yana B~1’i verir. Biitiin z; — ¢; > 0 oldugundan
bu tablonun optimal oldugunu iterasyonlara bakmadan da séyleyebiliriz. m

Ayni yolu biri maksimum, biri minimum olan iki kii¢iik problemde deneyelim.
Ornek 10.3 (Iki degiskenli bir maksimum probleminin optimal tablosu).
T, +xy< 4
23}'1 + ./13'2 S 6
T1,T9 20
max z = 3z; + 2z,
probleminin optimumu (2, 2) kosesindedir. Optimal tabloyu B~ ile yaziniz ve optimal oldugunu goste-
riniz.
Cozim.
Standart form. =5, x, aylak degiskenleriyle
.Tl + 1»‘2 + ZE3 = 4
20, + 29+, =6
Z; > 07 .7 = 15_4
max z = 3x; + 2x4 + 0x5 + Oxy
(2,2) kosesinde z; = x4, = 2 ve iki kisit da esitlikle saglanir (2+2 = 4,4+ 2 = 6), yani 23 = ¢, =

0. Temel degiskenler z; ve z, dir.
Baz matrisi. Satirlar1 z,, x, sirasiyla yazalim:

11 B B L [1 1] 11
B—[Q 1], detB—1-2—_1, B __[2 1]_{2 1].

Govde. B1b = (2,2)T (—4+4 6 = 2 ve 8 — 6 = 2). Aylak siitunlar e, ve e, oldugundan B~1v, =

(—1,2)T ve Btv, = (1,—1)T, yani B~Vin siitunlaridir (Onerme 10.1).
Son satir. ¢ = (3,2)7:
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zg—c3=(3,2>(_21) —0=1,z4—c4=(3,2>( 11) —0=1,

2 =3-2+2-2=10.

Tablo 10.4: Optimal tablo

¢, 3 2 0 0

Tg cp v Uy Uy U Uy
T 3 2 1 0 -1 1
Ty 2 2 0 1 2 -1
Zj —C; zg=10 0 O 1 1

Maksimum probleminde biitiin z; — ¢; > 0 oldugundan tablo optimaldir: z; = zo = 2, max z = 10.

Koselerle karsilagtiralim: uygun bolgenin koseleri (0, 0), (3,0), (2, 2), (0, 4)’tiir ve z bunlarda sirasiyla
0,9, 10, 8 degerini alir. m

Ornek 10.4 (Artik degiskenli bir minimum probleminin optimal tablosu).
Ty +xy >4
T, +3xy > 6
T,y >0
min z = 2z, + 3z,
probleminin optimumu (3, 1) kosesindedir (Ornek 3.8). Optimal tabloyu B~ ile yaziniz ve B~"’in tabloda
nerede gorindiigini belirtiniz.
Coziim.
Standart form. > kisitlardan x5, x, artik degiskenlerini ¢ikaririz:
T+ Ty —23=14
'/Lll + 31:2 - £L'4 = 6
3,20, j=11
min z = 2z; + 3z4 + 0x3 4+ Oz,
Bu standart form birim matris igermez; simpleks yontemle ¢ozerken yapay degisken gerekirdi. Optimal
tabloyu B! ile yazarken ise yapay degiskene hig ihtiyac yoktur. (3, 1)’de iki kisit da esitlikle saglanr,

x5 = x4 = 0; temel degiskenler z, x,’dir.
Baz matrisi.

3 _1
B:|:1 1:|, detB:3—1:2, _Blzl|:3 _I]ZlQ 2]

9| 1 1
13 2(—-1 1 -1 1

Govde. B™'b = (3,1)7 (6 — 3 = 3 ve —2 + 3 = 1). Artik siitunlar1 v; = —e,, v, = —e, oldugundan

_3 1
B vy =—B7le, = [ 2] , By, = —Ble, = [ 2 ] .

N[

_1
2

Son satir. ¢z = (2,3)7:
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2=2-3+3-1=0.

¢; 2 3 0 0

TB CB Vo U1 Vg U3 Uy
T, 2 3 1 0 -3 3
Ty 3 1 0 1 z -3
Z;— ¢ z2g=9 0 0 —% %

Minimum probleminde biitiin z; — ¢; < 0 oldugundan tablo optimaldir: z; = 3, z, = 1, minz = 9.
Tabloda B~V’in siitunlar1 dogrudan gériinmez; artik degiskenlerin v; ve v, siitunlarmnin —1 katlari

B~V verir (Onerme 10.1). m

Teorem 10.1'nun en 6nemli sonucu, hangi verinin tablonun hangi kismini etkiledigini sdylemesidir.

Sonug 10.1 (Degisimin tablodaki etkisi). Bir optimal tabloda bazi defistirmeden:

1. Amag katsayilari c; degisirse tablonun gévdesi (v, siitunu ve biitiny, ; ler) ayni kalir; yalniz z; — c; satirt
ve z, degisir.

2. Sag tarafb degisirse biitiin y,; 'ler ve biitiin z; — c; (j > 1) degerleri ayni kalir; yalniz v, siitunu ve z
degisir.

ispat.
Teorem 10.1 geregi yurlerB 1'0 ‘den, vy siitunu B~ 19°den gelir. Birincisinde ¢ yoktur; lkmczsmde yalniz
b vardwr. z; —c; =cg B 1'0 — ¢, ifadesinde b bulunmaz, amag katsayilart bulunur. 2y = Ch B~ 1p ise

ikisine de baghdir. m

Yani:
+ ¢; degisince uygunluk (v, > 0) bozulmaz, yalniz optimallik kosulu yeniden kontrol edilir.
« b, degisince optimallik kosulu bozulmaz, yalniz uygunluk kosulu yeniden kontrol edilir.

Bolimiin geri kalani bu iki kontrolden ibarettir.

Amac Fonksiyonu Katsayilarindaki Degisim

Bir ¢; degisince tablonun govdesi aym kaldig1 icin optimal ¢6ziimiin degiskenleri de aym kalir; bu
¢oziimiin optimal olmaya devam edip etmedigi yalniz son satira baghdir. Degisen katsayinin temel dist
ya da temelde olan bir degiskene ait olmasina gore son satirin ne kadarimnin degistigi farklidir.

Temel Dis1 Degiskenlerin Katsayilarindaki Degisim

Temel dis1 bir degiskenin katsayisi ¢ vektoriinde gériinmez. Bu yiizden degisim yalnmiz kendi siitununa
dokunur.

Onerme 10.2 (Temel dis1 degiskenin katsayisi). Optimal tabloda x;, temel dist bir degisken olsun ve
¢, yerine cj, gelsin. Bu durumda yalmiz vy, siitununun simpleks kriteri degisir ve z;, — ¢}, olur; z, ve diger

biitiin z; — c; degerleri ayni kalir. Tablo
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1. maksimum probleminde c;, < z,, iken,
2. minimum probleminde c;, > z,, iken

optimal kalir. Bu aralikta optimal ¢éziim ve optimal deger degismez.

Ispat.

cy» Ty, temel disi oldugu icin Cp nin bileseni degildir. z; = Egg'jj degerleri ve z, = EEB_IB yalniz ¢g’ye
bagh oldugundan hicbiri degismez. z; — c; farklari arasinda c;;’y1 iceren tek fark j = k olamidir; o da
zj, — ¢}, olur. Tablonun gévdesi zaten degismez (Sonug 10.1).

Maksimum probleminde optimallik kosulu biitin z; — c¢; > 0°dw. Diger kriterler optimal tablodakilerle
ayni oldugundan zaten > 0’°dir; geriye z,, — ¢, > 0, yani ¢;, < z;, kalir. Minimumda kosul z;, — ¢;, <
0, yani cj, > z, dir. Bu durumda tablonun temel ¢oziimii Teorem 4.3 geregi optimaldir; ¢oziim ve z
degismedigi icin optimal deger de aynidir. B

Yani temel dig1 bir degiskenin katsayisinin siniri, o siitunun z;, degeridir. Maksimum probleminde ¢, z;,’y1
asarsa x,’y1 Uretmek karl hale gelir ve v), baza girmek ister; minimumda c;, z;,’nin altina inerse ayni sey
olur. Smirmn tam istiinde 2z, — ¢;, = 0’dir; bulunan ¢6ztim yine optimaldir; v, siitununda pozitif eleman
varsa ve ¢0zim dejenere degilse alternatif optimal ¢6ziim de vardir (Teorem 7.2).

© Temel dis1 degiskenin degisim aralig1 iic adimda

1. Optimal tablonun ¢; satirinda c;, yerine sembol olarak c;, yaz; tablonun geri kalan1 aynen kalir.

2. Yalniz v, siitununun kriterini hesapla: 2, — ¢, = ¢ ¥, — .-
3. Maksimumda z;,, — ¢;, > 0, minimumda z;, — ¢;, < 0 esitsizligini ¢, i¢in ¢oz.

Ornek 10.5 (Temel dis1 $x_3$"iin katsayisinin degisim aralig1). Optimal tablosu Tablo 10.3 olan

1 1 1
gflﬁl +§$2+§$3 S 1
1

4 7
§$1+§$2+§l‘3 S3

Tq1,%q,T3 >0

max z = 2z; + 35 + 23

probleminde ¢4 hangi aralikta degisirse optimumluk bozulmaz, yani optimal ¢6ztimdeki temel degisken-
lerin degerleri degismez?

Cozim.

Optimal tabloda temel dis1 degiskenler x5, 2,4, T5 tir; soru temel dis1 z3’lin ¢4 katsayisiyla ilgilidir. ¢5’t
artik 1 olarak almayiz, bir degisken olarak tabloya yazariz. Gévde degismez; son satirda yalniz v iin
kriteri degisir:

Tablo 10.6: Temel dis1 bir degiskenin degisim aralig1

¢; 2 3 C3 0 0

z 2 1 1 0 -1 4 -1
Ty 3 2 0 1 2 -1 1
Zj —¢j 2g=8 0 0 4—c3 5 1

Problem maksimum problemi oldugu i¢in optimal tabloda biitiin z; — ¢; > 0 olmalidir:

23—03:(2,3)(_21) —c3=4—c3>0=c¢3 <4
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Diger kriterler 0, 0, 5, 1°dir ve c5’e bagli degildir. Demek ki ¢; < 4 oldugu siirece optimumluk bozulmaz:
optimal ¢éziim z; = 1, £y = 2, 3 = 0 ve max z = 8 olarak kalir. ¢; = 4 iken 25 — ¢3 = 0 olur ve vy
baza alinarak ayni z = 8 degerli alternatif bir optimal ¢6ziim bulunur. c; > 4 olursa z3 — c5 < 0 olur,
v4 baza girer ve simpleks yontem bu tablodan devam ettirilerek yeni optimum bulunur. m

Ornek 10.6 (Temel dis1 bir degiskenin katsayis1 ve ama¢ dogrusunun egimi).

T, +xy <4
22, + 2, <6
T,y >0
maxz = 5T + 2z,

probleminin optimal tablosunu B! ile yaziniz ve ¢, nin optimumlugu bozmayan degisim araligmi bulup
grafik tizerinde yorumlayniz.

Coziim.

\ ———— =2

— , = 5/2 (kenar)

uygun bolge

Sekil 10.1: z = 5%, + ¢,X, amag fonksiyonunun (3, 0) kdsesinden gegen seviye dogrulari. ¢, = 2 iken

dogru bolgenin disindan gecer ve (3, 0) tek optimal kosedir. ¢, buytiditkce dogru yatiklagir; ¢, = 5/2

olunca 2x; + x, = 6 kenarinin tizerine oturur (kalin kenar). c, = 4 iken dogru bolgeyi keser ve (2, 2)
kosesi daha buyiik z verir.

Optimal tablo. Standart formda aylak degiskenler x4, x, tir (z; + x4 + 3 = 4, 22, + 4 + 24 = 6).
Késelerdeki degerler (0,0): 0, (3,0): 15, (2,2): 14, (0,4): 8 oldugundan optimum (3, 0)’dadir. Burada
2, = 3 ve birinci kisitta 4 — 3 = 1 birim bosluk kalir: z; = 1. Temel degiskenler x5 ve z, dir. Satirlar1

bu sirayla yazarsak
11 12 —1 1 -1
B:[vgvl]:[ ], Blz—[ ]:l 2].
0 210 1 01
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B =(4-3,3)"= (1,37, Blo,=(1-5H"=(33)" ve Bly,=Ble; =(—13,3)T
bulunur.
Sembolik tablo. c,’yi sembol olarak yazalim; ¢z = (0,5)7 ve x, temel disidur:

3 5
2z — ¢y = (0,5) i G T 5T %
2

1 5
zy —c¢y = (0,5) 12 —0:5.
2

¢, ) Cy 0 0

Tp Ccp Vg U (2 V3 Uy
T 0 1 0 z 1 -3
T, 5 3 1 i 0 i
Zj—¢; zg =15 0 %—02 0 %

Cy = 21i¢in zy — ¢y = % > 0 ve tablo optimaldir. Maksimum problemi oldugundan kosul
5 5
5 —Cy >0= Co < 5

olur. ¢, < 2 iken optimal ¢éziim (3, 0) ve max z = 15 olarak kalr.

Geometrik yorum. (3,0) kogesinden gecen seviye dogrusu 5z, + ¢y, = 15°tir. ¢, biiyiiditk¢e bu
dogru (3,0) etrafinda donerek yatiklagir. ¢, = 2 olunca dogru 5z, + 3z, = 15, yani 2z, + ©, =6
olur ve bdlgenin (3,0)-(2,2) kenarmin iizerine oturur. Bu kenarimn her noktas: optimaldir. ¢, > 2

olunca (2, 2) késesinde z = 10 + 2¢, olur ve bu deger 15°i asar; optimum (2, 2)’ye geger (¢, > 5 olunca
da (0,4)’).

Boylece ¢y > 0 i¢in ¢y’nin degisim aralifi, amag¢ dogrusunun egiminin —5/¢y < —2 kaldigy, yani
dogrunun 2z, + z, = 6 kenarindan daha dik oldugu araliktir. m

Temel Degiskenlerin Katsayilarindaki Degisim

Temelde olan bir degiskenin katsayisi ¢ siitununda da gériiniir. z; = ¢ L y; her siitunda cg’yi kullandigt
icin degisim bu kez biitiin temel dis1 stitunlara yayilr.

Onerme 10.3 (Temelde olan degiskenin katsayis1). Optimal tabloda x, temelde olan bir degisken
olsun, . satirda bulunsun ve katsaysi ¢, yerine ¢, + A olsun. Bu durumda

1. temel degiskenlerin kriterleri O kalir;
2. temel dist her v; igin yeni kriter (2; — ¢;) + A y,.; olur;
3. amag degeri zy + Ay, olur; burada y,, x, 'nin degeridir.

Tablo maksimum probleminde temel disi her j i¢in (2; — ¢;) + Ay,.; > 0 iken, minimum probleminde temel
dist her j icin (z; — c;) + Ay,; < 0 iken optimal kalr.

ispat.
Yeni baz maliyet vektirii Cg + A e, dir; e, r. bileseni 1 olan birim vektérdiir. Her j = 0,1, ..., n icin
z; = (cp+ Aer)T?_jj = 8§ﬂj + Ae?ﬂj =z;+ Ayrj'

j =0 icin bu 3. maddedir. j # r iken c; degismediginden yeni kriter (z; —c;) + Ay, olur; bu 2.
maddedir. Baska bir temel degiskenin siitunu, r. bileseni0 olan bir birim vektordiir, dolayistylay,; = 0 ve
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kriteriQ kalw. j = r iginy,,. = 1'dir vec, de A kadar artar: (z, + A) — (¢, + A) = 0. Boylece 1. madde
de gosterilmis olur.

Tablonun govdesi degismediginden (Sonug 10.1) temel ¢éziim uygun kalir. Temel degiskenlerin kriterleri
stfirdir; optimallik kosulu (Teorem 4.3) yalniz temel disi siitunlar igin kontrol edilir ve ifadedeki esitsizlikler
elde edilir. m

Yani temelde olan bir degiskenin katsayis1 degisince her temel dig1 kriter, o degiskenin satirindaki y,.;
ile orantili olarak kayar. Her temel dis1 siitun A i¢in bir egitsizlik verir; degisim aralig1 bu esitsizliklerin
hepsini birden saglayan, yani bu esitsizliklerin ortak kismu olan araliktir. Maksimum probleminde y,.; >
0 olan siitunlar A’ya alt smir, y,.; < 0 olanlar iist sinir koyar; y,.; = 0 olan siitun higbir sinir koymaz.

Pratikte A yerine dogrudan c, semboliiyle calismak daha kolayduir: ¢ siitununa ve c; satirina ¢, yazilr,

5 J
son satir ¢, cinsinden hesaplanir. Iki yazim aym aralif verir, ¢iinki ¢, semboli, eski deger art1 A’dur.

© Temelde olan degiskenin degisim aralig1 dért adimda

1. Optimal tabloda c,’yi hem c; satirina hem z,. satirinin ¢ hiicresine sembol olarak yaz.

2. Temel dis1 her v; i¢in z; — ¢; = E41j; — ¢;’yi ¢, cinsinden hesapla; temel siitunlarim kriteri 0°dur.
3. Maksimumda her birinin > 0, minimumda < 0 olmasini iste ve her esitsizligi ¢, i¢in ¢6z.

4. Bulunan araliklarin kesisimini al. Amag degeri z, = ¢4 B~1b de ¢, ye bagl olarak yazilir.

Ornek 10.7 (Temelde olan $x_1$'in katsayisinin degisim araligi). Optimal tablosu Tablo 10.3 olan
problemde (%xl + %mg + %333 <1, %531 + %1‘2 + §m3 <3, z; 20, maxz = 2z, + 37, + z3) temelde
olan z; degiskeninin katsayisi ¢; hangi aralikta degisirse optimumluk bozulmaz?

Cozim.

Optimal tabloda temel degiskenler z; ve z,’dir. z; temelde oldufu i¢in ¢; hem ¢; satirina hem cp

siitununa yazilir ve biitiin temel dis1 kriterleri etkiler; bu yiizden her bir z; — ¢; degerine bakmak
gerekir. ¢ = (¢;,3)7:

1
21_01:(01,3)(0> —¢ =c¢ —¢ =0,

22_C2Z<Cl,3)(?> _3:3_3:07

z3—03:(c1,3)(21)—1=—cl+520:>01§5,

3

Z4—C4=(Cl,3)(_41)—02461—320=>612;1,
—1

z5 —c5 = (¢4, 3) 1 —0=—;+320=¢ <3.

Amag degeri 2z, = (¢, 3)(1,2)T = ¢; + 6'dur.

Tablo 10.8: Temelde olan z; degiskeninin degisim aralig1

¢, cy 3 1 0 0
g CB U vy Uy Vg Uy Vg
Ty c 1 1 0 -1 4 —1
Ty 3 2 0 1 2 -1 1
Z; —¢j Zy = 0 0 5—c 4c; —3 3—¢
c,+6
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Ug kosulu birden saglayan aralik

o

<c¢ <3

olarak bulunur. Yani ¢, % ile 3 arasinda degisirse optimumluk bozulmaz: temel degiskenler ve degerleri
(x1 =1, x5 = 2) aym kalir, optimal deger ¢; + 6 olur. ¢; < 5 kosulu ¢; < 3’tin icinde kaldig igin
araliga bir sey eklemez.

Ayni sonucu Onerme 10.3 ile de bulalim. ¢, = 2+ A yazalim. z; satirinda temel dis1 siitunlarin
elemanlar1 y;3 = —1, y;4 = 4, y;5 = —1, kriterleri 3, 5, 1’dir. Kogullar 3 — A > 0,5 +4A >0ve 1 —
A > 0, yani —% < A < Idir. ¢; = 2 + A oldugundan yine % < ¢; <3 bulunur. m

Ornek 10.8 (Temelde olan $x_2$'nin katsayisinin degisim araligi). Ayni problemde (%xl + %mg +
%x3 <1, %;1:1 + %xz + %a% <3, z; > 0,max z = 2z; + 3x4 + x3; optimal tablo Tablo 10.3) temelde olan
x4 degiskeninin katsayisi ¢, hangi aralikta degisirse optimumluk bozulmaz?

Cozim.
. . . - _ T.
Bu kez ¢, sembolii c; satirina ve , satirinin cp hiicresine yazilir; ¢ = (2,¢5) " :

z1—01=(2,c2)<(1))—2:2—220,

0
22_02:(2ac2)<1)—02202—0220,
Z3_c3:(2,02) 2 —1:—2—'—202—120@0225’

4
zp— ¢4 = (2,¢9) 1 —0=8—-cy>20=c¢c, <8,

z5—c5=(2,c2)<_11> —0=-24¢,>0=0¢y > 2.

Amag degeri 2z, = (2, ¢5)(1,2)T = 2 + 2¢,’dir.

Tablo 10.9: Temelde olan z, degiskeninin degisim aralig1

¢; 2 Cy 1 0 0
Tp ] Yo Uy Uy Us Uy Us
xq 2 1 1 0 -1 4 -1
Ty Coy 2 0 1 2 —1 1
Z;—¢j Zg =2+ 0 0 2¢cy — 3 8—rcy cy—2
2¢,

Ug kosulu birden saglayan aralik
2<cy <8

olarak bulunur. Yani ¢,, 2 ile 8 arasinda degisirse optimumluk bozulmaz; optimal ¢6ziim z; = 1, x5 =
2 kalir ve optimal deger 2 + 2c, olur. ¢, > 3 kosulu ¢, > 2'nin icinde kalir. m

Iki degiskenli bir problemde bu araligin geometrik anlami agiktir: optimal kose, amag dogrusunun egimi
o kogsede birlesen iki kenarin egimleri arasinda kaldikca optimal kalir.
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Ornek 10.9 (Temelde olan bir degiskenin katsayis1 ve kosedeki yelpaze). z, + z, < 4, 27, +
Ty < 6, x1,x9 > 0, max z = 3z + 2z, probleminin optimal tablosu Tablo 10.4'tir. Temelde olan z;’in
katsayis1 ¢; hangi aralikta degisirse optimumluk bozulmaz? Sonucu grafik iizerinde yorumlayimiz.

Cozim.

—C1= 21X+ Xy =4
—=—== C;=3:3x; +2X, = 10

—C, = 412X+ X, =6

c=(3,2)

uygun bolge

+—>
5 X5

Sekil 10.2: z = ¢;x; + 2%, i¢in (2, 2) kosesi. ¢, = 3 iken kesikli seviye dogrusu bolgeye yalniz bu kosede
deger. ¢, = 2 olunca seviye dogrusu x; + x, = 4 kenarina, ¢, = 4 olunca 2x, + x, = 6 kenarina oturur.
Gradyan ¢ = (¢4, 2) acik boyali aginin i¢inde kaldikea, yani 2 < ¢, < 4 iken, (2, 2) optimal kalir.

ég = (c1,2)T alip temel dis1 vy ve v, siitunlarmin kriterlerini hesaplariz:
—1
23 —c3 = (¢4, 2) 9 —0=4—¢; 20=>¢; <4,
1
2y —Cy = (01,2)<_1> —0=¢;,—2>0=¢ >2.

Amagc degeri 25 = 2¢; +2 - 2 = 2¢; + 4’tur.

Tablo 10.10: Temelde olan x; degiskeninin degisim aralig1

¢; cy 2 0 0
T4 cy 2 1 0 -1 1
Ty 2 2 0 1 2 -1
z; —¢; 2 —4201+ 0 0 4—c ¢ —2
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Iki kosulu birden saglayan aralik 2 < ¢; < 4’tiir. Bu aralikta optimal ¢6ziim (2, 2) kalir ve optimal
deger 2c; + 4 olur.

Geometrik yorum. (2,2) kosesinde z; + x5 = 4 ve 2z, + x, = 6 kenarlan birlesir; egimleri —1
ve —2°dir. ¢;x1 + 2z, = k seviye dogrusunun egimi —c, /2’dir. ¢; = 2 iken egim —1 olur ve seviye
dogrusu birinci kenara, ¢; = 4 iken egim —2 olur ve ikinci kenara oturur. Aradaki her ¢; i¢in seviye
dogrusu bolgeye yalniz (2, 2)’de deger. Ayni seyi gradyanla da séyleyebiliriz: gradyan ¢ = (¢, 2), iki
kenarin dik vektorleri (1, 1) ve (2, 1) arasinda kaldikea (2, 2) optimaldir.

Uc degerlerde alternatif optimal ¢oziim ortaya ¢ikar: ¢; = 2 iken (0,4)-(2, 2) kenarinin, ¢; = 4 iken
(2,2)-(3,0) kenarimn her noktas: optimaldir. m

Temelde olan degisken bir aylak ya da artik degisken de olabilir. Bu degiskenlerin amag katsayis1 0’dir,
ama ayni soru onlar i¢in de sorulabilir: Kullanilmayan kaynagin birimine bir deger (ya da maliyet) bi¢ilirse
¢oziim degisir mi?

Ornek 10.10 (Temelde olan bir aylak degiskenin katsayis1). z; + x5 < 4, 27, + 25 < 6, 21,75 >
0, max z = 5z, + 2z, probleminin optimal tablosu Tablo 10.7'dir (c, = 2 i¢in); temelde z3 = 1 ve z; =
3 vardir. Temelde olan x5 aylak degiskeninin katsayisi c; hangi aralikta degisirse optimumluk bozulmaz?

Coziim.
x4 birinci satirdadir; ¢ = (c5,5)7. Temel dust siitunlar v, ve v, tiir:

1
5 5 1
22—02:(03,5)(i> —2:63;_ —2:03;_ >0=cy > —1,
2
1
_1 5 _
24_04:(03,5)(12>_0: 6320:>03§5~
2

Amag degeri zy = c3 - 1+5-3 = c5 + 157tir.

Tablo 10.11: Temelde olan x5 degiskeninin degisim aralig1

¢; 5 2 C3 0

Tpg Cp Vg Uq () Vg Uy
T cs 1 0 3 1 -3

T, 5 3 1 i 0 i
z;—¢j 2 :15?3 + 0 03;1 0 e

Degisim aralign —1 < ¢g < 5’tir. Yorumu soyledir: birinci kaynagin kullanilmayan her birimi i¢in en
fazla 1 birim ceza 6denirse (c; > —1) ya da en fazla 5 birim kazanilirsa (c; < 5) tretim plani z; = 3,
x5 = 0 olarak kalir. Ceza 1’i asarsa kaynagin bosta kalan kismini da kullanmak, yani v,’yi baza almak
karli olur. m

Minimum probleminde esitsizliklerin yoni ters doner; gerisi aynidur.

Ornek 10.11 (Minimum probleminde temelde olan bir degiskenin katsayis1). z, + z, > 4, 7, +
3z4 > 6, x1,Ty > 0, min z = 2z, + 3z, probleminin optimal tablosu Tablo 10.5dir. Temelde olan z;’in
katsayis1 ¢; hangi aralikta degisirse optimumluk bozulmaz?

Cozim.
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— i =1:X,+3X,=6
) —_——— = 2:2X,+ 3%, =9

— o =3X,+ X, =4

uygun bolge

N
~
~
N

t 1 4 < —
1 2 3 4 NG 6 7 X1
~
~
\.

Sekil 10.3: min z = ¢,x; + 3%, i¢in (3, 1) kogesi. ¢; = 2 iken kesikli seviye dogrusu bolgeye yalniz bu

kosede deger. ¢, = 3 olunca seviye dogrusu x; + X, = 4 kenarina, ¢, = 1 olunca x, + 3x, = 6 kenarina

oturur. Minimumda seviye dogrusu gradyanin tersi —c = (—c;, -3) yoniinde kaydirilir; —c agik boyali
acinin iginde kaldikga, yani 1 < ¢, < 3 iken, (3, 1) optimal kalir.

Minimum probleminde optimal tabloda biitiin z; — ¢; < 0 olmalidir. ¢ = (¢, 3)T ile temel dis1 vg ve
v, stitunlar::

3
3 3-3
z3—c3:(cl,3)< 2) —OzTcl§0z>0121,

D=

=

-3
z4—c4:(cl,3)<21)—02012 <0=¢ <3.

2
Amac degeri z; = 3¢; + 3 -1 = 3¢; + 3’tiir.

Tablo 10.12: Temelde olan z; degiskeninin degisim aralig1

¢, ¢ 3 0 0
T Ccp Vo (2 Uy Vg Uy
T o 3 1 0 -3 z
Ty 3 1 0 1 3 -3

zj—c¢; 2y :;cl + 0 0 e a3

Degisim aralig1 1 < ¢; < 3’tiir; bu aralikta optimal ¢éztiim (3,1) ve min z = 3¢; + 3 olur. Geometrik
olarak ¢,z + 3z, = k seviye dogrusunun egimi —c, /3’tiir ve (3, 1)’de birlesen z; + 3z, = 6ile z; +
2, = 4 kenarlarin egimleri olan —% ile —1 arasinda kalmalidir.

0 < ¢; <1 olursa z; o kadar ucuzlar ki ¢éziim z, ekseni tizerindeki (6,0) kosesine kayar; ¢; > 3
olursa (0, 4) kdsesine kayar. B
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Sag Taraf Sabitlerindeki Degisim

Simdi soruyu sag taraf sabitleri i¢in soralim: Kisitlarin sag taraf degerleri hangi aralikta degisirse mevcut
temel degiskenler temel degisken olarak kalir? Burada “optimumlugun bozulmamasi” farkli bir anlam
tasir. Sag taraf degisince ¢Oziimiin degerleri de amag¢ fonksiyonunun degeri de degisir; ayni kalmasi
istenen, temeldeki degiskenlerin kendisidir.

Onerme 10.4 (Sag taraf sabitlerinin degisimi). B, optimal tablonun baz matrisi olsun ve b yerine b’
gelsin. Bu durumda

1. B’ >0 ise ayni baz optimal kalir; yeni optimal ¢oziimde temel de§iskenlerin degerleri B1b’, temel
dist degiskenler 0 ve optimal deger z, = ¢EB7'b’ olur;
2. B~b/ ’niin bir bileseni negatifse bu bazin temel ¢oziimii uygun degildir, yani optimal tablo bozulur.

Ispat.

Sonug 10.1 geregi b degisince bitiiny;;ler ve j > 1 i¢in bitiin z; — c; degerleri ayni kalir; yalniz vy siitunu
B71b ve z, degeri ¢EBb" olur (Teorem 10.1).

1. B%’ > 0 ise tablonun temel ¢oziimii uygun bir temel ¢oziimdiir. Son satir degismedigi icin optimallik
kosulu hala saglanir; Teorem 4.3 geregi bu ¢oziim yeni problemin optimal ¢oziimiidiir.

2. Bu bazin temel ¢oziimiinde temel degiskenlerin degerleri tek tirlii B~ 1" “diir; bir bileseni negatifse
¢oziim T > 0 kosulunu saglamaz.

Yani sag taraf degisiminde 6nemli olan tek kosul
B15>0

esitsizliginin gerceklesmesidir; burada B~*, temel deg1§kenlerm ilk bastaki katsayilar matrisinin tersidir.
Tek bir b; degisiyorsa, diger sag taraflar sablt tutularak B~'b > 0 sisteminin her satirt b, icin bir esitsizlik
verir; deg1§1m aralig1 bunlarin kesisimidir.

© Sag tarafin degisim araligi dort adimda

1. Optimal tablodaki temel degiskenlerin standart formdaki siitunlarindan B’yi kur ve B~'’i bul (ya
da aylak stitunlarindan oku).
. b’de incelenen b,’yi sembol olarak birak, digerlerini yerine koy.
B15 >0 e§1t51zhg1n1n her satirimi b, i¢in ¢6z.
4. Bulunan araliklarin ortak kismini, yani hepsini birden saglayan araligi al. Bu aralikta yeni ¢oziim
B_lg, optimal deger EgB_ll;’dir.

(_.AJl\J

Ornek 10.12 (Birinci kisitin sag tarafinin degisim araligi). Optimal tablosu Tablo 10.3 olan prob-
lemde (37, + 3Ty + 375 < by, 377 + %xz + %xg <3,z; >0, max z = 2z, + 3z, + z3; basta b; = 1)
b, hangi aralikta degisirse mevcut temel degiskenler x; ve z, temel degigken olarak kalir?

Cozim.
Temel degiskenler x; ve z,’dir. Tablonun satir sirasiyla

4 —1 > |1 b
-1 _ _ _ %
il R
seklindedir (Ornek 10.2). B~1, optimal tablonun v, ve vy siitunlarinda da okunur. b, = 3 sabit tutulur:
> 4 —1|[b 4b; —3 0
17 _ 1| _ | %01
wo= [ ] - [553= )

Birinci satirdan 4b; — 3 > 0, yanib; > %; ikinci satirdan —b; + 3 > 0, yani b; < 3 bulunur. ki araligin
ortak kismi alinirsa

B=

1
3
4
3

Wl Wl

<b <3

Ao
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10.4 Sag Taraf Sabitlerindeki Degisim 209

elde edilir. Yani b, % ile 3 arasinda degisirse mevcut temel degiskenler x; ve z, temel degisken olarak
kalir. Bu aralikta optimal ¢6ztim ; = 4b; — 3, z, = 3 — b; ve optimal deger

2o = 2(4b, —3) +3(3 —b,) = 5b, + 3

olur; b; = licinz; = 1, x5 = 2, 25 = 8 bulunur. Araligin uclarinda temel degiskenlerden biri sifir olur
(b; = 3 iken z; = 0, by = 3 iken z, = 0); ¢dziim dejenere olur ama baz hala optimaldir. m

Ornek 10.13 (Ikinci kisitin sag tarafinin degisim aralig1). Ayni problemde (%acl + %wz + %xg <
1, iz, + §x2 + %1:3 < by, x; > 0, max z = 2z; + 3z, + x3; basta by = 3) b, hangi aralikta degisirse
optimumlugun bozulmadigy, yani z; ve x, nin temel degisken olarak kaldig1 durumu inceleyiniz.

Cozim.
B~ aynidir (Ornek 10.12); bu kez b; = 1 sabit tutulur:

> 4 —1||1 4—b 0
17 _ _ 2
wo= (5 R)=[5)= L
Birinci satirdan 4 — b, > 0, yani b, < 4; ikinci satirdan —1 + b, > 0, yani by > 1 bulunur. iki araligin
ortak kismi alinirsa

1<b,<4

elde edilir. Yani by, 1 ile 4 arasinda degisirse mevcut temel degiskenler z; ve x, temel degisken olarak
kalir. Bu aralikta optimal ¢6ziim ; = 4 — by, £5 = by — 1 ve optimal deger

2o =2(4—by)+3(by—1)=by+5

olur. m

iki degiskenli bir problemde sag tarafin degismesi, kisit dogrusunun kendine paralel olarak kaymasi
demektir. Optimal kése de onunla birlikte yer degistirir.

Ornek 10.14 (Sag taraf degisince optimal késenin kaymasi). z; + x5, < by, 2z, + 75 < 6,2, 75 >
0, max z = 3z, + 2z, problemi b; = 4 i¢in ¢6zlilmiis, optimal tablosu Tablo 10.4 bulunmustur. b; hangi
aralikta degisirse temel degiskenler z,, =, olarak kalir? Optimal ¢6zlimii ve optimal degeri b; cinsinden
yazip grafik tizerinde yorumlayiniz.

Cozim.
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uygun bolge

X;+X,=3

Sekil 10.4: x; + X, < b, kisitinin sag tarafl degistikce kisit dogrusu kendine paralel kayar. Optimal koge
(6 — by, 2by - 6) noktasidir ve 2x, + X, = 6 dogrusunun kalin ¢izilen parcasi boyunca yiiriir: b; = 3 iken
(3, 0), by = 4 iken (2, 2), b, = 6 iken (0, 6). Bu aralifin disinda kdsenin bir koordinati negatif olur.

Ornek 10.3'ta B~! = [_21 jl} bulunmustu; tablonun v, v, siitunlarinda da goriiniir. b, = 6 sabit

wi= [ (8] )= )]

Birinci satir b; < 6, ikinci satir b; > 3 verir; degisim araligl 3 < b; < 6’dir. Bu aralikta

tutulur:

Ornegin b; = 5 igin (1,4) ve 2, = 11 bulunur. Kontrol: 1 +4=5,2+4 =6 ve 3 + 8 = 11.
Geometrik yorum. b; degisince z; + =, = b; dogrusu kendine paralel kayar; 2z, + x5 = 6 dogrusu
yerinde kalir. Optimal kése iki dogrunun kesigimi olan (6 — by, 2b; — 6) noktasidir ve 22, + z, = 6
dogrusu uzerinde yiriir. b; = 3 iken kose (3,0)’a, b; = 6 iken (0, 6)’ya ulasir. b; < 3 olursa kesigim
noktasinda o, < 0, b; > 6 olursa x; < 0 olur; kesisim uygun bélgenin disina diiser ve optimum bagka
bir bazda bulunur.

Araligin icinde amag degeri b, 'in her birim artisinda 1 artar. B

Ornek 10.15 (ikinci kisitin sag tarafl). z; + x4 < 4,27, + 25 < by, 77, T4 > 0, max 2z = 3z, + 27,
problemi b, = 6 icin ¢6ziilmis, optimal tablosu Tablo 10.4 bulunmustur. b, hangi aralikta degisirse temel
degiskenler z,, x, olarak kalir?

Cozim.
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-1

Bl= [ 5 jl} ve by = 4 sabit tutulur:

> |-1 11]|4 by — 4 0
17 _ _ |92
wo= [ A= [l = )
Birinci satir b, > 4, ikinci satir b, < 8 verir; degisim aralign 4 < b, < 8dir. Bu aralikta z; = by —
4, o = 8 — by ve 2y = 3(by —4) + 2(8 — by), yani z, = by + 4 olur. Geometrik olarak 2z, + z, =

b, dogrusu kayar ve optimal kése z; + x5 = 4 dogrusu tizerinde b, = 4 iken (0,4)’ten b, = 8 iken
(4,0)’a kadar yirtr. m

Orneklerde optimal degerin sag tarafa dogrusal olarak bagl oldugunu gordiik: Ornek 10.12'de z, = 5b; +
3, Ornek 10.13'de z, = b, + 5. Bu katsayilarin, optimal tablonun aylak siitunlarindaki z, —c, = 5 ve
25 — c5 = 1 kriterleriyle ayni olmasi tesadiif degildir; bu sayilarin anlamini Dualite bélimiinde gérecegiz.
Araligin disina cikildiginda tablo optimal olmaktan ¢ikar ama biitiiniiyle ise yaramaz hale gelmez. Amag
katsayis1 araligin disina ¢ikarsa tablo uygun kalir, yalniz bir ya da birkag kriter yanlis isaretli olur; simpleks
yontem bu tablodan devam ettirilir. Sag taraf araligin disina ¢ikarsa kriterler dogru isaretli kalir ama v
siitununda negatif bir deger belirir; bu durumu Dual simpleks algoritmas: ¢ozer.

Ozet

Bu boliimiin hesaplarini tek tabloda toplayalim.

Tablo 10.13: Duyarlilik analizinde degisimin etkisi

Degisen veri Tabloda degisen Optimumlugun korunma kosu-
Iu

Temel dis1 z;,'nin ¢;,’s1 Yalniz 2z, — ¢, max: ¢, < 2z; min: ¢, > 2

Temelde olan z,’nin ¢,’si Temel dis1 biitiin z; — ¢; ve 2, Temel dis1 her j icin max: z; —

cjz();mm:zj—cjgo

Sag taraf b, v, stitunu ve zg B15>0

Béliimiin érneginde (Ornek 10.1) bulunan araliklar da séyledir:

Tablo 10.14: Duyarhilik 6rneginin degisim araliklar

Degisen Degisim aralign  Aralikta optimal deger

¢, (temelde) 3<e, <3 ¢, +6
¢y (temelde) 2<c, <8 2 + 2c,
cq (temel digr) ¢y <4 8
b, 3<b,<3 5b; + 3
b, 1<b,<4 by +5

Duyarlilik analizi, optimal tablonun yalniz bir ¢6ziim degil, problemin verileri hakkinda bir bilgi kaynag:
oldugunu gésterdi. Ayni tablonun icinde sakli olan bir bagka problem daha vardir: her lineer programlama
probleminin bir esi, bir dual problemi bulunur ve optimal tablo onun da ¢6ziimiini tasir. Bir sonraki
bolim Dualite bu problemi inceliyor.
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11.1

11. Dualite

Her lineer programlama probleminin bir “ikizi” vardir. Aynt a;;, b;, ¢; sayilarindan kurulan bu ikinci
probleme dual problem denir. Dual problemde kisitlar ile degiskenlerin rolleri yer degistirir: primalin her
kisit1 dualin bir degiskeni, primalin her degiskeni dualin bir kisiti olur, maksimum da minimuma dénisiir.
Iki problemin optimal degerleri aynidir. Bu yiizden birini ¢ézen 6tekini de ¢ozmiis olur.

Bu boliim, Lineer programlama problemi béliimiinde tanimladigimiz kanonik formun asil kullanildig:
yerdir (Tanim 1.6). Hatirlayalim: maksimum probleminde biitiin kisitlar <, minimum probleminde biitiin
kisitlar > ve butiin degiskenler > 0’dir. Standart forma (Tanim 1.7) ya da simpleks yontem ile ¢6zilebilir
hale (Tanim 1.9) burada ihtiya¢ yoktur. Dual problem, kanonik formdaki problemden bir transpoz
almarak dogrudan yazilir. Once dual problemin nereden ciktigini bir érnekte gorecek, sonra tanimini
verecek, iki problem arasindaki bag1 teoremlerle kuracak ve en sonunda iki problemin optimal tablolarini
yan yana koyacagiz.

Dual Problemin Fikri

Dual problemi bir tanim olarak vermeden 6nce onu dogal olarak ortaya ¢ikaran soruya bakalim: bir
minimum probleminin optimal degeri i¢in, problemi ¢6zmeden bir alt sinir bulabilir miyiz?

Ornek 11.1 (Diyet probleminde maliyete alt sinir). Ornek 1.10 diyetini ele alahm: z; ve z, tiiketi-
lecek B; ve B, besinlerinin miktar: (kg) olmak tizere

T, +xy >4
T, +3x, 26
T1,T9 >0
min z = 2z, + 3z,

Kisitlar: negatif olmayan sayilarla carpip toplayarak her diyetin maliyetinin en az 9 TL oldugunu goste-
riniz ve buradan optimal diyeti bulunuz.

Cozim.
Bir kisit1 kullanmak. Birinci kisit1 2 ile carpalim: 2z, + 2z, > 8. Degiskenler negatif olmadigindan
3z, > 24 °dir, dolayisiyla her uygun diyet igin

z=12xy 4+ 3xy > 2z, + 2249 > 8.

Ikinci kisitla da benzer bir smir bulunur: z; > 0 oldugundan z = 2z, + 3z > x; + 3z > 6. Ilk siir
daha iyidir; maliyet 8 TL'nin altina inemez.

iki kisit1 birlikte kullanmak. Genel olarak birinci kisit1 y; > 0, ikincisini y, > 0 ile carpip topla-
yalim. Carpanlar negatif olmadig i¢in esitsizliklerin y6nii degismez:

(U1 +4o) 71 + (1 + 3y2) T2 > 4y; + 6y,
Sol taraftaki katsayilar amagtaki katsayilar1 asmiyorsa, yani
Y1 Ty <2 ve y +3y, <3
ise, £;, £y > 0 oldugundan
z=2xy + 3y > (Y1 + o) Ty + (1 + 3y2) T3 > 4y, + 6y,

olur. Yani bu iki kosulu saglayan her (y,,y,) > 0 cifti, 4y, + 6y, biyiikliginde bir alt sir verir.
(y1,¥2) = (2,0) yukaridaki 8 smurini, (0, 1) ise 6 siurmu verir. y; = 3, y, = 1 secelim: 3 + 1 =2 <
2 ve % + % = 3 < 3 oldugundan kogullar saglanir ve
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3 1
>4.2 L=
z 2> 2+62 9

bulunur. Bu se¢imde katsayilar amagctakilerle tam olarak ¢akisir:
3 1
5(301 +xy) + i(ml + 3z,) = 227 + 3z,.

Optimal diyet. z; = 3, x, = 1 diyeti uygundur 3 +1=4,3+3 =6) ve maliyeti 2-34+3-1=9
TL’dir. Hi¢bir diyet 9 TL’den ucuz olamayacagina gore bu diyet optimaldir: min z = 9. Ayn1 sonucu
Ornek 3.8 érneginde grafik yéntemle bulmustuk.

|

Ornekte en iyi alt sinir1 bulmak da bir lineer programlama problemidir:

Y1ty <2
Yy + 3y, <3

Y1,Y2 =0
max g = 4y; + 6y,

Bu problem diyet probleminin dualidir. Nasil kurulduguna dikkat edelim. Diyet probleminin 4. kisit1 bir
y; degiskeni verdi. z; degiskeni bir kst verdi: =, nin katsayilar1 (A'nin j. siitunu) sol tarafa, c; sag tarafa
gecti. Amactaki katsayilar da primalin sag taraflar1 4 ve 6 oldu. Yani katsayilar tablosu transpoz edildi.
Iki kosul da kanonik formdan geliyor. Carpanlarm y; > 0 olabilmesi i¢in minimum probleminin kisitla-
rinin hepsi > olmalidir. Bir kisit < olsaydi, onu pozitif bir sayiyla ¢arpip otekilerle toplayinca yonler
karigird. Katsayilari amagla karsilagtirirken de z; > 0 kosulunu kullandik. Iste kanonik formun istedigi
tam olarak budur.

Dualin iktisadi bir yorumu da var. Bir eczacinin A ve C vitaminini hap olarak sattigini, birim fiyatlarini
Y, ve ¥y, TL koydugunu diistinelim. Haplarin besinlerle rekabet edebilmesi icin, 1 kg B, *deki vitaminlerin
(1 birim A, 1 birim C) hap karsilig1 2 TL’yi, 1 kg B, deki vitaminlerin (1 birim A, 3 birim C) hap karsilig1
da 3 TL’yi ge¢memelidir. Eczaci, diyetin gerektirdigi 4 birim A ve 6 birim C vitamininden elde edecegi
4y, + 6y, gelirini en biiyiik yapmak ister. Bu, tam olarak yukaridaki dual problemdir.

Primal ve Dual Problem

Ornekte yaptigimizi simdi genel olarak yazalim. Tanim kanonik formdaki iki problem tiirii icin ayr1
ayr1 verilir: minimum primalin duali bir maksimum problemi, maksimum primalin duali bir minimum
problemidir.

Tamim 11.1 (Primal ve dual problem). A = [a,;;] m x n boyutlu bir matris, b=(by,....b,)T, =
(c1yenney)T @ = (zq, sz, vej = (Y1, Ypn) T olsun.

Minimum primal, maksimum dual. Kanonik formdaki

m

11Ty + 19Ty + . + 01, T, 2 by

A1y + Gy + .o+ Ao, Ty, 2> by

amlxl + am2x2 + ...+ amnxn 2 bm
z; 20, j=1n

minz = ¢ Ty + x5 + ... + C, T,

problemi ile
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11.2 Primal ve Dual Problem 215

a11Y1 +a21Ys + o + A1 Yy, < ¢
A19Y1 + Q¥ + oo+ Ao, < €y

a1nY1 + A2 Y2 +..t CnYm S Cn

y, 20, it=1m
maxg = by, +byys + ... + 0,9,

problemi birbirinin dualidir. Matrislerle:

Az >b
>0
minz=¢cTz = ATy<c¢é
>0
maxg = b7

Maksimum primal, minimum dual. Kanonik formdaki
11Ty + G19Ty + oo+ G, T, < by
amlxl + am2x2 + ...+ a’mnxn S bm

mjzoa .7:]-7_”

maxz = c{&y + CoZy + ... + C, T,
problemi ile

a1y tanyo + .+ Y, 2 ¢

a1nY1 + A2nY2 + .+ AnYm 2 Cn

y; >0, i=1,m
ming = byy; +boyy + - + by,

problemi birbirinin dualidir. Matrislerle:

AZ <D
>0
maxz=clz = ATy>¢c
7>0
ming = b7y

Her iki durumda da bu iki problemden birine primal (esas) problem, digerine dual problem denir.

Yani dual problemi yazmak icin kanonik formdaki primalin katsayilarini bir tabloya dizer ve tabloyu
siitun siitun okuruz:

wl “es mn
Yp| @ o G, | by
Ym [Fm1 " Omn bm
Cl “ee Cn

Primal bu tabloyu satir satir okur: ¢. satir ¢. kisittir ve sag tarafi b, dir. Dual ayni tabloyu siitun siitun okur:
J- stitun j. dual kisittir, yani z;"'nin biitiin kisitlardaki katsayilari a, 5, ..., a,,,; sol tarafa, ¢; sag tarafa gelir.
y; degiskeni primalin 7. kisitina aittir. Boyutlara dikkat edelim: A matrisim x n, AT ise n x m boyutludur.
Primalde m kisit ve n degisken varsa dualde n kisit ve m degisken vardir. AT matrisi A’ ile de gosterilir.

Dual degiskenler y; tek indislidir; simpleks tablosundaki iki indisli y;; sayilariyla karistirlmamalidir.
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216 Boliim 11. Dualite

Tanimda primalin kanonik formda oldugu varsayiliyor. Kanonik formda olmayan bir problemin duali,
once kanonik forma getirilip sonra tanim uygulanarak yazilir. Asagidaki regete bu isi adim adim yapar.

© Dért adimda dual yazma

1. Primali kanonik forma getir (Tanim 1.6, Boliim 1.6). Aylak, artik ya da yapay degisken eklen-
mez; standart form ve simpleks yontem ile ¢6ziilebilir hal burada gerekmez. Yapilacaklar yalniz
sunlardir:

+ isaret kisitlamasi olmayan degiskeni z; — z7 ile, z; < 0 olan degiskeni —z7 ile degistir;
+ maksimum probleminde > kisitlarini, minimum probleminde < kisitlarini —1 ile carp;
- esitlik kisitini iki esitsizlige ayir (ya da asagidaki Onerme 11.1 kisayolunu kullan);

+ sag taraflarin isaretine dokunma: kanonik formda b; < 0 olabilir.

2. Her kisita bir dual degisken ata: . kisita y; > 0.

3. Transpoz al: j. dual kisitin sol tarafi a;y; + ... + a,,;y,,, sag tarafi ¢, dir. Maksimum primalde
dual kisitlar >, minimum primalde < olur.

4. Amac1 yaz: maksimum minimuma, minimum maksimuma doner; amac katsayilar1 primalin sag
taraflaridir: g = byy; + ... + b, Y-

Once zaten kanonik formda olan iki problemle baglayalim.

Ornek 11.2 (Bes kisitli bir maksimum probleminin duali). Asagidaki problemin dualini yaziniz.

Ty + 1z <50
2z, + x5, <110
T, + 225 <80
T, + 5Ty <185
5z, + 6z4 < 300
T,y >0
max z = 10z, + 15z,

Cozim.
1. adim: kanonik form. Ama¢ maksimumdur, beg kisitin besi de < bi¢imindedir ve iki degisken de
> (’dur. Problem zaten kanonik formdadir; hicbir degisiklik gerekmez.

2. adim: dual degiskenler. Bes kisita sirasiyla y;, ¥y, Ys, Y4, Y5 = 0 degiskenlerini atariz.
3. adim: transpoz. Katsayilar matrisi ve transpozu

12
T _
4 _[11

i

dir. AT nin birinci satir1 z ’in bes kisittaki katsayilaridir ve sag tarafi ¢; = 10°dur; ikinci satir1 z, nin
katsayilaridir ve sag tarafi ¢, = 15’tir. Primal maksimum oldugundan dual kisitlar > olur.
4. adim: amag. Primalin sag taraflar1 50,110, 80,185,300 dualin amag¢ katsayilar1 olur ve amag
minimuma déner. Dual problem

11
25

b

Il
[} S S =
S TN = =

Y1+ 2y, +y3 +ys + 5ys = 10
Y1 + Yo + 2y3 + Sy, + 6y; > 15

ylayQ,y3,y4yy5 Z 0
min g = 50y; + 110y, + 80y;
+185y, + 300y;

olarak bulunur. Primalde 5 kisit ve 2 degisken, dualde 2 kisit ve 5 degisken vardir.
]

Ornek 11.3 (U¢ kisith bir minimum probleminin duali). Asagidaki problemin dualini yaziniz.
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11.2 Primal ve Dual Problem 217

22, + Ty 2> 2
T, + 3z >4
—2x, +2x9 > 8
T1,29 >0
min z = 10z, + 8z,

Cozim.

1. adim: kanonik form. Ama¢ minimumdur ve ii¢ kisitin ti¢ii de > bicimindedir; degiskenler > 0’dur.
Problem kanonik formdadir.

2. adim: dual degiskenler. Uc kisita 3, , yo, y3 > 0 degiskenlerini atariz.

3. adim: transpoz. z, 'in katsayilar 2, 1, —2 ve ¢; = 10 birinci dual kisiti, z, nin katsayilar1 1, 3, 2 ve
¢y = 8 ikinci dual kisit1 verir. Primal minimum oldugundan dual kisitlar < olur.

4. adim: amag. Sag taraflar 2, 4, 8 amac katsayilar1 olur ve ama¢ maksimuma doner:

2y; +y, —2y; < 10

Y1 +3yy +2y; <8

Y1,Y2,Y3 =2 0
max g = 2y, + 4y, + 8y3

Simdi kanonik formda olmayan bir problemle, recetenin birinci adiminin neden gerekli oldugunu gérelim.

Ornek 11.4 (Ters yonlii kisit1 olan minimum probleminin duali). Ornek 1.8 problemini ele alalim:

T, +xy >4
) +3z9 <9
T1,T9 >0
min z = 2z, + 3z,

Bu problemin dualini yaziniz.

Cozim.
1. adim: kanonik form. Minimum probleminde biitiin kisitlarin > olmasi gerekir; ikinci kisit <
bi¢imindedir. Onu —1 ile ¢arpariz: —x; — 3z, > —9. Kanonik form

T, +xy 24
—z; — 3z, > —9
Tq,%9 >0
min z = 2z, + 3z,

olur. Sag tarafin —9 olmasi kanonik formu bozmaz; bu satir1 standart form icin yeniden cevirmeye
calismayiz.

2.-4. adimlar. iki kisita g, 5 > 0 atariz. x; 'in siitunu (1, —1), z, 'nin siitunu (1, —3)’tiir. Dual kisitlar
<, ama¢ maksimum olur:

Y1 — Y <2
Y1 —3yy <3
Y1,Y2 20

max g = 4y; — 9y,

Tkinci kisit1 —1 ile carpmadan transpoz alsaydik dualde y; + y5 < 2, y; + 3ys < 3 ve g = 4y; + 9y,
¢ikardi. Bu yanligtir: 6rnegin y = (0, 1) bu problemde uygundur ve g = 9 verir. Oysa birazdan gorece-
gimiz zayif dualiteye gore dualin her uygun degeri primalin her uygun degerinden kiiciik ya da esit
olmalidir. Primalin z = (4, 0) uygun ¢6ziimiinde ise z = 8 < 9’dur.

n
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218 Boliim 11. Dualite

Esitlik kisit1 iceren bir problemde kanonik forma gegis kisit sayisini artirir.

Ornek 11.5 (Esitlik kisithi bir maksimum probleminin duali). Asagidaki problemin dualini, 6nce
problemi kanonik forma getirerek yaziniz.

T+ Ty +x52>4
20, —4zy — 25 < 10
T, +2x5 + 525 =8

Tq,%q, T3 >0

maxz = 3z, + 4z — T3

Coziim.
1. adim: kanonik form. Ama¢ maksimum oldugundan biitiin kisitlar < olmalidir. Satirlara tek tek
bakalim.

« Birinci kisit > bigimindedir. —1 ile ¢arparak yoniini degistiririz: —x; — x4 — x5 < —4.
« Ikinci kisit zaten < bicimindedir.

Ugiincii kisit bir esitliktir. Once onu iki esitsizlige ayiririz:

Ty +2x,+ 523 =8 < {r;+2z,+5z5 <8
T, + 25 + 525 > 8

Birincisi uygun yéndedir. Ikincisini —1 ile carpariz: —z; — 2z4 — 5z < —8.
Boylece kanonik form
—T, — Ty — T3 < —4
22, —4zy — 25 < 10
Ty + 2Ty + 523 < 8
—x, — 2T — 55 < —8
Tq1,%q, T3 >0

maxz = 3z, +4zy — 4

olur. Kisit sayist 3’ten 4’e ¢ikti.

2. adim: dual degiskenler. Dort kisita y;, vy, ys, y4 > 0 atariz.

3. adim: transpoz. z;’in dort kisittaki katsayilar1 —1,2,1, —1 ve ¢; = 3; x5 ninkiler —1, —4,2, —2 ve
¢y = 4; x5 unkiler —1, —1,5, —5 ve ¢ = —1°dir. Primal maksimum oldugundan dual kisitlar > olur.
4. adim: amag. Sag taraflar —4,10,8, —8 amag katsayilar1 olur ve ama¢ minimuma doéner. Dual
problem

Y1 +2yYs +ys —yy, =3
—Y —4ys +2y; — 2y, >4
—Y1 — Yp + Y3 —Oyy = —1
Y1,Y2,Y3:Ys = 0
min g = —4y, + 10y, + 8y; — 8y,

olarak bulunur.
| ]

Bu dualde y; ile y, hep birlikte ve zit katsayilarla goriiniiyor: her satirda y;’tin katsayis1 a ise y, tinki
—a’dir. Bu bir rastlanti degildir.

Onerme 11.1 (Esitlik kisit1 ve isaretsiz degisken). Kanonik forma getirilecek bir primal problem
diistinelim.

1. Primalin r. kisiti bir esitlikse, yani a2, + a9 + ... + a,,x,, = b, ise, bu kisit ikiye ayrilmadan
birakilabilir; dual problemde ona karsilik gelen y,. degiskeni isaretce kisitsiz olur.

2. Primalin x defiskeni isaretce kisitsizsa, bu degisken x, — x diye yazilmadan birakilabilir; dual prob-
lemde ona karsilik gelen s. kisit bir esitlik olur.
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11.2 Primal ve Dual Problem 219

Diger biitiin kisitlar ve degiskenler tanimdaki gibi yazilir.

ispat.
Ispati maksimum primal icin yapryoruz; minimum primalde yalniz esitsizliklerin yonleri ters doner.
1. madde. Esitligia .z, + ... + a,,z, < b. ve —a,z, — ... — a,,x, < —b, diye ikiye ayiralim ve bu

iki kisitay,. > 0, y, > 0 dual degiskenlerini atayalim. Transpoz alinca j. dual kisitta bu iki degisken
A Yp + (=) Yy = ar; (Y — yy)

terimiyle, amagta da b,y,. + (—=b,.)y, = b,.(y,. —y.') terimiyle goriiniir. Yani dual problem y.. ve y.' ye
yalmz y,. — y. fark: iizerinden baghdir. y, = y,. — y, yazalim. Onerme 8.1 geregi y..,y, > 0 olan prob-
lem iley, 'nin isaretsiz oldugu problem ayni amag degerlerini alir; birinin her uygun ¢oziimii 6tekinin ayni
degerli bir uygun ¢oziimiine doniisiir. Dolayisiyla dual, y,. isaretce kisitsiz olmak iizere tek bir degiskenle
yazilabilir.

2. madde. v, =z, — x, ©),,x7 > 0 yazalhm. Katsayilar matrisinde x’ ’niin siitunu A’min s. siitunu
(s -y Qpms )» amag katsayisi ¢, 'dir; ', ‘niin stitunu bunun negatifi, amag katsayisi —c, dir. Bu iki siitun
iki dual kisit verir:

1591 +..+ ArnsYm > Css TA15Y1 T e T A Ym 2 —Cs-

Ikincisi —1 ile ¢arpihncaa, y, + ... + a
¢, ye esittir; iki kisit birlikte

msYm < €, olur. Bir sayic, ’den hem biiyiik-esit hem kiigiik-esitse

a15Y1 + Ag5Y2 +ot AmsYm = Cs

esitligine denktir.
]

Yani esitlik kisitin1 ikiye ayirmak, dualde tek bir isaretsiz degiskeni iki negatif olmayan degiskenin fark:
olarak yazmaktan baska bir sey degildir. Bu yiizden esitlik kisitlar1 ve isaretsiz degiskenler kanonik forma
getirilirken oldugu gibi birakilabilir. Biitiin karsiliklar1 bir tabloda toplayalim.

Tablo 11.1: Primal-dual karsilik tablosu

Maksimum problemi Minimum problemi
amac max z = ¢ L & amac¢ min g = I;Tﬂ
m kisit m degisken

n degisken n kisit

sag taraf vektorii b amag katsayilar1 b
amag katsayilari ¢ sag taraf vektorii ¢
katsayilar matrisi A katsayilar matrisi A7
i kisit < 1. degisken y, > 0

1. kisit = 1. degisken y; isaretsiz
J- degisken z; > 0 J. kisit >

J- degisken z; isaretsiz j. kisit =

Karsilik tablosu (Tablo 11.1) iki yénde de okunur. Primal maksimum problemiyse soldan saga, minimum
problemiyse sagdan sola okunur. Minimum primalde degiskenlerin adlar1 yer degistirir: primalin degis-
kenleri x o dualinkiler y; olur. C)rnegin minimum primalin 4. kisit1 > ise ona karsilik gelen dual degisken >
0’dir. Tablonun iki yénde okunabilmesinin nedenini Teorem 11.1 gosterecek. Tabloyu kullanmadan énce
kanonik forma getirme adimini unutmamak gerekir. Maksimumda >, minimumda < kisit1 6nce —1 ile
carpilir; tabloda bu satirlara karsilik bir satir yoktur.
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220 Boliim 11. Dualite

Dual yazarken sik yapilan hatalar

« Standart forma getirmek. Dual, kanonik formdan yazilir. Aylak ya da artik degisken ekleyip
esitliklerden dual yazmak isi gereksiz yere uzatir; biitiin kisitlar esitlik olacag: icin dual degisken-
lerin hepsi isaretsiz ¢ikar.

+ Ters yonlii kisit1 ¢cevirmemek. Minimum probleminde <, maksimum probleminde > kisit1
transpozdan énce —1 ile carpilmalidir (bkz. Ornek 11.4).

+ Sag tarafi pozitif yapmaya calismak. Kanonik formda b, < 0 olabilir; b, oldugu gibi dualin amag
katsayisi olur.

« Satir ile siitunu karistirmak. j. dual kisitin katsayilar1 A’nin j. sittunudur, yani tek bir degis-
kenin buitiin kisitlardaki katsayilaridir.

+ Yonii degistirmeyi unutmak. Maksimum primalin dual kisitlar1 >, minimum primalinkiler <’dir.

Ornek 11.6 (Esitlik kisitli problemin duali kisa yoldan). Ornek 11.5 problemini (z; + o + z3 >
4, 2z, — 4y — x5 < 10, T4 + 224 + b3 = 8, T1, Ty, T3 > 0, max z = 3z, + 4z, — z3) Onerme 11.1
yardimiyla, esitligi ikiye ayirmadan dualine doniistiiriiniiz ve sonucu Ornek 11.5 ile karsilagtirimiz.

Coziim.
1. adim: kanonik form. Birinci kisiti —1 ile ¢arpariz: —z,; — x5 — x5 < —4. Ikinci kisit uygundur.
Ugiincii kisit esitliktir ve Onerme 11.1 geregi oldugu gibi birakilir.
2.—4. adimlar. Karigsmasin diye dual degiskenlere bukez ¢, t,, t5 diyelim. ¢, , ¢, > 0’dir; esitlik kisitina
karsihk gelen t; ise igaretce kisitsizdir. Siitunlar z; icin (—1,2,1), z, icin (—1,—4,2), x5 i¢in
(—1,—1,5)’tir:

—t) 4 2y + 15 >3

—t, — Aty + 2y > 4
—t; —ty + 5ty > —1
t1,t9 >0, t; isaretce kisitsiz
min g = —4¢; 4 10¢, + 8t4

Karsilastirma. Ornek 11.5 dualinde ¢, = y,, ty = y, ve t3 = y;3 — y, yazalim. Ornegin birinci dual
kisit —y; + 2y, + (y3 — y,) > 3, amag da —4y; + 10y, + 8(y5 — y,) olur; ii¢ kisit ve amag bu yolla
aynen yukaridakilere doniisiir. Tersine, isaretce kisitsiz t5 degiskenine ¢t = t5 — ¢4 doniigiimii yapilirsa
ty = ys, t5 = y, ile 6nceki dual problem geri gelir. Iki problem birbirinin aynisidir; kisa yol yalniz bir
degisken ve bir kisit tasarruf eder.

|

Ornek 11.7 (Ug tiirlii kisit1 olan maksimum probleminin duali). Asagidaki problemin dualini
yaziniz.
T, +4zy + x5 + 74 <50
3z, +xy + 225 + 24 = 30
T, + 229 + 5+ 224 > 20
Tq,%q, T3, Ty =0
maxz = T, + 2z4 + 3z3 + T2,

ozium.
S adim: kanonik form. Maksimum probleminde kls%tlar < olmalidir. Birinci kisit uygundur. fkinci
kisit esitliktir ve Onerme 11.1 geregi oldugu gibi kalir. Uciincii kisit > bicimindedir; —1 ile ¢arpariz:
z, +4z9 + 5 + 74 <50
3T, + Ty + 225 + x4 =30
—T, — 2Ty — T3 — 224 < —20
T, %o, T3,Ty =0
maxz =z, + 2z4 + 323 + T2,
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2. adim: dual degiskenler. Birinci ve iiciincii kisita y;, y5 > 0, esitlik olan ikinci kisita isaretce kisitsiz
Yo atariz.

3. adum: transpoz. Dért degiskenin siitunlar z; icin (1,3, —1), z, i¢in (4,1, —2), x5 i¢in (1,2, —1),
z4 icin (1,1, —2)dir. Sag taraflar ¢; = 1, 2, 3, 7°dir ve dual kisitlar > olur.

4. adim: amag. Sag taraflar 50, 30, —20 amac katsayilar1 olur:

Yp+3y, —ys =1
dy; +yp —2y3 22
Y1+ 2y —y3 =3
Y1 +ys—2y3 27
Y1,Y3 = 0, vy, isaretce kisitsiz
min g = 50y; + 30y, — 20y,

Esitligi ikiye ayirsaydik y, yerine y5 > 0ve yy > 0 gibi iki degisken ¢ikacak, her yerde y4 — y5 farkiyla
goriinecekti.
|

Karsilik tablosunun son satirini, yani isaretsiz primal degiskenin dualde esitlik kisit1 verdigini de bir
ornekte gorelim.

Ornek 11.8 (Isaretsiz degiskenli problemin duali). Ornek 1.17 problemini ele alalim: z; > 0 ve z,
isaretge kisitsiz olmak tizere

T, +29 <6
Ty — Ty > —2

maxz = I, + 32,
Bu problemin dualini yaziniz.

oziim.
?. adim: kanonik form. Maksimum probleminde ikinci kisit < olmalidir; —1 ile carpariz: —z; + 2, <
2. Isaretsiz x,’yi Onerme 11.1 geregi oldugu gibi birakiyoruz:
T, +xy <6
-z +xy <2
z, 20, =z, isaretce kisitsiz
max z = T, + 32,

2.-4. adimlar. iki kisita y;, y, > 0 atariz. z ’in siitunu (1, —1)’dir ve z; > 0 oldugundan bir > kisit1
verir. £, nin siitunu (1, 1)’dir ve z, isaretsiz oldugundan bir esitlik kisit1 verir:

Y1 =Y 21
Y1ty =3
Y1, Y2 2 0
min g = 6y, + 2y,
Uzun yoldan saglama. Ornek 1.17 6rneginde z, = x4 — x4 yazip kanonik forma getirmistik: x; +
xy —xy <6, —x; + x5 — x5 < 2, max z = z; + 3z5 — 3z5. Buradan tamimla dual yazilirsa x5 niin
siitunu y; + y5 > 3, 25 niin siitunu —y; — Yo > —3, yani y; + y, < 3 kisttin verir. Ikisi birlikte y; +
Yy = 3 esitligidir.
|

Dualin Duali

Tanimda “birbirinin dualidir” dedik; yani iligki simetriktir. Bunu simdi gésterelim.
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Teorem 11.1 (Dualin duali primaldir). Kanonik formdaki bir problemin dual probleminin duali, prob-
lemin kendisidir.

Ispat. -
Primal AZ < b, Z > 0, max z = ¢ L Z olsun. Tanima gore duali

ATg>¢é  §>0, ming=>5Ty

problemidir. Bu bir minimum problemidir, biitiin kisitlar1 > ve biitiin degiskenleri > 0°dir; yani kendisi de
kanonik formdadir. Tanimin minimum primal kismini bu probleme uygulayalim. Katsayilar matrisi AT,
sag taraf vektorii ¢, amag katsayilar bdir. Dolayisiyla i € R™ yeni degisken vektirii olmak tizere duali

(AT)T4<b, @>0, maxcli

problemidir. (AT)T = A oldugundan bu, degiskenin ad: d1§mda primalin kendisidir.

Primal minimum problemi (AZ > b,Z>0, minz =¢ T2%) ise duali ATy < ¢ 4§ > 0, maxg = b
Bu kanonik formdaki bir maksimum problemidir ve tanimin maksimum kismi onun dualini At

0, min T4 olarak verir. Bu da primalin kendisidir.

|

Tg_j dir.
>bu >

Yani “primal” ve “dual” adlar1 yalniz hangi problemden yola ¢iktigimiz1 séyler; iki problem bir dual ¢ift
olusturur. Esitlik kisit1 ve isaretsiz degisken iceren problemler i¢in de aynisi gegerlidir. Primalin r. kisit1
esitlikse dualde y,. isaretsizdir; dualin dualinde bu isaretsiz degisken Onerme 11.1 ikinci maddesi geregi
yeniden bir esitlik kisit1 verir. Primalin =, degiskeni isaretsizse dualin s. kisit1 esitliktir; bu kisit dualin
dualinde Onerme 11.1 birinci maddesi geregi yeniden isaretsiz bir degisken verir. Diger satirlar kanonik
durumdaki gibidir. Bu yiizden karsilik tablosu (Tablo 11.1) iki yonde aym1 bicimde okunur.

Ornek 11.9 (Bir dualin dualini yazmak). Ornek 11.3 dualinin (2y; + y, — 2y < 10, y; + 3y, +
2ys < 8, Y1, Ys, Y3 > 0, max g = 2y; + 4y, + 8ys) dualini yaziniz.

6zium.
groblem bir maksimum problemidir, iki kisit1 da < ve ti¢ degiskeni de > 0’dir; kanonik formdadur. ki
kisita uy, uy > 0 dual degiskenlerini atariz. y; ’in stitunu (2, 1) ve amag katsayisi 2; y, ninki (1, 3) ve
4; y;3 unki (—2,2) ve 8’dir. Maksimumun duali minimumdur ve kisitlar1 >’dir:

2u; +uy > 2

Uy + 3uy > 4

—2u; +2uy > 8

Uy, Uy >0

min 10u; + 8u,

Uy = Ty, Uy = T, yazinca Ornek 11.3 primal problemi harfi harfine geri gelir.
]

Zayif Dualite

Ornek 11.1 6rneginde dualin her uygun ¢éziimii primalin optimal degeri i¢in bir alt sinir veriyordu. Bu
gozlem her dual ¢ift icin dogrudur.

Teorem 11.2 (Zaylf dualite teoremi). Z minimum primalin (AZ > b, Z >0, minz = ¢7%) herhangi

bir uygun ¢oziimii, § de dualinin (AT < ¢, 4 > 0, max g = bTy) herhangi bir uygun ¢oziimii olsun. Bu
durumda

9(5) =bT§ < &TE = »(2)
olur. Primal maksimum problemiyse (AZ < b, dual ATy > ¢ min g) esitsizlik 2(Z) < g(§) bigimini alr.

Kisaca: bir dual ¢iftte maksimum probleminin her uygun degeri, minimum probleminin her uygun degerinden
kiigiik ya da ona esittir.
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ispat.

Hesabi toplamlarla agik acik yazalim. §j uygun oldugundan her i icin y;, > 0;  uygun oldugundan her
i igin E;zl 4% = b;dir. b; < Z a;:x; esitsizligini negatif olmayan vy, ile ¢carpinca yon degismez. i
iizerinden toplarsak

UJ

bulunur. Son adimda yalniz toplama sirasimi degistirdik. Simdi dual kisitlar: kullanalim: her j icin
Zi a;;y; < ¢;'dirvex; > 0 oldugundan bu esitsizligi x; ile ¢arpinca yon yine degismez. Boylece

n m
Z(Zaijyi)m an: = 2(Z)
j=1 Vi=1

olur ve iki esitsizlik birlikte g(§) < z(Z) verir.
Primal maksimum problemiyse Teorem 11.1 geregi primal, kanonik formdaki minimum dualin dualidir.
Yukaridaki sonucu bu cifte uygulariz. Minimum problemi dual, maksimum problemi primal oldugundan

2(Z) < g(y) ¢cikar.
]

Yani ispat kanonik formun her parcasini kullanir. Minimum primalin kisitlar1 > ve y; > 0 oldugu i¢in
birinci esitsizlik dogru yéndedir. Dual kisitlar < ve z; > 0 oldugu icin ikinci esitsizlik de dogru ydndedir.

Kanonik formu atlayip yanlig yonli bir kisittan dual yazinca zayif dualitenin bozulmasinin nedeni budur
(bkz. Ornek 11.4).

Ornek 11.10 (Zayif dualitenin sayisal bir 6rnegi). Ornek 11.1 diyetinde (z; + x5 > 4, z; + 325 > 6,
min z = 2z, + 3z,) & = (3,2) ve dualinde (y; + y, < 2, y; + 3y, < 3, maxg = 4y, + 6y,) ¥ = (1, %)
noktalarmin uygun oldugunu gosteriniz. Zayif dualitenin iki problemin optimal degerleri hakkinda ne
sOyledigini bulunuz.

Cozim.

Uygunluk. Z = (3,2) icin 34+ 2 =5>4ve 3+ 6 =9 > 6; ayrica z,, z, > 0. Maliyet z =6 + 6 =
12'dir. j = (1,3)icin 1+ 1 =3 <2vel+ 3 =2 < 3;ayricay,,y, > 0. Deger g = 4 + 3 = 7'dir.
Sonug. Zayif dualite geregi 7 < 12 olmalidir; gercekten dyledir. Daha fazlasini da séyler. Primalin her
uygun degeri 7’den kii¢iik olamaz, dolayisiyla min z > 7’dir. Dualin her uygun degeri 12’yi asamaz,
dolayisiyla max g < 12’°dir. Tek bir uygun cift, iki optimal degeri de 7 ile 12 arasina sikigtirir. Daha iyi
bir ¢ift, # = (3,1) ile j = (2, 1), bu aralig: tek bir noktaya indirir: ikisinde de deger 9°dur.

|

Son gozlem genel bir sonugtur.

Sonug 11.1 (Degerleri esit olan uygun ¢éziimler optimaldir). Bir dual ¢ifite primalin uygun bir &*
¢oziimii ile dualin uygun bir §* ¢oziimii igin z(Z*) = g(y*) ise Z* primalin, §* de dualin optimal ¢oziimiidiir.

Ispat.

Primal minimum problemi olsun. & primalin herhangi bir uygun ¢éziimiiyse zayif dualite (Teorem 11. 2)
geregi z(Z) > g(y*) = z(Z*) olur. Hicbir uygun ¢oziim T*’dan daha kiigiik deger vermedzgmden z*
optimaldir. Ayni bicimde dualin her uygun y ¢oziimii icin g(y) < z(Z*) = g(y*) dir ve §* maksimum
problemi olan dualin optimal ¢éziimiidiir. Primal maksimum problemiyse esitsizlikler ters yonde yazilir.
|

Sonug¢ 11.2 (Simirsiz problemin duali). Bir dual ¢iftte problemlerden birinin sinirsiz ¢oziimii varsa
(Tanim 7.1), digerinin uygun ¢éziimii yoktur.
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Ispat.

Minimum problemi sinirsiz olsun, ama maksimum probleminin bir §j uygun ¢éziimii bulunsun. Zayif
dualite geregi minimum probleminin her uygun @ ¢éziimil igin z(Z) > g(¥y) dir; yani amag fonksiyonu
alttan g(y) sayisiyla ssmirldir. Bu, simirsizlikla gelisir. Maksimum problemi simirsizsa ayni akil yiiriitme,
minimum probleminin bir uygun ¢éziimii varsa maksimum probleminin amacinin istten sinirli olacagini
gosterir.

|

Ornek 11.11 (Sinirsiz bir problemin uygun ¢6ziimii olmayan duali). Ornek 3.11 problemi (—z; +
29 < 1,2y — 229 < 2,2, 25 > 0, maxz = 2, + z,) sinirsizdir. Dualini yaziniz ve dualin uygun ¢6ziimii
olmadigini dogrudan gosteriniz.

6ziim.
}g’:roblem kanonik formdadir: maksimum, iki kisit <, degiskenler > 0. z;’in stitunu (—1, 1), 5 ninki
(1, —2)’dir. Dual problem sudur:
Yty 21
Y1 — 2y, =1
Y1, Y2 Z 0
ming = y; + 2y,

Birinci kisit1 2 ile carpip ikincisine ekleyelim. Carpan pozitif oldugundan y6n korunur:

2=y +ya) +(y —2y) 22-1+1,  yani  —y, 23
Buradan y; < —3 ¢ikar; bu, y; > 0 kosuluyla celisir. Dualin uygun ¢6ziimii yoktur. Sonug 11.2 de bunu
soyler.
|

Giiclii Dualite

Zayif dualite iki optimal deger arasinda bir esitsizlik veriyor. Giglii dualite, optimal degerler varsa arala-
rinda bosluk kalmadigini soyler. Ustelik dualin optimal ¢dziimii, primalin optimal simpleks tablosundan
hazir olarak okunur. Bunu gérmek i¢in tablonun stitunlarini bir matrisle ifade edelim.

Lemma 11.1 (Tablo siitunlari ve baz matrisi). Standart formdaki bir problemin bir simpleks tablosunda,
satirlardaki baz vektorleri sirastyla vg , ...,vp olsun. Bu vektorleri siitun olarak yan yana yazarak elde
edilen m x m matrise baz matrisi diyelim ve B ile gosterelim. Bu durumda B tersinirdir ve tablonun v
dahil her v; siitunu igin (aylak, artik ve yapay degiskenlerin siitunlart da dahil)

| _ =T
yj—B Vj, Z; =W,

olur. Burada T = EEB’l dir.

Ispat.

Baz vektorleri lineer bagimsizdur; siitunlari lineer bagimsiz olan kare matris tersinirdir. Tablonun v; siitu-

nundakiyy j, ..., Yy, ; sayilary, Tanim 4.2 gere§iv; = y,;vg + ... + Y, jvp esitlifini saglar. Sag taraf, B

matrisinin y; vektoriiyle carpimidir: v; = BY,. Soldan B! ile carparak ¥, = B’lvj buluruz. Buradan
_2T» _2Tp-1, _ =T

z;=CgY; = 5B v =W v;

gtkar. j = 0 igin bu, 2, = W v, demektir.

|

Yani tek bir w vektori tablodaki biitiin z; degerlerini iiretir: z;, w ile orijinal siitun v; nin i¢ carpimdir.
w’nin bilesenlerine simpleks carpanlari denir. Birazdan gorecegimiz gibi dual optimal ¢6ziim bu
carpanlardan elde edilir.
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Teorem 11.3 (Giiclii dualite teoremi). Kanonik formdaki primal problem standart forma getirilip simp-
leks yontemle (gerekirse Biiyiik M yontemiyle) ¢oziilsiin ve yapay degiskenlerin hepsi sifir olan bir optimal
tabloya ulasilsin. Bu durumda dual problemin de optimal ¢oziimii vardir ve iki problemin optimal degerleri
esittir: primal maksimumsa max z = min g, primal minimumsa min z = max g.

Ispat.

Primal AT < b, Z > 0, max z = ¢X % olsun; minimum durumunu sonda ele alacagiz.

Standart form. Her i. kisita bir x,, ; > 0 degiskeni gelir. b; > 0 ise z,, ,; aylak degisken olarak eklenir:
E a;;T;+ Ty = b;. by <0 ise once satir —1 ile ¢arpilir ve kisit > bicimine doner; sonra x,, ; artik

degl§ken olarak gikarilir: — Z a;;T; — Tpy; = —b;. Iki durumu birlikte yazmak igin b, > 0 ise 0; = 1,

b; < 0iseo; = —1 diyelim. i. denklem
o, Zawmj + 0%, = 0;b;

olur. Standart formda x;’nin (j < n) siitunu v; = (01, j, ..., O, Q)75 T, nin situnu da v, ., =
0,€,; dir. Burada €;, i. bileseni 1, digerleri 0 olan birim vektordiir. Sag taraf vy = (01by, ..., 7, b,,) T >
0°dwr. Amag katsayilari z; igin ¢, x,, . ; icin 0’dir. Yapay degiskenler bu siitunlara ek olarak gelzr.
Optimal tablo. Tablonun ¢oziimiinde yapay degiskenler sifir oldugundan, ilk n bileseni alinarak elde
edilen Z* primalin bir uygun ¢éziimiidiir ve z(Z*) = z, dir (Teorem 5.1). Bazda sifir deferli yapay degis-
kenler kalmissa cg siitununda M bulunur ve kriterler aM + b bi¢imindedir. Tablo optimal oldugundan bu
kriterlerin her biri, yeterince biiyiik her M icin > 0°dir (Onerme 5.2). Kriterlerin sayist sonlu oldugundan
hepsini birden > 0 yapan bir M sayisi seglp sabitleyebiliriz. Boylece tablodaki her siitun i¢in z; — ¢; > 0
bir sayi esitsizligi olur. Lemma 11.1 ile ™ = ¢% B~' alalim ve heri i¢iny, = o,w, diyelim.

9 dualin uygun ¢oziimiidir. x,; sitununun kriteri
— T (.8 — —
Znti " Cpyq =W (0;6;) —0=0ow; =y,

oldugundany, > 0°dwr. z; sitununun kriteri ise

m m
zj — Cj = E w; Uiaij — cj = E aijyi — CJ
i=1 =1

=1,nicin )" a;;y; > c;, yani ATy > &dir.
12 = oldugundan by; = (0;b;) w; dir. Lemma 11.1 icindeki 2, = T v, esitligiyle

Zbyl Zob)w =wTv, = 2y = 2(Z%)

i=1

oldugundan her j
Degerler esittir. o

3

bulunur. Bazdaki yapay degiskenlerin degeri sifir oldugundan z,’da M kalmaz; sectigimiz M sayisi

sonucu etkilemez. * ve §j uygun ve degerleri esit oldugundan Sonug¢ 11.1 geregi ikisi de optimaldir ve

max z = min g dir.

Minimum primal. AZ > b, minz =Tz i¢inb; > 0 olan satirdan artik degisken ¢ikarilir. b; < 0 olan

satir ise —1 ile ¢arpihp < bicimine doner ve ona aylak degisken eklenir. Iki durumda da x,,  ; nin siitunu
0,€; olur. Optimal tabloda bu kez her z; — c; < 0°dwr. Aymy; = o,w; tammiylaz, ., — ¢, ; = —y; <

0, yaniy; > 0 bulunur. z; siitunlarindan Zi a;;Y; < c; elde edilir. Deger hesabi aynen g(j) = 2, verir

ve Sonug 11.1 ile min z = max g olur.

|

Ispat dual ¢6ziimii de agikca verdi. Kisitlarin sag taraflari negatif olmadiginda (o; = 1) bu ¢éziim dogrudan
tablodan okunur.

Onerme 11.2 (Dual optimal ¢6ziimiin tablodan okunmasi). Giiclii dualite teoreminin (Teorem 11.3)
kosullar: saglansin ve b > 0 olsun. x,, ;, primalin i. kisitina standart forma gecerken eklenen (maksimumda
aylak, minimumda artik) degisken olsun.

1. Primal maksimum problemiyse (AZ < b) dualin bir optimal ¢oziimii, primal optimal tablonun aylak

siitunlarinin simpleks kriterleridir: y} = 2z, ; — ¢, ¢t = 1,m.
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2. Primal minimum problemiyse (AZ > b) dualin bir optimal ¢oziimii, primal optimal tablonun artik siitun-
larimin simpleks kriterlerinin negatifleridir: y; = — (2,1, — Cpy), @ = 1,m.

Ispat.

b>0 oldugundan her i i¢cin o; = 1°dir. Teorem 11.3 ispatinda bulunan optimal dual ¢oziim y, = o,w; =
w; dir. Ayni ispatta maksimum durumu icin z,  ; — ¢, .; = Y;, minimum durumu icin z,,_; —
—y, bulunmustu.

|

Cnyi =

Yani maksimum probleminde aylak degiskenlerin baslangi¢ tablosundaki stitunlar1 birim matrisi olus-
turur. Optimal tabloda bu siitunlarda B~1 durur ve kriterleri dogrudan simpleks carpanlarini verir.
Minimum probleminde artik degiskenlerin siitunlar1 —I oldugu icin isaret degisir.

Teoremin kosulu, yani yapay degiskenleri sifir olan bir optimal tabloya ulasilmasi, optimal ¢6ziimii olan
her problemde saglanir. Bunu gérmek icin simpleks yontem hakkinda su bilgiyi kullanacagz.

1 Not

Not. Simpleks yontemin, Bityitk M yontemiyle birlikte, her problemde sonlu sayida iterasyondan
sonra durdugunu kabul ediyoruz. Hicbir uygun temel ¢6ztim dejenere degilse bunu Sonug 4.4 gosterir.
Dejenere problemlerde yéntem ayni bazlar arasinda doniip durabilir. Baza girecek ve bazdan ¢ikacak
vektorler uygun bir kuralla secilirse bu 6nlenir. Bu genel bilgiyi burada ispatsiz kullaniyoruz. Yontem
durdugunda ti¢ sonugtan biri ortaya cikar: bazda pozitif degerli bir yapay degisken kalan bir optimal
tablo (Teorem 5.2), yapay degiskenlerin hepsi sifir olan bir optimal tablo (Teorem 5.1) ya da smirsizlik
belirtisi (Onerme 4.2).

Onerme 11.3 (Uygun ¢6ziimii olan problemin iki durumu). Kanonik formdaki bir problemin uygun
¢oziimii olsun. Bu durumda ya problemin sinirsiz ¢oziimii vardir (Tanim 7.1), ya da simpleks yontem (gere-
kirse Biiyitk M yontemiyle) yapay degiskenlerin hepsi sifir olan bir optimal tabloda durur; ikinci durumda
problemin optimal ¢6ziimii vardir.

Ispat.

Minimum problemi icin yapalim; maksimumda kriterlerin isaretleri ters doner. Not’taki ii¢ sonuca
bakalim.

Pozitif yapay degiskenli optimal tablo. Bu, Teorem 5.2 geregi problemin uygun ¢oziimii olmamasi
demektir; varsayimimizla celigir.

Yapay degiskenleri sifir olan optimal tablo. Teorem 5.1 geregi tablonun ¢éziimii optimaldir.
Sinarsizlik belirtisi. Tabloda z;, — c;, > 0 olan bir vy, siitununda biitiin y;, < 0 olsun. Baz disindaki
siitunlar yapay degildir, ¢iinkii bazdan ¢ikan yapay degiskenin siitunu atilir. d vektériiniin k. bileseni
1, baz degiskenlerine ait bilesenleri —y;;. > 0, digerleri O olsun. Teorem 7.1 ispatindaki hesap, d’nin
M probleminin kisitlarm Ad = 0 biiminde sagladigin gosterir. Tablonun govdesindeki sayilar yalniz
pivot islemleriyle elde edildigi icin M icermez. Bu yiizden d de M icermez. d d’nin yapay olmayan
bilesenlerinden (orijinal degiskenler ile aylak ve artik degiskenler) olusan vektér, ¢ de bu degiskenlerin
amag katsayiari olsun; aylak ve artik degiskenlerin katsayisi 0’dwr. d’nin yapay bilesenlerinin toplamina
s > 0 diyelim. Teorem 7.1 ikinci maddesi, dyb'nilnde bir birim gidince M probleminin amacinin z;, — c;,
kadar azaldigini soyler:

¢Td, 4+ Ms=—(z, — ).

2, — ¢ = aM + b olsun. Iki tarafta M ’nin katsaylarini karsilastinrsak s = —a gikar. z;, — ¢, > 0
oldugundan a > 0’dir (Onerme 5.2). s > 0 ve s = —a < 0 oldugundan s = 0 ve a = 0°dw; buradan b >
0 ve ch — —b < 0 gikar. d ’nin yapay bilesenleri negatif olmayan ve toplamu sifir olan sayilardir; hepsi
stfirdir. A , problemin standart formunun (yapay situnlar olmadan) katsayilar matrisi olsun. Yapay
bilesenler stﬁr oldugundan Ad =0 esitligi A, d =0 demektir. Ayrica d >0 ve d + 0°dr, ciinkii k.
bileseni 1°dir. Yani d,, standart formun uygun bolgesmln bir yon vektorudur (Tamim 72)

Standart formun blr Z uygun ¢ozimiinii alahm; problemin uygun ¢oziimii oldugundan boyle bir ¢oziim
vardir (Onerme 1.1). Her A > 0 i¢in & + )\d de standart formun uygun ¢oziimiidiir ve amag degeri ¢TE —
Ab’dir. X\ biiyiidiikce bu deger her sayinin altma iner. Aylak ve artik degiskenler atilinca problemin ayni
degerli uygun ¢oziimleri elde edilir; problemin sinirsiz ¢oziimii vardir.
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Artik giiclii dualiteyi tablolardan bagimsiz bir bicimde soyleyebiliriz.

Sonuc 11.3 (Giiclii dualite: genel ifade). Bir dual ¢iftte problemlerden birinin optimal ¢oziimii varsa
digerinin de optimal ¢oziimii vardir ve iki optimal deger esittir.

Ispat.

Teorem 11.1 geregi iki problemin rolleri degistirilebilir; optimal ¢oziimii olan problemi primal alalim.
Primalin uygun ¢oziimii vardir ve sinirsiz ¢oziimii yoktur, ¢iinkii sinirsiz ¢oziimlii bir problemin optimal
¢oziimii olamaz. Onerme 11.3 geregi simpleks yontem, primali yapay degiskenlerin hepsi sifir olan bir
optimal tabloda ¢ozer. Teorem 11.3 dualin optimal ¢oziimiiniin var oldugunu ve optimal degerlerin esit
oldugunu verir.

|

Zayif ve gl dualiteyi kanonik formdaki ciftler icin ispatladik. Esitlik kisit1 ya da isaretsiz degisken
iceren bir problemin duali, Onerme 11.1 ile kisa yoldan yazildiginda da sonuglar degismez. Esitligi iki
esitsizlige ayirmak uygun ¢oziimleri degistirmez. Isaretsiz bir degiskeni iki negatif olmayan degiskenin
fark: olarak yazmak da amag degerlerinin kiimesini degistirmez (Onerme 8.1). Bu yiizden kisa yoldan
yazilan ¢ift, kanonik bir dual ciftle ayni amag degerlerini alir. Bu kesimdeki biitiin sonuclar béyle ¢iftler
icin de gecerlidir.

Giiclii dualiteyi ilk 6rnegimizde iki problemi ayr1 ayr grafikle ¢ozerek gorelim.

Ornek 11.12 (Bir primal--dual ciftinin grafik ¢6ziimii). Ornek 11.1 diyet problemini ve dualini grafik
yontemle ¢6ziiniiz ve optimal degerleri karsilastiriniz:

T, +xy >4
T, + 319 >6

T,y >0

min z = 2z, + 3z, Y1+ Yy <2
Y +3y; <3

Y1,92 20

max g = 4y, + 6y,

Coziim.

Primal. z; + z, = 4 dogrusu (4,0) ve (0,4) noktalarindan, z; + 3z5 = 6 dogrusu (6,0) ve (0,2)
noktalarindan gecer. Kisitlar > oldugundan uygun taraf, iki dogrunun da orijini icermeyen tarafidir.
Uygun bolge saga ve yukar1 dogru sinirsizdir. Koseleri sunlardir:

« Aizy =0vex, +x, =4; A(0,4). Kontrol: 0 + 12 = 12 > 6;
« B:x; + x5 = 4 ve zq + 3z5 = 6; cikarirsak 2z, = 2, B(3,1);
« C:zy =0vex, + 3z, = 6; C(6,0). Kontrol: 6 + 0 = 6 > 4.

Koselerde z(A) =12, 2(B) =6+ 3 =9, 2(C) = 12’dir. Bélge siursiz oldugundan yalmz koselere
bakmak yetmez; ama¢ dogrusunun kaydirilmasina da bakmak gerekir. z = 2z, + 3z, seviye dogrular:
gradyanin tersi yoniinde kaydirildiginda bdlgeye son olarak B késesinde dokunur. Ayrica Ornek 11.1
orneginde her uygun diyet icin z > 9 oldugunu gostermistik. Demek ki min z = 9’dur ve B(3,1)
noktasinda alinir.
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-c=(-2,-3)

Sekil 11.1: Primal problem: min z = 2x, + 3x,, X; + X; 2 4, X; + 3X, = 6. Uygun bolge sinirsizdir; kesikli
dogrular z = 15 ve z = 9 seviye dogrularidir. Seviye dogrusu gradyanin tersi yéniinde kaydirilinca
bolgeye son olarak B(3, 1) kdsesinde dokunur: min z = 9.

Dual. y; + y, = 2 dogrusu (2,0) ve (0,2) noktalarindan, y; + 3y, = 3 dogrusu (3,0) ve (0,1)
noktalarindan gecer. Kisitlar < oldugundan uygun taraf orijini iceren taraftir. Uygun bélge sinurli bir
dortgendir. Koseleri sunlardir:

* O(0,0);

+ Yy =0vey; +yy=2:(2,0). Kontrol: 2+ 0 =2 < 3;

+ D:y, +y, =2vey; + 3y, = 3; ¢ikarirsak 2y, = 1, D(%, %),
+y;=0vey; +3y, =3:(0,1). Kontrol: 0 +1 =1 < 2.

Koselerde g sirasiyla 0, 8, 4 - % +6-
bir kosede alinir: max g = 9, D(%,

= 9 ve 6 degerini alir. Bélge sinirli oldugundan en biiytik deger

1
2
) noktasinda.

1
2
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Sekil 11.2: Dual problem: max g = 4y, + 6y,, V1 + V. < 2, V1 + 3y, < 3. Uygun bolge koseleri O(0, 0), (2, 0),

D(3/2, 1/2), (0, 1) olan dortgendir; koselerde g sirasiyla 0, 8, 9, 6 degerini alir. Seviye dogrusu gradyan

yoninde kaydirilinca bélgeden en son D(3/2, 1/2) késesinde ayrilir: max g = 9, primalin minimum
degerine esit.

Karsilagtirma. min z = max g = 9’dur; giiclii dualitenin (Sonug 11.3) sdyledigi gibi optimal degerler
esittir. Dual optimal ¢6ziim (%, %) Ornek 11.1 érneginde en iyi alt sinir1 veren carpanlarin ta kendisidir.
Iki ¢6ziim arasinda bir uyum daha goriilityor. Primal optimumda iki kisit da tam olarak saglaniyor (B
iki dogrunun kesigimidir) ve iki dual degisken de pozitif. Dual optimumda da iki dual kisit tam olarak
saglaniyor ve iki primal degisken z; = 3, z, = 1 pozitif.

|

Primal ve Dual Optimal Tablolarin Karsilagtirilmasi

Simdi bir problemi ve dualini simpleks yontemle ayr1 ayri ¢6ziip optimal tablolar1 yan yana koyalim. Giiclii
dualitenin ve tablodan okuma kuralinin (Onerme 11.2) sayilarda nasil gériindiigiinii béylece izleyecegiz.

Ornek 11.13 (Bes kisith maksimum probleminin simpleks ¢dziimii). Ornek 11.2 problemini
simpleks yontemle ¢oziiniiz:
T, + x5 <50
2z, + 7, <110
T, + 2z < 80
zq + 5z, < 185
5T, + 6z < 300
T1,To >0
max z = 10z, + 15z,

Coziim.
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230 Boliim 11. Dualite

30

X; + 5%, = 185

20

X; + 2X, = 80

10

Xo

Sekil 11.3: Bes kisith maksimum probleminin uygun bélgesi. Simpleks yontem X,(0, 0) kosesinden (z
= 0) baslar; x, baza girince X,(0, 37) kdsesine (z = 555), x, baza girince X,(10, 35) kogesine (z = 625),
Xe baza girince X5(20, 30) kosesine (z = 650) gecer. Kesikli dogru z = 650 seviye dogrusudur. Sekilde
yalniz bolgeyi siirlayan kisit dogrulari ¢izildi: 2x, + x, < 110 ve 5%, + 6, < 300 kisitlar1 bolgenin her
noktasinda kendiliginden saglanir; optimal ¢6ziimde aylak degiskenleri x, = 40 ve x, = 20'dir.

Standart form ve ¢oziilebilir hal. Bes kisitin besi de < bicimindedir ve sag taraflar1 negatif degildir.
Her birine sirasiyla z4, 4, 5, T4, 7 aylak degiskenlerini ekleriz:

T, + 29+ 23 =50
2z, + 29 + 2, =110
T, +2x5 + 5 = 80
T, + 55 + x5 = 185
5z, + 6y + z, = 300
€ >0, j= 17_7
max z = 10z, + 1524 + Oz3 4 0z,
+0z5 + 0zg + Oz,

Aylak degiskenlerin siitunlar1 5 x 5 birim matrisi olusturur; standart form zaten simpleks yontem ile
coziilebilir haldedir. Maksimum probleminde en negatif 2; — c; baza girer; biitiin z; — ¢; > 0 olunca
tablo optimaldir.

Baslangi¢ tablosu. Kriterler z; — ¢; = —c;’dir: —10 ve —15. En negatifi —15 oldugundan v, baza
girer. Oranlar 50, 110, 40, 37, 50°dir. En kiicigii =4 satirindadir; vg bazdan ¢ikar, pivot 5’tir.
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Tablo 11.2: Baslangic tablosu

¢ 10 15 0 0 0 0 0
Tp cp Vg vy (N Ug vy Us Vg Uy Oran
g 0 50 1 1 1 0 0 0 0 20
Ty 0 110 2 1 0 1 0 0 0 10
s 0 80 1 2 0 0 1 0 0 8
Tg 0 185 1 5] 0 0 0 1 0 185 =
7 0 300 5 6 0 0 0 0 1 30
z;— = —10 =159 0 0 0 0 0
c 0

Birinci iterasyon. Pivot satir1 5’e boliiniir ve 2, satir1 olur: ( 37 | £,1,0,0,0,%,0 ). Diger satirlardan
bu satirin v, siitunundaki elemanlar: kadar kati ¢ikarilir: ¢4 ve satlrlarmdan 1, z5 satirindan 2, z,
satirindan 6 kati. z; — ¢; satirina ise 15 kat1 eklenir. Tek negatif kriter —7’dir; v; baza girer. Oranlar

&, 385, 10, 185, 31996 ’dur En kiigiigti 10°dur; vy bazdan ¢ikar, pivot ¢ Stir.

Tablo 11.3: Birinci iterasyon tablosu

¢ 10 15 0 0 0 0 0
Tp cp Vg v, (o Vg vy Vg Vg Uy Oran
T3 0 13 2 0 1 0 0 - 0 s
Ty 0 73 2 0 0 1 0 -1 0 o
T 0 6 2] 0 0 0 1 —2 0 35 =
Ty 15 37 i 1 0 0 0 i 0 o5
z; 0 78 2 0 0 0 0 -3 1 1075
z;— e 0 0 0 3 0
c 555

Ikinci iterasyon. Pivot satir1 2’e béliiniir, yani 3 ile carpilir ve z; satiri olur: (10]1,0,0 ,0,2 3 —2,0 )-
Diger satirlardan bu satirin v, siitunundaki elemanlan kadar kat1 ¢ikarilir. Tek negatlf kriter —3 tur Vg
baza girer. vy sitununda z; satirinin eleman1 —% < 0 oldugundan o satir oran testine girmez. Oranlar
15, 55, 105, 30’dur. En kii¢igii 15’tir; v5 bazdan glkar pivot 3 Ltiir.
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Tablo 11.4: Ikinci iterasyon tablosu

¢ 10 15 0 0 0 0 0
Tp cp Vg vy (N Ug vy Us Vg Uy Oran
T3 0 5 0 0 1 0 —3 (3] 0 5=
T, 0 55 0 0 0 1 -3 1 0 £
T, 10 10 1 0 0 0 s —2 0 =
Ty 15 35 0 1 0 0 —3 3 0 75
z; 0 40 0 0 0 0 -1 3 1 i
zj— 20 = 0 0 0 0 3 -39 0
¢ 625

Uciincii iterasyon. Pivot satir1 3 ile carpilir ve x4 satiri olur: (15 | 0,0, 3,0, —4, 1, 0). Diger satirlardan
bu satirin vg siitunundaki elemanlar kadar kati ¢ikarilir. Ornegin z; satirma % kat1 eklenir: 10 + % .
15 = 20. Biitiin Zj—¢; > 0 oldugundan tablo optimaldir.

Tablo 11.5: Optimal tablo

¢; 10 15 0 0 0 0 0
g cp N vy vy V3 Uy Vg Vg vy
T 0 15 0 0 3 0 —4 1 0
Zy 0 40 0 0 -3 1 1 0 0
z, 10 20 1 0 2 0 -1 0 0
Zy 15 30 0 1 -1 0 1 0 0
Ty 0 20 0 0 —4 0 -1 0 1
zj—¢; Zy = 0 0 5 0 5 0 0
650

Sonug¢. Optimal ¢6ziim z; = 20, 5, = 30 ve max z = 10 - 20 4 15 - 30 = 650°dir. Primal problemin
esas degigkenleri x4, z,, aylak degiskenleri x4, x4, z5, 4, ©; dir. Optimal ¢6ziimde x, = 40, x4 = 15,
;= 20, 3 = x5 = 0 olur. Yani birinci ve ti¢iincii kisit tam olarak saglanir, digerlerinde bosluk kalir.
Simpleks yontemin uygun bélgenin koseleri boyunca izledigi yol asagidadir.

]

Ornek 11.14 (Bes kisitli maksimum probleminin dualinin ¢6ziimii). Ornek 11.2 6rneginde bulu-
nan dual problemi simpleks yontemle ¢oziiniiz:
Y1+ 2y + Y3 +yy +5y5 2> 10
Y1 + Yz + 2y3 +5ys + 6y; > 15
Y1,Y2,Y3,Y4: Y5 = 0
min g = 50y, + 110y, + 80y,
+185y, + 300y;

Cozim.
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11.6 Primal ve Dual Optimal Tablolarin Karsilagtirilmasi 233

Standart form. iki kisit da > bigimindedir ve sag taraflar1 negatif degildir. Onlardan sirasiyla yg ve y,
artik degiskenlerini ¢ikaririz. Artik degiskenlerin siitunlar1 —1 icerir ve birim stitun vermez. Standart
form birim matris icermedigi icin heniiz simpleks yontem ile ¢oziilebilir halde degildir.

Céoziilebilir hal. Iki denkleme Yu, V€Y, yapay degiskenlerini ekleriz (Tanim 1.10). Minimum problemi
oldugundan amag katsayilar1 +M dir:

Y1 +2ys + Y3 + Yy +5ys — Y + Y, =10
Y1+ Yo +2y3 + 5y4 + 6ys —y7 +y,, =15
Yis s Y7 Yy Yuy = 0
min g = 50y, + 110y, + 80y, + 185y,
+300y5 + Oyg + Oyy
+My, + My,,

Minimum probleminde en bityiik pozitif z; — ¢; baza girer; biitiin z; — ¢; < 0 olunca tablo optimaldir.
aM + b bigimindeki kriterlerde 6nce M nin katsayisina bakilir (Onerme 5.2). Tablolarda baz degisken-
lerinin siitunu y 5 ile gosterilir. 2, degeri dualin amag¢ degeri ¢’dir.

Baslangi¢ tablosu. ¢z = (M, M) oldugundan her siitunun z; degeri, siitun elemanlarimnin toplaminin
M katidir. Pozitif kriterlerde M nin katsayilar1 2, 3, 3,6, 11’dir. En buiytigii 11 oldugundan vy baza

girer. Oranlar = 1 =2ve 165 ’d1r Uy, bazdan ¢ikar, pivot 5’tir.

Tablo 11.6: Baslangic tablosu

¢; 50 110 80 185 300 0 0 M M

YR Ccp Vg (1 () Vg Uy Uy Vg Uy Uy, Uy, Oran
Yo, M 10 1 2 1 1 B -1 0 1 0o 2=
Yo, M 15 1 1 2 5 6 o -1 0 1 2
z;— 20=25M2M — 3M — 3M — 6M — 1IM — —M —-M 0 0

c 50 110 80 185 3001

Birinci iterasyon. Pivot satir1 5’e boliniir ve y; satir1 olur. y,,  satirindan bu satirin 6 kati ¢ikarilir.
stitunu artik yazilmaz. é5 = (300, M) ile kriterleri yemden hesaplarlz Pozitif kriterler 4M — 20,

Uu
19M — 125 ve 6M 60’tir. M’nin en bityiik katsaylsl + oldugundan v, baza girer. Oranlar 7= / =10
193/5 = %S dur, Vy, bazdan c¢ikar, pivot 15 tir.
Tablo 11.7: Birinci iterasyon tablosu
¢; 50 110 80 185 300 0 0 M
YB cp O vy Uy vg Uy Uy Vg vy v,,  Oran
Ys 300 2 i 2 i i 1 -1 0 0 %
v M3 b <14 B o & a1 g
z;— zg=3M+iM+—IM+iM— BM— 0 SM- M 0
c; 600 10 10 20 1251 60

Ikinci iterasyon. Pivot satir1 12 19 ‘e boliiniir ve y, satir1 olur. y5 satirindan bu satirin L kat1 cikarilir. v,

siitunu da atilir. Bazda yapay deg1§ken kalmadigindan kriterlerde artik M yoktur c 5= (300 185) 1le
pozitif krlterler 120 o dur. En biiytGgi 55 120 o oldugundan vy baza girer. Oranlar /11 3 ve 145/1199 =

L°tir; vy bazdan glkar plvot A-dur.
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Tablo 11.8: Ikinci iterasyon tablosu

¢; 50 110 80 185 300 0 0
YB cp Vg vy (N Ug vy Us Vg Uy Oran
35 4 9 3 5 1 35/19
Ys 300 5 19 19 15 0 1 ~19 i 319
15 1 7 4 6 5  15/19
Ya 185 STt s v S k] 1 0 SR R vi T
_ 6 685 120 _3%0 625
Z5— Zg = 19 19 1o T 0 0 19 1
13275
= 19

Uciincii iterasyon. Pivot satir1 % ile carpilir ve y4 satir1 olur. y5 satirindan bu satirin % kat1 cikarilir.
¢ = (300, 80) ile tek pozitif kriter 5’tir; v, baza girer. v; siitununda yalmz y, satirinin eleman:
pozitiftir. Oran % = 5’tir; vy bazdan ¢ikar, pivot All’tﬁr.

Tablo 11.9: Ugiincii iterasyon tablosu

¢; 50 110 80 185 300 0 0
YB cp Vg vy Vg Ug vy Us Vg Uy Oran
5/4
I T I A S s R 7
1 7 19 3

Ys 80 Tz i i 1 T 0 3 -3 -
zj— 29 = 51 —25 0 —30 0 —30 —25

c 675

Dérdiincii iterasyon. Pivot satir1 4 ile carpilir ve y; satir1 olur: (5| 1,3,0,—3,4,—2,1). y5 satirina

bu satirm 1 kat1 eklenir. &5 = (50, 80) ile biitiin z; — ¢; < 0 olur; tablo optimaldir.

Tablo 11.10: Optimal tablo

¢; 50 110 80 185 300 0 0
YB CB Yo Uy Uy Us Uy Us Vg U7
Y 50 5 1 3 0 -3 4 —2 1
Ys 80 5 0 -1 1 4 1 1 -1
zj—¢; Zg = 0 —40 0 —15 —20 —20 —30
650

Sonug. Optimal ¢éziim y; =5, y3 =5, Yy =y, = Y5 = 0 ve ming = 50 - 5 + 80 - 5 = 650’dir. Dual
problemin esas degiskenleri yy, ..., y5, artik degiskenleri yg, y, dir.
|

Iki optimal tabloyu (Tablo 11.5 ve Tablo 11.10) karsilastirinca su 6zellikler 6ne cikar.

1. Optimal amacg degerleri aynidir: max z = min g = 650. Guiglii dualite teoreminin (Teorem 11.3)
soyledigi budur.

2. Her tablo diger problemin ¢6ziimiinii icerir. Primalin x5, z,, 5, z4, , aylak degiskenlerini, sira-
styla ait olduklar: kisitlarin dual degiskenleriyle esleyelim:
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T3 Y1
Ty Ya
Ts| = |Ys3
Le Ya
L7 Ys

Primal optimal tablonun son satirinda bu stitunlarin simpleks kriterleri 5, 0, 5, 0, 0°dir. Bu sayilar dualin
optimal ¢éztimiidiir: Y* = (yy1, Ys, Y3, Ys, ¥5) = (5,0,5,0,0). Primal maksimum problemi oldugundan
Onerme 11.2 birinci maddesi tam olarak bunu séyler.

Benzer bigimde dualin yg, y, artik degiskenlerini primalin x, z, esas degiskenleriyle esleyelim:

=1

Dual optimal tablonun son satirinda bu siitunlarin kriterleri —20 ve —30’dur. Isaretleri degistirilince
primalin optimal ¢6ziimii ¢ikar: X* = (z1,x5) = (20,30). Dual problem, > kisith ve sag taraflari
negatif olmayan bir minimum problemidir. Teorem 11.1 geregi duali primaldir. Bu yiizden Onerme 11.2
ikinci maddesi dualin tablosuna uygulanir ve isaret degisimi oradan gelir.

Esleme obiir siitunlarda da isler. Dual optimal tablonun wy,...,v5 sttunlarindaki kriterler
0,—40,0, —15, —20’dir. Bunlar primalin optimal ¢6ziimiindeki aylak degerlerinin (z5 = 0, =, = 40,
x5 =0, zg = 15, £, = 20) negatifleridir. Nedeni sudur. Dual tabloda sag taraflar negatif olmadigindan
Teorem 11.3 ispatindaki simpleks ¢arpanlari tam olarak @ = (z}, z5)’dir. Lemma 11.1 geregi y; siitu-
nunun kriteri, @ ile bu siitunun i¢ ¢carpimindan b, ¢ikarilarak bulunur. Bu siitun primalin ¢. kisitinin
katsayilaridir; i¢ ¢arpim primalin ¢. kisitinin sol tarafidir. Kriter bu yiizden Zj a;;x; —b; = —x,y,; dir.

Primal tablonun v, v, kriterlerinin 0 olmasi da dualin y4 = y, = 0 olmasiyla uyumludur.

3. Hangisi kolaysa o ¢oziiliir. Bu 6zellikler sayesinde bir problemin yerine duali ¢éziiliip optimal tablo-
dan primalin ¢6ziimii okunabilir. Primal ile dualinden hangisinin ¢6ziimii daha az islem gerektiriyorsa
o ¢ozilir. Bu 6rnekte primal < kisitli oldugu igin yapay degisken gerektirmedi. Dual ise iki yapay
degisken ve bir iterasyon fazlasi istedi. Tersine, Ornek 11.3 drnegindeki {i¢ > kisith minimum problemi
i¢c yapay degisken ister. Dualinin iki < kisit1 vardir ve aylak degiskenlerle dogrudan ¢oziiliir. Genel
olarak kisit sayis1 degisken sayisindan ¢ok fazla olan bir problemde dualin tablosu daha kiigtiktiir.

4. Uygun ¢oziimiin olmamasi ve simirsizlik birbirine baglidir. Problemlerden biri sinirsizsa digeri-
nin uygun ¢6ziimi yoktur (Sonug 11.2). Tersi ise tam olarak dogru degildir: uygun ¢6ztimii olmayan bir
problemin duali siirsiz olabilecegi gibi, onun da uygun ¢6ziimii olmayabilir. Bunu asagidaki 6nerme
ve iki 6rnek gosteriyor.

Onerme 11.4 (Uygun ¢6ziimii olmayan problemin duali). Bir dual ¢iftte problemlerden birinin uygun
¢oziimii yoksa digerinin optimal ¢6ziimii yoktur. Yani diger problem ya sinirsizdir ya da onun da uygun
¢Oziimii yoktur.

Ispat.

Diger problemin optimal ¢oziimii olsaydi giiclii dualite (Sonu¢ 11.3) geregi ilk problemin de optimal
coziimii, dolayisiyla uygun ¢éziimii olurdu; bu, varsayimla celisir. Demek ki diger problemin optimal
¢oziimil yoktur. Diger problemin uygun ¢éziimii varsa Onerme 11.3 geregi ya optimal ¢6ziimii ya da sinirsiz
¢Oziimii vardwr. Optimal ¢oziimii olmadigina gore sinirsizdur.

|

Ornek 11.15 (Uygun ¢éziimii olmayan problemin simirsiz duali). Ornek 3.10 problemi (z; + 7, <
2,z + 224 > 6,21, 25 > 0, max z = 3z, + 2z,) uygun ¢6ziimii olmayan bir problemdir. Dualini yaziniz
ve dualin sinirsiz oldugunu gosteriniz.

Cozim.

Kanonik form ve dual. Maksimum probleminde ikinci kisit —1 ile ¢arpilir: —z; — 2z, < —6. Iki
kisita y;, Yo > 0 atariz. z; in siitunu (1, —1), 25 ninki (1, —2)’dir:
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Y1 — Yo =3
Yy —2Yy > 2
Y1,Y2 =0

min g = 2y; — 6y,

Dual sinirsizdir. t > Oiciny; = 3 + 2¢,y, = t noktalarmialalm. y; —y, =3+t > 3vey; — 2y, =
3 > 2 oldugundan hepsi uygundur. Amac degeri

g=2(3+2t)—6t=6—2t

olur ve ¢ biytidiikce her sayinin altina iner. Dualin sinirsiz ¢6ziimii vardir, minimumu yoktur. Bu durum
Onerme 11.4 ile uyumludur.
]

Ornek 11.16 (Ikisinin de uygun ¢6ziimii olmayan dual ¢ift). Asagidaki problemin ve dualinin uygun
¢oziimil olmadigini gosteriniz.

T, —xy < —1
—; +x59 < —1
T1,T9 >0
maxz = T, + Ty

Cozim.

Primal. Iki kisit1 toplarsak 0 < —2 cikar; higbir (x4, 7 ) iki kisit1 birlikte saglayamaz. Geometrik olarak
birinci kisit 5, > x; + 1, ikincisi 5 < z; — 1 demektir ve bu iki bélge ortak nokta icermez.

Dual. Problem kanonik formdadir: maksimum, iki kisit <, degiskenler > 0. Sag taraflarin negatif
olmasi kanonik formu bozmaz. z;’in siitunu (1, —1), 2, ninki (—1, 1)’dir:

(I
—Y Ty 21
Y1,92 20
ming = —y; — Yy,
Iki kisit1 toplarsak 0 > 2 cikar; dualin de uygun ¢éziimii yoktur. Demek ki uygun ¢éziimii olmayan bir

problemin duali her zaman sinirsiz degildir.
]

Bir dual ciftte iki problemin her birinin optimal ¢6ziimii olabilir, sinirsiz ¢6ziimii olabilir ya da uygun
¢oziimi olmayabilir. Bu boliimiin sonuglar1 dokuz durumdan hangilerinin gerceklesebilecegini tam olarak
belirler.

Tablo 11.11: Bir dual ¢iftte olas1 durumlar

Primal (satir), dual (si- Optimal ¢6ziim var Sinirsiz ¢6ziim Uygun ¢6ziim yok
tun)
Optimal ¢6ziim var miimkiin; optimal de- olamaz olamaz

gerler esit
Sinirsiz ¢oziim olamaz olamaz mimkiin

Uygun ¢6ziim yok olamaz mimkiin mimkiin

Tablodaki (Tablo 11.11) “olamaz” hiikimleri soyle gerekcelendirilir. Birinci satir ve birinci stitundakiler
Sonug 11.3'den cikar: birinin optimal ¢éziimii varsa digerinin de vardir. fki problemin birlikte smirsiz
olamamasi Sonu¢ 11.2’den ¢ikar, ¢iinkii sinirsiz bir problemin duali uygun ¢oziimsiizdiir. “Miimkiin”
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hiikiimleri de 6rneklerle dogrulanir: birinci satir icin Ornek 11.13 ve Ornek 11.14, sinirsiz—uygunsuz ciftler
icin Ornek 11.11 ve Ornek 11.15, son durum icin Ornek 11.16.

Bu béliimde bir problemin dualini kanonik formundan yazmayi, dual ¢iftin optimal degerlerinin esit
oldugunu ve dual optimal ¢6ziimiin primal optimal tablodan okundugunu gérdiik. Dual tablonun kriterleri
primalin ¢6ziimiinii, primal tablonun kriterleri de dualin ¢6ziimiini tasiyor. Bu gozlem yeni bir ¢oziim
yontemine yol acar. Bu yontem, primalin tablosu iizerinde ¢alisirken aslinda dualini simpleks yontemle
cozer. Kriterleri optimallik kosulunu saglayan ama sag tarafinda negatif sayilar bulunan tablolardan
baslayarak ilerler. Bir sonraki boliim, Dual simpleks algoritmasi, bu yéntemi anlatiyor.
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12.1

12. Dual Simpleks Algoritmasi

Bityiik M yéntemi ve Iki faz yéntemi béliimlerinde, > kisith bir problemin standart formu birim matris
icermedigi icin her > kisitina bir yapay degisken ekledik. Kisit sayist arttikca bu pahaliya patlar: her
yapay degisken tabloya bir siitun ve M’li hesaplar ekler, yapay degiskenleri bazdan ¢ikarmak icin de
fazladan iterasyonlar harcanir. Bu béliimde yapay degiskenleri hig isin i¢cine katmayan bir yol goérecegiz:
dual simpleks algoritmasi.

Fikir, simpleks yontemin tam tersinden baslamaktir. Simpleks yontem uygun bir temel ¢éztimle baglar
ve simpleks kriteri optimallik kosulunu saglayana kadar ilerler. Dual simpleks algoritmasi ise simpleks
kriterleri optimallik kosulunu bastan saglayan ama bazi degiskenleri negatif olan, yani uygun olmayan
bir temel ¢éziimle baglar ve uygunluk saglanana kadar ilerler. Yontemin adi Dualite bolimiindeki dual
problemden gelir: Tablonun z; — ¢; satir1 her adimda dual problemin bir ¢6ziimiini tagir. Bunu bélimiin
ortasinda gorecegiz.

Dual Uygun Temel C6ziim

Once “optimal gériinen ama uygun olmayan” temel ¢cdziime bir ad verelim.

Tanim 12.1 (Dual Uygun Temel Coziim). Bir temel ¢6ziimiin simpleks tablosunda

+ amag fonksiyonu minimum yapilmak isteniyorsa her j icin z; — ¢; <0,

+ amag fonksiyonu maksimum yapilmak isteniyorsa her j i¢cin z; —¢; > 0

ise bu temel ¢6ziime dual uygun temel ¢6ziim denir. Temel degiskenlerin x g, degerleri (v, siitunu) burada
negatif olabilir.

Yani dual uygunluk, simpleks kriterlerinin optimallik kogulunun (Teorem 4.3) saglanmasidir; minimumda
pozitif, maksimumda negatif z; — ¢; kalmamugtir. Eksik olan tek sey uygunluktur: v, sitununda negatif
sayilar bulunabilir. Boyle bir tablonun gésterdigi nokta, kisit denklemlerini saglar ama baz1 degiskenleri
negatif oldugu i¢in uygun bolgenin disindadir.

Bir temel ¢6ztim i¢in iki soru sorulabilir: Uygun mu (biitiin g; > 0 m1)? Dual uygun mu? Simpleks
yontem birinci soruya “evet” diyen tablolar arasinda yiriir ve ikinciye “evet” dedigi anda durur. Dual

simpleks algoritmasi bunun tersini yapar. Ikisinin bulustugu yer aynidur.

Onerme 12.1 (Hem Uygun Hem Dual Uygun Céziim Optimaldir). Bir temel ¢oziim hem uygun (her
i =1,micinxg; > 0) hem de dual uygun ise optimal ¢coziimdiir.

ispat.

Temel ¢oziim uygun oldugu icin bir uygun temel ¢oziimdiir. Dual uygun oldugu icin minimum probleminde
her j icin z; — ¢; < 0, maksimum probleminde her j i¢in z; — c; > 0°dwr. Optimallik kosulu (Teorem 4.3)
tam olarak bu durumda uygun temel ¢oziimiin optimal oldugunu séyler.

Dual uygun bir baglangic tablosu bulmak ¢cogu zaman kolaydir. En sik karsilagilan durum, amag katsayilar:
negatif olmayan ve kisitlar1 > olan bir minimum problemidir. Boyle bir kisittan artik degiskeni ¢ikarip
(Tanim 1.8) denklemin iki yanin1 —1 ile carparsak artik degiskenin stitunu birim stituna dénigiir:

=—T; — Ty — T3 + T, = —6.
flk denklemde x,"iin katsayis1 —1°di; —1 ile carpinca +1 oldu. Ayni sonuca kisit1 énce —1 ile garpip —z; —
29 — x5 < —6 bicimine getirerek, sonra da bir aylak degisken ekleyerek varilir; x4, = z; + x5 + 25 — 6

her iki yaziligta ayn1 degiskendir. Bedeli, sag tarafin negatif olmasidir. Béyle bir sistem standart formda
degildir (standart formda b; > 0 istenir, Tanim 1.7); dolayisiyla simpleks yontem ile ¢oziilebilir halde de
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degildir (Tanum 1.9). Dual simpleks algoritmasinin baglamasi i¢in ise bu kadar: yeter: Birim matris bir
baslangi¢ bazi verir, sag taraflarin isaretine bakilmaz.

Onerme 12.2 (Dual Uygun Baslangic Tablosu). Kisitlart < ya da > olan bir problemde her < kisitina
bir aylak degisken eklensin; her > kisittan bir artik degisken ¢ikarisin ve o denklem —1 ile ¢arpilsin. Bu
durumda

1. aylak ve artik degiskenlerin siitunlar: birim matris olusturur, yani bir baz verir;
2. bu bazda aylak degiskenin degeri kisitin sag tarafi b;, artik degiskenin degeri —b, 'dir ve tablonun govdesi,
(> kisitlart —1 ile ¢arpildiktan sonraki) denklem sisteminin katsayilaridir;

3. 2y = 0 ve herj i¢in z; — ¢; = —c; dir.

Dolayistyla minimum probleminde biitiin c; > 0 ise, maksimum probleminde biitin c¢; < 0 ise bu temel
¢Oziim dual uygundur.

Ispat.

—1 ile ¢carpilan denklemlerde artik degiskenin katsayisi +1 olur ve bu degisken baska hicbir denklemde
goriinmez; aylak degiskenler de yalniz kendi denklemlerinde +1 katsayisiyla goriiniir. Demek ki bu
siitunlar m x m birim matrisin siitunlaridwr. Birim matrisli baslangic bazi 6nermesinin (Onerme 4.3)
ispatindaki hesap, sag taraflarin isaretini hi¢ kullanmadig icin burada da gegerlidir: Tablonun govdesi
denklemlerin katsayilaridir, temel defiskenlerin degerleri denklemlerin sag taraflaridir (b; ya da —b,),
aylak ve artik degiskenlerin amag katsayilar: 0 oldugundan cg = 0, zg=0vez; —¢c;=0—¢c; =—¢;
bulunur. Minimum probleminde ¢, >0 ise —C; < 0; maksimum probleminde ¢, <0 ise —C; > 0. Bu,
dual uygunlugun (Tanim 12.1) tanimidir. &

Yani maliyetleri negatif olmayan bir minimum probleminde > kisitlarin1 —1 ile carpmak, yapay degiskene
hi¢ gerek birakmadan dual uygun bir baslangic tablosu verir. Bu tablonun v, stitununda > kisitlarindan
gelen —b, degerleri bulunur; b, > 0 ise bunlar negatiftir ve tablo uygun degildir. Dual simpleks algorit-
masinin isi bu negatif degerleri, dual uygunlugu bozmadan ortadan kaldirmaktir.

Dual Simpleks Kurallar1

Dual uygun ama uygun olmayan bir tablodan bir sonrakine gegerken simpleks yontemdeki iki se¢cimin
sirast degisir: Once bazdan cikacak satir, sonra baza girecek siitun segilir.

Tanim 12.2 (Dual Simpleks Kurallar1). Dual uygun bir tabloda baz1 x g; degerleri negatif olsun.

1. Bazdan cikan vektor. Negatif x5, degerlerinin en kii¢iigii (mutlak degerce en buytugi) segilir:
Tpr = migo{ﬂﬁBi}-

r. satirin temel degiskeni bazdan ¢ikar. Bu satira pivot satir1 denir.

2. Baza giren vektor. Pivot satirinda yalniz y,.; < 0 olan siitunlar icin ]

- oranlar1 hesaplanir ve v,

3

soyle secilir:

=

- 2, —¢C N
minimumda: *—* — min{ L7 %,
Yrk Yr; <0

) z,—c z;—¢;
maksimumda: £k — max{ J J }

v}, baza girer; pivot eleman y,., dir.

Bu iki kurala dual simpleks kurallar1 denir.

Yani 6nce “en kotii” negatif degisken bazdan atilir, sonra onun satirindaki negatif elemanlar arasindan
orani en kiiciik olan siitun baza alinir. Iki formiil aslinda ayni seyi séyler. Minimum probleminde zj—¢; <
0 ve y,; < 0 oldugundan oranlarin hepsi > 0'dir; en kii¢iigii, mutlak degerce en kii¢tigiidiir. Maksimum
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probleminde z; — ¢; > 0 ve y,.; < 0 oldugundan oranlarin hepsi < 0°dur; en biiyiigii yine mutlak degerce
en kiiciigidir. Bu ylizden her iki problemde de tek bir kural yeter:

R — Ck

Yrk

Zj—¢;

J
Yr J

= min
Yr; <0

Pivot eleman, simpleks yontemdekinin aksine negatiftir.

Cikan satirin “en negatif” se¢ilmesi, simpleks yontemde giren siitunun “en biiyiik kriter” secilmesi gibi bir
kuraldir, zorunluluk degildir: £ 5; < 0 olan her satir pivot satir1 olabilir. Giren siitunun oranla se¢ilmesi
ise zorunludur; asagidaki teorem bunun nedenini gésteriyor. Oranlarda esitlik olursa indisi kiigiik olan
siitunu seceriz.

Teorem 12.1 (Dual Simpleks Adimi1). Dual uygun bir tabloda x g, = y,, < 0 olsun ve vy, dual simpleks
kurallariyla (Tanim 12.2) segilsin. y,.;, pivot alinarak doniisiim kuraliyla (Teorem 4.4) hesaplanan yeni tablo
icin:

1. Yeni baz gercekten bir bazdir ve yeni tablo da dual uygundur.

2. Baza giren x;,’min yeni degeri y,o /Y, > 0’dir
3. Amag degeri

Z(/) =zy— (Zk: _yc:> Yro
T

olur; minimum probleminde z{, > z,, maksimum probleminde z, < z, dur.

Ispat.

Baz. Baz degisimi teoreminin (Teorem 4.1) ispatinda yeni vektorlerin lineer bagimsizlig1 yalniz y,, #+
0 olmasina dayanir; doniisiim kuralinin (Teorem 4.4) ispati da yalniz y,.,, # 0 kullanir. Burada y,.,, < 0
oldugundan yeni vektorler bir baz olusturur ve doniisiim kurali gecerlidir.

x;, 'min degeri. Doniisiim kuralina gore yeni pivot satiri eski satinin y,,.’ya bolimidir; v, siitununda
Ypo/Yri bulunur. Pay ve payda negatif oldugundan bu say pozitiftir.

Dual uygunluk. 6 = % diyelim. Doniisiim kuralina gore her j icin

(2;—¢;) = (2 —¢;) = 0y,
Minimum problemini ele alalim: Her j icin Z;—¢j < 0 vef > 0’dwr. Iki durum var:

* Y,; = 0isefy,; >0, dolayisiyla (zj —¢; %,f’g —¢; <0.

)/
* Y,; < 0 ised en kiigitk oran oldugundan 6 < m -2 °dir. Bu esitsizligin iki yanini negatify,; ile carpinca

N
o

yon degisir:0y,; > z; — c;, yani (z; — ¢;)’

IN

Maksimum probleminde her zj—c; 2 0vef <0’dir Yprj = 0 ise Hyrj <0ve(z;,—c;) > zj—c; 2> 0.

> 0 3G
Yr; < 0 ise 0 en biiyik oran oldugundan 6 > Z’y ?J;yrj ile carpinca 0y,.; < z; — c;, yani (zj — cj)’ > 0.

T3

Her iki problemde de yeni tablo dual uygundur.
Amag degeri. Doniigiim kuralinin j = 0 igin verdigi formiil z, = zy — 0y, dw. Minimumda 6 > 0 ve
Yo < 0 oldugundan 0y, < 0 ve zy > z5. Maksimumda 0 < 0 oldugundan 0y,, > 0 ve z{ < z,. ®

Yani giren siitunu oranla se¢mek, dual uygunlugu korumanin tek yoludur: Baska bir negatif y,.; pivot
alinsayds, orani daha kiiiik olan bir siitunun z; — c; degeri isaret degistirirdi. Amag degerinin davranist
da dikkat ¢ekicidir. Minimum probleminde dual simpleks adimlari amag degerini artirir. Bu bir kétiilesme
degildir: Baglangigtaki uygun olmayan noktalar “fazla iyi” amag degerlerine sahiptir ve yontem optimuma
alttan yaklasir.

Negatif = p,’nin satirinda hic negatif eleman bulunmazsa oran hesaplanamaz. Bu, problemin kendisiyle
ilgili kesin bir bilgi verir.

Teorem 12.2 (Uygun Coziimiin Olmamasi). Birtablodazp, = y,, < 0 olsun ver. satirda herj = 1,n
icin y,.; > 0 olsun. Bu durumda problemin hicbir uygun ¢oziimii yoktur.

fspat.
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Tablonun baz vektérlerinden olusan matrisi B ile gosterelim. Baza gore katsayilarin tanimi (Tanim 4.2)
her j =0,1,...,n icinv; = BYy; demektir; B tersinir oldugundan §; = B_lvj, yani tablonun v; siitunu
B_lvj dir.

Simdi% = (x, ..., z,,) kisit denklemlerinin herhangi bir ¢éziimii olsun: z,v, + ... + x,v,, = v,. Iki yan
soldan B! ile ¢arparsak

141 + 2ol + -+ 2,0, = Yo
buluruz. Bu vektor esitliginin r. bileseni
Yr1%T1 T YpoTo + oo T YTy, = Ypg

denklemidir; yani tablonun her satiri, kisitlarin her ¢oziimiiniin sagladig bir denklemdir. & uygun olsaydi
her z; > 0 olurdu; varsayim geregi her y,; > 0 oldugundan sol taraf > 0 ¢ikardi. Oysa sa§ taraf y,, <
0°dir. Bu celiski, uygun ¢oziim olmadigini gosterir. B

Yani . satir, negatif olmayan degiskenlerin negatif olmayan katsayilarla toplaminin negatif bir sayiya esit
olmasini istiyor; bu imkansizdir. Satirda temel degiskenlerin siitunlari da vardir, ama onlarin elemanlar:
0 ya da 1 oldugundan kosulu bozmazlar.

Sonug¢ 12.1 (Dual Simpleks Algoritmasinin Sonlu Adimda Bitmesi). Bir minimum probleminde
dual simpleks algoritmasinin her adiminda secilen z;, — c;, sifirdan farkl olsun. Bu durumda algoritma sonlu
sayida adimdan sonra ya optimal bir ¢oziimde ya da uygun ¢oziim olmadigi sonucunda durur. Maksimum
probleminde de aynisi gegerlidir.

Ispat.

zp—c, #0 ise 0 # 0 ve y,q <0 oldugundan dual simpleks adimi teoremindeki (Teorem 12.1) 0y,
sifirdan farklidir; minimum probleminde z| > z, olur. Bir baz, tablonun biitiin sayilarin ve dolayisiyla
2o 1 tek tiirlii belirler. z, her adimda kesin olarak arttigina gore ayni baza bir daha doniilmez. n siitundan
m tanesini segmenin en fazla (") yolu oldugundan algoritma sonlu adimda durur. Durdugu yerde ya
biitiin ©g; > 0°dir, 0 zaman Onerme 12.1 geregi ¢bziim optimaldir; ya da negatif bir g, 'nin satininda
negatif eleman yoktur, o zaman Teorem 12.2 geregi uygun ¢oziim yoktur. Maksimum probleminde z, kesin
olarak azalir ve aymi akil yiiriitme gecerlidir. B

12.3 Algoritma ve Ornekler

Buraya kadar séylenenler alt1 adimlik bir algoritmada toplanir.

© Alt1 adimda dual simpleks algoritmasi

1. Dual uygun baslangi¢. Minimum probleminde her j i¢in z; — ¢; < 0, maksimum probleminde
her j i¢in z; — ¢; > 0 olan bir temel ¢dziim bul. Maliyetleri negatif olmayan bir minimum proble-
minde > kisitlarini —1 ile carpmak bunu saglar (Onerme 12.2).

2. Uygunluk kontrolii. Heri = 1, miginzz; > 0ise dur: Coziim optimaldir (Onerme 12.1). Degilse
3. adima geg.

3. Cikan vektor. Negatif z p,’lerin en kii¢iigli x 5, ’nin satir1 pivot satiridir; z g, bazdan ¢ikar.

4. Uygun ¢dziim var m1? Pivot satirinda her j i¢in y,; > 0 ise dur: Problemin uygun ¢6ziimii yoktur
(Teorem 12.2). Degilse 5. adima geg.

2%

5. Giren vektdr. Pivot satirnda y,.; < 0 olan siitunlar i¢in | -2 —*

oranlarini hesapla; en kii¢iik orani

veren v, baza girer, pivot y,, dir.
6. Yeni tablo. Doniisiim kuraliyla (Boliim 4.4) yeni tabloyu hesapla ve 2. adima don.

3. ve 5. adimlar dual simpleks kurallaridir (Tanim 12.2). Tablolar1 simpleks tablosunun dizeninde
(Boliim 4.3) yazacagiz, iki farkla. Oran siitunu yerine en alta bir Oran satir1 ekleyecegiz: Pivot satirinda
Yrj < 0 olan her stitunun altina ‘ 5 yazilir, digerlerine — konur. Bazdan ¢ikan satiri, v, siitunundaki

degerinin yanina konan = isaretler; baza giren siitunu yine z; — ¢; satirindaki 1 isaretler.

J
Ornek 12.1 (iki Degiskenli Bir Minimum Problemi).
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T, +2x,2>6
T, + 2925
T,y >0
min z = 3z; + 524

problemini dual simpleks algoritmasiyla ¢6ziiniiz ve algoritmanin izledigi yolu grafikte gosteriniz.

Cozim.

X2

uygun bolge

Sekil 12.1: Dual simpleks yolu: X, = (0, 0) — X; = (0, 3) — X, = (4, 1). {lk iki nokta uygun bdlgenin
disindadir; z degeri 0, 15, 17 diye artarak optimuma alttan yaklagir. Kesikli dogru z = 17 seviye dogru-
sudur. (1) x; + 2X, = 6, (2) X; + X, = 5.

Baslangic tablosu. Once problemi standart forma getirelim: Iki > kisitindan z 5 ve z, artik degisken-
lerini ¢ikaririz.

Ty + 2z — T3 =06
‘Tl + 1:2 - 1‘4 = 5
3,20, j=11
min z = 3z; + 5z4 4+ 0x3 + Oz,
Artik degigkenlerin stitunlar1 —1 tasidig icin bu standart form birim matris icermez. Bitytiik M yontemi
iki yapay degisken isterdi. Onun yerine iki denklemi —1 ile carpalim:
_.'171 — 2I2 +.'133 = _6

—121—11,‘24-1‘4:—5

Simdi v; ve v, birim matris olusturur. Maliyetler 3 ve 5 negatif olmadigindan Onerme 12.2 geregi

B, = (v4,v,) bazinin ¢éziimii dual uygundur: z; — ¢; = —3, 25 — ¢y = —5. Coézim 253 = —6, z, =
—5 uygun degildir.

Birinci adim. Negatif degerlerin en kii¢iigii 3 = —6’d1r; 25 satir1 pivot satiridir ve vg bazdan c¢ikar.
Bu satirda y3; = —1 ve y3, = —2 negatiftir:
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z—C _‘—3‘_3 29 — Cy _‘—5 5
Ys1 —1 ’ Ys2 —2 2
En kiiciik oran % oldugundan v, baza girer; pivot yz, = —2.
Tablo 12.1: Baslangig tablosu
¢; 3 5 0 0
Tp ¢B Yo Uy Uy Us Uy

=l

Pivot satir1 —2’ye boliiniir ve x4 satir1 olur: ( 3| %, 1, —%, 0 ) x, satirinin pivot siitunundaki elemani

—1 oldugundan bu satira yeni pivot satir1 eklenir; z; — ¢; satirina da yeni pivot satirinin 5 kat: eklenir:

:v4:(—5+3|f1+%,0,*%71):(*2|7%’077%’1)’

5 5 15
2= ¢ (0415 =34 5,0,—5,0)=(15]—5,0,—5,0).

Amag degeri formiilityle (Teorem 12.1) de 2z, = 0 — # = 15.
Ikinci adim. Kriterler hala < 0’dir ama z, = —2 < 0. Tek negatif deger bu oldugu icin v, bazdan

cikar. x, satirinda y,; = —% ve Yy = —% negatiftir:
-1/2| —5/2|
—1/2] 7 —1/2|
En kiiciik oran 1 oldugundan v, baza girer; pivot y,; = —%.

Tablo 12.2: Birinci iterasyon tablosu

¢ 3 5 0 0

Tp Ccp Vg Vg (2 V3 Uy
Ty 5 3 3 1 -3 0
T, 0 -2 = [—3] 0 -1 1
zj—¢; 2o =15 —5 1 0 -2 0
Oran % — % —

Pivot satir1 —3’ye béliniir, yani —2 ile carpilir: z; satir1 (4 | 1,0,1,—2) olur. z, satirindan bunun }

2
kat1 ¢ikarilir, zj — ¢; satirina % kat1 eklenir:

1 1
w2.(3—2|0,1,—§—§,0+1)—(1|0,1,—1,1),
(1 9 5,1 1)=(1 2,—-1
ijcj.( 5+ |0,0,*§+§,0* )—(7|0703*7* )
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12.3 Algoritma ve Ornekler 245

Tablo 12.3: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; 3 5 0 0

Tg cp Uy vy Uy Vg Uy
Ty 5 1 0o 1 -1 1
z 3 4 1 0 1 =2
Z; —Cj zg=17 0 0 =2 -1

Sonug. Optimal tabloda (Tablo 12.3) biitiin z 5; > 0 ve biitiin z; — ¢; < 0; Onerme 12.1 geregi ¢6ziim
optimaldir:

X* = (21,29, 25,24) = (4,1,0,0), minz=3-445-1=17.

Kontrol: 4 4+ 2 -1 = 6 ve 4 + 1 = 5; iki kusit da esitlikle saglanir.

Grafik. Algoritmanin ugradig: temel ¢éziimler (z,, x5) diizleminde X, = (0,0), X; = (0,3) ve X, =
(4, 1) noktalaridir. X, iki kisit1 da, X ise ikinci kisit1 bozar: 0 + 3 = 3 < 5, bu da tablodaki z, = —2
degeridir. Her nokta iki dogrunun kesisimidir, yani bir temel ¢6ziimdiir, ama yalniz sonuncusu uygun
bolgenin kosesidir. Amag degeri 0 — 15 — 17 diye artar; uygun bolgenin koselerindeki degerler ise
(0,5)’te 25, (4,1)’de 17 ve (6, 0)’da 18’dir. Algoritma uygun bélgeye disaridan, amag degeri optimumu
hi¢ asmadan yaklast1.

|

Simdi ayn1 yontemi ti¢ degiskenli bir probleme uygulayalim.
Ornek 12.2 (U¢ Kisit1 da > Olan Bir Minimum Problemi).

T+ 29+ 2532>6
Ty — DTy — x5 >4
T, + 5%y + 74 > 24

Tq,%q, T3 >0

min z = 3z; + 65 + x5
problemini dual simpleks algoritmasiyla ¢6ziiniiz.

Coziim.
Neden dual simpleks? Problemi standart forma getirmek i¢in ¢ kisittan z,, 5, x4 artik degisken-
lerini ¢ikaririz. Artik siitunlari —1 tasidigindan Biyiik M yontemi ile ¢cdzmek istesek ii¢ yapay degisken

Ty, s Ty,, Ty, de eklememiz gerekirdi: tabloda 6 yerine 9 degisken, z; — ¢; satirinda da M’li ifadeler

olurdu. Denklemleri —1 ile carparsak artik degiskenlerle yetiniriz ve problem daha az degiskenle
cozulur.
Baslangic tablosu. Esitsizlikleri —1 ile carpalim:
—T] — Ty — T3 < —6
—x; + 51y + 73 < —4
—x) —bzy —x53 < —24
Tq,%q, T3 >0
min z = 3z, + 624 + 25

Her kisita sirasiyla z,, 5, 4 eklenince

Acik Matematik - acik-matematik.com 245 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

246 Boliim 12. Dual Simpleks Algoritmasi

—Z] — Ty — T3 +x4 =—6
—x, — 5Ty — X3 + T = —24

T >0, j= ]-,_6
min z = 3z, + 6z4 + T3
40z, + 0z5 4 Ozg
elde edilir. Ornegin birinci denklem x, = z; + =5 + T3 — 6 demektir; z,, birinci kisitin artik degis-
kenidir ve —1 ile carpma sayesinde siitunu (1,0, 0)7 birim vektorii olmustur. v,, vy, vg birim matris

olusturur, ama sag taraflar negatif oldugundan sistem standart formda degildir. Maliyetler 3, 6, 1 negatif
olmadigidan Onerme 12.2 geregi baglangic ¢6ziimii dual uygundur:

Zp—C€ =—3, 2g—cCy=—06, z3—c3=—1.

Minimum probleminde pozitif kriter kalmamistir; dual uygun ¢6ztime ulagilmistir. Ama z, = —6, x5 =
—4, g = —24 negatif oldugundan esas problem i¢in uygun ¢6ziim degildir.
Birinci adim. Negatif degerlerin en kiigiigii xg = —24’tiir; vg bazdan ¢ikar. x4 satirindaki negatif
elemanlar yg; = —1, ygq = —5, Yg3 = —1’dir. Minimum probleminde kural

min{_—37 _—6, _—1} = min{3, g, 1} =1
-1 -5 -1 5

verir. En kiiciik oran v, stiitunundadir; vg baza girer ve pivot yg3 = —1’dir.

Tablo 12.4: Baslangic tablosu

¢ 3 6 1 0 0 0
Tpg cp Vg v, Uy Vg Uy Vg Vg
z, 0 —6 ~1 ~1 —1 1 0 0
s 0 —4 ~1 5 1 0 1 0
4 0 —24= -1 -5 [—1] 0 0 1

2 — ¢ 2 =0 -3 —6 —14 0 0 0

Oran S

Pivot —1 oldugundan pivot satir1 —1 ile ¢arpilir ve x4 satir1 olur: (24 | 1,5,1,0,0,—1). v4 stitununun

diger elemanlar z, satirinda —1, x5 satirinda 1, 2; — ¢; satirinda —1'dir. Dolayisiyla z, satirina yeni

pivot satir1 eklenir, 5 satirindan ¢ikarilir, z; — c; satirina eklenir:

2, (—64+24|—-141,-1+5,0,1,0,—1)
=(180,4,0,1,0,—1),
x5 :(—4—24|—-1—1,5—5,0,0,1,1)
= (—28|-2,0,0,0,1,1),
z;—c;:(0+24] —3+1,-6+5,0,0,0,—1)
=(24]-2,-1,0,0,0,—1).

Tkinci adim. Kriterler yine < 0’dir ve tek negatif deger z5 = —28'dir; v bazdan ¢ikar. x5 satirinda
tek negatif eleman y;; = —2 oldugundan oran tektir: |=2| = 1. v, baza girer; pivot y5; = —2.
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Tablo 12.5: Birinci iterasyon tablosu

¢; 3 6 1 0 0 0

g cp UN vy Uy Vg Uy Vs Vg
Ty 0 18 0 4 0 1 0 -1
Ts 0 —28 = [—2] 0 0 0 1 1
x3 1 24 1 5 1 0 0 -1
z;— ¢ zqg =24 =21 -1 0 0 0 -1
Oran % — — — — —

Pivot satir1 —2’ye béliniir ve z; satir1 olur: (114 | 1,0,0,0, —1,-1 )- T4 satirmn vy stitunundaki
elemani 0 oldugundan bu satir degismez. x5 satirindan yeni pivot satir1 ¢ikarilir, z; — ¢ satirina 2 kat

i %
eklenir:
x3:(24—1410,5,1,0 ! —1+1
3 ( )y Yy Ly YUy 23 2 )
1 1
=(1010,5,1,0, -, —=
( | sy Yy 4y 52a 2 )7
zj—c;:(24+2810,-1,0,0,—-1, -1 —1)
=(52|0,-1,0,0,—1,—2).
Tablo 12.6: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)
¢; 3 6 1 0 0 0
Tg cp 0N vy Uy Ug Uy Uy Vg
x4 0 18 0 4 0 1 0 -1
T, 3 14 1 0 0 0 -3 -3
g 1 10 0 5 1 0 z —3
z;—¢j zy = 52 0 -1 0 0 -1 —2

Sonug. Optimal tabloda (Tablo 12.6) her z; > 0 ve her z; — ¢; < 0 oldugundan optimal ¢éztime ulagil-
migtir:

X* = (zq, ..., 7¢) = (14,0, 10, 18,0,0),
minz=3-14+6-0+1-10 = 52.

Kontrol: 14 + 0+ 10 = 24 > 6 (arttk x, = 18),14 — 0 — 10 = 4 ve 14 + 0 + 10 = 24; ikinci ve tgiin-
cii kisit esitlikle saglanir (x5 = x4 = 0). Amag degeri adim adim 0 — 24 — 52 diye artt1. B

12.4 Neden “Dual” Simpleks?

Yontemin adim aciklamak i¢in tablodaki sayilara bir kez daha, bu kez Dualite béliimiiniin géziiyle bakalim.
Kisitlar: > olan bir minimum problemini ele alalim:
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Bu problemin duali (Tanim 11.1)

y;, =20, 1=1m
maxg =byy; + ... + b,,Y,,

problemidir. Dual degiskenler yy, ..., y,,, tek indislidir; iki indisli tablo elemanlar1 y;; ile karigtirllmama-
Lidur.

Onerme 12.3 (Simpleks Kriterleri ve Dual Degiskenler). Yukaridaki minimum probleminde > kisit-
lanndanz,, 4, ..., 2, artik degiskenleri ¢ikarilsin ve denklemler —1 ile carpilsin. Herhangi bir baza ait
simpleks tablosunda

Yi = —(2nyi = Cnyi)y 1=1,m
tamimlansin; yaniy;, i. artik degiskenin siitunundaki simpleks kriterinin —1 kati olsun. Bu durumda

1. herj=1,niginz;—c; = Z:L a;Y; — Cj;

2. zy = by, + ... + b,,Y,,, yani tablonun amag degeri, dual amag fonksiyonunun (yy, ..., y,,) ‘deki dege-
ridir;

3. tablo dual uygun ise (yy, ..., Y,,) dual problemin uygun bir ¢oziimiidiir.

Ispat.
Tablonun baz vektorlerinden olusan matris B olsun. Uygun ¢oziim olmamasi teoreminin (Teorem 12.2)
ispatinda gordugimiiz gibi tablonun v; situnu Bilvj ‘dir. Dolayisiyla

z; = EEB’LUJ» = ﬁij, pT =cfB!
yazabiliriz; p = (py, ..., p,,)T bazin belirledigi sabit bir vektordiir. —1 ile carpilmis sistemde siitunlar
soyledir: z; 'nin siitunu v; = —(ay, ..., amj)T (G = 1,n), z,,; nin siitunu i. birim vektor e;, sag taraf
vg = —(by, .., b,,) L.
* Artik siitunlannda c,,; =0 ve z,,;, = pTe; = p, dir. Tamim geregiy;, = —p;.
cj=1nignz; =— Zi Pia;; = Zi a;;y;; buradan (1) gikar.
o 2g=plvy = — >, piby, yanizg =3 byy;; bu da (2)dir.
(3) igin tablo dual uygun olsun, yani herj icinz; —c; < 0.j = 1, n icin (1) geregi bu Zl a;;y; < ¢, yani

dualin j. kistidir. Artik siitunlarinda z,, ; — ¢, ; = —y; < 0, yaniy; > 0°dir. Demek ki (yy, ..., Y,,)
dualin biitiin kisitlarini saglar. m

Yani z; — ¢; satirinin artik degiskenlere ait kismy, isaret degistirilince dual problemin bir ¢dziimiinii verir;

tablonun dual uygun olmasi tam olarak bu ¢dziimiin dual problem i¢in uygun olmasi demektir. “Dual
uygun” adi buradan gelir.
Buradan yontemin davranisi da anlagilir. Esas problemin her uygun ¢6ziimii Z ve dualin her uygun ¢6ziimii

(Y15 -+, Yp) icin
Zcﬂj 2 Z(Z%% ) z;
J J i
Y ()= S
i F] i
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12.4 Neden “Dual” Simpleks? 249

olur: Birinci esitsizlik z; > 0 ve dual kisitlardan, ikincisi y; > 0 ve esas kisitlardan gelir. Yani dualin
her uygun ¢6ztimi, esas problemin minimumu i¢in bir alt sinir verir. Dual simpleks algoritmasinin her
tablosu boyle bir alt sinir tasir: z, = g. Algoritma adim adim bu alt sinir1 yiikseltir (Teorem 12.1) ve esas
¢oziim de uygun hale geldigi anda alt sinir, uygun bir ¢6zimin amag degerine esit olur; o degerden
daha iyisi olamayacag icin ikisi de optimaldir. Kisacas1: Dual simpleks yontemin 6zii, esas ve dual
problemin ikisinde de uygun ¢oziime ulasilan asamanin optimal ¢6ziim olmasidir.

Boylece dual simpleks algoritmasi, dual problemi hi¢ yazmadan dual problem tizerinde simpleks yontemi
uygulamaya denktir. Simpleks yontem esas problemin uygun koselerinde yiiriiylip dual uygunlugu
ararken, dual simpleks dual problemin uygun koselerinde yiiriiyiip esas problemin uygunlugunu arar.

Ornek 12.3 (iki Degiskenli Ornegin Dual Problemdeki Yolu). ki degiskenli minimum problemini
(Ornek 12.1) ele alalim: z; + 2z4 > 6, z; + x5 > 5, T1, 75 > 0, min z = 3z, + 5z,. Dual problemini
yaziniz ve dual simpleks tablolarindan okunan dual ¢6ziimlerin dual problemde izledigi yolu gésteriniz.

Cozim.

dual uygun bélge

Yo

Y1

Sekil 12.2: Aymni iterasyonlar dual problemde: Y, = (0, 0) — Y, = (5/2, 0) — Y, = (2, 1). Her nokta dual
uygun bolgenin bir kosesidir ve g degeri 0, 15, 17 diye artar; kesikli dogru g = 17 seviye dogrusudur.
(D y:1+y:.=3,(2) 2y, +y, = 5.

Dual problem. Kisit katsayilar: matrisinin stitunlar: dualin kisitlarini, sag taraflar dualin amag katsa-
yilarini verir:

y1+9, <3
2y +yp <5
Y1,Y2 >0
max g = 6y; + 5y,
Tablolardan dual ¢éziimler. Artik degiskenler z4 ve 7, oldugundan Onerme 12.3 geregiy, = —(z5 —
cs) ve yy = —(z4 — ¢, ) tiir:
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Baslangig tablosunda (Tablo 12.1) z3 —¢5 = 24 — ¢, = 0, yani ¥; = (0,0) ve g = 0 = z,,.

+ Birinci iterasyon tablosunda (Tablo 12.2) 23 —c3 = —32, 2, — ¢, =0, yani ¥ = ( 5.0 )veg=6-
5 =15 =z,

+ Optimal tabloda (Tablo 12.3) 23 —¢c3 = —2,2, — ¢, = —1,yani ¥, = (2,1) ve g = 124+ 5 =17 =
ZO.

Uygunluk kontrolii. Y] icin 54+ 0<3ve2-2+0=5<5Y,icin2+1=3<3ved+1=5<
5. Ug nokta da dualin uygun ¢éziimiidiir. Ayrica optimal tablonun v; ve v, siitunlarindaki kriterler (1)
formililyle aymidir: 2y —¢; = (24+1)—3=0,20—¢c, =(2-2+1)—5=0.

Yol. Dual uygun bdlgenin késeleri (0, 0), ( 5,0 ), (2,1) ve (0, 3)’tiir; g bunlarda sirasiyla 0, 15, 17 ve
15 degerini alir. Dual simpleks algoritmasinin esas problemde uygun olmayan noktalardan gecen yolu,
dual problemde uygun koseler arasinda ¢’yi artiran siradan bir simpleks yoludur ve max g = 17 =
min z degerinde biter.

|

Ornek 12.4 (U¢ Kisith Ornegin Dual Céziimleri). Ug kisith minimum probleminin (Ornek 12.2)
dualini yaziniz. Dual simpleks tablolarindan dual ¢éztimleri okuyup her adimda g = 2, oldugunu ve
optimal tablonun dual ¢6ziimiiniin dualin optimal ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Dual problem. Esas problemin kisitlar1 ; + 4 + x5 > 6, x; — 529 — 25 > 4, ©; + 525 + 245 > 24
ve amacl min z = 3z, + 6z, + x5 tlir. Dual, katsayilar matrisinin siitunlarindan kurulur:

Y1ty ty3 <3

Y1 —OYy +5y3 <6

Y — Y2 +ys <1

Y1,Y2,Y3 20
max g = 6y, + 4y, + 24y,

Dual c¢oziimler. Artik degiskenler z,,z5,z¢ oldugundan y; = —(23,; — cg,;)’dir. Tablolarin
vy, Vs, Vg sutunlarmdaki kriterlerden:

+ Baslangic tablosu (Tablo 12.4): (0,0, 0), yani Y; = (0,0,0) ve g = 0 = 2.
+ Birinci iterasyon tablosu (Tablo 12.5): (0,0, —1), yani ¥; = (0,0,1) ve g = 24 = z,.
+ Optimal tablo (Tablo 12.6): (0,—1,—2),yani ¥, = (0,1,2) ve g = 4 + 48 = 52 = z,,.

Uygunluk. Y] = (0,0, 1) icin kisitlarin sol taraflar1 1, 5, 1’dir ve 3, 6, 1’i asmaz. ¥, = (0, 1, 2) i¢in sol
taraflar

0+14+2=3, 0-54+10=5, 0—-1+2=1

olur; yine 3, 6, 1i asmaz. Iki ¢6ziim de dual uygundur.

Optimallik. Y, dualin uygun bir ¢éziimidiir ve g = 52 verir; X* da esasin uygun bir ¢éziimiidir
ve z = 52 verir. Metinde gosterdigimiz esitsizlik geregi dualin her uygun ¢6ziimii i¢in g < 52, esasin
her uygun ¢6ziimil i¢in z > 52’dir. Dolayisiyla ¥, = (0, 1, 2) dualin optimal ¢éziimiidiir ve max g =
min z = 52’dir. m

Once Dual Uygunlugu Saglamak

Dual simpleks algoritmasi dual uygun bir tabloyla baglamak zorundadir; bazen ilk tablo bu kosulu
saglamaz.

Ornegin kisitlardan biri esitlikse o denklem igin ne aylak ne de artik degisken vardir; birim siitun ancak bir
yapay degiskenle kurulur. Yapay degiskenin M’li maliyeti de z; — c; satirina pozitif M’li kriterler getirir.
Bu durumda 6nce siradan simpleks adimlariyla (burada Biiyiik M yontemiyle) dual uygunluk saglanir,
sonra dual simpleks algoritmasma gecilir. Ara adimlarda bazi temel degiskenler negatif olabilir. Bu
adimlarda oran testi yalmz z 5; > 0 ve y;;, > 0 olan satirlarla yapilir. Boylece A > 0 olur, negatif olmayan

temel degiskenler negatif olmaz ve y;;, < 0 olan satirlardaki degerler azalmaz. Negatif z p,’li satirlar teste
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12.5 Once Dual Uygunlugu Saglamak 251

girmez; onlarin degeri bu adimda degisebilir, bu da sorun degildir. Bu adimlarin amaci uygunluk degil,

zj — ¢; satirini diizeltmektir.

Ornek 12.5 (Esitlik Kisith Bir Problemde Biiyiitk M ile Dual Simpleks).

T, + 2z < 40
3z, + x5, =30
4z, + 3z4 > 60
T1,T9 20
min z = 20z, + 10z,

problemini dual simpleks algoritmasiyla ¢6ziiniiz.

Coziim.

Baslangi¢ tablosu. Birinci kisita =45 aylak degiskenini ekleriz. Yapay degiskene ihtiya¢ duymamak
icin > olan ti¢linci kisit1 —1 ile carpip —4x; — 3z, < —60 haline getirir ve ona da x,’ii ekleriz; z, bu
kisitin artik degiskenidir. Esitlik kisitinda birim siitun olmadigindan ona z,, yapay degiskenini ekleriz;
minimum problemi oldugu i¢in amag katsayis1 +M dir (Tanim 5.1):

2y 4+ 2z + 25 =40
3z, +z, +x, =30
—4x, —3zy + x4 = —60
Ty, Lo, T3, Tyy Ty =0
min z = 20z, + 10z, + Oz;
+0z, + Mz,

V3, U, Ve vy birim matris olusturur. Ugiincii sag taraf negatif oldugundan bu sistem standart formda
degildir; M problemini burada yalmz z; — ¢; satirini diizeltmek i¢in kuruyoruz ve kurulumu sag taraf-
larin isaretini kullanmaz. ¢z = (0, M, 0)T oldugundan

21 —¢; =3M — 20,2y —cy = M — 10,
zg = 30M.

Minimum probleminde pozitif kriterler tilkenmedigi icin bu tablo dual uygun degildir; algoritmanin
2. adimma hemen gecemeyiz. Once bir dual uygun ¢éziim bulmamiz gerekir; bunun icin Biiyilk M
yontemini kullaniriz.

Birinci adim (Bityitk M adimi). Minimum probleminde en biiyiik pozitif kriter girer. M nin katsay:-
larin1 kargilagtirirsak (Onerme 5.2) 3M — 20 > M — 10; v, baza girer. Oran testi v; sitununun pozitif
elemanlariyla yapilir; y,; = —4 < 0 oldugundan z, satir1 teste girmez:

x
1n(§,@> =10= —2.
1°3 yull

Tablo 12.7: Baslangic tablosu

Ly,

) bazdan ¢ikar; pivot 3.

¢ 20 10 0 0 M
Tg cp Vg v, Uy Vg Uy Uy, Oran
g 0 40 1 2 1 0 0 2
T M 30 3] 1 0 0 1 30 =

Uy 3
T, 0 —60 —4 -3 0 1 0 -
z;—c; Zy = 3M—  M-—10 0 0 0
30M 20 4
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252 Boliim 12. Dual Simpleks Algoritmasi

Pivot satir1 3’e boliniir: x; satir ( 10| 1, %, 0,0 ) olur. Bazdan cikan yapay degiskenin siitunu yeni

tabloda yazilmaz (bkz. Biiyitk M yontemi). 5 satirindan yeni pivot satir1 ¢ikarilir, , satirina 4 kati
eklenir:

xs:(40—10|0,2—%,1,0)2(30“),2,1,0),
x4:(—60+40|0,73+§,0,1)=(—2O\0,—g,0,1).

z; — ¢; satirindan yeni pivot satiriin 3M — 20 kat1 ¢ikarilur:

zy 1 30M — (3M —20) - 10 = 200,
1 10
vy : (M —10)— (3M —20) - - = ——.
3 3
x, satirmin degeri —60’tan —20’ye yiikseldi ama hala negatif.
Ikinci adim (dual simpleks adimi). Yeni tabloda kriterler 0, —%, 0, 0’dir; hepsi < 0 oldugundan
tablo dual uygundur, yani simpleks yontemin goziiyle optimum tabloya ulagildi. Ancak ¢éziimdeki

z, = —20 < 0 oldugundan dual simpleks algoritmasina geceriz. Tek negatif deger z, oldugundan v,
bazdan cikar. z, satirindaki tek negatif eleman y,, = —g’tﬁr; v, baza girer ve pivot —g’tﬁr. Oran
‘—10/3‘ —9

—5/3 | T~

Tablo 12.8: Birinci iterasyon tablosu

¢ 20 10 0 0
Tp Cp Vg vy (2 V3 Uy
g 0 30 0 s 1 0
T, 20 10 1 3 0 0
T4 0 —20 = 0 [—3] 0 1

zj—c; zp = 200 0 —9 0 0

Oran — % — —

Pivot satir1 —3’e béliniir, yani —2 ile carpilir: z, satir1 (1210,1,0, -3 ) olur. zg satirindan bunun 5

kati, z; satirindan % kat1 cikarilir; z; — c¢; satirina 1—?? kat1 eklenir: ’
z3:(30-20[0,0,1,04+1)=(101]0,0,1,1),
vt (10-4]1,0,0,04 £ )=(6]1,0,0,7),
z;j—c;:(200+40(0,0,0,0—-2)=(2400,0,0,—2).

Tablo 12.9: Ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

c; 20 10 0 0
Tp Ccp Vg Uy Vg Vg Uy
g 0 10 0 0 1 1
;20 6 1 0 o %
z, 10 12 o 1 o0 -2

Z;—¢; zg=240 0 0 0 =2
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Sonug. Biitiin temel degiskenler negatif degildir ve biitiin kriterler < 0°dir; Onerme 12.1 geregi optimal
coztime ulagilmigtir:

X = (-'171,.'E2,.’L'3,.’E4,.'17u1) = (63 12710,070),
min z = 20 -6 4+ 10 - 12 = 240.

Yapay degiskenin stitunu atilmistir, yani z,, = 0; son tablo, yapay degisken hi¢ eklenmemis orijinal
problemin tablosudur ve gdsterdigi ¢6ziim orijinal problemin optimal ¢dztimudir. Kontrol: 6 + 24 =
30 < 40 (aylak z5 = 10), 18 4+ 12 = 30 ve 24 + 36 = 60 (artik x, = 0).

Sonucu grafikle de dogrulayalim. Esitlik kisit1 uygun ¢oztimleri 3z; + x5 = 30 dogrusuna, yani z, =
30 — 3z, noktalarina kisitlar. Bunu yerine koyunca birinci kisit 60 — 52, < 40, yani z; > 4; iciincii
kisit 90 — 5z, > 60, yani z; < 6 olur. Uygun bolge (4, 18) ile (6,12) arasindaki dogru parcasidir ve
iizerinde

z = 20z, + 10(30 — 3z, ) = 300 — 10z,

olur. z, z; buytudiik¢e azaldigindan minimum z; = 6’da, yani (6, 12)’de 240 degerini alir; dier ucta
z = 260tir. m

Duyarlilik Analizinden Sonra Dual Simpleks

Dual simpleks algoritmasinin en ¢ok kullanildig1 yerlerden biri, ¢6ziilmiis bir problemin verisi degistiginde
yeniden ¢6zmeye gerek birakmamasidir.

Duyarlilik analizi bolimiinde sag taraf sabitleri b degisince optimal tablonun yalniz vy stitununun degisti-
gini gordiik: Yeni degerler B~ 19°dirve B™16 > 0 oldugu siirece temel degiskenler ayni kalir. z; — ¢; satinl
ise b’ yi hi¢ kullanmaz; z; = ¢ cr B~ 1'0 yalniz baza ve stitunlara baglidir. Dolayisiyla b izin verllen arahgln
disina ¢ikinca tablo optimallik k0§ulunu korur ama uygunlugunu yitirir; yani tablo dual uygundur. Bu,

tam da dual simpleks algoritmasinin baglangi¢ noktasidir.

Ornek 12.6 (Sag Taraf Degisince Dual Simpleksle Devam).

1
g.’]}'l +
1
gl'l +

1
-3 <1

1
—Xy +
2 3

3

4 7

Tq1,%q,T3 >0
maxz = 2z, + 3zy + T3

probleminin optimal tablosu asagidadir (x4, =5 aylak degiskenler). Optimal baz, ikinci kisitin sag tarafi
1 < by < 4 araliginda kaldikga degismez. Ikinci kisitin sag tarafi 3’ten 5’e gikarilirsa yeni optimal ¢oziim
nedir?

Tablo 12.10: Optimal tablo (by = 3)

G 2 3 1 0 0
Tg cp U vy Uy U3 Uy Vs
T 2 1 1 0 -1 4 -1

Cozim.
Yeni v, siitunu. Aylak degigkenlerin baslangig¢ stitunlari birim vektorler oldugundan optimal tablonun
vy, v siitunlar1 B~1e; ve B~e, dir; yani B~! bu iki siitunda okunur:
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254 Boliim 12. Dual Simpleks Algoritmasi

4 -1 1 4-5 —1
-1 _ -1 — —
l EE S e
b, = 5 izin verilen [1, 4] aralifinin disinda oldugu i¢in beklendigi gibi bir deger negatif ¢ikti: z; = —1.
Yeni amag degeri 2y = 2 (—1) + 3 -4 = 10°dur. z; — ¢; satir1 degismez ve hepsi > 0°dir; maksimum
probleminde bu, tablonun dual uygun oldugunu soyler.

Dual simpleks adimi. Tek negatif deger x; = —1’dir; v; bazdan ¢ikar. z, satirinday,5 = —1vey;5 =
—1 negatiftir. Maksimum probleminde kural

1
max{_il, _—1} = max{—3,—1} = -1

verir; mutlak degerce en kiigiik oran vy stitunundadir. v baza girer; pivot y;5 = —1.

Tablo 12.11: b, = 5 i¢in baglangi¢ tablosu

¢; 2 3 1 0 0

Tg cp U v Uy U3 Uy Vg
x, 2 —1= 1 0 -1 4 [-])

Zq 3 4 0 1 2 -1 1
Zj—¢j zg=10 0 0 3 5 119

Oran - = % — %

Pivot —1 oldugundan pivot satir1 —1 ile carpilir ve x satir1 olur: (1 | —1,0, 1, —4, 1); bu satirin maliyeti

¢ = 0’dir. z, satirindan ve z; — ¢; satirindan yeni pivot satir1 ¢ikarilir (ikisinin de pivot siitunundaki
elemani 1'dir):

2,:(4—1]041,1,2—1,-1+4,0) = (3| 1,1,1,3,0),
zj—c;:(10—-1]0+1,0,3—1,5+4,0) = (9]1,0,2,9,0).

Tablo 12.12: Birinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; 2 3 1 0 o0

g cp 0N vy Uy Vg Uy Vg
Ty 0 1 -1 0 1 —4 1
Ty 3 3 1 1 1 3 0
z; — ¢ z2p=9 1 0 2 9 0

Sonug. Biitiin temel degiskenler negatif degildir ve maksimum probleminde biitin z; — ¢; > 0’dur;
tablo optimaldir. Yeni optimal ¢6ziim

(21,29, 25,24, 25) = (0,3,0,0,1), maxz=3-3=09.

Kontrol: % -3 = 1, yani birinci kisit esitlikle saglanir; 4 - 3 = 4 < 5 ve aylak x5 = 1. Amac degeri dual
simpleks adiminda beklendigi gibi azald1 (10 — 9), ama b, = 3 iken bulunan 8’den biiyiiktiir: Tkinci
kaynagin artmasi kari artirdi, yalniz artik birinci kisit darbogazdir ve x; iiretimden cikar. Problemi
bastan ¢ozmek yerine tek bir dual simpleks adimi yetti. m

Bu boliimde, simpleks kriterleri optimallik kosulunu saglayan ama uygun olmayan bir tablodan baglayip
uygunluga dogru yiirliyen dual simpleks algoritmasini gordiik. > kisitli problemlerde yapay degisken-
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12.6 Duyarlilik Analizinden Sonra Dual Simpleks 255

lerden kurtardig1 gibi, duyarlilik analizinde veri degisince ¢oziimi birka¢ adimda giincellememizi de
saglar. Bir sonraki boliim Tam sayili programlama ve dal-sinir yontemi, degiskenlerin tam say1 olmasi
istendiginde ortaya cikan problemleri ele aliyor.
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13.1

13. Tam Sayili1 Programlama ve Dal-Sinir
Yontemi

Simdiye kadar ¢6zdiigiimiiz biitiin problemlerde degiskenler siirekli degerler alabiliyordu: z; = 13/7 ton
hammadde ya da 2, = 9/4 saat calisma anlaml cevaplardi. Oysa pek ¢ok problemde degisken bir sayim
sonucudur: ka¢ makine alinacagi, kag kamyon gonderilecegi, kag kisinin ise alinacagi. Bu degiskenlerin
tam say1 olmasi gerekir ve 2, 25 makine bir cevap degildir. Dual simpleks algoritmasi bolimiiyle simpleks
ailesinin yontemlerini tamamladik; bu son konu bélimiinde tam say1 sartini da isin icine katiyoruz.

flk akla gelen yol tam say1 sartin1 unutup problemi alisik oldugumuz gibi ¢6zmek, sonra da cikan kesirli
degerleri yuvarlamaktir. Bunun neden giivenilir olmadigini bir 6rnekle gérecegiz. Onun yerine dal-sinir
yontemini kuracagiz: problem gittikce kiiciilen alt problemlere boliintir (dallanma), her alt problemin
varabilecegi en iyi deger tam say sart1 kaldirilarak hesaplanir (sinir) ve umut vermeyen alt problemler
bir daha bakilmamak tizere atilir (budama).

Tam Sayili1 Programlama Problemi

Once problemi tanimlayalim; kisitlar ve amac fonksiyonu tanidiktir, yeni olan yalniz degiskenlere konan
sarttir.

Tanim 13.1 (Tam Sayili Programlama Problemi). Bir lineer programlama problemine (Tanim 1.1)
degiskenlerin tam say1 deger almasi sart1 da eklenirse elde edilen probleme tam sayili programlama
(TP) problemi denir. Biitiin degiskenlerin tam say1 olmasi isteniyorsa probleme piir (saf) TP problemi
denir. Ornegin

T, +x9 <6
9z, +5xy < 45
T1,%Z9 > 0 ve tam say1
max z = 8z, + 5xy

bir piir TP problemidir.

Yani TP problemi, isaret kogullarinin yanina “ve tam say1” ibaresi eklenmis bir lineer programlama
problemidir. Degiskenlerin yalniz bir kismi tam say1 olmak zorundaysa problem karma TP problemi olur;
bu bolimde yalniz piir TP problemleriyle calisacagiz ve kisaca TP diyecegiz. Bir TP probleminin uygun
¢6zumil, biitiin kisitlar: saglayan ve biitiin bilesenleri tam say1 olan bir Z vektoridir.

Uygun bolge sinirliysa bir TP probleminin uygun ¢éziimleri sonlu sayidadir; bu yiizden ilke olarak her
birini tek tek deneyip 6nce uygun olup olmadigina, sonra amag degerine bakabiliriz. Kii¢iik bir problemde
bu gercekten ige yarar.

Ornek 13.1 (Uygun Céziimleri Tek Tek Denemek).

Tz, +4z, <13
T1,T5 > 0 ve tam say1
max z = 21z, + 11z,

TP probleminin biitiin uygun ¢6ziimlerini yazarak optimal ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim.
2o > 0 oldugundan 7z, < 13, yani z; < 13/7 < 2; tam say1 oldugu icin z, € {0, 1}.

« z; = 0ise 4z, < 13, yaniz, < 13/4 ve z, € {0,1,2,3}.
« z; = lise 4z, < 6, yani x4 < 3/2 ve z4 € {0,1}.
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Alt1 uygun ¢oziim ve amag degerleri soyledir:

Tablo 13.1: Uygun ¢oziimlerde amag degerleri

<{L‘1,$2> (070) (071) (072) (073) <170) (Ll)
z= 0 11 22 33 21 32
21z, +
11z,

En biiyiik deger (0, 3) noktasindadir: optimal ¢oziim z; = 0, z, = 3 ve max z = 33’tiir. B

Ne var ki bu yol degisken sayis1 arttikca hizla imkansiz hale gelir. Ornegin her degiskeni yalniz 0 ya da
1 degerini alabilen n degiskenli bir TP probleminde denenecek 2™ aday vardir. Her yeni degisken aday
sayisin iki katina cikarir; 30 degiskende aday sayis1 230 = 1073 741 824, yani bir milyardan fazladir. Bu
olguya problem zorlugunun iistel bityiimesi denir. Dal-siir yontemi, uygun ¢éztimlerin yalniz kiicitk
bir kismina acikca bakarak bu engeli asmaya caligir.

Yontemin her adiminda ayni yardime: problemi kullanacagiz: tam say1 sart1 kaldirilmig problem.

Tanim 13.2 (Rahatlatilmis LP Problemi). Bir TP probleminde tam sayi sartlar1 kaldirilarak elde edilen
lineer programlama problemine rahatlatilmis LP problemi (ya da gevsetilmis problem) denir.

Yani rahatlatilmis problemin kisitlar, isaret kosullar: ve amag fonksiyonu TP probleminin aynisidir; yalniz
“ve tam say1” ibaresi silinmigtir. Rahatlatilmig problem siradan bir lineer programlama problemidir; iki
degiskende grafik yontemle (U¢ noktalar ve grafik yontem), genel olarak simpleks yontemle ¢6ziiliir.

Ornek 13.2 (Rahatlatilmis Problemin Coéziimii). Onceki 6rnekteki (Ornek 13.1) TP probleminin
rahatlatilmig LP problemini yaziniz ve ¢6ziiniiz.

Cozim.
Tam say1 sartini kaldiririz:
Tz, + 4z, <13
Tq,%9 >0
max z = 21z, + 11z,

Uygun bélge (0,0), (13/7,0) ve (0,13/4) késeli ticgendir. Koselerde

2(0,0) = 0, 2(1—7:)’,0):21~1—;’=39, 2(0,113)2%:35,75

olur. Bolge sinirli oldugundan optimum bir késededir (Sonug 3.1): rahatlatilmis problemin optimal
¢ozimil ¢, = 13/7, o = 0 ve max z = 39’dur. m

Yuvarlama Neden Yetmez

Rahatlatilmis problemin ¢6ztimiinii yuvarlamak cazip goriiniir. Ayni 6rnek bunun iki ayr sekilde yanlis
gidebilecegini gosteriyor.

Ornek 13.3 (Yavarlamanin Basarisiz Oldugu Bir Problem). 7z, + 4z, < 13, z;, 2z, > 0 ve tam say1
kisitlar1 altinda max z = 21z, + 11z, problemini ele alalim. Rahatlatilmis problemin optimal ¢6ziimiinii
(Ornek 13.2) yuvarlayarak TP probleminin optimal ¢6ziimii bulunabilir mi?

Cozim.
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13.2 Yuvarlama Neden Yetmez 259

7x: + 4%, = 13

19
(2, 0) uygun degil
(1,0):z=21 (13/7,0): z = 39
[ @ > Xy
0 1 2 3

Sekil 13.1: 7x, + 4%, < 13 bolgesi ve tam sayili noktalar1 (koyu noktalar). Rahatlatilmig problemin
optimumu (13/7, 0) noktasidir. Yukar:1 yuvarlanan (2, 0) bélgenin disinda kalir, asag1 yuvarlanan (1, 0)
ise z = 21 verir; tam sayili optimum (0, 3) noktasinda z = 33'tiir ve LP optimumundan uzaktadur.

Rahatlatilmig problemin optimal ¢éziimii (13/7,0), yani yaklagik (1, 86; 0)’dur.

En yakin tam sayiya yuvarlama. z; = 13/7 en yakin tam sayiya yuvarlanirsa (2, 0) elde edilir. Bu
nokta kisit1 saglamaz: 7 -2 + 4 - 0 = 14 > 13. Yuvarlanms ¢6ziim uygun bile degildir.

Asagi yuvarlama. Uygunlugu korumak i¢in agag1 yuvarlayalim: (1, 0) noktas: uygundur ama z = 21
verir. Oysa Ornek 13.1 i¢inde TP probleminin optimumunu (0, 3) noktasinda z = 33 olarak bulduk.
Asag1 yuvarlanmis ¢6ziim optimumdan c¢ok uzaktadir.

Nedeni sekilde goriilityor: rahatlatilmig problemin optimumu z, ekseni tizerindeki kosededir, tam sayili
optimum ise bolgenin 6biir ucunda, z, ekseni iizerindedir. Iki nokta birbirine hi¢ yakin degildir.
Demek ki yuvarlama ne uygun bir ¢6ziim ne de iyi bir ¢6ziim garanti eder. Cok degiskenli problemlerde
durum daha da kétiidiir: her degisken yukar: ya da asag1 yuvarlanabildigi i¢cin 2" yuvarlama secenegi
vardir ve bunlarin hicbiri uygun olmayabilir. m

Yine de rahatlatilmis problem bosa ¢6ziilmiis degildir: z degeri TP probleminin optimumu hakkinda kesin
bir bilgi verir. Bu 6rnekte rahatlatilmig optimum 39, TP optimumu 33’tiir ve 33 < 39 olduguna dikkat
edelim.
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Rahatlatilmis Problem Bir Sinir Verir

Son gozlemin tesadif olmadigini gosterelim. Bitiin fikir, TP probleminin uygun ¢oziimlerinin rahatla-
tilmis problemin uygun ¢oztimleri arasinda bulunmasidir.

Teorem 13.1 (Rahatlatilmis Problemin Verdigi Sinir). Bir TP problemi ve onun rahatlatilmis LP
problemi verilsin.

1. Rahatlatilmis problemin uygun ¢oziimii yoksa TP probleminin de uygun ¢oziimii yoktur.

2. Maksimum probleminde rahatlatilmis problemin optimal degeri z, ise TP probleminin her uygun ¢oziimii
icin z < zg 'dir. Ozellikle TP probleminin optimal degeri zp varsa zr < zg olur.

3. Minimum probleminde ayni kosullarda TP probleminin her uygun ¢oziimii icin z > zp, dolayisiyla zp >
zg dir

Ispat.

TP probleminin uygun ¢oziimlerinin kiimesini Sy, rahatlatilmis problemin uygun ¢éziimlerinin kiimesini
Sg ile gosterelim. £ € Sy ise T biitiin kisitlar: ve isaret kosullarini saglar; tam sayi olmasi da ek bir
bilgidir. O halde z € Sy, dir, yani

Sy C Sg.

1. Sp =D ise Sp C Sy geregi Sp = & olur.

2. £ € Sy olsun. £ € Sp oldugundan ve zp, amag fonksiyonunun Sp iizerindeki en biiyiik degeri
oldugundan z(%) < zp dir. TP probleminin optimal ¢oziimii Z* ise zp = z(Z*) ve Z* € Sy oldugundan
zp < zp cikar.

3. Ayni akul yiiriitme, zg, bu kez Sy, iizerindeki en kiigiik deger oldugu icin z(Z) > zg verir. ®

Yani daha az sart koyan problem daha ¢ok ¢6ziim arasindan secer ve bu yiizden en az onun kadar iyi
bir degere ulagir. Maksimumda “iyi” biiyiik demek oldugu icin rahatlatilmig optimum TP optimumunun
ustiinde, minimumda altinda kalir:

TP problemi i¢in Rahatlatilmig LP problemi
. N . . . (max)
optimal z degeri i¢in optimal z degeri

Tanim 13.3 (Ust Sinir ve Alt Sinir). Maksimum tipindeki bir TP probleminde rahatlatilmis LP proble-
minin optimal z degerine TP problemi icin iist stnar (U.S) denir. Minimum tipindeki bir TP probleminde
ayni degere alt sinir (A.S) denir.

Yani maksimum probleminde U.S, TP optimumunun asla asamayacagi degerdir; minimum probleminde
A.S, TP optimumunun asla altina inemeyecegi degerdir. Ornek 13.2 igindeki problemde U.S = 39’dur.
Sinir ¢ogu zaman agilamaz bir tavandir ama bazen tam olarak ulagilir. Bu durumda is hemen biter.

Sonug 13.1 (Tam Sayili Rahatlatilmis Optimum). Rahatlatilmis LP probleminin optimal ¢éziimiinde
biitiin degiskenler tam say: deger aliyorsa bu ¢éziim TP probleminin de optimal ¢oziimiidiir.

Ispat.

Rahatlatilmis problemin optimal ¢6ziimii Z* ve optimal deferi zp = z(Z*) olsun. Z* biitiin kisitlari saglar
ve bilesenleri tam sayidir; yani TP probleminin bir uygun ¢oziimiidiir. Maksimum probleminde Teorem 13.1
geregi TP probleminin her uygun 2 ¢éziimii i¢in 2(%) < zgp = z(Z*) olur. Demek ki Z* TP probleminin
optimal ¢oziimiidiir. Minimum probleminde esitsizlikler yon degistirir, sonug aynidir. B

Ornek 13.4 (Rahatlatilmis Optimumun Tam Say1 Cikmasi).

T, +xy< 4
z; <3
Tq1,%Z9 > 0 ve tam say1
max z = 2z; + x,

TP problemini rahatlatilmig problemi yardimiyla ¢6ziintiz.
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Cozim.
Rahatlatilmug problemin uygun bélgesi (0, 0), (3, 0), (3, 1) ve (0,4) koseli dortgendir. (3, 1) kosesi z; =
3ile z; + x4 = 4 dogrularimin kesisimidir. Késelerde

2(0,0) =0, 2(3,0)=6, 2(3,1)=7, 2(0,4) =4

olur; rahatlatilmig optimum z; = 3, z, = 1, z = 7’dir. Iki degisken de tam say1 oldugundan Sonug 13.1
geregi TP probleminin optimal ¢6ziimii de 1 = 3, 5 = 1 ve max z = 7’dir. &

Dallanma ve Budama

Rahatlatilmis optimum kesirliyse ne yapacagiz? Dal-sinir yontemi iki temel igleme dayanir.

Tanim 13.4 (Dallandirma). TP probleminin rahatlatilmig LP problemine Alt Problem 1 diyelim. Bir
alt problemin rahatlatilmis optimal ¢6ziimiinde bir z; degiskeni kesirli bir a degeri alsin; k = |a] ile k +
1 = [a] arasinda, yani k < a < k + 1 olsun. Bu alt problemden iki yeni alt problem kurulur:

Alt problem U {:cj < k},
Alt problem U {:cj >k+ 1}.

Yeni alt problemlere siradaki numaralar verilir. Bu isleme z; degiskeninden dallandirma (dallanma)
denir.

Yani z; tam say1 olacaksa ya k’dan kiiciik esit ya da k + 1°den biiyiik esit olmak zorundadur; iki secenegi iki
ayr1 dala ayiririz. “U” isareti, alt problemin kisitlarina yeni kisitin eklendigini anlatir. Yeni alt problemler
yine TP problemleridir ve onlarin da rahatlatilmis problemleri ¢6ziliir. Birden fazla kesirli degisken varsa
hangisinden dallanilacag: keyfidir; hangi dala hangi numaranin verildigi de 6nemli degildir. Dallanmalar,
kokiinde Alt Problem 1 bulunan bir agac¢ yapisiyla gosterilir.

Dallanmanin hicbir tam sayili ¢6ziimii kaybetmedigini ama rahatlatilmis optimumu disarida biraktigim
gosterelim.

Onerme 13.1 (Dallanmanin Ozellikleri). Bir alt problem, rahatlatilmis optimumunda k < r;j=a<
k + 1 olan x; degiskeninden dallandirilsin.

1. Alt problemin tam sayili her uygun ¢oziimii, iki yeni alt problemden tam olarak birinin uygun ¢éziimiidiir.

2. Alt problemin rahatlatilmis optimal ¢6ziimil, yeni alt problemlerin hicbirinin uygun ¢éziimii degildir.

3. Maksimum probleminde yeni alt problemlerin rahatlatilmis optimal z degerleri, dallandirilan alt proble-
minkini asamaz; minimum probleminde onun altina inemez.

Ispat.

1. Z alt problemin tam sayili bir uygun ¢oziimi olsun. x ; bir tam sayidir ve k ile k + 1 ardisik tam sayilar
oldugundan aralarinda baska tam sayi yoktur. O halde ya x; < k ya da x; > k + 1°dir; ikisi birden
olamaz, ¢iinkii k < k + 1. & alt problemin biitiin kisitlarini zaten sagladiindan, eklenen kisiti sagladig
yeni alt problemin uygun ¢oziimiidiir, 6biirtintin degildir.

2. Rahatlatilmis optimumda T;=a ve k<a<k+1dir a <kvea>k+ 1 esitsizliklerinin ikisi de
yanlistir; optimal ¢oziim eklenen kisitlarin higbirini saglamaz.

3. Yeni alt problemin kisitlar eskisinin kisitlarini ve bir kisit daha icerir. Bu yiizden yeni rahatlatilmigs
problemin uygun ¢oziimleri eskisinin uygun ¢oziimleri arasindadir. Maksimum probleminde daha kiigiik
bir kiime tizerindeki en biiyiik deger, daha biiyiik kiime iizerindeki en biiyiik degeri asamaz; minimumda
en kiiciik deger onun altina inemez. B

Geometrik olarak dallanma, uygun bdlgeden k < z; < k + 1 seridini kesip atar. Seridin i¢inde hi¢ tam
sayili nokta yoktur, rahatlatilmis optimum ise tam bu seridin i¢indedir.

Ornek 13.5 (Bir Dallanma Adim1). 7z, + 4z, < 13, x,, x5 > 0 ve tam say1 kisitlar1 altinda max z =
21z, + 11z, problemini ele alalim. Alt Problem 1'in (rahatlatilmis problemin) optimumu z; = 13/7,
To = 0 idi (Ornek 13.2). z; degiskeninden dallanarak iki alt problem kurunuz ve rahatlatilmig problem-
lerini ¢6ziiniiz.
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Cozim.

X2

Alt Problem 3:
uygun ¢éziim yok

Alt Problem 2

atilan
serit

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
(13/7,0)
l
2

Sekil 13.2: x, = 13/7 degiskeninden dallanma. x, < 1 dal1 (Alt Problem 2) bélgenin sol par¢asini alir; 1 <
X, < 2 geridi atilir ve i¢inde tam sayili nokta yoktur. x, > 2 dali (Alt Problem 3) bolgeyle kesismez. Alt1
tam sayili noktanin hepsi Alt Problem 2'de kalir.

1 < 13/7 < 2 oldugundan k = 1’dir:

Alt Problem 2 = Alt Problem 1U {z; <1},
Alt Problem 3 = Alt Problem 1U {z; > 2}.

Alt Problem 3. z; > 2 ise 7z, + 4z, > 14 > 13 olur; kisit saglanamaz. Alt Problem 3'iin uygun
¢oziimi yoktur.

Alt Problem 2. Uygun bélge (0, 0), (1,0), (1,3/2) ve (0,13/4) koseli dértgendir; (1, 3/2) kosesi z; =
lile 7z; + 42, = 13 dogrularinin kesisimidir. Késelerde

z(0,0) =0, z(1,0) = 21,
3 33 75 13 143

olur. 75/2 = 37,5 en bitytgidiir; Alt Problem 2'nin rahatlatilmig optimumu z; = 1, 2z, = 3/2ve z =
75/2’dir.

Onerme 13.1 burada gozle goriiliiyor: alt1 tam sayili uygun ¢éziimiin (Tablo 13.1) hepsinde z; < 1
oldugundan hepsi Alt Problem 2'dedir; (13/7,0) noktas: iki alt problemin de disinda kalir; 75/2 <
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39’dur. Alt Problem 2'nin optimumunda z, = 3/2 kesirli oldugu icin yéntem bu kez z, degiskeninden
dallanarak devam eder. B

Dallanma tek basina agaci durmadan biyitir. Onu durduran sey, bazi alt problemlerin bir daha dallandi-
rilmamasidir. Bunun icin 6nce elimizdeki en iyi tam sayili ¢6ztimii adlandiralim.

Tanim 13.5 (Aday Coziim). Bir alt problemin rahatlatilmig optimal ¢6ziimiinde biitiin degiskenler tam
say1 ise bu ¢6zim TP probleminin bir uygun ¢6ziimiidiir; buna aday ¢6ziim denir. Maksimum proble-
minde o ana kadar bulunan aday ¢éziimlerin en bityiik z degeri TP optimumu i¢in bir alt sinirdir (A.S).
Heniiz aday yoksa A.S = —oo alinir. Minimum probleminde adaylarin en kiigiik z degeri bir iist sinirdir
(U.S) ve baslangicta U.S = +oo alinr.

Yani aday ¢6ziim, TP problemi i¢in gercekten kullanilabilecek bir cevaptir; optimal olup olmadig: heniiz
bilinmez. Maksimum probleminde optimal deger en iyi adayin degerinden kiicitk olamaz, rahatlatilmig
problemin degerinden de biiyiik olamaz:

AS<2-<US.

Yontem ilerledikge daha iyi adaylar bulundukca A.S buiytir ve iki sinir birbirine yaklasir.

Tanim 13.6 (Budama). Bir alt problemin bir daha dallandirilmamasina alt problemin budanmasi denir.
Maksimum probleminde bir alt problem su durumlarda budanir:

« D1) Alt problemin rahatlatilmis optimal z degeri mevcut A.S degerini agsmiyorsa (z < A.S). Minimum
probleminde: z degeri mevcut U.S degerinden kiiciik degilse (z > U.S).

« D2) Alt problemin uygun ¢6ziimii yoksa.

» D3) Alt problemin rahatlatilmig optimal ¢6ziimii tam sayiliysa. Bu ¢oziim bir aday ¢6ztimdiir; z degeri
mevcut A.S degerinden biiyiikse yeni A.S olur ve en iyi aday bu ¢6ziim olur.

Yani budanan bir alt problemde, elimizdeki en iyi adaydan daha iyi bir tam sayili ¢6ziim bulunamayacag:
bilindigi i¢in arama stirdiriilmez. D2’de alt problemde tam sayili ¢6ziim yoktur (Teorem 13.1). D3'te alt
problemin en iyi tam sayili ¢6ziimii zaten elimizdedir: rahatlatilmis optimumun kendisi (Sonug 13.1).
D1’de alt problemin tam sayili ¢6ztimlerinin higbiri elimizdeki adaydan daha iyi olamaz, ¢iinkii Teorem
13.1 geregi hepsinin z degeri alt problemin rahatlatilmis z degerini asmaz. Tek bir alt problemi ¢6zerek
cok sayida tam sayili ¢6ziimii incelemeden eleriz; TP probleminin biitiin uygun ¢6ziimleri boylece ortiili
olarak, acikca tek tek bakilmadan ele alinmis olur.

Yontemin gercekten durdugunu ve durdugunda dogru cevabi verdigini ispatlayalim.

Onerme 13.2 (Dal-Sinir Yontemi Sonlu Adimda Durur). Rahatlatilmis LP probleminin uygun bolgesi
sinirliysa dal-sinir yontemi sonlu sayida alt problem ¢ozdiikten sonra durur.

ispat.

Uygun bolge simirl oldugundan her j icin bolgede x; < U; olacak sekilde bir U; sayisi vardwr. Her alt
problemin kisitlart Alt Problem 1'in kisitlarini icerdigi icin bu sinir biitiin alt problemlerde gecerlidir.

Bir alt problem, rahatlatilmis optimumunda x; = a kesirli oldugu icin dallandirilsin. Eklenen kisit ya

j
z; < |a| yadaz; > [a]dir. 0 < a < U; oldugundan

0<la)< U], 1<[al<|U}]+1
olur. Demek ki agacta eklenebilecek biitiin kisitlar
o, <t (0<t<|U;]), x;>2t(1<t<[U;]+1)

bicimindedir ve her j icin bunlarin sayis1 2(|U; | + 1) dir; hepsinin sayisi sonludur. Buna N diyelim.

Agacin kokten baslayan herhangi bir yolu boyunca eklenen kisitlarin hepsi farklidir. Gergekten, bir alt
problemde eklenen yeni kisit, o alt problemin rahatlatimis optimumu tarafindan saglanmaz (Onerme
13.1); alt problemin kendi kisitlarini ise bu optimum saglar. Oyleyse yeni kisit alt problemin kisitlari
arasinda yoktu. Bu yiizden bir yol tizerinde en fazla N dallanma olabilir, yani agacin derinligi en fazla
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N ’dir. Her alt problem en fazla iki yeni alt problem iirettiginden agacta en fazla 1 +2 + 22 + ... + 2V
alt problem bulunur. Bu say: sonludur ve yontem sonlu adimda durur. &

Teorem 13.2 (Dal-Sinir Yonteminin Dogrulugu). Maksimum tipinde bir TP probleminin rahatlatilmis
LP probleminin uygun bélgesi sinirly olsun ve dal-sinir yontemi biitiin alt problemler budaninca dursun.

1. Hig aday ¢oziim bulunmamissa TP probleminin uygun ¢oziimii yoktur.
2. Aday ¢éziim bulunmusgsa en biiyiik z degerli aday TP probleminin optimal ¢oziimiidiir.

Ispat.

Agagta dallandiriimamas, yani budanmus alt problemlere yaprak diyelim. Z TP probleminin herhangi bir
uygun ¢oziimii olsun.

& bir yapragin uygun ¢oziimiidiir. £, Alt Problem 1'in tam sayil bir uygun ¢éziimiidir. Tam sayili
uygun ¢oziimii oldugu bir alt problem dallandinilmissa Onerme 13.1 geregi T yeni alt problemlerden
birinin tam sayili uygun ¢oziimiidiir. Kokten baslayip her seferinde bu alt probleme inersek, agag¢ sonlu
oldugundan (Onerme 13.2) sonunda bir L yapragina variriz ve &, L’nin uygun ¢éziimiidiir.

z(Z), son A.S deferini agsmaz. L nin rahatlatilmis optimal degeri z;, olsun. Teorem 13.1 geregi z(Z) <
zy, 'dir. L ii¢ durumdan biriyle budanmigstir:

* D2 olamaz, ¢iinkii Z, L’nin bir uygun ¢éziimiidir.

D3 ise L’nin optimumu bir adaydir; z;, bu adayin degeridir ve en iyi adayin degerini asmaz.

* D1 ise budama anindaki A.S i¢in z;, < A.S’dir. A.S yalniz biiyiiyebildigi icin bu, son A.S degerini de
asmaz. D1'in uygulanabilmesi i¢in o anda A.S sonlu olmalidir, yani bir aday bulunmus olmalidr.

Her durumda z(2) < z; < (en iyi adaywn degeri) olur ve bir aday bulunmustur.

Sonug. Hi¢ aday bulunmamigssa yukaridaki akil yiiriitme bir geliski verir; demek ki TP probleminin uygun
¢oziimii yoktur. Aday bulunmussa en iyi aday TP probleminin uygun bir ¢oziimiidiir ve her uygun Z igin
z(Z) onun degerini asmaz; yani en iyi aday optimal ¢oziimdiir. ®

Minimum probleminde ayni ispat, esitsizlikler ters cevrilerek ve A.S yerine U.S kullanilarak yapilr.

13.5 Dal-Sinir Yontemi

Buraya kadar sdylenenleri bir recetede toplayalim ve iki 6rnekte uygulayalim.

© Dal-siir yoéntemi alt1 adimda (maksimum problemi)

1. Tam say1 sartlari kaldirip Alt Problem 1'i, yani rahatlatilmig LP problemini ¢6z. Uygun ¢6zimu
yoksa TP probleminin de yoktur. Optimal z degeri U.S’dir; A.S = —oo0 al.

2. Optimal ¢6ziim tam sayiliysa TP probleminin optimal ¢6ztimiidiir; dur.

3. Dallandirilacak bir alt problemde kesirli deger alan bir z; = a se¢ ve z; < |a], z; > [a] kisitla-
riyla iki yeni alt problem kur; siradaki numaralari ver.

4. Her yeni alt problemin rahatlatilmis problemini ¢6z ve karar ver: uygun degilse budanir (D2);
¢6ziim tam sayiliysa adaydur, gerekirse A.S giincellenir ve budanir (D3); z < A.S ise budanir (D1);
hicbiri degilse dallandirilmak izere bekler.

5. Bekleyen alt problem kaldikga 3. ve 4. adimlar tekrarla. Bekleyen bir alt problemi dallandirmadan
once, bu arada bitytimiis olabilecek A.S ile yeniden kargilagtir.

6. Bekleyen alt problem kalmayinca en iyi aday TP probleminin optimal ¢6ziimiidiir; aday yoksa TP
probleminin uygun ¢6ziimii yoktur.

Minimum probleminde U.S ile A.S yer degistirir: Alt Problem 1'in degeri A.S olur, baslangicta U.S =
+00 alinir, D1'de z > U.S olan alt problem budanir ve en kiigiik = degerli aday secilir.

Ornek 13.6 (Dal-Sinir Yontemiyle Bir Maksimum Problemi).
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Ty +25<6
9z, + dzy < 45
Tq1,%y > 0 ve tam say1

max z = 8z; + 5zy
problemini ¢6ziiniiz.

Coziim.

Isaret kosulunda tam say1 olma sart1 da bulunduguna dikkat edelim: problem bir TP problemidir ve
dal-siir yontemiyle ¢oziilecektir. Alt problemlerin hepsi iki degiskenlidir; her birinin rahatlatilmis
problemini grafik yontemle, uygun bélgenin koselerini tarayarak ¢6zecegiz.

Alt Problem 1. Rahatlatilmis problemin uygun bélgesi (0,0), (5,0), (15/4,9/4) ve (0,6) koseli
dértgendir. (15/4,9/4) késesi iki kisit dogrusunun kesigimidir: 9z, + 5z, = 45 denkleminden 5(x; +
z4) = 30 denklemini ¢ikarirsak 4z, = 15, yaniz; = 15/4vex, = 6 — 15/4 = 9/4 bulunur. Koselerde

z(0,0) =0, z(5,0) = 40,
15 9 45 165
z ( T ) _30+Z = T,Z(O,G) =30
olur. Alt Problem 1'in optimal ¢éziimii z; = 15/4, x5 = 9/4 ve z = 165/4 = 41, 25’tir. Piir TP prob-
lemi icin U.S = 165/4’tiir; heniiz aday olmadigindan A.S = —oco’dur.

(15/4, 9/4)

X, +X,=6

Sekil 13.3: Alt Problem 1, yani rahatlatilmig problem. Uygun bélge (0, 0), (5, 0), (15/4, 9/4), (0, 6) koseli
dortgendir; koyu noktalar tam sayili uygun noktalardir. Rahatlatilmig problemin optimumu (15/4, 9/4)
kosesidir ve tam sayili degildir.

Coziimde iki degisken de kesirlidir. Dallanan degisken keyfi secilir; z;’i secelim. 3 < z; = 15/4 < 4
oldugundan
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Alt Problem 2 = Alt Problem 1U {z; > 4},
Alt Problem 3 = Alt Problem 1U {z; < 3}

alt problemleri kurulur.

Tablo 13.2: Alt Problem 2 ve Alt Problem 3

Alt Problem 2 Alt Problem 3
Ty +xy <6 Ty +1xy <6
9z, + 5z < 45 9z, + 5z < 45
T, >4 T, <3
Tq, %y > 0 ve tam say1 Tq, %y > 0 ve tam say1
max z = 8x; + 5z, max z = 8x; + 5z,

Rahatlatilmis  optimum: x; =4, 2, = =2 Rahatlatilmis  optimum: z; =3, z,=3,
max z = 41 max z = 39

Alt Problem 3. z; < 3 kisit1 bolgenin sol parcasim alir; koseler (0,0), (3,0), (3,3) ve (0,6) dur.
(3,3) noktas1 z; = 3 ile x; + x5, = 6 dogrularmn kesigimidir ve 9 - 3 4+ 5 - 3 = 42 < 45 oldugundan
uygundur. Koéselerde z degerleri sirasiyla 0, 24, 39 ve 30’dur. Optimum x; = 3, £, = 3, z = 39’dur.
Biitiin karar degiskenleri tam say1 oldugundan bu bir uygun ¢6ziim ve aday ¢éziimdiir: A.S = 39 olur
ve Alt Problem 3 budanir (D3).

Alt Problem 2. z; > 4 kisit1 bolgenin sagindaki kiiciik iggeni alir; koseler (4, 0), (5,0) ve (4,9/5)’tir.
(4,9/5) noktas1 z; = 4 ile 9z, + 5z = 45 dogrularinin kesigimidir (5z, = 9) ve 4+ 9/5 = 29/5 <
6 oldugundan uygundur. Késelerde

9
2(4,0) =32, 2(5,0)=40, 2 (4,¢)=32+9=41

olur. Optimum z; = 4, 5 = 9/5, z = 41’dir. 41 > 39 = A.S oldugundan D1 uygulanmaz; x, kesirli
oldugu icin dallanmaya devam edilir.
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(4,9/5):z = 41

Alt Problem 2

X, =24

Alt Problem 3

Sekil 13.4: x, = 15/4 degiskeninden dallanma. Alt Problem 3 (x, < 3) bolgenin sol pargasi, Alt Problem 2
(x4 = 4) sagdaki kiiciik ticgendir; 3 < x, < 4 seridi atilir ve icinde tam sayili nokta yoktur. Kalin noktalar
iki alt problemin optimumlaridir.

1 < z5 =9/5 < 2 oldugundan yeni alt problemler sunlardir:

Alt Problem 4 = Alt Problem 2 U {z, > 2},
Alt Problem 5 = Alt Problem 2 U {z, < 1}.

Tablo 13.3: Alt Problem 4 ve Alt Problem 5

Alt Problem 4 Alt Problem 5
T, +x9 <6 T, +x9 <6
9z, + 5z < 45 9z, + 5z < 45
T, >4 T, >4
Ty > 2 Ty <1
Tq, %y > 0 ve tam say1 Tq, %y > 0 ve tam say1
max z = 8x; + 5z, max z = 8x; + 5%,
Uygun ¢6ziim yok Rahatlatilmis  optimum: 2, = %, Ty =1,
maxz = 3%35

Alt Problem 4. Alt Problem 2 i¢in ¢izdigimiz ticgenin en yiiksek noktasi z, = 9/5’tir; bu ti¢gen ile
%, > 2 yari ditzleminin arakesiti bostur. Cebirle de goriliir: ; > 4 ve x4 > 2 ise 9z, + 5z, > 36 +
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10 = 46 > 45 olur. Alt Problem 4 uygun degildir, TP probleminin optimal ¢6ziimiinii veremez ve bu
ytizden budanir (D2).

Alt Problem 5. Alt Problem 2'nin ii¢geni ile z, < 1 yar1 diizleminin arakesiti (4, 0), (5,0), (40/9, 1) ve
(4,1) koseli dortgendir. (40/9, 1) noktas1 x4y = 1 ile 92, + 5z, = 45 dogrularinin kesigimidir: 9z, =
40. Ayrica 40/9 + 1 = 49/9 < 6’dir. Késelerde

2(4,0) = 32, 2(5,0) = 40,
40 320 365

olur. Optimum z; = 40/9,z, = 1,z = 365/9 ~ 40, 56’dir. 365/9 > 39 = A.S oldugundan budanmaz;
2 igin bulunan deger tam say1 olmadigindan x; segilerek tekrar dallanma yapilr.

Alt Problem 4 (x, = 2):
Alt Problem 2 ile kesisimi bos

P e et

atilan serit

(40/9, 1): z = 365/9
1@ ———————— r————— @ ————--————————

Alt Problem 5

Sekil 13.5: Alt Problem 2'nin bélgesi (kesikli {icgen) x, = 9/5 degiskeninden béluniir. x, < 1 dali Alt
Problem 5'in dértgenini verir; 1 < x, < 2 seridi atilir. Uggenin en yiiksek noktasi x, = 9/5 oldugundan x,
> 2 dal1 (Alt Problem 4) bostur.

4 <z, = 40/9 < 5 esitsizliginden yeni alt problemler olusturulur:

Alt Problem 6 = Alt Problem 5U {z; > 5},
Alt Problem 7 = Alt Problem 5U {z; < 4}.
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Tablo 13.4: Alt Problem 6 ve Alt Problem 7

Alt Problem 6 Alt Problem 7
T+ x5 <6 T, +x9 <6
9z, + 5z < 45 9z, + 5z < 45
T, >4 T, >4
T, 2>5 ;<4
ze <1 Ty <1
Tq, %y > 0 ve tam say1 Tq, %y > 0 ve tam say1
max z = 8z, + 5T, max z = 8z; + 5x4

Rahatlatilmis  optimum: z; =5, x, =0, Rahatlatilmig optimum: z;=4, x5=1,
max z = 40 max z = 37

Alt Problem 7. z; > 4 ve z; < 4 birlikte z; = 4 demektir. O zaman 9z; + 5z, < 45 kisit1 £, <
9/5, £, + x4 < 6 kisit1 z, < 2 verir; bunlardan daha giiclisii z, < 1°dir. Uygun bolge (4, 0) ile (4,1)
arasindaki dogru parcasidir. U¢ noktalarda z(4,0) = 32 ve z(4,1) = 37°dir; optimum z; =4, 5 = 1,
z = 37°dir. ¢, ve z, tam say1 oldugundan bu bir uygun ¢6ztimdiir, optimal ¢6ztim i¢in adaydir. Ama
37 < 39 = A.S oldugundan elimizdeki adaydan kotudiir; A.S degismez ve Alt Problem 7 budanir (D3).
Alt Problem 6. z; > 5ise 9z; > 45 olur; 9z, + 5z, < 45 kisit1 ancak ; = 5 ve £, = 0 icin saglanir.
Yani Alt Problem 5'in bdlgesi ile z; > 5 yar1 diizleminin arakesiti yalniz (5, 0) noktasidir. Bu bélge
icin optimum z; = 5, £, = 0, z = 40’twr. Biitiin karar degiskenleri tam say1 oldugundan bu da bir aday
¢6ziimdiir. 40 > 39 oldugundan en iyi aday artik budur: A.S = 40. Alt Problem 6 budanir (D3).

20

atilan serit: 4 < x;, < 5

(4,1):z =37 (40/9, 1)

Alt Problem 7

Alt Problem 6
(5,0):z=40

Sekil 13.6: Alt Problem 5'in bolgesi (kesikli dortgen) x; = 40/9 degiskeninden bolinir. x; < 4 dali (Alt
Problem 7) x, = 4 uizerindeki kalin dogru parcasidir, x, = 5 dali (Alt Problem 6) yalniz (5, 0) noktasidur;
aradaki 4 < x; < 5 seridi atilir.
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Sonug. Bekleyen alt problem kalmadi. Ug aday ¢6ziim bulundu: Alt Problem 3 (2 = 39), Alt Problem 7
(z = 37) ve Alt Problem 6 (z = 40). En buiyiik degerli aday Alt Problem 6’dir ve Teorem 13.2 geregi TP
probleminin optimal ¢6ztimtdir:

T, =09, x5 =0, maxz=40.

Bu deger, beklendigi gibi U.S = 165/4 = 41,25 degerini gecmez. Biitiin adimlar asagidaki agacta
toplanmugtur.

Alt Problem 1
X, = 15/4, x, = 9/4

z=165/4="TU.S

dallan: x,

Alt Problem 2 Alt Problem 3
X, =4,%X,=9/5 T = 8, 5 = O
z =41 7= 3
dallan: x, aday, A.S = 39
Alt Problem 4 Alt Problem 5
uygun ¢6ziim yok =40/9,%, =1
z = 365/9
budanir (D2) dallan: x,
Alt Problem 6 Alt Problem 7
X;=5,%X,=0 X;=4,%x,=1
z =40 z =37
aday, optimal * aday, 37 < 39

Sekil 13.7: Ornegin dal-siir agaci. Her kutuda alt problemin rahatlatilmis optimumu, z degeri ve
verilen karar yazilidir; oklarda eklenen kisit durur. Alt Problem 4 uygun olmadigi, Alt Problem 3, 6 ve
7 tam say1l1 ¢6ziim verdigi i¢in dallanmaz. En iyi aday Alt Problem 6'dir: x, = 5, x, = 0, z = 40.

Saglama. Sonucu dal-sinir yonteminden bagimsiz olarak da dogrulayalim. Tam sayili noktalarda z =
8%, + 5z, bir tam sayidir ve Teorem 13.1 geregi z < 165/4 = 41, 25’tir; yani z < 41. z = 41 olabilir
mi? 8z, = 41 — 5z, esitliginde x5 = 0,1, ..., 8 denenirse sag taraf 41, 36, 31, 26, 21,16, 11, 6, 1 deger-
lerini alir; bunlardan yalniz 16 sayisi 8’e boluniir. Tek aday x4 = 5, z; = 2 noktasidir, 0 da 2+ 5 =
7 > 6 oldugundan uygun degildir. Demek ki tam sayili uygun noktalarda z < 40’tir ve (5, 0) noktasi
bu degere ulagur.

Son olarak yuvarlamanin burada da ise yaramadifina dikkat edelim: Alt Problem 1’'in optimumu
(15/4,9/4) en yakin tam sayilara yuvarlanirsa (4, 2) elde edilir,ama 9 - 4 + 5 - 2 = 46 > 45 oldugun-
dan bu nokta uygun degildir. m

Bu 6rnekte D1 kurali hi¢ kullanilmadi: her alt problem ya uygun degildi ya tam sayili ¢6ziim verdi ya
da mevcut adaydan daha biiyiik bir sinir verdi. Asagidaki kiiciik 6rnekte ii¢c budama kuralinin t¢ii de ise
karisiyor.
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Ornek 13.7 (U¢ Budama Kuralinin Birlikte Kullanildig1 Bir Ornek).

2z +3xy <6
22, + 25, <5
T1,%Ty > 0 ve tam say1
max z = 3T, + 2z,

TP problemini dal-siir yontemiyle ¢6ziiniiz. Kesirli degiskenlerden 6nce x;’i seginiz.

Cozim.

Alt problemleri numara sirasiyla ¢6zecegiz; her dallanmada 6nce <, sonra > dalina numara verelim.
Alt Problem 1. Rahatlatilmig problemin késeleri (0,0), (5/2,0), (9/4,1/2) ve (0,2)’dir. (9/4,1/2)
kosesiicin 2z, + 3z, = 6 denkleminden 2x; + x, = 5 denklemini ¢ikarirsak 224 = 1, yani 2, = 1/2
ve z; = 9/4 bulunur. Késelerde

20,0) =0, (20)=1,
91 27 31

olur. Optimum z; = 9/4, 7, = 1/2, 2 =31/4="7,75tir: U.S = 31/4,A.S = —00.2 < 9/4 < 3 oldu-
gundan

Alt Problem 2 = Alt Problem 1 U {z; < 2},
Alt Problem 3 = Alt Problem 1U {z; > 3}.

Alt Problem 2. Koseler (0,0), (2,0), (2,2/3) ve (0,2)’dir; (2,2/3) noktas1 z; = 2 ile 2z, + 3z, =
6 dogrularinin kesisimidir ve 2 - 2 + 2/3 = 14/3 < 5 oldugundan uygundur. z degerleri sirasiyla 0, 6,
6 +4/3 = 22/3 ve 4’tiir. Optimum x; = 2, 2, = 2/3, z = 22/3 & 7, 33’tiir. Heniiz aday olmadigindan
dallanmaya devam edilir.

Alt Problem 3. 2z, + 24 < 5 ve 2, > 0 kisitlarindan x; < 5/2 < 3 ¢ikar; z; > 3 ile celisir. Uygun
¢oziim yoktur ve Alt Problem 3 budanir (D2).

X; >3

i
|
|
|
|
2X; +3x, =6 :
|
|
|
|
|

Alt Problem 3:
bos :

(2,2/3):z = 22/3 (9/4, 1/2)

=5

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

Alt Problem 2 * Xdl
|

0 1 2 3

X1

Sekil 13.8: Ek 6rnekte Alt Problem 1'in bélgesi (kesikli) ve x; = 9/4 degiskeninden dallanma. x; < 2 dali
Alt Problem 2'dir; 2 < x; < 3 geridi atilir; bolgede x, en fazla 5/2 oldugundan x, = 3 dali (Alt Problem 3)
bostur.
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Alt Problem 2'de 0 < z5 = 2/3 < 1 oldugundan z,, degiskeninden dallaniriz:

Alt Problem 4 = Alt Problem 2 U {z, < 0},
Alt Problem 5 = Alt Problem 2U {z, > 1}.

Alt Problem 4. z, > 0 ve z5 < 0 birlikte x, = 0 demektir; kisitlar 22, < 6, 2z; <5 ve x; < 2’ye
iner. Uygun bélge (0, 0) ile (2, 0) arasindaki dogru par¢asidir ve optimum z; = 2, 5, =0, z = 6°dir.
Coziim tam sayilidir; bu bir aday ¢6ziimdiir ve A.S = 6 olur. Alt Problem 4 budanir (D3).

Alt Problem 5. Késeler (0,1), (3/2,1) ve (0, 2)’dir; (3/2, 1) noktast x5 = 1 ile 22, + 3z, = 6 dogru-
larinin kesisimidir ve 2 2 + 1 =4 < 5’tir. z degerleri 2, 9/2 + 2 = 13/2 ve 4’tiir. Optimum =, =
3/2,xz5 =1,2=13/2 = 6,5’tir. 13/2 > 6 = A.S oldugundan budanmaz; 1 < 3/2 < 2 oldugundan x,
degiskeninden dallaniriz:

Alt Problem 6 = Alt Problem 5U {z; <1},
Alt Problem 7 = Alt Problem 5U {z; > 2}.

Alt Problem 6. Késeler (0,1), (1,1), (1,4/3) ve (0,2)’dir; (1,4/3) noktas1 z; = 1 ile 221 + 3z, =
6 dogrularinin kesisimidir. z degerleri 2, 5, 3 + 8/3 = 17/3 ve 4’tiir. Optimum 2, = 1, 2, = 4/3,z =
17/3 = 5, 67°dir. Coziim kesirlidir ama 17/3 < 6 = A.S’dir: bu alt problemin hi¢bir tam sayili ¢6ziimii
elimizdeki adaydan iyi olamaz. Alt Problem 6 budanir (D1). Béylece érnegin (1, 1) noktasina (z = 5)
hi¢ bakmadan elemis olduk.

Alt Problem 7. z; > 2 ve z, > 1 ise 2z, + 325 > 44+ 3 =7 > 6 olur. Uygun ¢6ziim yoktur; Alt
Problem 7 budanir (D2).

(1,4/3):z = 17/3
Alt Problem 6

(3/2,1): z = 13/2

atilan serit

Alt Problem 4

]
1
I
|
|
I
|
|
® X
2

0 1

Sekil 13.9: Ek Ornegin sonraki adimlari. Alt Problem 2'nin bélgesi (kesikli) x, = 2/3 degiskeninden

boliinir: x, < 0 dal1 x, ekseni tizerindeki kalin dogru parcasidir (Alt Problem 4), x, = 1 dal1 Alt Problem

5'tir. Alt Problem 5 de x, = 3/2 degiskeninden boliiniir; x, < 1 dali Alt Problem 6'min dértgenidir, x, > 2
dal1 (Alt Problem 7) bostur. Gri seritler (0 < x, < 1 ve 1 < x; < 2) atilan parcalardur.

Sonug. Bekleyen alt problem kalmadi. Tek aday Alt Problem 4'iin ¢6ziimiidiir; TP probleminin optimal
¢O6zumu

T, =2, =0, maxz==6

olur ve 6 < U.S = 31/4’tiir.
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Alt Problem 1
=9/4,x,=1/2
z=31/4=0S

dallan: x,

ey

Alt Problem 2 Alt Problem 3
X1=2,%X,=2/3 uygun ¢6zim yok
z = 22/3
dallan: x, budanir (D2)
X, < 0 \
Alt Problem 4 Alt Problem 5
X =125 Xo0—10 = 82, 575 = 1l
z=6 z = 13/2
aday, optimal * dallan: x,
Alt Problem 6 Alt Problem 7
X, =1,%, =4/3 uygun ¢6ziim yok
z=17/3
budanir (D1) budanir (D2)

Sekil 13.10: Ek 6érnegin dal-smir agaci. Alt Problem 3 ve 7 uygun olmadig: igin, Alt Problem 6 da z =
17/3 degeri mevcut aday degeri 6'y1 gecemedigi icin budanir. Tek aday Alt Problem 4'tiir: x; = 2, X, = 0,

zZ=6.

Saglama. Uygun tam sayili noktalari tek tek sayalim. 2z, + 3z, < 6 kisitindan z, < 2; z, = 0 icin
x; < 2,2, =1ligin z; <3/2, x5 = 2 i¢in x; = 0 bulunur. Uygun noktalar (0, 0), (1,0), (2,0), (0,1),
(1,1) ve (0,2)’dir; z degerleri sirasiyla 0, 3, 6, 2, 5 ve 4’tiir. En biytigii gercekten (2, 0) noktasindaki

6’dir. m

Iki 6rnekte de alt problemler iki degiskenli oldugu icin grafikle ¢6ziildii. Degisken sayisi arttiginda her
alt problemin rahatlatilmis problemi simpleks yontemle ¢oziiliir. Bunu her seferinde bastan yapmak
gerekmez: yeni alt problem, dallandirilan alt problemin optimal tablosuna tek bir kisit eklenerek elde
edilir. Eklenen kisit eski optimumu uygunsuz yapar ama z; — ¢; satirmi bozmaz; tablo, Dual simpleks

algoritmas: bolimuindeki yontemle birkag iterasyonda yeniden optimal héle getirilir.

Dallanan degiskenin ve alt problemlerin ¢ozillme sirasmnin se¢imi yalmiz agacin buytkligini etkiler.

Teorem 13.2 hangi secim yapilirsa yapilsin yontemin optimal degeri bulacagini garanti eder.

Bu boliimle kitabin konu anlatimi tamamlandi. Model kurmaktan baslayip kanonik ve standart formlara,
simpleks, biiyiik M ve iki faz yontemlerine, duyarlilik analizine, dualiteye ve son olarak tam sayili prog-
ramlamaya uzanan biitiin yontemleri Alistirmalar bolimiindeki ¢6ztimlii problemlerle pekistirebilirsiniz;

orada bir dal-sinir problemi de biitiin alt problemleri ve agaciyla ¢oziiliiyor.
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14.1

14. Alistirmalar

Bu béliimdeki alistirmalar kitabin yéntemlerini bagtan sona uygular. Once bir problemin biitiin temel
cozumlerini tarayacak, sonra grafik yontem, simpleks yontem ve biiyik M yontemiyle problemler
cozecegiz. Ardindan bir optimal tablo tizerinde duyarlilik analizi yapacak, bir problemi duali {izerinden
cozecek ve son olarak dal-smir yontemiyle bir tam sayili programlama problemini ele alacagiz. Her ¢6ziim,
kullandig1 yontemin anlatildig1 béliime baglanir ve biitiin tablolarini icerir.

Temel Coziimler

flk iki aligtirma, simpleks yéntemden énceki en dogrudan yolu izler: biitiin temel ¢éziimleri hesaplayip
amag degerlerini karsilagtirmak.

Aligtirma 14.1 (Biitiin temel ¢6ziimler).
T, + 2z + 33—, =8
20, — 3z + x4 + x5 = 12
Z; >0, j= 13_5
minz =z, + Ty, — 24

lineer programlama probleminin biitiin temel ¢6ziimlerini bulunuz. Bunlardan hangilerinin uygun temel
¢6ziim, hangilerinin dejenere oldugunu belirleyiniz ve her temel ¢oziimde z degerini hesaplayimiz.

Cozim.
Temel ¢oziimler ve konveks kiimeler boliimiindeki dort adimli regeteyi izliyoruz (Tanim 2.3, Tanim 2.5,
Tanim 2.6).
Say1. Problem zaten standart formdadur: iki kisit da esitliktir, sag taraflar 8 ve 12 negatif degildir ve
biitiin degiskenler > 0’dir. m = 2 denklem ve n = 5 degisken vardir. Her secimde n — m = 3 degisken
sifirlanir ve kalan iki degisken icin 2 x 2 bir sistem ¢éziiliir. En fazla C(5, 2) = 10 se¢im vardir; hicbirini
atlamamak icin temel degisken ciftlerini {z,, x5}, {1, 23}, ..., {z4, T5} sirasiyla aliyoruz.
a)r; = ¢, = x5 = 0; temel degiskenler x,, x,.

T, +2x, =8

1 2

2z, —3zy =12 A:’2 _3‘2—7#0.

Birinci denklemden x; = 8 — 2x,; ikincide yerine koyarsak 16 — 4z, — 3z, = 12, yani z, = 2 ve

7
x, =8— % = 48 bulunur:

7
48 4 48 4 52
X1:<7,?,0,0,0), z=— 4= =2,

b) x, = z, = x5 = 0; temel degiskenler x, x5.

— —6+0.

13
2, =12 A_’2 o‘

Ikinci denklemden z, = 6; birinciden 35 = 2, yani 25 = %:

2
X, = (6,0,5,0,0), 2 =6.

c) x, = g3 = x5 = 0; temel degiskenler x4, x,.
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T, — Ty =38

2z, + . =12 A:’; —11‘:3#0_

iki denklemi toplarsak 3z, = 20, yaniz, = 2 vez, =L -8 = —3:

3
20 4 20 4
X3:<?70707_§70)7 Z:_+§:8

d) z, = 3 = =, = 0; temel degiskenler x,, x.
T, =8

20, + x5 =12 A:E?‘:l#&
z, =8vexrs=12—16 = —4:
X, =(8,0,0,0,—4), z=28.

e) x, =z, = x5 = 0; temel degiskenler x,, x5.

2z9 + 33 = 8
2 3
—3zy =12 Az‘_30’=97ﬁ0.
Ikinci denklemden x, = —4; birinciden 3z; = 8 + 8 = 16, yani x5 = %:
16
X5 = (0,—4,3,0,0), z=—4.
f) x; = x3 = =5 = 0; temel degiskenler x,, z,.
2.772 - 1’4 = 8
2 -1
—3xy + 1z, =12 A:‘_3 1’:—17&0.

iki denklemi toplarsak —z, = 20, yani o, = —20 ve 1, = 2z, — 8 = —48:
X = (0,—20,0,—48,0), z=—20+ 48 = 28.
g) ¢, = x3 = x4 = 0; temel degiskenler x,, x.
2z, =8

3@y 4 x5 = 12 A:‘_Zg ?’:27&0.

Ty =4vexrs =12+ 12 = 24:
X, =1(0,4,0,0,24), z=4.

h) x; = x5, = 5 = 0; temel degiskenler x3, z,.
3Ty —x, =8
x, =12 A= ’3 B
Ty = 12 ve 3x53 = 20, yani x5 = %:
20
Xg = (0,0, 3 12,0), z=—12.
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i) x; = x5 = x4, = 0; temel degiskenler x5, ;.

3.’E3:8

Ty =Svers =12

3

e a-fiY-aso

8
Xy = (0,0,5,0,12), z=0.

Jj) x; = x5 = x5 = 0; temel degiskenler =, 5.

_1:4:8

T4+ x5 =12 A=

Ty =—8very; =124 8 =20:

~10
’1 1’_1¢0.

X10 = (070707_8720)7 z=8.

Siniflandirma. Hicbir secimde A = 0 ¢ikmadigindan sistemin tam 10 temel ¢6ziimi vardir. Negatif
bileseni olmayanlar X, X,, X, Xg ve Xy dur; bu besi uygun temel ¢6ztimdiir. Her birinde iki temel
degiskenin ikisi de pozitiftir, dolayisiyla hi¢biri dejenere degildir. X5, X,, X5, X4 ve X, da negatif bir
bilegen bulundugu i¢in bunlar uygun degildir. Sonuglar: bir tabloda toplayalim (Tablo 14.1); dejenerelik

yalniz uygun temel ¢éziimler i¢in soruldugundan uygun olmayan satirlarda o siitun bostur.

Tablo 14.1: Problemin biitiin temel ¢6ziimleri

Sec¢im Sifirlanan  Temel de- A Temel ¢6-  Uygun Dejenere z
giskenler zim mu? mi?
a) T3, Ty, Ty Ty, Ty —7 X, = (%,2,0,0,0)Evet Hayir 22
b) To, Ty, Ty Ty, T3 —6 X, = (6,0,2,0,0) Evet Hayir 6
<) T2, T3, T T1,Ty 3 X3 = (?07070’—3701313}’“ - 8
(z4 <0)
d) T, T3, Ty T, T 1 X, =(8,0,0,0,—4Hayr — 8
(5 < 0)
e) Ty, Ty, Ty Ty, Ty 9 X5 = (0,—4,12,0, 0jfayir — —4
(zy <0)
f) Xy, T, Ty To, Ty —X¢ = (0,—20,0, —48 Mayir — 28
(9,24 <
0)
g) Xy, Ty, Ty To, Ty 2 X,=1(0,4,0,0,24) Evet Hayir 4
h) Ty, Ty, Ty Tg, Ty 3 X5 =(0,0,%,12,0)Evet Hayir —12
i) Ty, To, Ty T3, Ty 3 Xy =1(0,0,%,0,12)Evet Hayir 0
J) L1, %o, T3 Ty Ts _]XIO = (0,0,0,—8,20‘13}711‘ - 8

Acik Matematik - acik-matematik.com

(x4 <0)

277

CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

278 Boliim 14. Alistirmalar

Alistirma 14.2 (Uygun temel ¢oziimlerle optimumun aranmasi). Onceki alistirmadaki (Alistirma
14.1) problemin optimum uygun ¢éziimiinii belirleyiniz. Problem sudur:

T, + 2Ty + 33 — 14 =8
20, — 3z + 4 + 75 =12
ijOa ]:13_5

mnz =z, +x5 — T4

Cozim.
Uygun temel c¢oziimlerin karsilastirilmasi. Onceki alistirmanin tablosuna (Tablo 14.1) gore bes
uygun temel ¢6ziim ve amag degerleri sunlardir:
52

X, :z:7, X5:2=06,X;:2z=4,

Xgiz2=—12,X5:2=0.
En kiiciik deger Xg = (0,0, 23—0, 12, O) noktasindaki z = —12’dir. Uygun olmayan X ve Xg'nin 2
degerleri aday degildir, ¢iinkii bu noktalar z; > 0 kosulunu bozar.
Tarama ne zaman gecerli? Uygun temel ¢6ziimleri tarama sonucu (Sonug 3.4), bunlar arasindaki en
iyi degerin optimum oldugunu ancak problemin bir optimal ¢6ziimii varsa séyler. Uygun bolge siurl
olsaydi optimum kendiliginden var olurdu; burada bélgenin sinirli oldugunu bilmiyoruz. Bu yilizden
Xg’den daha iyi bir uygun ¢6ztim olup olmadigini ayrica kontrol etmeliyiz.
Xg bazinda simpleks kriteri. Xg’in baz1 B = (v3,v,)’tiir; burada v5 = (3,0)7 ve v, = (—1,1)7.
Baz digindaki vy = (2, —3)T vektoriinii baz vektérleri cinsinden yazalim: vy = Y5505 + Y490, esitligi

3Yso — Ya2 = 2, Ygo = —3

sistemini verir; buradan y,, = —3 ve 3y, = —1, yani y3, = —3. Baz maliyetleri ¢z = (cg,¢4)” =
(0,—1)T oldugundan

zQ—c2:0~(—%)+(—1)-(_3)_1:2>0.

Minimum probleminde pozitif simpleks kriteri, v4 baza alinirsa ama¢ degerinin kiiciilecegini soyler.
Ustelik vy nin iki katsayis1 da negatiftir; oran testi yapilamaz. Onerme 4.2 geregi amag¢ fonksiyonu
uygun bolgede alttan sinirsizdir. .
Agcik bir yar1 dogru. Ayni sonucu dogrudan gorelim. d = (0, 1, %, 3, O) vektori icin kisitlarin sol
taraflar
1

0+2-1+3-§—3:0,

2.0-3-1+3+0=0
olur ve d > 0’dur; yani d uygun bolgenin bir yon vektoridir (Tanim 7.2). O halde her A > 0 igin

- 2
X(\) = Xg+Ad = (0,/\,30+§,12+3,\,0>

bir uygun ¢6ziimdiir. Kontrol edelim:

2
2)\-1—3(?0—1—%)—(12+3)\):20—12=8,

—3A+(12+3)) +0=12.
Bu ¢6ziimlerde amag degeri
z (X()\) ) =0+ A—(124+3)) =—-12—2A

olur. X bityiidiik¢e z sinir tanimadan kiigiiliir. Ornegin A = 1 i¢in X (1) = (0, 1, 7,15,0) uygun ¢éziim-
dir ve z = —14 < —12’dir.
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Neden béyle oldugunu kisitlardan da okuyabiliriz. Birinci denklemden z, = =, + 2z, 4+ 3z5 — 8 yazip
amagta yerine koyarsak z = 8 — z, — 34 cikar. z, biyiidilkge x, de biiyiir ve ikinci denklem z5’i
negatif yapmaz; bu yiizden z,’yi istedigimiz kadar artirip 2’yi istedigimiz kadar kiigtiltebiliriz.

Sonug. Problemin sinirsiz ¢o6ztimi vardir (Tanim 7.1): amag fonksiyonu uygun ¢6ziimler tizerinde alttan
siurl degildir ve optimal ¢6ziim yoktur. Uygun temel ¢ziimler arasindaki en kiigiik deger X deki

z = —12’°dir, ama bu bir minimum degildir. Bu alistirma, uygun temel ¢oztimleri karsilastirmadan 6nce
optimumun var oldugundan emin olmak gerektigini gosteriyor.
]

14.2 Grafik Yontem

Iki degiskenli bir problemde uygun bdlgeyi cizerek optimumu dogrudan gorebiliriz.
Alistirma 14.3 (Grafik yontemle bir maksimum problemi).
T, +x9< 4
20z, + 10z, < 40
;<2
Ty <3
1,29 >0
max z = 180z, + 120z,

lineer programlama problemini grafik yontemle ¢oziiniiz.

Cozim.
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X; =2

20x, + 10x, = 40

X, =3

¢ = (180, 120)

X;+X,=4

\

X1

0 1 2 A(2,0) 3 4

Sekil 14.1: Uygun bolge OABC dortgenidir; x, + X, < 4 kisit1 bolgeye hic degmez, x, = 2 dogrusu bolgeye

yalmz A késesinde deger. Kesikli dogrular z = 180x, + 120x, amag fonksiyonunun z = 360 (A ve C'den

gecer) ve z = 450 seviye dogrularidir. Seviye dogrusu gradyan yoniinde kaydirildiginda bolgeden en
son B(1/2, 3) kosesinde ayrilir: max z = 450.

Ug noktalar ve grafik yontem boliimiindeki bes adimi (Boliim 3.3) izliyoruz.
1-2. Kisit dogrular: ve yari diizlemler. Her kisit: esitlik olarak ¢izip O(0, 0) test noktasini yerine
koyalim:

» 21 + 25 = 4 dogrusu (4, 0) ve (0,4)’ten gecer. O’da 0 < 4 dogrudur; uygun taraf O’nun bulundugu
taraftir.

+ 20z; + 10z, = 40 dogrusunun iki yanini 10’a bolersek 2z, + x5 = 4 olur; dogru (2, 0) ve (0, 4)’ten
gecer. O’da 0 < 40 dogrudur; uygun taraf O’nun bulundugu taraftir.

+ z; = 2 diisey bir dogrudur. O’da 0 < 2 dogrudur; uygun taraf dogrunun soludur.

s T5 = 3 yatay bir dogrudur. O’da 0 < 3 dogrudur; uygun taraf dogrunun altidir.

Zq, o > 0 kosullar1 birinci bélgeyi verir.
3. Uygun bélge. Bu yar1 diizlemlerin kesisimi OABC dértgenidir. Iki kisit bolgenin bigimine katki
yapmaz. 2z, + 4 < 4 ve 5 > 0 oldugundan 2z, < 4, yani z; < 2 kendiliginden saglanir. Ayrica

1 1 1 1 7

oldugundan z; + z4 < 4 kisit1 da bélgenin hicbir noktasinda siki degildir.
4. Koseler. Her kose iki kisit dogrusunun kesisimidir:

+ 0(0,0): iki eksenin kesigimi.

o A:zy =0ile 22, + 2, = 4; z; = 2, yani A(2,0). z; = 2 dogrusu da bu noktadan gecer; A’da ii¢
kisit dogrusu kesisir.

« B:z, =3ile 2z, +x, = 4; 2z, = 1, yani B(3,3).
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« Cizy =0ilezy, =3;C(0,3).

Koselerin diger kisitlar: sagladigini kontrol edelim. Biginz; + x5 = % <4dvex; = % <2;Aicinz, +
Ty =2<4vex,=0<3;Cicin20-0+10-3=30<40,0+3 <4ve0 < 2°dir.

A’da ¢ kisit birden siki oldugu icin bu kdseye karsilik gelen uygun temel ¢6ziim dejeneredir (Tanim
2.6): standart formda z; = 2, x5 = 0 iken 2z; + z, = 4 ve x; = 2 kisitlarinin aylak degiskenleri de
sifirdur.

5. Optimum. Gradyan ¢ = (180, 120) = 60 - (3, 2)’dir. z seviye dogrular1 180z, + 120z, = z, yani
3z, + 2x5 = g5 biciminde paralel dogrulardir. Ama¢ maksimum oldugundan seviye dogrusunu grad-
yan yoniinde, yani sag yukariya dogru kaydiririz. z = 360 seviye dogrusu 3z, + 2z, = 6’dir ve hem
A(2,0)’dan hem C(0, 3)’ten gecer; bolgenin bu dogrunun iistiinde kalan kismunda z daha bityiiktiir.
Kaydirmaya devam edince dogru bélgeden en son B (%, 3) kosesinde ayrilir: z = 450 seviye dogrusu
3T, + 2z9 = % bolgeye yalniz B’de deger.

Bolge sinirli oldugu icin koselerdeki degerleri karsilagtirmak da yeter (Sonug 3.1):

Tablo 14.2: Grafik yontem alistirmasinda koselerdeki amag degerleri

Kose 0(0,0) A(2,0) B(3,3) €(0,3)

z = 180z, + 120z, 0 360 450 360

En biiytik deger B’dedir. Optimal ¢6ztim

1
T, = Ty =3, maxz:180-§+120~3=90+360:450

5 )
dir.

14.3 Simpleks Yontem

Simdi ayni karsilagtirmay: biitiin koseleri gezmeden, komsu u¢ noktadan komsu ug¢ noktaya gegerek
yapalim.

Alistirma 14.4 (Simpleks yontemle bir minimum problemi).

T, — 2Ty + x5 =2
2z, + x5+ x4 =6
T, +2x5 + x5 =25
-, + Ty + x5 =2
ijO, jzl,_6

min z = —4x,; — 5z,
lineer programlama problemini simpleks yontemle ¢oziintiz.

Cozim.

Coziimde Simpleks yontem bolimiindeki tabloyu (Boliim 4.3) ve dontisiim kurallarini (Boliim 4.4)
kullaniyoruz.

Coziilebilir hal. Problem standart formdadir: biitin kisitlar esitliktir, sag taraflar 2,6, 5,2 negatif
degildir ve biitiin degiskenler > 0’dir. Amag fonksiyonunu sifir katsayilarla birlikte yazalim:

min z = —4z,; — 5xy + Ox5 + Oz4 + Oz5 + Oxg.

T3, Ty, 5, T degiskenlerinin her biri yalmz bir denklemde ve katsayisi 1 ile gériiniir; v, vy, V5, Vg
stitunlar1 4 x 4 birim matrisi olusturur. Demek ki problem simpleks yontem ile ¢6ziilebilir haldedir
(Tanim 1.9) ve yapay degisken gerekmez. (Bu dort degisken aslinda z; — 22, < 2,22, + 2, < 6,2, +
224 < 5, —x1 + 5 < 2 kisitlarinin aylak degiskenleridir.)
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Baglangic tablosu. Baslangic baz1 B, = (v5, v4, U5, vg), baslangic ¢oziimit X, = (0,0,2,6,5,2) ve

zp = 0’dir. ¢g = 0 oldugu i¢in 2; — ¢; = —¢;: 2y — ¢; = 4, 25 — ¢y = 5; baz vektdrlerininki 0'dur.
Minimum probleminde en bilyiik pozitif z; —c; baza girer ve biitiin z; —c; <0 olunca durulur.
max{4,5} = 5 oldugundan v, baza girer. v, siitununda y5, = —2 < 0 oldugundan z; satir1 oran

testine girmez:

) (6 5 2)
min| -, -, - | =2
1'27°1

En kiiciik oran x4 satirindadir; vg bazdan ¢ikar ve pivot ygo = 1°dir.

Tablo 14.3: Baslangic tablosu

¢ —4 —5 0 0 0 0
Tpg cp Vg vy Vg Vg vy Vg Vg Oran
T4 0 2 1 —2 1 0 0 0 —
T 0 6 2 1 0 1 0 0 s
5 0 5 1 2 0 0 1 0 5
T 0 2 —1 1] 0 0 0 1 2=
Zj—¢; 25=0 4 51 0 0 0 0

Birinci iterasyon. Satirlar1 baz degiskenlerinin indisleriyle S5, Sy, S5, S¢ diye adlandiralim. Pivot 1
oldugundan Sy aynen kalir ve ¢ degeri —5 olan x,, satir1 olur. v, sittununu birim vektére ¢evirmek igin

Ss S35+ 25, Sy Sy — Sg,
Sy +— S5 — 285, (zj — cj) — (zj — cj) — 55
islemlerini yapariz. Ornegin S = (2 | —1,1,0,0,0, 1) oldugundan kriter satir1
(0—10|4+5,5—5,0,0,0,0—5)
=(-1019,0,0,0,0,-5)

olur.
Tablo 14.4: Birinci iterasyon tablosu
¢, —4 —5 0 0 0 0
Tp cp Vg vy Uy Vg vy Vg Vg Oran
T3 0 6 -1 0 1 0 0 2 -
T 0 4 3 0 0 1 0 -1 3
T 0 1 3] 0 0 0 1 -2 3=
Ty —5 2 -1 1 0 0 0 1 —
—10

Birinci iterasyon tablosunda (Tablo 14.4) ¢éziim X; = (0,2,6,4,1,0) ve z = —5 - 2 = —10’dur. Tek

pozitif kriter z; — ¢; = 9 oldugundan v, baza girer. v; siitununda x4 ve x, satirlarinin elemanlar:
—1dir, bu satirlar teste girmez: min(%, %) = % vy bazdan cikar; pivot y5; = 3.

Ikinci iterasyon. Pivot satir1 3’e béliiniir ve cp degeri —4 olan z; satir1 olur:
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1 1 2
= —_— 1 —_— —— .
Sl (3 ‘ 30»070a37 3>

Diger satirlar

S+ S3 + 54, S, S, — 35,
Sy Sy + 54, (zj — cj) — (zj — cj) —95,

ile bulunur. Ornegin z4 satir1
1 1 2
Ss+ S5, = <6+§ \0,0,1,0,5,2——>

3
19 1 4

=(%10,0,1,0, 2, 2
(3’7”3’3)

olur; kriter satirinin v elemani da —5 — 9 - (—%) = 1’dir.

Tablo 14.5: Ikinci iterasyon tablosu

¢ —4 -5 0 0 0 0
Tp cp Vg vy Vg Vg vy Vg Ug Oran
s 0 1 0 0 1 0 L 4 E
T, 0 3 0 0 0 1 -1 [1] 3=
T —4 3 1 0 0 0 3 -2 —
oy 5 I 0 1 0 0 1 1 g
Zj—¢; Zy = 0 0 0 0 —3 119
—13

Ikinci iterasyon tablosunda (Tablo 14.5) ¢ézim X, = (%, %, 13—9, 3, 0,0) ve z = —4 3% — _13iir.

Pozitif kriter z5 — ¢4 = 1 kaldig1 igin vg baza girer. z; satirindaki —% teste girmez:

19/3 3 7/3 . (19 B
ln(E,I,m) —mln(z,?),'?) = 3.
v, bazdan cikar; pivot y,4 = 1.

Ucgiincii iterasyon. Pivot 1 oldugundan S, = (3| 0,0,0,1,—1, 1) aynen kalir ve cg degeri 0 olan z
satir1 olur. Diger satirlar

4 2
S3 — S3 - §S4, Sl — Sl + §S4,
J J J

Sy S, —%S4,(zjfc-) — (2, —c;)— 8,

ile bulunur. Pivot satirinda yalniz v, v4, v5, v stitunlar sifirdan farkli oldugu icin yalniz bu siitunlar
e 19 _7 4__41,4_5
degisir; 6rnegin 4 satirinda F—4=30-5=—-335+35=3 bulunur.
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Tablo 14.6: Ugiincii iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢, —4 —5 0 0 0 0
Tp Ccp Vg v Vg Vg Uy Vg Vg
7 4 5
g 0 3 0 0 0 1 —1 1
7 2 1
4 1 2
Zj —C; Zy = 0 0 0 —1 —2 0
—16

Sonug. Uciincii iterasyon tablosunda (Tablo 14.6) biitiin z; — ¢; < 0°’dir; minimum problemi icin
optimal tabloya ulagildi. Optimal ¢6ziim

747

5 4 _ 16
373’3’ 3

7
X* = (2q,..., ) = ( 0,0,3), minz:—4-§

dir. Amag degeri iterasyonlar boyunca 0 — —10 — —13 — —16 diye azald

Bu problem, Simpleks yontem béliimiinde kurulup ¢éziilen érnegin (Ornek 4.6) standart formudur.
Orada ydntemin uygun bdlgenin koseleri iizerinde izledigi (0,0) — (0,2) — (3,%) — (%, 3) yolu
sekil izerinde de gosterilir.

|

Biyiik M Yontemi

Kisitlarda > bulununca standart form birim matris icermez ve yapay degisken gerekir. Bir sonraki
alistirmada kanonik formdan simpleks yontem ile ¢6zilebilir hale kadar biitiin adimlar1 acik¢a yaziyoruz.

Aligtirma 14.5 (Biyitkk M yontemiyle ii¢ degiskenli bir minimum problemi).

3z, —4zxy — 623 < 2
2z + x5 + 225 > 11
T+ 3Ty — 223 <5

Ty, %q, T3 >0

min z = 2z, — 3z4 + 624
lineer programlama problemini M yéntemiyle ¢oziiniiz.

Cozim.
Problemi Biiyitk M yontemi béliimiindeki adimlarla ¢dzecegiz. Once ii¢c formu bu problem iizerinde
birbirinden ayiralim.

Kanonik form. Minimum probleminde kanonik form (Tanim 1.6) biitiin kisitlarin > olmasini ister.
Birinci ve tiglincii kisitlar < oldugundan onlar1 —1 ile ¢arpariz:
-3z, + 4xy + 625 > —2
2z + Ty + 225 > 11
—x, — 3Ty + 2x3 > —5
Tq,Ty, T3 >0

min z = 2x, — 3z4 + 624

Bu problem kanonik formdadir, ama sag taraflarinda —2 ve —5 vardir. Kanonik form dual problemi
yazmak i¢in gereklidir; simpleks yontem i¢in ondan ge¢cmek zorunlu degildir.
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Standart form. Standart form (Tanim 1.7) esitlik kisitlar1 ve negatif olmayan sag taraflar ister. Verilen
problemin sag taraflar1 2, 11, 5 zaten negatif degildir; bu yiizden verilen problemden dogrudan ilerleriz.
(Kanonik formdan baslasaydik birinci ve ticiincii satirlar1 yeniden —1 ile ¢arpip ayni yere donerdik.)
< olan birinci ve ticlincii kisitlara =, ve x4 aylak degiskenlerini ekler, > olan ikinci kisittan x artik
degiskenini ¢ikaririz (Tanim 1.8):

3z, —4xy — 625+ 74 =2
2z + Ty + 225 — x5 =11
T, +3xy — 225+ xT5=05
‘szov ]:1,_6
min z = 2z, — 3z4 + 625
+0z, 4 Oz5 + Oz

Simpleks yontem ile ¢oziilebilir hal. Standart formun katsayilar matrisi

—4 —6 0

3
2 —1
1

O O =
_ o O

1
3 -2
dir. z, yalniz birinci, x¢ yalniz iiciincti denklemde ve katsayisi 1 ile goriiniir; bu iki denklemin birim
siitunu hazirdir. Ikinci denklemde ise z5’in katsayis1 —1’dir ve (0, 1,0)7 birim siitunu yoktur. Standart
form birim matris icermedigi i¢cin heniiz simpleks yontem ile ¢6ziilebilir halde degildir. Yalniz ikinci
denkleme T, yapay degiskenini (Tanim 1.10) ekleriz; minimum problemi oldugundan amac katsayisi
+M’dir:
20, + 29+ 203 — 25+, =11
T, + 3Ty — 223+ 5 =5
T,y Ty Ty =0
min z = 2z, — 3z4 + 6x5 + 0z,
+0z5 + Ozg + Mz,

Artik vy, v, , vg sttunlart 3 x 3 birim matrisi olusturur ve problem simpleks yontem ile ¢oziilebilir
haldedir. Baslangi¢ baz1 B, = (vy, v, , vg), baslangic ¢oziimii z, = 2, ,, = 11, 74 = 5 ve diger degis-
kenler 0’dur.

Baglangig¢ tablosu. Baz maliyetleri ¢z = (0, M,0)’dir. Her siitun igin cp siitunuyla v; siitununun
karsilikl carpimlarini toplayip c;’yi ¢ikarirz:

L= =(0-3+M-2+0-1)—2=2M —2,
sy =(0-(—4)+M-1+0-3)— (—3) = M +3,
7(;3_(0 (—6)+ M -2+0-(—2)) —6 =2M — 6,
z5—c5=(0-04+M-(—1)+0-0)—0=—M,
20=0:2+M-1140-5=11M.

Baz vektorleri vy, A vg muin kriterleri 0°dur.
Minimum probleminde en biiyiik pozitif z; — c; girer. Pozitif kriterler 2M — 2, M + 3 ve 2M — 6’dir.
M’nin katsayisi en biiytik olan ikisi 2M — 2 ile 2M — 6°dur; katsayilar esit oldugundan sabit terimlere

bakariz: —2 > —6 (Onerme 5.2). En bityiik kriter 2M — 2’dir ve v, baza girer. v, siitununun ii¢ elemant
da pozitiftir:

. (2 11 5) 2
min —.
3721 3

v, bazdan ¢ikar; pivot 3’tiir.
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Tablo 14.7: Baslangic tablosu
¢; 2 -3 6 0 0 0 M

Tp cp Vg vy (N Ug vy Us Vg Uy, Oran
T, 0 2 3] —4 —6 1 0 0 0 2o
,, M 11 2 1 2 0 -1 0 1 4

g 0 5 1 3 —2 0 0 1 0 5
z;— o= 2M— M+ 2M- 0 -M 0 0

c; 11M 219 3 6

Birinci iterasyon. Pivot satir1 3’e boliniir ve cg degeri ¢; = 2 olan x; satir1 olur:

219,23 51000
3 ’37 7377’ M

T,
cikarilir:
4 8 2
11—-—=]0,1+-,24+4,—,—-1,0,1
'Tul ( 3| ’ +37 +7 37 ) Yy
29 11 2
=|—1]0,—,6,—2,—1,0,1
(3| 7377 37 7))7
|5 2|03—|—4 2+2 1010
6 3 9 37 ] 3a )y
13 13 1
== —,0,—=,0,1 .
(510.5.0.—5.0.1,0)

Yeni baz maliyetleri ¢z = (2, M, 0) ile kriterler:

3

4 11 11

23 —Cqg =2-
24_64:2'
zg—c;=2-0+M-(-1)+0—-0=—M,

20:2.

(—2) +M-640—6 = 6M — 10,

1 2 2 2
4+ M-(=2 —0=—MmM+Z
+M-(—2)+0-0= M+,

satirinin v; eleman: 2 oldugundan bu satirdan yeni pivot satirmin 2 kati, x4 satirindan da 1 kati

)

1
33

3

Pozitif kriterler 13—1M + % ve 6 — 10’dur. M nin katsayilar1 6 > 1—31 oldugundan en biiytigi 6M —

10’dur ve vg baza §irer.
285)3

girmez. Tek oran =4~ = %’dir; v,,, bazdan cikar ve pivot 6’dr.

Acik Matematik - acik-matematik.com 286

vy sitununda x; satirmin elemani —2, z4 satirminki 0°dir; bu satirlar teste

CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

14.4 Biyiik M Yontemi 287
Tablo 14.8: Birinci iterasyon tablosu
¢; 2 -3 6 0 0 0 M
Tp cp Vg vy (N Ug vy Us Vg Uy, Oran
T, 2 2 1 —3 —2 i 0 0 0 -
29 11 2 29/3
T, M F 0 B 6 -5 -1 0 L ==
g 0 2 0 3 0 —3 0 1 0 —
zj— %:?M+() UM+ 6M— —2M+ —-M 0 0
1 2
¢ 3 3 101 3

Ikinci iterasyon. Pivot satir1 6’ya boliiniir ve ¢ degeri c; = 6 olan x4 satir1 olur:

29

1_8|07

(

11
18

1
9’

1
6’

o)

z,, bazdan ¢iktifiicin v, stitunu artik yazilmaz. z; satirnin v elemani —2 oldugundan bu satira yeni

pivot satirimin 2 kati eklenir:

2

3+

(

29
9
®

9 )

|1

( _

4 11 1 2 1
3*3’0@5’5’0)
1 1 1
~,0,=,—=,0).

97797 37)

Zg satirin v elemam 0 oldugundan bu satir degismez. ¢z = (2, 6, 0) ile kriterler:

=2 (1)+6]1+0+3—58
2Te= 9 18 R
1 1 4
e, =92-246-(—= 0—0=——
Zy —Cy 9 + ( 9) + 9’
1 1 )
e =9.(=-Z2 6-—= 0—0=—=
BTG ( 3)‘+ ( 6) - 3’
35 29 70 87 157
=92.= 22 U2t 2t
“ o O RTIT9 T
Bazda yapay degisken kalmadig icin M tablodan kayboldu. Bu tablonun ¢6ziimii (%, 0, %, 0,0, %)

artik orijinal problemin uygun bir ¢6ziimiidiir.
Tek pozitif kriter zy — ¢y = % oldugundan v, baza girer. z; satinndaki —3 teste girmez:

n

vg bazdan cikar; pivot %’tur.
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Tablo 14.9: Ikinci iterasyon tablosu

¢; 2 —3 6 0 0 0
Tp cp Vg v, Vg Vg vy Vg Ug Oran
noo2 % 1 0 b b0 -
29 1 1 29/18
T3 6 18 0 18 1 —3 ~8 0 11/18
g 0 1 0 L8] 0 -1 0 1 % =
J J & 9 T 9 3
9
Uciincii iterasyon. Pivot satir1 12’e boliniir, yani 13 ile carpilir ve cp degeri ¢, = —3 olan z, satir1
olur:
1 3
1]/0,1,0,——,0,
( 0.1,0, 5.0, 55)
x, satirina yeni pivot satirinin g L kat1 eklenir, x4 satlrmdan kat1 cikarilir:
3 1 1 1 3
: 1,0, 0 —, =, —=
e (9 g ur 3’117)
4 11
=(4]1,0,0, —=,—5, ==
( ‘ 9y Uy Uy 397 37 39)7
29 11 111 1 33
= 0,0,1, —_—
s (18 el 9B e 234)
= (1 |0,0,1 b1 11)
- ) ) ) 787 6’ 78 .
¢g = (2,6,—3) ile kriterler:
5 1
BT Ca= 239+ 0 (_7_8)+<_ ) ( 13>
8 15,0 2
39 39 39 39
1 1 )
25—05—2 <—§)+6(—6)+(—3) 02—5,
1 11 3
_2 33 21 o8
39 39 39 39
2g=2-446-1+(=3)-1=11.
Pozitif krlter Zy—Cy = kaldlgl icin v, baza girer. v, siitununda yalniz z; satirinin elemani pozitiftir;

oran /39 = 39°dur. v, bazdan cikar; pivot 55 A>dur.
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Tablo 14.10: Uciincii iterasyon tablosu
¢; 2 -3 6 0 0 0
Tp cp Vg v, Vg Vg vy Vg Ug Oran
4 4
x, 2 4 1 0 0 B —3 > 5 =
T 6 1 0 0 1 - _% _% —
1 3
Ty -3 1 0 1 0 —1i3 0 i3 —
z;—c; zy = 0 0 0 Z1 -2 —38
11
Dordiincii iterasyon. Pivot satir1 % ile carpilir ve cp degeri ¢, = 0 olan z, satir1 olur:
39 13 1
— 1, ——, = ).
(39150.0.1,-27)
T4 satirma yeni pivot satirmin 7—58 kat1, x4 satirina 1—13 kat1 eklenir:
5,5 1 5 11 5
1+-12,0,,0,— ——, —— + —
s ( Talg0L0 g5 78+312)
7,5 3 1
=(-]35,01,0,—5,—<
(2 | 87 y Ly YUy 87 8)7
3 1 3 1
(1 21 A
"2 ( 3100, 4’13+52)
3 11
=14]-,1 ——, = .
(4151.0.0,-3.7)
¢g = (0,6, —3) ile kriterler:
5 3 15 9 1
—¢=046--4+(-3)--—2=——-—2=—-
21— 0 To-gt (=3) 1 11 3’
3 1 3
—ee=04+6-(-2 3. (=) —0=-2
Z5 — Cs5 + ( 8) +(=3) ( 1 3’
1 1 3
7
2020-39+6~§+(—3)-4:9.
Tablo 14.11: Dérdiincii iterasyon tablosu (optimal tablo)
¢; 2 -3 6 0 0 0
Tp ;] Yo U1 Vg U3 Uy Us Vg
T 0 39 39 0 0 1 —13 3
Z3 6 % g 0 1 0 _% _%
T, -3 4 3 1 0 0 —1 3
zj—¢; 25=9 -1 0 0 0 -3 -3

Sonug. Dérdiincii iterasyon tablosunda (Tablo 14.11) biitiin z; — ¢; < 0’dir ve bazda yapay degisken

yoktur. Teorem 5.1 geregi optimal ¢6ziim
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7 7
X* = (21, .y g) = (0,4,5,39,0,0), minz:—3-4—|—6-§ =9

dur. Baz digindaki biitiin kriterler negatif oldugundan optimal ¢6ziim tektir (Sonug 7.1). Kisitlarda
kontrol edelim: 3 -0 — 16 — 21 = —37 < 2 (aradaki fark x, = 39), 0 +4 + 7 = 11 (ikinci kisit tam
saglanir, 5 = 0) ve 04+ 12 — 7 = 5 (i¢inci kisit tam saglanir, z4 = 0). Amag degeri iterasyonlar

boyunca
11M—>@M+A—l—>ﬂ—>ll—>9
3 3 9
diye azald1.
|

14.5 Duyarlilik Analizi

Optimal tablo yalniz ¢6ziimii vermez; problemin verileri degisince bu ¢6ziimiin ne kadar dayanikl
oldugunu da soyler. Asagidaki ii¢ alistirma ayni problem {izerindedir: 6nce problem ¢6ziiliir, sonra amag
fonksiyonu katsayilar1 ve sag taraf sabitleri icin Duyarlilik analizi bélimiindeki inceleme yapilir.

Alistirma 14.6 (Duyarlilik problemi: M yontemiyle ¢oziim).

Tx, + 6z < 84
4z, + 2z > 32
L1, Zo 20

max z = 11z, + 4z,
lineer programlama problemini M y6ntemiyle ¢6ziiniiz.

Coziim.
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16 4%, + 2%, = 32

7X, + 6X, = 84

X1

0 4 8 12
X, =(8,0) X, = (12, 0)

Sekil 14.2: Uygun bélge (8, 0), (12, 0) ve (12/5, 56/5) koseli tiggendir. Bityiik M yontemi uygun bolgenin
digindaki X, = (0, 0) noktasindan baslar, X, = (8, 0) kdsesine ve oradan optimal X, = (12, 0) kdsesine
gider. Kesikli dogrular z = 11x, + 4x, amag¢ fonksiyonunun z = 88 ve z = 132 seviye dogrularidir.

Kanonik form. Maksimum probleminde biitiin kisitlar < olmalidir; ikinci kisit1 —1 ile ¢arparsak
kanonik form 7z, + 6z, < 84, —4x; — 2z, < —32 olur. Sag tarafta —32 bulundugu icin standart
forma verilen problemden geceriz.

Standart form. Birinci kisita x5 aylak degiskenini ekler, ikinci kisittan x, artik degiskenini ¢ikaririz:

Try +6xy + 15 =84
4z, + 2x9 — x4 = 32
Tq,%g, T3, T4 = 0
max z = 11z, + 4z, + 0x5 + Oxy
Simpleks yontem ile ¢oziilebilir hal. v; = (1,0)7 birim siitundur, ama ikinci denklemde z,’iin
katsayis1 —1’dir. Ikinci denkleme z,,, yapay degiskenini ekleriz; maksimum problemi oldugundan amag
katsayis1 —M dir:
Tz, + 62y + 23 = 84
dr,) + 22y — x4 + 2, =32
Ty, Lo, T3, Ty, Ty, =20
max z = 11z, 4+ 4z45 + Oz,
+0xy — Mz,
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Baslangic bazi By = (v, v,,, ), baslangi ¢6ziimii 73 = 84, z,, = 32'dir.
Baglangic tablosu. ¢z = (0, —M) ile

21— =0-7T+(-M)-4)—11=—-4M — 11,
29— C=(0-6+(—M)-2)—4=—-2M—4,
23— ¢4 =(0-0+(=M)- (1)) - 0=M,

29 =0-84+ (—M) - 32 = —32M.

Maksimum probleminde en negatif z; — ¢; girer ve biitiin z; — ¢; > 0 olunca durulur. Negatif kriterler
—4M — 11 ve —2M 4’tiir; M nin katsayilar1 —4 < —2 oldugundan en negatifi —4M — 11’dir ve v,

baza girer. Oranlar =12ve == 32 = 8dir; v, bazdan cikar ve pivot 4’tur.

Tablo 14.12: Baglangig tablosu

¢; 11 4 0 0 -M
Tg cp Vg v, Uy Vg Uy Uy, Oran
g 0 84 7 6 1 0 0 &
T, -M 32 4] 2 0 -1 1 32 =
z;— ¢ Zy = —4M — —2M — 0 M 0
—32M 11 9 4

Birinci iterasyon. Pivot satir1 4’e boliiniir ve cg degeri 11 olan z; satir1 olur: (8 | 1,10, —l). Uy,
stitunu artik yazilmaz. x4 satirindan yeni pivot satirinin 7 kati ¢ikarilir:

7.7 5 7
4— — = 1,-)=(2 201, ).
(8 56 | 0,6 2,,4) <8|0,2,,4>

ép = (0,11) ile

5 1 3
—C=0--+11--—4=—
2=yt ig 2’
7 1 11
e, =0-—411-[—Z)—0=—=
Z4—C T ( 4) 1
2g=0-28+11-8=88.
Tek negatif kriter — =~ oldugundan v, baza girer. ; satirindaki —3 teste girmez; tek oran = / 7 = 167dr.
v4 bazdan cikar; plvot Z tir.
Tablo 14.13: Birinci iterasyon tablosu
¢; 11 4 0 0
Ty cp U vy Uy Vg Uy Oran
T3 0 28 0 s 1 [2] 7=
T 11 8 1 i 0 -1 -
z;—¢; zo = 88 0 3 0 —i g
ikinci iterasyon. Pivot sat1r1 4 jle arpilir ve cp degeri 0 olan x, satir1 olur: (16 | ,70 % 1) 4

satirina yeni pivot satirmin g katl eklenir:
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(8+4|1,%+%,%,0):(12|1,g,%,0)
ég = (0,11) ile
z2—02:0-1—70—|—11~g—4:§,
z3—c320-$+11-%—02171,

20=0-16+11-12 = 132.

Tablo 14.14: ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢ 11 4 0 0
Tpg Cp Vg Uq () Vg Uy
T, 0 16 0 2 2 1
T, 11 12 1 3 z 0

zj—¢; 7y =132 0 8 = 0

Sonug. Negatif simpleks kriteri kalmadi; maksimum problemi igin optimal tabloya (Tablo 14.14)
ulasildi. Bazda yapay degisken yoktur (Teorem 5.1) ve optimal ¢6ziim

z, =12, z,=0, z3=0, z,=16, maxz =11-12 =132

dir. Birinci kisit tam saglanir (7 - 12 = 84), ikinci kisitin gereksinimi x, = 16 birim agilir (4 - 12 = 48 =
32 + 16). Baz disindaki kriterler % ve % pozitif oldugundan optimal ¢6ztim tektir (Sonug 7.1).
Grafikle karsilastiralim. Uygun bolge (8,0), (12,0) ve iki kisit dogrusunun kesistigi (12, 38) koseli
iicgendir; bu kogelerde z sirasiyla 88, 132 ve % + % = % degerini alir. En biiyiigi gercekten
132°dir. Baglangig tablosunun ¢dziimii (24, z4) = (0, 0) bolgenin digindadir, birinci iterasyon tablosu-
nunki (8, 0) kdsesidir.

|

Alistirma 14.7 (Amag fonksiyonu katsayilar1 icin duyarhilik analizi). Onceki ahstirmada (Alis-
tirma 14.6) ¢ozilen

Tz, + 6z < 84
4z, + 2249 > 32
T1,29 >0

max z = 11z, + 4z,

problemi i¢in amag fonksiyonu katsayilarinda duyarhilik analizi yapiniz: her c¢; katsaysi, digerleri sabit
kalirken hangi aralikta degisirse optimal ¢6ziim degismez?

Coziim.

Bir ¢; degisince tablonun gévdesi, yani v, siitunu ve y,; degerleri degismez; bunlar yalniz kisitlara ve
baza baghdir. Degisen yalniz z; — ¢, satir1 ve amag degeridir. Dolayisiyla optimal tablo (Tablo 14.14),
maksimum probleminde biitiin z; — ¢; > 0 kaldig1 siirece optimal kalir ve ayni ¢dziimii, z, = 12, z, =
0’1 verir. Optimal tabloda temel degiskenler x, ve z{, temel dis1 degiskenler x, ve x5 tiir.

Temel dis1 degisken x,. Optimal tabloda ¢, = 4 yerine ¢, yazalim. z, bazda olmadigindan ¢ =

(0,11) degismez ve yalniz v, siitununun kriteri etkilenir:
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z—e¢p = (0,11)| | —11 =0,

| —
= O
—_

66

66
22_02:(0,11) _02:7_C220:>C2S7,

~io 5
[

11

zq —c3 = (0,11) —0:7,

B[N
1

z4—c4=(0,11)[(1)] —-0=0.

Tablo 14.15: Temel dis1 bir degiskenin degisim aralig1

¢ 11 ¢y 0 0
Tp CB Vo U1 Vg U3 Uy
z, 0 16 0 2 2 1

6 1
T 11 12 1 g i 0
z;—c; 2o = 132 0 8 —q 3 0

cy < % alimirsa optimumluk bozulmaz. Yani x, nin birim kéari 6—76 ~ 9,43t asmadikca z, iiretmek
karl1 degildir; astiginda v, baza girer ve ¢6ztim degisir. ¢, = g smirinda z, — ¢y = 0 olur: (12,0) ile
(1—52, %) koseleri ayni amac degerini, 132’yi verir.

Temel degisken ;. §imdi ¢; = 11 yerine ¢; yazalim. z; bazda oldugundan ¢, hem c; satirinda hem
¢p sutununda gériniir ve bitiin kriterler yeniden hesaplamur; ¢g = (0, ¢;):

0
21_01:(0’01)[1} —c =c¢ —¢ =0,

10

= 6c, 6c; — 28
Z2—02=(0701)[Z] —d=——-4d=——

7 7 7

4

= c
z3—c3 = (0,¢,) [11 —02717

7

2404:(0,01)[3} —0=0.

Tablo 14.16: Temelde olan x; degiskeninin degisim aralig1

¢; ¢ 4 0 0

g cp N vy Vg U3 Uy

Ty 0 16 0 P 2 1

T, o 12 1 s 3 0
Z;—¢j 2o = 12¢; 0 6%—4 3 0

Iki kosul gerekir:
6c; —28 14
617 > 050 > o, 4> 0=¢, > 0.

Acik Matematik - acik-matematik.com 294 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

14.5 Duyarlilik Analizi 295

Ikisinin birden saglanmast icin ¢; > % olmalidir. ¢; > % olursa optimumluk bozulmaz; optimal ¢6ziim
yine (12, 0) ve optimal deger 12¢, 'dir.

Temel degisken x,. z, bir artik degiskendir ve amactaki katsayis1 0°dir; ayn1 soruyu onun katsayisi
icin de sorabiliriz. ¢, = 0 yerine ¢, yazalim; ¢g = (¢4, 11):

2 — ¢ = (cq,11) [(1)] —11=0,
10

Zg—y = (e, 11) | 7 | —4= Ocy +66 _, _ 10c, +38
7 7 7

BN [N

]_0:4C4+11

z3 —c3 = (g, 11) l 7 )

Ju—y

zy — ¢4 = (¢4, 11) [O] —c, =0.

Tablo 14.17: Temelde olan z, degiskeninin degisim aralig1

¢; 11 4 0 cy
TB CB Yo Uy Uy Us Uy
T, 4 16 0 2 2 1
) 11 12 1 s 7 0
s e 2% = 0 1Oc47+38 4047+11 0
i %
16¢c, + 132
Kosullar
19 11
10cy 4+ 38 > 0=c, > —5 4cy + 11 > 0=¢4 > 7
dir. —% = —2, 75 sayis1 —% = —3, 8'den biiyiik oldugundan ikisi birden ¢, > —% iken saglanir. ¢, >

—171 olursa optimumluk bozulmaz.
Temel dis1 degisken x5. Son olarak aylak degisken x;’tin katsayisini ¢ ile gosterelim. x5 bazda
olmadigindan yalniz kendi kriteri degisir: z; — c; = & — ¢; > 0, yani c3 < %

. 7
Ozet.

Tablo 14.18: Amag fonksiyonu katsayilarinin degisim araliklar:

Katsay1 Simdiki deger Optimumlugun bozulmadig: aralik

¢ 11 >4
Cy 4 cy < %
c3 0 c3 < 171
Cy 0 Cy > —%

Her aralik katsayinin simdiki degerini igerir; bu, hesabin kolay bir saglamasidir. Araligin i¢inde optimal
¢6ziim (x,z5) = (12, 0) olarak kalir, yalmz optimal deger degisebilir.
|

Alistirma 14.8 (Sag taraf sabitleri icin duyarlilik analizi). Onceki alistirmalardaki
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Tx, + 6z < 84
4z, + 2249 > 32
T1,T9 >0

max z = 11z, + 4z,

problemi icin sag taraf sabitlerinde duyarlilik analizi yapiniz: b; = 84 ve b, = 32 sabitlerinin her biri,
digeri sabit kalirken hangi aralikta degisirse optimal baz degismez?

Cozim.

Bir b; degisince z; — c; satir1 de§ismez, ¢iinkii o satir yalniz Cg’ye ve y,;; degerlerine baghdir. Optimal
tablonun (Tablo 14.14) optimallik kosulu bu ytizden korunur. Degisen v, siitunudur: B optimal bazin
matrisi olmak iizere yeni temel ¢6ziim B~'bdir. Baz uygun kalmali, yani

B15>0

esitsizligi gerceklenmelidir.

B matrisi. Temel degiskenler tablodaki sirayla x, ve 2 dir. B’nin siitunlar1 bu degiskenlerin standart
formdaki (Alistirma 14.6) siitunlaridir: 42, + 22, — 2, = 32 denkleminden v, = (0, —1)T ve v; =
(7,4)T. O halde

B:[v4v1]=[_01 Z], detB=0-4—7-(—1)=7+#0,

.

= I. B~Vin birinci siitununun optimal tablodaki v4 siitunu

dolayisiyla B’nin tersi vardir. 2 X 2 matrisin tersi formiiliiyle

14 —7
-1 _ = _
SR ]|
0+1 040
—2+2 140

(%, %)T olduguna da dikkat edelim: baglangicta birim slitun olan v;’in son tablodaki katsayilari
B~ 1o, tiir. Simdiki degerlerle

= =

bulunur. Kontrol: BB~ =

-17, 4 1 ’ T
Blb=(--84-32--84) =(16,12)

bulunur; bu, tablodaki vy siitununun ta kendisidir.
b, icin inceleme. b, = 32 sabit, b; degisken:

o 1] [
1o |32 1,

Birinci bilesenden 2b; > 32, yani b; > 56; ikinci bilesenden b, > 0. Ikisi birlikte b, > 56 verir. Bu
aralikta optimal ¢ozim z, = =, z, = %bl — 32 ve optimal deger z = 1—7lbl’dir. Anlami sudur: x, =0
iken birinci kisit z; < b71 ikinci kisit ; > 8 der; b; < 56 olunca b71 < 8 olur ve bu kése uygunlugunu
kaybeder.

b, icin inceleme. b; = 84 sabit, b, degisken:

—1|[84 48 — by

|- [0 =
Birinci bilesenden b, < 48; ikinci bilesen 12 > 0 her zaman dogrudur. Demek ki b, < 48 olmalidir. Bu
aralikta ¢oziimz; = 12,2, = 48 — b, ve z = 132 olarak kalir: #; = 12i¢in4x; = 48’dir ve gereksinim

48’i agmadikga karsilanir.
Ozet.

B71p =

| —

NN
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Tablo 14.19: Sag taraf sabitlerinin degisim araliklar1

Sabit Simdiki deger Optimal bazin korun- Optimal deger
dugu aralik
b, 84 b, > 56 z= b,
b, 32 by < 48 z =132

Sonug olarak b; > 56 ve by < 48 olursa optimumluk bozulmaz.
]

Dualite

Bir problemi ¢bzmenin bir yolu da onun dualini ¢dzmektir. Asagidaki iki aligtirmada 6nce dual problem
kurulur, sonra dualin optimal tablosundan esas problemin ¢6ziimi okunur (Dualite).

Aligstirma 14.9 (Dual problemin kurulmasi).

2z, + x5, > 6
Ty +1Ty=3
Ty + 229 <5

T1,T5 20

minz = 3T, + T,
lineer programlama probleminin dual problemini olusturunuz.

oziim.
Igéanonik form. Amag fonksiyonu minimum oldugu i¢in kanonik formda (Tanim 1.6) biitiin kisitlar >
olmalidir. Ugiincii kisitt —1 ile carpariz: —x, — 224 > —5. Esitlik kisit1 ise iki esitsizlige ayrilir: z; +
Ty > 3 ve xy + x4 < 3; ikincisini —1 ile carparsak —x; — x5 > —3 olur. Kanonik form:
2z, + 25 >6
T, +xy >3
—Ty — Ty = —3
—T — 2T > —5
T,y >0
min z = 3z; + x4
Dual problem. Kanonik formdaki minz = ¢7%, Az > b, >0 probleminin duali max g = BTﬂ,

AT% < & 9 > 0 problemidir: her kisita bir dual degisken karsilik gelir, katsayilar matrisi transpoze
edilir, sag taraflar ile amac katsayilar1 yer degistirir. Burada

2 1 6
11 N E .3
A=10 a v=s)p C_H
~1 -2 -5

dir. Dort kisita sirasiyla y;, y5, ¥4, y5 dual degiskenlerini verelim. AT nin satirlar1 A’nin siitunlaridir;
dual problem
2y1+yo—yy —y3 <3
ity —yr —2y3 <1
Y1, Y2, Y2, Y3 2 0
max g = 6y; + 3y — 3y — 5y3
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298 Boliim 14. Alistirmalar

olur.
Isaretsiz degiskenle yazim. v} ve 35 her yerde y5 — y4 farki olarak goriiniir. yo = y5 — y4 dersek
Yy her isareti alabilir (Isaret kisitlamasi olmayan degiskenler). Dual problem kisaca

291+ Y2~ Y3 <3

Y1 +y2—2y3 <1

Y1,Y3 = 0, 1y, isaretce kisitsiz
max g = 6y; + 3y, — 5y3

bi¢iminde yazilir. Yani esas problemin esitlik kisitina isaretce kisitsiz bir dual degisken karsilik gelir.
|

Alistirma 14.10 (Dual problemi ¢ozerek esas problemin ¢oziimii). Onceki alistirmada (Alistirma
14.9) kurulan dual problemi simpleks yontemle ¢6ziinitiz ve dualin optimal tablosundan esas problemin,
yani
2z +x9 2> 6
T, +xy=3
T+ 229 <5
T1,T5 >0
min z = 3z, + x4

probleminin ¢6ziimiine geciniz.

Cozim.
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14.6 Dualite 299

Xz

2X,+X,=6

X; + 2X, =5

X1

Sekil 14.3: Acik boyali bélge 2x, + x, = 6 ve x; + 2X, < 5 egitsizliklerinin ortak bélgesidir. Esitlik kisit1
ylzinden uygun ¢éziimler x; + x, = 3 dogrusu iizerinde olmalidir ve bu dogru bélgeye yalmz (3, 0)
noktasinda deger: esas problemin tek uygun ¢éziimii (3, 0)'dur.

Standart form ve ¢éziilebilir hal. Isaretsiz y, yerine y, = y5 — y5 (y5,v45 > 0) yazilmis duali kulla-
niyoruz. ki < kisita y, ve y; aylak degiskenlerini ekleriz:

2y1+ys —Ys —Ys+ys =3
Y1+ Y5 — Y5 —2y3 +ys; =1
Y1, Yas Y Y3y Yar Y5 = 0
max g = 6y; + 3y5 — 3y5 — 5y
+0y, + Oys

v, ve vy siitunlar1 2 x 2 birim matrisi olusturur; problem simpleks yontem ile ¢oziilebilir haldedir
ve yapay degisken gerekmez. Siitunlar1 v, v5, v, v5, vy, U5 diye adlandiriyoruz; amag degerini g, ile
gosteriyoruz.

Baslangic tablosu. ¢z = 0 oldugundan z; — ¢; = —c;: sirastyla —6, —3, 3, 5, 0, 0. Maksimum proble-

minde en negatif z; — ¢; girer ve biitiin z; — ¢; > 0 olunca durulur. En negatifi —6 oldugundan v, baza

girer. Oranlar % ve % = 1’dir; vy bazdan c¢ikar ve pivot 1’dir.
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300 Boliim 14. Alistirmalar

Tablo 14.20: Baslangic tablosu

¢; 6 3 -3 -5 0 0
Yp cp 0N vy A 4 Vg Uy Vg Oran
Ys 0 3 2 1 -1 -1 1 0 3
s 0 1 [1] 1 -1 —2 0 1 1=
Z;—¢j go=0 —61 -3 3 5 0 0

Birinci iterasyon. Pivot 1 oldugundan y; satir1 aynen kalir ve ¢ degeri 6 olan y; satir1 olur: (1 |
1,1,—1,—2,0,1). y, satirindan bu satirin 2 kati ¢ikarilir, kriter satirina 6 kati eklenir:

vy (3—210,1—2,—1+2 —144,1,-2)=(1]0,—1,1,3,1,—2),
z;—¢;:(0+6|0,~-3+6,3—6,5—12,0,6) = (6]0,3,—3,-7,0,6).

Negatif kriterler —3 ve —7’dir; en negatifi —7 oldugundan v4 baza girer. y; satirmndaki —2 teste girmez;
tek oran 3 Ltiar, y, bazdan cikar; pivot 3’tiir.

Tablo 14.21: Birinci iterasyon tablosu

¢j 6 3 -3 -5 0 0
Yp Cp Uy vy v vy Vg Uy vy Oran
Yy 0 1 0 -1 1 3] 1 —2 3=
Y1 6 1 1 1 —1 —2 0 1 —
z;—¢; go =26 0 3 -3 719 0 6
Ikinci iterasyon. Pivot satir1 3’e béliiniir ve ¢ degeri —5 olan y5 satir1 olur: (% | 0, —%, %, 1, %, —%)
y; satirina bu satirin 2 kati, kriter satirina 7 kat1 eklenir:
2 2 2 2 4
y1:<1+§1,1 3 1+§,0,§,1—§)
5 1 1 2 1
-(113-3053)
zjcj:(6+g|0,3 ;,3+70,;6%)
25 2 7 4
- (? | 075"5”75»5)
Tek negatif kriter —2 oldugundan vj baza girer. y; satirindaki —3 teste girmez; tek oran 1 /3 = Ddir.

y5 bazdan cikar; pivot %’tﬁr.
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Tablo 14.22: ikinci iterasyon tablosu

; 6 3 -3 -5 0 0
Yp cp 0N vy A 4 Vg Uy Vg Oran
v 5 3 U . ! 53 ;e
" 6 5 L 3 -3 0 5 o A
%76 9= 0 S & B 5 3
3

Uciincii iterasyon. Pivot satir1 %’e boliiniir, yani 3 ile carpilir ve ¢ degeri —3 olan y5 satir1 olur: (1 |

0,—1,1,3,1,—2). y; satirina bu satirin % katy, kriter satirina % kat1 eklenir:

5 1 1 1 2 1 1 2

ni(3+3lL3-30L3+ 55 g)
=(21]1,0,0,1,1,—1),

25 2 2 2 7T 24 4

%—%:(§+5'“§—?“13+§§—5)
=(90,0,0,2,3,0).

Tablo 14.23: Uciincii iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢; 6 3 -3 —5 0 0

YB CB Yo Uy vy vy Us Uy Us
Yy -3 1 0 -1 1 3 1 —2
Y 6 2 1 0 0 1 1 -1
Z;—¢; 9o =9 0 0 0 2 3 0

Dualin ¢6ziimii. Uciincii iterasyon tablosunda (Tablo 14.23) biitiin z; — ¢; > 0°dir; maksimum prob-
lemi i¢in optimal tabloya ulasildi. Dual problemin ¢6ziimii

(y17yévyé/uy37y47y5> = (27071707070)7 Ys :yé _yg =-1
ve
maxg=6-24+3-0—3-1—-5-0=9

dur. (vs baz disinda oldugu halde kriteri 0’dir ve siitununda pozitif eleman yoktur; bu ytizden dualin
bagka optimal ¢6ztimleri de vardir, 6rnegin (3,0, 3,0,0, 1) icin de g = 18 — 9 = 9 olur. Esas problemin
¢coziimiinii okumak icin bu fark etmez.)

Esas problemin ¢6ziimii. Esas problemin z; ve x, degiskenleri dualin birinci ve ikinci kisitlarina,
dolayisiyla bu kisitlarin y, ve y5 aylak degiskenlerine kargilik gelir:

b))

Ys )

Dualin optimal tablosunda bu aylak siitunlarin simpleks kriterleri esas problemin optimal ¢6ziimiinii
verir: ; = 2z, — ¢, = 3 ve Ty = z5 — ¢5 = 0. Bunun nedeni, baslangicta birim siitun olan bir aylak
siitunun kriterinin ¢ B! satir vektériiniin ilgili bileseni olmasidir; ayrintisi Dualite boliimiindedir.
Buldugumuz noktay1 dogrudan da saglayalim.
X*=(3,0)uygundur:2-3+0=6>6,3+0=3ve3+0=3 < 5;amacdegeriz=3-3+0=
9’dur.
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X™ optimaldir. Kanonik formdaki esas problemin her uygun Z ¢6ziimii ve dualin her uygun y ¢6ztimii
icin

=3T3 > (AT§)Ti = §T(AZ) > §Th=g

dir. Birinci esitsizlik # > 0 ve ¢ > ATy oldugundan, ikincisi 4 > 0 ve AZ > b oldugundan dogrudur.
Yani esas problemin hi¢bir uygun ¢éziimiiniin degeri, dualin bir uygun ¢6ziimiiniin degerinden kiigiik
olamaz. X* ile dualin buldugumuz ¢6ziimii ayn1 degeri verdigine gore

minz =9 = maxg

olur ve ikisi de kendi probleminde optimaldir. Esas problemin optimal ¢éziimii z; = 3, x5 = 0 ve
min z = 9’dur.

Grafik de ayn1 sonucu gosteriyor: z; + x4 = 3 ve £y > 0 iken 2z, + x, > 6 kisit1 z; > 3 demektir;
bu da yalniz (3, 0) noktasinda miimkiindiir. Esas problemin tek uygun ¢6ziimii bu noktadur.

|

Dal-Sinir Yontemi

Son alistirmada degiskenlerin tam say1 olmasi istenir. Problemi Tam sayili programlama ve dal-sinir
yontemi boliimiindeki yontemle, alt problemleri grafik yontemle ¢ozerek ele aliyoruz.

Alistirma 14.11 (Dal-sinir yontemiyle bir tam sayili problem).

6z, + 2z, <19
2z, +3zy < 13
T1,%9 >0, z,T,tam say1

max z = 5z; + 4z,
lineer programlama problemini ¢oziiniiz.

Coziim.

Dal-sinir yonteminde 6nce tam say1 kosulu kaldirilir ve kalan lineer programlama problemi ¢6ziilir.
Cozim tam sayili degilse kesirli bir x;, = ¢ degiskeni secilir ve problem iki alt probleme ayrilir: birine
x, < [t], digerine z;, > |t] + 1 kisit1 eklenir. Aradaki |¢]| < z;, < |t] + 1 seridinde tam sayili nokta
bulunmadigindan higbir tam sayili ¢6ziim kaybolmaz. Tam sayili ¢6ziim veren alt problemler aday
coziimdiir ve en iyi adayin degeri optimum i¢in bir alt sinirdir (A.S). Budama kurallar1 béliimdeki
gibidir: rahatlatilmis degeri A.S’yi agmayan (D1), uygun ¢6ziimii olmayan (D2) ya da tam sayili ¢6ziim
veren (D3) alt problem bir daha dallandirilmaz.

Alt Problem 1. Tam say1 kosulu olmadan problemi grafik yontemle ¢ozelim. 6z, + 2245 = 19 dogrusu
(£2,0) ve (0,%))’den, 2z, + 3z, = 13 dogrusu (3,0) ve (0,%2)’ten geger; O(0,0) iki kisitr da
sagladigindan uygun taraflar O’nun bulundugu taraflardir. Iki dogrunun kesigimini bulmak i¢in ikinci
denklemi 3 ile ¢arpip birinciyi ¢ikaralim:

20
(621 + 9z5) — (6x, + 225) = 39 — 19=T2y = 20=2, = =

ve 2z, = 13 — 6—70 = 3—71 yani z; = %. Uygun bolgenin koseleri ve amag degerleri:

19 95
(0,0)Z—O, (E’O)Z_F’
(BL2),, 1 a0 i (1) 5
4'7/)°7 14 14 2°U73)77 37
Maksimum deger (%, 2—70) noktasindaki z = % = 22, 5’tir. Tam say1 kosulu eklenince uygun kiime

kiiciiliir; bu yiizden aradigimiz tam sayili optimum 22, 5’i asamaz. Ust stnar 22, 5'tir.
Dallanma. z; = % ~ 2,21 tam say1 degildir ve 2 < z; < 3’tiir. Iki alt problem kurulur:
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14.7 Dal-Sinir Yontemi 303

Alt Problem 2 = Alt Problem 1 U {z; < 2},
Alt Problem 3 = Alt Problem 1U {z; > 3}.

6x; + 2%, =19

2x, + 3x, =13

]
|
I
|
I
|
K ) ° +
|
|
|
Alt Problem 2 :
|
1e ° +
|
I
|
I

I Alt Problem 3
I

L S —— X1
0 1 2 3 4

Sekil 14.4: Alt Problem 1'in (tam say1 kosulsuz problemin) uygun bolgesi dortgendir ve LP optimumu

(31/14, 20/7) noktasindadir. x, < 2 ve X, = 3 dallar1 bélgenin iki seridini ayirir; aradaki 2 < x, < 3 seridinde

hic tam sayili nokta yoktur. Alt Problem 2'nin optimumu (2, 3), Alt Problem 3'tinki (3, 1/2) noktasidur.
Kiiciik noktalar bolgedeki tam sayili noktalardir.

Alt Problem 2. Kisitlar 6z, 4+ 2z, <19, 2z, + 32, <13, z; < 2, £;,2, > 0’dir. ; = 2 dogrusu
22, 4+ 3z = 13 dogrusunu z, = 3’te keser ve bu nokta birinci kisiti saglar: 12 4+ 6 = 18 < 19. Késeler
ve amag degerleri:

1 2
(0,0):2=0, (2,0):2=10, (2,3):z=22, (0,—3) >

3 2= ?

Optimal ¢6ziim 2, = 2, 25 = 3, max z = 22°dir. Biitiin degiskenler tam say1 oldugundan bu bir aday
coziimdiir; artik tam sayili optimumun 22’den kiigitk olmadigin biliyoruz: A.S = 22. Bu alt problem
D3 kuraliyla budanir, yani daha fazla dallandirilmaz.

Alt Problem 3. Kisitlara z; > 3 eklenir. 2; = 3 dogrusu 6z + 2z, = 19 dogrusunu z, = 3’de keser
2-3+3- % = 7,5 < 13). Uygun bolge koseleri (3,0), (%, 0), (3, %) olan kii¢iik bir ii¢gendir:

19 95 1
(3,0) : 2 = 15, (E,O) 2= (3,§> iz =17.

Optimal ¢6ziim z; = 3, z, = % max z = 17°dir ve z, tam say1 degildir.
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Burada bir sinir gézlemi yapabiliriz: bu dalin biitiin tam sayili ¢6ztimleri Alt Problem 3'iin uygun
bolgesindedir, dolayisiyla degerleri 17’yi asamaz. Elimizde zaten 22 degerli bir aday oldugundan bu dal
22’den iyi bir ¢6ziim veremez: 17 < A.S = 22 oldugu i¢in Alt Problem 3 D1 kuraliyla burada budana-
bilir. Yontemin biitiin adimlarini gérmek i¢in dali yine de sonuna kadar acalim; sonucun degismedigini
gorecegiz.

0<zy = % < 1 oldugundan

Alt Problem 4 = Alt Problem 3 U {z, < 0},
Alt Problem 5 = Alt Problem 3 U {z, > 1}

kurulur.

Alt Problem 5. Alt Problem 3'te z; > 3 ve 6z; + 2z, < 19 oldugundan 2z, < 19 — 18 =1, yani
Ty < %’dir. Ty > lilexy < %’nin ortak noktas1 yoktur. Alt Problem 5'in uygun ¢6ziimii yoktur ve D2
kuraliyla budanur.

Alt Problem 4. z, < 0ile z, > 0 birlikte z, = 0 verir. Uygun kiime z, ekseni iizerinde 3 < z; < 12
dogru pargasidir ve ug noktalari (3,0) ile (12, 0)’dur:

19

95
0):2=—~15,83.
6’) =% ’

(3,0) : 2 =15, <

%> Ty =0, maxz = 9—65’d1r; x, tam say1 olmadigindan bu bir aday degildir. % <

22 oldugundan bu alt problem de D1 ile budanabilirdi; dallandirmay: stirdiirelim. 3 < z; = % <4
oldugundan

Optimal ¢6ziim z; = 12

Alt Problem 6 = Alt Problem 4 U {z; < 3},
Alt Problem 7 = Alt Problem 4 U {z; > 4}

kurulur.

Alt Problem 6. Dogru pargasinin z; < 3 ile kesisimi yalmz (3,0) noktasidir. z; = 3 ve x5, = 0 tam
sayilardir; Alt Problem 6 bir aday ¢6ziim verir: max z = 15. Bu deger A.S’yi biyiitmez; alt siur 22
olarak kalir.

Alt Problem 7. Alt Problem 4'te x; en fazla % olur; x; > 4ilex; < %’mn ortak noktasi yoktur. Alt
Problem 7'nin uygun ¢6ziimii yoktur ve D2 kuraliyla budanr.
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6X; + 2X, = 19

(3, 1/2)
0,5

Alt Problem 3

(19/6, 0)

e e b B

Sekil 14.5: Alt Problem 3'tin uygun bélgesi (3, 0), (19/6, 0), (3, 1/2) koseli kiiciik tiggendir. x, = 1 yar1
diizlemi bu ii¢cgene degmez (Alt Problem 5 uygun degildir); x, < 0 ile kesigsimi kalin ¢izilen dogru
parcasidir (Alt Problem 4). Bu parcanin x, < 3 ile kesigimi yalniz (3, 0) noktasidir (Alt Problem 6), x, =

4 ile kesigimi bostur (Alt Problem 7).

Sonug. Biitiin dallar kapandi. Aday ¢oziimler Alt Problem 2 (2 = 22) ve Alt Problem 6 (z = 15)‘dir;
ikisi de iist sinir 22, 5’ten kiiciiktiir. Maksimum aradigimiz i¢in adaylar arasinda en biiyiik degeri veren

Alt Problem 2 segilir. Optimal ¢6ziim
T, =2, x5=23,

dir. Biitiin alt problemler asagidaki agacta toplanmugtir.
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Alt Problem 1
(31/14, 20/7)
z = 22,5 (iist sinir)
Alt Problem 2 Alt Problem 3
(2,3),z=22 (3,1/2),2=17
aday (D3), A.S = 22, optimal D1 ile budanabilir

M

Alt Problem 4 Alt Problem 5
(19/6, 0), z = 95/6 uygun ¢6zim yok

D1 ile budanabilir budanir (D2)

X <3 X =4

Alt Problem 6 Alt Problem 7
(3,0),z=15 uygun ¢6ziim yok
aday (D3) budanir (D2)

Sekil 14.6: Dal-smir agaci. Her kutuda alt problemin LP optimumu, ama¢ degeri ve budama kurali

yazilidir; oklar eklenen dal kisitini gosterir. Alt Problem 3 ve 4, degerleri A.S = 22'yi agmadig) i¢in D1

ile budanabilirdi; yontemin adimlarini géstermek icin dallandirildilar. Aday ¢6ztimler Alt Problem 2 (z
= 22) ve Alt Problem 6 (z = 15)'dir; en biiyigii Alt Problem 2'nin (2, 3) ¢6ztimuddr.

Tam sayih x, , icin z = bz, + 4z, de tam sayidir. z < 22, 5 oldugundan tam sayili ¢oziimlerde z <
22°dir; Alt Problem 2’de 22 bulundugu anda optimum aslinda belli olmusgtu.

Saglama. Bolgedeki tam sayili noktalar1 z,’e gore tarayalim. 6z; < 19 oldugundan z; < 3’tiir. Her
x icin en biyiik tam say1 z, soyledir: ; = 0 i¢in 3z, < 13 ve x5, < 4, z = 16; ; = 1 i¢in 2z, < 13
ve 3y < 1l,yanizy <3vez =172, =2i¢in 225 < Tve 3z, <9, yanizy, <3vez =22,z =3
icin 2z, < 1, yani z, = 0 ve z = 15. En bliyiik deger gercekten (2, 3)’teki 22°dir.

|

Bu aligtirmalarla kitabin biitiin yontemleri bir kez daha, bagtan sona uygulanmig oldu. Konularin listesine
ve boliimlere Miifredat ve Giris sayfasindan doénebilirsiniz.
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15.1

15.2

15. Uygulamal1 Ozet

Bu sayfa kitabin yontemlerini ispatsiz, soru ¢ozmeye donik bir kopya kagidi olarak toplar. Uygulama
sorularinin ¢ogu “su durumu modelleyiniz”, “biitiin temel ¢oziimleri bulunuz”, “grafik yontemle ¢oziiniiz”,
“simpleks yontemle ¢6ziintiz” ya da “dualini yazimz” bicimindedir. Sayfa, bu soru tiplerinin her biri i¢in
adim adim bir ¢6ziim algoritmas: verir. Tek bir 6rnek problemi modelden grafige ve optimal tabloya kadar

izleyecegiz; simpleks kisminin sonunda kendi problemini tablo tablo ¢6zen bir hesaplayici da var. Her

kural, ayrintisinin ve gerekcesinin bulundugu béliime baglanir.

Soru Tipine Gore Yontem

Bir soruyu okuyunca ilk ig, hangi yontemin istendigini ya da hangisinin en kisa yol oldugunu belirle-
mektir. Asagidaki tablo soru kaliplarini yontemlerle eslestirir.

Tablo 15.1: Soru kaliplar1 ve yontemler

Soruda istenen

Kullanilacak yontem

Bu sayfada

S6zel bir durumu lineer prog-
ramlama problemi olarak yaz

Problemi kanonik ya da standart
forma getir

Biitiin temel ¢oziimleri bul, op-
timal olani1 se¢

iki degiskenli problemi grafikle
¢cOz

Simpleks yontemle ¢oz; kisitlar
<, sag taraflar > 0

Simpleks yontemle ¢6z; > ya da
= kasit var

Dualini yaz, dual ¢6ziimii bul

Sag tarafi negatif ama kriterleri
optimal bir tablo

Bir katsay1 ya da sag taraf hangi
aralikta degisebilir?

Degiskenler tam say1 olmali

Model Kurma

Model kurma
Doéntuistiirme kurallar:
Tablo yéntemi: C'(n, m) se¢imi

tek tek dene

Grafik yontem: aday kose nok-
talarini karsilastir

Dogrudan simpleks

Biiyiik M ya da iki faz yontemi
Dual yazma, optimal tablodan
okuma

Dual simpleks algoritmasi

Duyarlilik analizi

Dal-simir yontemi

Bolim 15.2

Bolim 15.3, Bolum 15.4

Boliim 15.5

Bolim 15.6

Bolim 15.8, Bolim 15.9

Bolim 15.11

Bolim 15.12

Bolim 15.13

Bolim 15.14

Bolim 15.15

S6zel bir problemden model kurmak, biitiin ¢6ziimiin temelidir; model yanlissa sonraki hesaplarin hepsi
bosa gider. Kitaptaki receteye (B6liim 1.3) pratik bir 6n adim ekleyerek soyle ¢aligiriz.
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© Bes adimda model kurma

1. Verileri tabloya diz. Satirlara kaynaklar1 ya da gereksinimleri, siitunlara iiriinleri yaz; en saga
kapasiteyi ya da gereksinimi, en alta birim kar ya da maliyeti koy.

2. Karar degiskenlerini birimleriyle tanimla: “z,: giinde tretilen A miktar1 (birim)” gibi. Tablo-
nun her siitunu bir degiskendir.

3. Kisitlar1 yaz. Tablonun her satir1 bir kisittir: satirdaki katsayilar ile degiskenlerin ¢arpimlarinin
toplamy, satirin sonundaki sayyla karsilastirilir. Karsilastirmanin yéniint asagidaki sozlitkten oku;
iki yanin birimi ayn1 olmalidur.

4. Isaret kosullarm ekle: z; > 0.

5. Amac1 yaz: en alttaki satir amag fonksiyonudur; kir ise max, maliyet ise min.

Soru metnindeki kaliplarin matematik karsiliklar: soyledir:

Tablo 15.2: Sozel ifadeler ve kisitlar

Soruda gecen ifade Matematik karsilig1

“en az a”, “a’dan az olmamal1”, “gereksinim a” ..>a

“en ¢ok a”, “en fazla”, “gecmemeli”, “agmamali”, ... <a

“kapasite a”

“tam olarak a”, “tamami kullanilmali” . =a

“zq, x5 nin en az iki kat1 olmaly” T, 2 22y, yani x; —2z4 > 0

“z,, toplamin en ¢ok %401 olmalr” z; <0,4(x; + z,), yani 0, 62, — 0,42, <0
“kar, gelir en biiyiik olsun” maxz

“maliyet, siire en kii¢itk olsun”, “en ucuz” min z

“adet”, “kisi”, “ara¢” gibi boliinemeyen miktarlar  tam say1 kogulu: dal-sinir yontemi

Oran igeren kisitlarda degiskenleri hep sol tarafa toplayip sag tarafi sabit birakiriz; aksi halde standart
forma gecerken karigiklik ¢ikar.

Ornek 15.1 (Atdlye problemi). Bir atdlye A ve B iiriinlerini iiretiyor. Bir birim A icin 1 saat makine ve
1 saat iscilik, bir birim B i¢in 1 saat makine ve 3 saat is¢ilik gerekiyor. Giinde en ¢ok 4 saat makine ve 6
saat igcilik kullanilabiliyor. Bir birim A’dan 2 TL, bir birim B’den 3 TL Kkar ediliyor. Giinliikk kér1 en bityiik
yapacak tiretim miktarlarini bulmak icin problemi bir lineer programlama problemi olarak ifade ediniz.

Coziim.
Veri tablosu. Kaynaklar satirlara, iirtinler stitunlara yazilir:

A B Kapasite

Makine (saat) 1 1 4
Iscilik (saat) 1 3 6
Kar (TL) 2 3

Karar degiskenleri. z: giinde tiretilen A miktar: (birim), z,: giinde tretilen B miktar: (birim).
Kisitlar. Makine satiri: harcanan makine saati £, + z,’dir ve “en ¢ok 4” olmaldr. Iscilik satirt: z; +
3z, “en ¢ok 6” olmalidir. Uretim negatif olamaz.

Amac. Kar satir1 2z, + 3z, ’dir ve en biiyiik yapilmak isteniyor. Model:
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Ty +xy <4
T1+3xy <6

T,y >0

max z = 2z, + 3z,

Bu problemi sayfa boyunca 6nce tablo yontemiyle, sonra grafik yontemle ¢ozecegiz; simpleks hesap-
layicinin ilk hazir 6rnegi de budur. m

Hangi Forma Getiriyorum?

Ug formu birbirinden ayiran sey, her birinin probleme neye baktigidir. Kanonik form esitsizliklerin
yonune, standart form esitliklere ve sag taraflarin isaretine, simpleks yontem ile ¢6ziilebilir hal ise bir
birim matrisin varligina bakar. Tanimlar i¢in bkz. Tanim 1.6, Tanim 1.7 ve Tanim 1.9; ayrintili kargilagtirma
i¢in bkz. Tablo 1.2.

Pratikte her kisita tek tek bakip asagidaki tablodan ne yapilacagini okuruz. Sag tarafi negatif bir kisit
varsa once son satir uygulanir; kisitin yonii doner ve kisit, yeni yoniine kargilik gelen satira gore islenir.

Tablo 15.3: Kisit tiiriine gore yapilacaklar

Kisit Kanonik form Kanonik form Standart form Cozilebilir hal
(max) (min)

<, aynen kalir —1 ile carp: > aylakekle: +z, aylak birim siitun

—b; verir, ek yok

> b, —1 ile carp: < aynen kalir artik ¢ikar: —z yapay ekle: +z,,
—b,

=b; <b; ve > b, diye < b; ve >b; diye aynenkalir yapay ekle: +z,,
ayir; > olam1 —1 ayir; < olan1 —1
ile carp: < —b;, ile carp: > —b,

b; <0 dokunma dokunma once —1 ile carp, standart formdaki

Amag fonksiyonu i¢in ¢ kural yeter:

« Aylak ve artik degiskenlerin amac katsayis1 0’dr.

+ Yapay degiskenin amag katsayis1 minimumda +M, maksimumda —M dir (Tanim 1.10).

+ Maksimum ile minimum arasinda min z = — max(—z) ile gecilir: amac katsayilarinin hepsi —1 ile
carpilir, kisitlara dokunulmaz ve sonunda optimal degerin isareti geri gevrilir (Onerme 1.3).

yon doner

gibi

Dual yazarken esitlik ikiye ayrilmadan da birakilabilir; o zaman karsilik gelen dual degisken isaretsiz
olur (Onerme 11.1). Standart form icin kanonik formdan gecmek gerekmez; esitlikleri ikiye ayirmadan
dogrudan standart forma ge¢mek daha kisadir. Kanonik form asil olarak dual yazarken gerekir.

Degisken Kisitlar: Tek Tabloda

Biitiin yontemler degiskenlerin > 0 olmasini ister. z; > 0 disindaki her kosul, z; yerine yeni bir degisken
yazilarak bu kaliba getirilir. Asagidaki tablo Isaret kisitlamasi olmayan degiskenler ve Smirl degiskenler
bolimlerindeki biitiin durumlar: bir araya getirir (Tablo 9.1).
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Tablo 15.4: Degisken kisitlarinin doniistimleri

Verilen kogul Yerine yaz Yeni kogul Kisitlara eklenen Sonunda geri do-
satir nus

;>0 degisiklik yok z; >0 yok yok
z; <0 T; = —x;- x; >0 yok T; = —x;-
isaretsiz T; =) -] x>0 yok T; =) — ]
r;>d; r; =1z +d; x>0 yok r; =1z +d;
r; <85 acjz—x;-—i—sj x;ZO yok m]:sj—m;»

0<z; <s,; degisiklik yok z; >0 z; < s, yok

d; <x; <s; mj=x3-+dj x;ZO mz-gsj—d] mjzx;-—i—dj

Yani kural hep aynidir: alt sinir1 olan degisken alt sinir1 kadar otelenir, yalniz st sinir1 olan degisken
st sinirindan geriye dogru yansitilir, hi¢ sinir1 olmayan degisken iki negatif olmayan degiskenin fark:
olarak yazilir. Tablonun yaninda su ii¢ noktay: unutmamak gerekir:

« Sag taraflar degisir. Oteleme ve yansitmada sabit terimler sag tarafa gecer. Sag taraf negatif ¢ikarsa
kisit —1 ile carpilir ve yoni doéner (Tablo 15.3).

« Amagcta sabit belirir. Amac z = 2’ + k bi¢imine gelir. Tabloya yalniz 2"’ niin katsayilar1 yazilir ve asil
optimal deger sonunda z, + k olarak hesaplanir.

« Isaretsiz degisken iki zit siitun verir. z; = z; — 2} déniisimiinde v] = —v} ve ¢j = —c; diir. Her

tabloda bu iki siitun birbirinin negatifidir ve ikisi ayn1 anda bazda bulunmaz (Onerme 8.2).

Ornek 15.2 (Uc farkli degisken kisitim1 birlikte doniistiirmek). z; > 2, z, isaretsizve 1 < x5 < 5
olmak tizere

Ty + 2Ty + 23 <8
2z, —zy+ x5 2>1

maxz = 3T, + Ty — 23

problemini biitiin degiskenleri > 0 olan ve simpleks yontem ile ¢6ziilebilir halde olan bir probleme
dontstiriniz.

Cozim.
Doéniisitmler. Degisken kisitlar: tablosuna (Tablo 15.4) gére ii¢ degisken ti¢ farkli satira girer:

« x7 > 2 alttan siurhdir: 2 = 27 + 2, 27 > 0.
« x4 isaretsizdir: ¢, = x5 — xf, x5, x5 > 0.
+ 1 < 5 < 5ikiyanl simrhdir: 25 = 25 + 1, 25 > 0 ve tst sinr 2 < 5 — 1 = 4 satir1 olarak eklenir.

Kisitlar. Yerine koyup sabitleri saga atalim. Birinci kisit

(] +2)+2(zy —xz5) + (25 +1) <8
= z]+2z5—2z) +x5 <5

olur. Ikinci kisit

2@ +2)—(zp—x5) + (z5+1)>1
= 2z —z5+xy +ay>—4

olur. Sag taraf negatif ¢iktig1 icin iki yan1 —1 ile ¢arpariz ve y6n doner:
=2z + xh —xy —xf < 4.

Amag. Amag fonksiyonunda da yerine koyalim:
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z=3(z] +2)+ (5 —x5) — 2(z4 + 1)
= 3z] + x4 — x5 — 25 + 4.
Sabit 4 tabloya girmez: z = 2’ + 4.
Sonug. Ug kisit da < biciminde ve sag taraflar negatif olmadigi i¢in aylak degiskenler x4, z, x4 bir
birim matris verir; yapay degiskene gerek yoktur:
] +2x, — 2z + x5+, =5
—2z] +xy—xy —zh+a5 =4
xh+ g =4
XY, Ty, T T Ty, T, T > 0
max 2’ = 3x] + x5y — xf — 24
Simpleks yontemin verdigi optimal ¢dziimden z, = x| + 2, z, = x5 — x5, 3 = x5 + 1 ile orijinal
degiskenlere doniiliir; optimal deger 2, + 4’tiir.

Dikkat edilirse ikinci kisit bagta > idi ve yapay degisken gerektirecekti. Otelemeden sonra sag tarafi
negatif ¢ikti, —1 ile ¢arpinca < oldu ve yapay degisken geregi ortadan kalkti. m

Biitiin Temel Coziimler: Tablo Yontemi

Standart formda m denklem ve n degisken varsa, n — m degisken sifirlanip kalan kare sistem ¢oziilerek
bir temel ¢6ziim bulunur (Tanim 2.3). Soru biitiin temel ¢oziimleri istiyorsa biitiin segimler bir tabloda
denenir; optimal ¢6ziim, uygun olanlar arasinda amag degeri en iyi olandir (Teorem 3.4).

Q Bes adimda tablo y6ntemi

1. Standart form. Aylak ve artik degiskenleri ekle; m ve n’yi belirle.

2. Secimleri say. Temel degisken olacak m degiskenin biitiin se¢imlerini sistemli sirayla yaz; en ¢cok

C(n,m) = W‘_m), secim vardir (Onerme 2.1).

3. Determinant. Her secimde temel degigkenlerin siitunlarindan olusan kare matrisin A’si
hesapla. A = 0 ise bu secimden temel ¢6ziim ¢ikmaz.

4. Coz ve siniflandir. A +# 0 ise diger degiskenleri 0 alip sistemi ¢6z. Negatif bilesen varsa ¢6zim
uygun degildir; yoksa uygun temel ¢oziimdiir; bir temel degisken 0 ¢ikmigsa dejeneredir (Tanim
2.6).

5. Optimum. Yalniz uygun temel ¢6ziimlerde 2’yi hesapla ve en iyisini seg.

Ornek 15.3 (Atolye probleminin biitiin temel ¢oziimleri). Atélye probleminin (Ornek 15.1) biitiin
temel ¢oztimlerini bulunuz ve optimal ¢6ziimii belirleyiniz.

Coziim.
Standart form. Iki kisita 25 ve z, aylak degiskenleri eklenir:
T, +Ty+x3=4

m = 2, n = 4 oldugundan her se¢imde iki degisken sifirlanir ve en ¢ok C'(4,2) = 6 secim vardur.
Bir secimin hesab1. Temel degiskenler z,, z, olsun; x5 = x, = 0 alinur:

{z)+2,=4
11
z; + 3z9 =6, A:13=27é0.

Ikinci denklemden birinciyi ¢ikarinca 2z, = 2, yani o = 1 ve z; = 3 bulunur. Céziim (3, 1,0, 0)’dur;
negatif bileseni olmadig icin uygundur ve 2 = 2 - 3 4+ 3 - 1 = 9’dur. Diger bes secim ayni yolla hesap-
lanir.
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Tablo 15.5: Atoélye probleminin temel ¢6ziimleri
Temel degisken- A (1, %, Tg, Ty) Uygun mu? z
ler
Ty, Ty 2 (3,1,0,0) evet 9
Ty, Tq -1 (6,0,—2,0) hayir —
X1,y 1 (4,0,0,2) evet 8
Ty, T3 -3 (0,2,2,0) evet 6
To, Ty 1 (0,4,0,—6) hayir —
Tg, Ty 1 (0,0,4,6) evet 0

Sonug. Alt1 temel ¢6ziimiin dordit uygundur ve hicbiri dejenere degildir. Uygun olanlar arasinda
en biylik deger z = 9’dur: optimal ¢éziim x; = 3, £, = 1 ve max z = 9’dur. Aylaklar x5 =z, =0
oldugundan makine ve iscilik saatlerinin hepsi kullanilir. m

Grafik Yontem ve Aday Kose Noktalar:

Uygun bolge bos degil ve sinirliysa optimum bir kosede alinir (Teorem 3.1). Bolge smirsizken optimum
varsa yine bir kosededir, ama 6nce var olup olmadig: seviye dogrusuyla denetlenir. Bu ytzden grafik
yontemin 0zii, aday noktalari, yani uygun bolgenin koselerini eksiksiz bulup amac degerlerini karsilas-
tirmaktir. Uygun temel ¢oziimler de tam olarak bu koselerdir (Teorem 3.3); tablo yontemindeki uygun
satirlar, grafikte kose olarak karsimiza cikar.

© Alt1 adimda grafik yontem

1.

Dogrulari ciz. Her kisit1 esitlik olarak yaz ve dogruyu eksenleri kestigi iki noktadan ¢iz.

2. Yar1 diizlemi se¢. Dogru iizerinde olmayan bir test noktasi (cogunlukla O(0, 0)) kisit1 sagliyorsa

o tarafl, saglamiyorsa &biir tarafi al. 2;, z, > 0 birinci bolgeyi verir.

Uygun bélgeyi tara. Biitiin yar1 dizlemlerin ortak kismidir. Ortak kisim bogsa uygun ¢6ziim
yoktur; dur.

Aday noktalar1 bul. Bolgenin her kogesi iki siir dogrusunun kesigimidir: iki denklemi ¢6z.
Kesisim noktasinin biitiin kisitlar1 sagladigini kontrol et; saglamayan kesisim bélgenin disindadir
ve aday degildir.

Karsilastir. Her aday noktada 2’yi hesapla ve tabloya yaz. Maksimumda en biiytik, minimumda
en kiigtik deger optimaldir.

Seviye dogrusuyla dogrula. z = k dogrusunu maksimumda ¢ yoniinde, minimumda —¢ y6niin-
de kaydir; bolgeye son degdigi nokta optimaldir. Bolge sinirsizsa kose karsilastirmasindan énce
bu adim zorunludur.

Ornek 15.4 (Atolye probleminin grafik ¢oziimii). Atolye problemini (Ornek 15.1) grafik yontemle
¢oziintiz. Aday noktalar: bir tabloda toplayiniz ve sonucu tablo yontemiyle karsilagtiriniz.

Cozim.
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Xz

(0, 4) uygun degil

c=(23)
z=9
X;+3X,=6
0:2=0 0) uygun degil
L

Sekil 15.1: Grafik yontem. Uygun bolge OABC dortgenidir ve aday noktalar dort kosedir. Koselerdeki

z degerleri 0, 8, 9, 6 oldugundan optimum B(3, 1)'de, z = 9'dur. Kesikli seviye dogrusu 2x; + 3x, = 9

bélgeye yalmz B'de deger. I¢i bos iki nokta kisit dogrularinin bélge digindaki kesisimleridir; bunlar
uygun olmayan temel ¢6ziimlerdir.

Dogrular ve yar1 diizlemler. z; + 2, = 4 dogrusu (4, 0) ve (0,4)’ten, z; + 3z, = 6 dogrusu (6, 0)
ve (0, 2)’den geger. O(0, 0) iki kisit1 da sagladigindan (0 < 4, 0 < 6) iki dogrunun da orijin tarafi alinir.
Aday noktalar. Uygun bolgenin koseleri eksenlerle ve iki dogruyla sinirlanan dort noktadir. B kosesi
iki kisit dogrusunun kesisimidir: denklemler taraf tarafa ¢ikarilinca 2z, = 2, yani z, =1, 2; =3
bulunur.

Tablo 15.6: Atolye probleminin aday noktalar:

Aday nokta Kesisen dogrular z=2x + 3z,
0(0,0) z;=0,2,=0 0
A(4,0) Ty =027 +z,=4 8
B(3,1) T, +xy=42,+32,=6 9
C(0,2) z;=0,2;+32,=6 6

Aday olmayan kesigimler. x, = 0 ile z; + 3z, = 6 dogrusu (6, 0)’da kesisir, ama 6 +0 =6 > 4
oldugundan bu nokta birinci kisit1 saglamaz. Ayni bigimde (0, 4) ikinci kisit1 saglamaz: 0 + 12 = 12 >
6. Bu iki nokta, tablo yénteminde uygun ¢ikmayan iki temel ¢6ziimdir (Tablo 15.5).

Sonug. En biiytik deger B(3,1)’dedir: max z = 9. Seviye dogrusu 2z, + 3z, = 9, ¢ = (2, 3) ydniinde
kaydirildiginda bélgeye son olarak B’de deger. Tablo yontemi de ayni cevab1 vermisti; dort aday nokta,
dort uygun temel ¢oziimiin ilk iki bilesenidir. m

Grafikte bazen tek bir optimal kdse yerine bagka bir sonug¢ goriliir. Dort durumu sdyle taniriz (Bélim 3.3):
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Tablo 15.7: Grafik yontemde 6zel durumlar

Grafikte goriilen Sonug

Yar1 diizlemlerin ortak kismi bos Uygun ¢6zim yok

Seviye dogrusu optimal yonde bir kenarla ¢akisi- Alternatif optimal ¢6ziim: kenarin biitiin noktala-
yor r1 optimaldir

Bolge sinursiz ve seviye dogrusu iyilesme yoniinde ~ Sinirsiz ¢oziim
sonsuza kayabiliyor

Bolge sinirsiz ama seviye dogrusu bir kosede taki- Optimum vardir ve o kdsededir
liyor

15.7 Simpleks Tablosunun Okunusu

15.8

Biitiin simpleks tablolar1 ayni diizende yazilir (Boliim 4.3). Sembollerle tablo soyledir; v;, baza girecek

vektordir.
Tablo 15.8: Simpleks tablosunun genel diizeni
¢; ¢ Cp
Tg cp Vg vy vy, Oran
TB, CB, Y10 Y11 Yin Y10/ Y1k
TB,, CB,, Ymo Ym1 Ymn ymO/ymk
Zj—¢; 2 z1— ¢ Zp —Cp

Tablonun her parcasi tek bir soruya cevap verir:

v sttunu: Su anki ¢6ziim nedir? Baz degiskenlerinin degerleri buradadir; bazda olmayan degiskenler
0’dur.

v; stitunlary: v; vektorii baz vektorleri cinsinden nasil yazilir? Bazdaki vektdrlerin sttunlari birim
vektordir.

Son satir: Coziim iyilesir mi? z; = cx Y;» yani cp siitunu ile v; siitununun karsilikli carpimlarinin
toplamudir; ondan ¢; ¢ikarilir. z, = ¢ g o amagc degeridir. Bazdaki vektorlerin kriteri 0°dur.

Oran siitunu: Hangi vektor bazdan ¢ikar? Yalmz y,;, > 0 olan satirlar icin v, /y,;, yazilir, digerlerine

— konur.

Pivot koseli parantezle, bazdan ¢ikan satir = ile, baza giren siitun 1} ile isaretlenir.

Giren, Cikan ve Durma Kurallari

Maksimum ve minimum problemlerinde kurallar yalniz isaretlerde ayrilir. Yontemin biitiin adimlar:
Simpleks yontem béliimiindeki yedi adimlik recetededir (Bolim 4.5).
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Tablo 15.9: Maksimum ve minimum problemlerinde se¢im kurallar1

Maksimum

Minimum

Tablo optimaldir

Baza giren v,

Bazdan ¢ikan v,

Yapay degiskenin amag katsayi-
st

aM + b bicimli kriterler

biitiin Zj—¢; 2 0

en negatif z;, — ¢;

Y;r > 0 olanlar arasinda en kii-
¢k Y0/ Yix
—M

once M’nin katsayisi, esitse sa-
bit terim karsilastirilir

biitiin zZj—¢; < 0

en biytik pozitif z; — ¢,

ayni
+M

ayni

Tablo bazen normal bir optimumdan farkli bir sey soyler. Hangi belirtinin neyi gosterdigi asagida toplan-

migtir.
Tablo 15.10: Ozel durumlarin tablodaki belirtileri

Tabloda goriilen Anlam Ayrint1
Giren v;, sitununda hi¢ pozitif ~Sinirsiz ¢6ziim: amac sonsuza Teorem 7.1
eleman yok, bazda pozitif yapay  gider
degisken yok
Optimal tabloda baz digt bir v;,  Alternatif optimal ¢6ziim olabi- Teorem 7.2
icin 2z, — ¢, =0 lir: v,’y1 baza al
Optimal tabloda bazda pozitif Uygun ¢6ziim yok Teorem 5.2
degerli yapay degisken
v sttununda 0 degerli baz de- Dejenere ¢dziim Tanim 2.6
giskeni (oran testindeki esitlik
bunu dogurur)
Bazda 0 degerli yapay degisken ~ Gergek bir siitunla pivot yap; Onerme 5.3

Yeni iterasyon Tablosu: Dikdoértgen Kurali

olmuyorsa satir gereksizdir

Giren ve ¢ikan vektor belli olunca yeni tablonun biitiin sayilar1 eski tablodan hesaplanir (Teorem 4.4). Elle
hesapta en hizli yol dikdortgen kuralidir ve agagidaki bes adimda uygulanir. Adimlarin siras1 dnemlidir:
once hic hesap gerektirmeyen hiicreler doldurulur, dikdértgen kurali yalniz geriye kalan hiicrelere uygu-

lanir.
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© Yeni tablo bes adimda

1. Pivot satir1. Pivot satirini pivota bol. Satirin adi baza giren x4, cp degeri de ¢;, olur.

2. Pivot sittunu. Pivot siitununu birim vektor yap: pivotun yerine 1, diger biitiin hiicrelere (z;, — ¢,
dahil) 0 yaz.

3. Sifir kisayolu. Pivot siitununda 0 olan satirlar1 ve pivot satirinda 0 olan stitunlar1 aynen kopyala.
Bazda kalan vektorlerin birim siitunlari bu ytizden hi¢ degismez.

4. Dikdortgen kurali. Kalan her A hiicresii¢cin A* = A — BPC hesapla. Burada P pivot, B hiicrenin
satirinin pivot sittunundaki elemani, C' hiicrenin stitununun pivot satirindaki elemanidir. Kural v,
sitununa ve z; — ¢; satirma da uygulanur.

5. Saglama. z, = ¢4, ve birkac z; — ¢; degerini yeni cg siitunuyla yeniden hesapla. v sitununda
negatif say1 citkmamali, bazdaki vektorlerin kriteri 0 olmalidir.

pivot siitunu A'nin stitunu

pivot satir1 DA~ -=-=-=-F===== F==C

[ 1

I I

1 1

1 1

1 1

1 1
A'nin satir1 B--q--------=---- -==A

A*=A-(B-C)/P
yeni = eski - ¢apraz koselerin carpimi / pivot
Sekil 15.2: Dikdértgen kurali. Glincellenecek A elemant ile pivot P bir dikdortgenin karsilikli kosele-

ridir. Obiir iki kése B (A'nin satir1 ile pivot siitununun kesisimi) ve C (A'min siitunu ile pivot satirmim
kesigimi) olur. Yeni deger A — BC/P'dir.

Kuralin icinde hatirlamay1 kolaylastiran ii¢ gozlem var:

« B=0yadaC =0ise BC/P =0 olur ve hiicre degismez. Ugiincii adimdaki sifir kisayolu buradan
gelir.

+ Aym satirdaki biitiin hiicrelerde B aynidir ve C'/P, yeni pivot satirindaki elemandir. Bu yiizden bir
satir1 tek hamlede de hesaplayabilirsin: yeni satir = eski satir — B X yeni pivot satir1. Bu, Simpleks
yontem bolimiindeki elemanter satir iglemleri yontemidir; iki yol ayni sayilari verir.

+ Pivot 1 ise kural A* = A — BC’ye, ayrica B = —1 ise A* = A + C’ye iner.

Ornek 15.5 (Dikdortgen kuraliyla iki iterasyon).
z, <4
2205 <12
3z, + 2z, <18
1,9 >0
max z = 3T, + 5o

problemini simpleks yontemle ¢6ziiniiz. Her yeni tabloyu bes adimlik receteyle, dikd6rtgen kuralini yalniz
gereken hiicrelere uygulayarak hesaplayimiz.

Coziim.
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Baslangi¢ tablosu. Kisitlar < ve sag taraflar negatif olmadig icin x4, x4, x5 aylak degiskenleri bir

birim matris verir. €z = 0 oldugundan

zj—

¢; = —c¢; dir. Maksimum probleminde en negatif kriter

—b’tir, v, baza girer. Oranlar 12/2 = 6 ve 18/2 = 9’dur; x5 satirinda v, elemani 0 oldugundan o satira
— yazilir. En kiigiik oran x, satirindadir: v, bazdan ¢ikar, pivot 2°dir.

Tablo 15.11: Baslangic tablosu

¢, 3 5 0 0 0
Tg cp Vg vy Uy Vg vy Vg Oran
T3 0 4 1 0 1 0 0 -
T, 0 12 0 2] 0 1 0 2
T 0 18 3 2 0 0 1 8
Z;—¢j 25=0 -3 =51 0 0 0

Birinci iterasyon. Asagidaki sekil baglangi¢ tablosunun her hiicresini, yeni degerini bulmak icin
gereken ise gore boyuyor.

¢ 3 5 0 0 0
Xp Cp Vo Vi Va V3 Vs Vs
X3 0 4 1 0 1 0 0
X4 0 12t===m======pE== [%] """" 0===" == 0
1
T t
1 ] 1
Xs 0 18 > 6= =F===3===71 ""% 0 0—:—1 1
1 1
Zj = Cj 0— 30 =8 =S===r===0==="7"07>5/2 0

D pivot satiri: 2'ye boliniir

|:| 0 kisayolu: aynen kalir

D pivot stitunu: 1 ve 0'lar

D dikdortgen kurali: eski — yeni

Sekil 15.3: Birinci iterasyonun haritasi. Pivot 2'dir. Pivot siitununda 0 olan x, satir1 ile pivot satirinda 0
olan vy, v;, v; stitunlar1 aynen kalir. Dikdértgen kurali yalniz dort hiicreye uygulanir. Kesikli dikdort-
genler iki 6rnegi gosteriyor: 18 - 2:12/2 = 6 ve 0 - (-5)-1/2 = 5/2.

1. Pivot satir1 2'ye béliiniir ve 2, satiri olur (cg = 5): (6 | 0,1, 0, 3, 0).
2. v, stitunu (0, 1,0) olur, kriteri 0’dur.
3. x4 satirmin pivot siitunundaki elemani 0 oldugundan bu satir aynen kalir. Pivot satirinda v, v, v
siitunlarinin elemani 0 oldugundan bu siitunlar da aynen kalir.
4. Geriye yalniz dort hiicre kalir. z5 satirinda B = 2, z; — ¢; satirinda B = —5’tir; C' deerleri pivot
satirindaki 12 (vy) ve 1 (v,) dir:

5. Saglama: ¢z = (0,5,0)ile 2y =5-6 =30vez, —c, =5-2 — 0

x5,v0:18—T

29 :0—
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En negatif kriter —3 oldugundan v, baza girer. Oranlar x5 satirinda 4/1 = 4, z satirinda 6/3 = 2’dir;
x4 satirinin elemani 0 oldugundan oran yazilmaz. vy bazdan ¢ikar, pivot 3’tiir.

Tablo 15.12: Birinci iterasyon tablosu

¢ 3 5 0 0 0
Tg cp Vg vy Vg Vg Uy Vs Oran
g 0 4 1 0 1 0 0 4
T, 5 6 0 1 0 i 0 -
5 0 6 [3] 0 0 -1 1 § =
z;—¢; =30 =31 0 0 2 0

¢ 3 5 0 0 0
Xp cp Vo A \'2 Vs v, Vs
X3 0 4—I‘>‘2"""'l 0 1 00— 1/3 0— -1/3
: i
X 5 6 0 1 0 1/2 0
1
- i
) -
Xs 0 6"“""[1}‘]"""'0 """"" 0========1 1
: :
z - ¢ 30 — 36 —3===r===Q======s0m == =527l 32 0—1
D pivot satirt: 3'ye boliniir D pivot stitunu: 1 ve 0'lar
D 0 kisayolu: aynen kalir D dikdortgen kurali: eski — yeni

Sekil 15.4: Ikinci iterasyonun haritasi. Pivot 3'tiir. Pivot siitununda 0 olan x, satir1 ile pivot satirinda 0
olan v,, v, siitunlar1 aynen kalir ve alt1 hiicre dikdoértgen kuraliyla bulunur. iki érnek: 4 - 1-6/3 = 2 ve
5/2 - (-3)(-1)/3 = 3/2.

1. Pivot satir1 3’e béliiniir ve z; satir1 olur (cg = 3): (2] 1, 0, 0, —%, %)

2. vy siitunu (0,0, 1) olur, kriteri 0°dur.

3. z, satirinin pivot siitunundaki elemani 0 oldugundan bu satir aynen kalir. Pivot satirinda v, ve vy
sttunlarmin eleman 0 oldugundan bu siitunlar da aynen kalir.

4. Geriye alti hiicre kalir. z3 satirnda B = 1, z; — ¢; satirinda B = —3'tiir; C degerleri pivot satirin-
daki 6, —1 ve 1’dir:

1-6 (—3)-6
T3,V 4—T:2, 0 30 — 3 —36,
1-(-1) 1 5 (=3)(—1) 3
(L‘37'U4 0_ 3 = ,Z4 C4 5_ 3 - 5,
1-1 1 (-3)-1
TyV5 10— 2= =—3, %G 0— 3 1.
5. Saglama: ép = (0,5,3) ile 2y =5-6+3-2=36, 2, —c, =5-3+3- (%) =3, 25 —¢; = 3"

1 _
=1
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Tablo 15.13: ikinci iterasyon tablosu (optimal tablo)

¢ 35 0 0 0
T Ccp Vg Uy Uy Vg Uy Vs
3 0 2 o o 1 & -3
Ty 5 6 o 1 0 % 0
) 3 2 1 0 0 —3 2

zj—¢; =3 0 0 0 3% 1

Biitiin z; — ¢; > 0 oldugundan tablo optimaldir. Optimal ¢éziim z; = 2,7, = 6 vemaxz =3-2+5-
6 = 36°dir. Aylak x5 = 2, birinci kisitta 2 birim bosluk kaldigimi séyler; ikinci ve iiciincti kisitlar tam
saglanir.

Iki iterasyonda tablonun 4 - 6 = 24 sayisal hiicresinden yalmiz 4 ve 6 tanesi gercek hesap istedi; geri

kalanlar bolme, birim siitun ya da kopyalamayla doldu. m

Simpleks Hesaplayici

Asagidaki hesaplayici bir problemi kitabin tablo diizeninde adim adim ¢ozer. Her tabloda pivotu koseli
parantezle, bazdan ¢ikan satir1 = ile, baza giren siitunu { ile isaretler; her iterasyonun altina giren ve ¢ikan
vektoriin neden secildigini yazar. Kesirlerle tam hesap yapar, ondaliga yuvarlamaz. > ve = kisitlarinda
Biiyiik M yontemini kullanir ve bazdan ¢ikan yapay degiskenin stitununu sonraki tablolarda yazmaz
(Bolim 15.11).

Hesaplayiciy1 kendi ¢6ziimiinii tablo tablo karsilagtirmak igin kullan. Bir tabloda fark bulursan hatay1 o
iterasyonun dikdértgen hesabinda ara. U¢ noktaya dikkat:

+ Biitiin degiskenler > 0 kabul edilir. Bagka bir degisken kisit1 varsa problemi énce Tablo 15.4 ile doniistiir.

« Katsayilar tam say1 (—3), kesir (3/4) ya da ondalik (0, 5) olarak yazilabilir.

« Kriterlerde ya da oranlarda esitlik olursa hesaplayici soldaki siitunu ve tstteki satir1 secer. Elle ¢6ziimde
obiir se¢im de dogrudur; ara tablolar farkli ¢ikabilir ama optimal deger aynidir.

(Bu etkilesimli bilesen yalnizca web siiriimiinde ¢alisir.)

Baslangic Baz1 Yoksa: Biiyiitk M mi, Iki Faz mi1?
Kisitlarda > ya da = varsa standart form birim matris icermeyebilir ve yapay degisken eklenir. Bundan

sonra iki yol vardir; ikisi de ayni tablolar: farkli bir amacla yiirttiir. Bityitk M yonteminde baglangig tablosu
soyle kurulur.
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© Bes adimda Bityitk M baslangic tablosu

1. Standart form. Sag tarafi negatif satir1 —1 ile ¢arp; < kisita aylak ekle, > kisittan artik ¢ikar.

2. Yapaylar. Birim siitunu olmayan her satira (> ve = satirlar1) bir yapay degisken ekle; amag
katsayist minimumda + M, maksimumda —M dir.

3. Baslangi¢ bazi. < satirlarinda aylak, diger satirlarda yapay degisken bazdadir; cp siitununa
bunlarin katsayilar1 (0 ya da +M) yazilir.

4. Son satir kisayolu. Aylaklarin maliyeti 0 oldugundan yalmz yapayl satirlar katki verir: her siitun
icin

zj—c;=+xM- (yapayl satirlardaki elemanlar toplami) — Cjs
zy = +M - (yapayh satirlarin sag taraflar1 toplami);

isaret minimumda +, maksimumda —’dir.
5. Iterasyonlar. Kriterleri 6nce M nin katsayisina gore karsilastir; bazdan c¢ikan yapayin siitununu
sil. Optimal tabloda bazda pozitif bir yapay kaldiysa uygun ¢6ziim yoktur.

Ornegin minimum probleminde tek yapayli satir (2 | 2,1, —1, 0, 0) ve ¢; = —3, ¢, = 1 ise kriterler z; —
¢ =2M 43,2y —cy = M — 1, 23 — c3 = —M ve 2, = 2M’dir; Tablo 5.1 ile karsilastir.

Tablo 15.14: Biiytik M ve iki faz yontemlerinin karsilagtirmasi

Biiyitk M yontemi iki faz yontemi

Amag Orijinal ama¢ ve yapaylar i¢cin 1. faz: ming = quz (max’ta
+M (min) ya da —M (max) maxg=—> z,); 2. faz

orijinal amag

Kriterler aM + b biciminde; 6nce M’nin  Sayi; 1. fazda yapaylarin katsa-
katsayisi karsilagtirilir yist £+1

Bazdan cikan yapay Siitunu sonraki tablolarda yazil-  Siitunu atilir
maz

Uygun ¢6ziim yok Optimal tabloda bazda pozitif 1. fazin sonunda g # 0
yapay degisken kalir

Bazda 0 degerli yapay Gergek bir siitundaki sifir olma- Ayny; sonra 2. faza gegilir

yan elemanla pivot yap; hepsi

sifirsa satir gereksizdir, silinir
Gegis Yok, tek asama 1. fazin optimal tablosunda c;
satir1 ve cp siitunu orijinal
katsayilarla degistirilir, son
satir yeniden hesaplanir

Yani iki faz yontemi, Biiytik M yontemindeki “M ¢ok buytik” fikrini iki asamaya boler: énce yalniz M’li
kisim en iyilenir, sonra sabit kisim (Onerme 6.4). Elle hesapta M’li ifadelerle ugrasmak istemiyorsan iki
faz yontemini seg.

Dual Problemi Yazmak

Dual, kanonik formdaki primalin katsay1 tablosunun stitun siitun okunmasidir (Tanim 11.1). Primal mak-
simum problemiyse karsiliklar asagidaki gibidir; primal minimumsa biitin esitsizlik yonleri ters déner.
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Tablo 15.15: Primal ile dual arasindaki karsiliklar

Maksimum primal Minimum dual

m kisit, n degisken n kisit, m degisken

i. kisit < b, y; >0

i. kisit > b, once —1 ile carp (< —b;), sonra y, > 0

i. kisit = b, y; isaretsiz (Onerme 11.1)

z; >0 J-dualkisit ayjy; + ... + @Yy, > €5

T ; isaretsiz J- dual kasit esitlik: ... = ¢; (Onerme 11.1)

z; <0 once z; = —m; yaz, sonra tanimi uygula

Amag katsayilari ¢; Dual kisitlarin sag taraflar

Sag taraflar b, Dual amacm katsayilar: ming =b;y; + ... +
b Ym

Sa taraflar1 negatif olmayan bir problemde primalin optimal tablosu dualin ¢dziimiinii de verir (Onerme
11.2). Primal maksimumsa 4. kisitin dual degiskeni, o kisitin aylak stitununun kriteridir: y; = z,,,; — ¢
Primal minimumsa dual degisken, artik stitununun kriterinin negatifidir: y; = —(2,,; — ¢,,;). Glicli
dualite geregi iki optimal deger esittir (Teorem 11.3).

n+i*

Ornek 15.6 (Dual ¢6ziimii optimal tablodan okumak). Dikdértgen kural 6rnegindeki (Ornek 15.5)
problemin dualini yaziniz ve dual optimal ¢6ziimii o 6rnegin optimal tablosundan (Tablo 15.13) okuyunuz.

Cozim.
Dual. Primal kanonik formdaki bir maksimum problemidir; ti¢ kisitina ¥y, ¥y, y5 > 0 karsihik gelir.
Katsay1 tablosunu siitun siitun okursak

Y1 +3ys =3
2y +2y3 25
Y1,Y2,Ys3 ZO
min g = 4y, + 12y, + 18y,

bulunur.
Tablodan okuma. Aylak degiskenler x4, x4, x5 sirasiyla birinci, ikinci ve ti¢lincti kisita aittir. Optimal
tablodaki kriterleri O, % ve 1’dir. Buna gore

k * 3 *
v1 =0, Y2=135» y3 = 1.
Saglama. Dual kisitlar0+3-1=3>3ve 2 % +2-1=25 > 5ilesaglanir. Amac degerig =4 -0+
12 % + 18 - 1 = 36’dir ve primalin max z = 36 degerine esittir. y] = 0 olmasinin nedeni de tabloda-
dir: aylak =5 bazdadir (x5 = 2), bazdaki vektorlerin kriteri 0 oldugundan (Onerme 4.1) y} = 25 — ¢3 =
0 ¢cikar. m

Dual Simpleks Algoritmasi

Dual simpleks algoritmasi simpleks yéntemin aynasidir: dnce satir, sonra siitun secer (Tanim 12.2). ki
yontemi yan yana koyalim.
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Tablo 15.16: Simpleks yontem ile dual simpleks algoritmasinin karsilagtirmasi

Simpleks yontem Dual simpleks algoritmasi

Tablonun durumu Dual uygun: kriterler optimal

isaretli, v, da negatif olabilir

Uygun: v siitunu > 0

Once secilen Giren siitun: kritere gore Cikan satir: en negatif x 5,

Sonra sec¢ilen Cikan satir: y;;, > 0 olanlarda

en kiiciik ;0 /v,

Giren siitun: y,; < 0 olanlarda
en kiiciik | (z; — ¢;)/¥,|

Pivot Pozitif Negatif

Oranlarin yeri Sagda, Oran siitunu Altta, Oran satir1

Durma Kriterler optimal isaretli Vg sttunu > 0

Olumsuz sonug Giren sititunda pozitif eleman

yok: smirsiz

Pivot satirinda negatif eleman
yok: uygun ¢oziim yok

Dual simpleks iki yerde ise yarar. Birincisi, maliyetleri negatif olmayan ve > kisitli bir minimum proble-
minde > kisitlar1 —1 ile carpilinca yapay degiskene gerek kalmadan dual uygun bir baglangig tablosu elde
edilir (Onerme 12.2). Ikincisi, duyarlilik analizinde sag taraf degisince optimal tablonun v, siitunu negatif
olabilir; tablo hal4 dual uygun oldugundan dual simpleks kaldig1 yerden devam eder (B6lim 12.6). Yeni
tablo yine dikd6rtgen kuraliyla hesaplanir.

Duyarlilik Analizi Formiilleri

Duyarlilik analizinin biitiin hesaplar1 optimal bazin B matrisine dayanir (Tanim 10.2). B, optimal tablodaki

baz degiskenlerinin standart formdaki siitunlarindan tablonun satir sirasiyla kurulur ve tablonun her

parcast onunla yazilir (Teorem 10.1):
y; = B’lvj, vy slitunu = Bilz, Zg = EgB’lg.

Biitiin kisitlar < ise B~1’i hesaplamaya gerek yoktur: optimal tablonun aylak siitunlarinda hazir durur

(Onerme 10.1). Ornegin Tablo 15.13 tablosunda v5, v,, vy siitunlar1 B~’in siitunlaridur.

Tablo 15.17: Duyarlilik analizinde hesap ve kosul

Degisen veri

Ne hesaplanir

Optimallik korunur, eger

Temel dig1 z;’nin ¢;’s1

Temelde olan «,’nin ¢, ’si

Sag taraf b,

Yalniz z;, — ¢,

¢,’yi sembol birak, temel dig
buitiin kriterleri ¢, cinsinden yaz

b,’yi sembol birak, B_lg’yi he-
sapla

max: ¢, < zp; min: ¢, > 2y,

Hepsi max’ta > 0, min’de < 0;
araliklarin kesigimi

B1p > 6; araliklarin kesisimi

Araligin disina gikilirsa tablo bozulur: kriter bozulduysa simpleks yéntemle, vy bozulduysa dual simpleks
algoritmasiyla devam edilir.

Dal-Sinir Yontemi Kisaca
Tam sayili bir problem, tam sayr sarti kaldirilmig LP problemleri ¢6zillerek adim adim daraltilir
(Bolum 13.5). Maksimum probleminde:

« Basla. Rahatlatilmis problemi ¢6z. Degeri U.S olur; basta A.S = —oo.
+ Dallandur. Kesirli bir z; = a seg ve iki alt problem kur: birine z; < |a/, 6biirtine z; > [a] kisitini ekle.
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Buda. Her alt problemin rahatlatilmig ¢6ztimiine bak (Tanim 13.6):

Tablo 15.18: Maksimum probleminde alt problem kararlar1

Durum Karar

Uygun ¢6ziim yok Buda (D2)

Coztim tam sayili Aday; z > A.S ise yeni A.S olur; buda (D3)
z<A.S Buda (D1)

Higbiri Dallandirmak tizere beklet

Bitir. Bekleyen alt problem kalmayinca en iyi aday optimaldir; aday yoksa uygun tam sayili ¢6ziim
yoktur.

Minimum probleminde U.S ile A.S yer degistirir: rahatlatilmis deger A.S olur, basta U.S = +co alnir ve

z

> U.S olan alt problem budanr.

Son Kontrol Listesi

Bir ¢6ziimii bitirmeden 6nce su sorular sor:

1.
. Tablo yénteminde C(n, m) se¢imin hepsini yazdin mi, A = 0 olanlar1 ayirdin m1?

e A

Modelde her kisitin iki yaninimn birimi ayni mu? “En az” ve “en ¢ok” yonleri dogru mu?

Grafik yontemde biitiin aday kogeleri buldun mu? Her kesisim noktasinin biitiin kisitlar1 sagladigini
kontrol ettin mi?

. Standart formda biitiin sag taraflar > 0 m1? Sag taraf negatifse satir1 —1 ile ¢arpip yapay degiskenden

once diizelttin mi?
Yapay degiskenin katsayist dogru mu: minimumda + M, maksimumda —M?
Giren vektorii dogru isaretle mi sectin: maksimumda en negatif, minimumda en biyiik pozitif kriter?

. Oran testinde yalniz pozitif elemanlar1 mi kullandin?

Her yeni tabloda baz siitunlar1 birim vektér, kriterleri 0 mi? z, = ¢£ 9, saglamasini yaptin mi?
Déniistiriilmiis degiskenlerden (z7, x7) orijinal degiskenlere déndiin mii, amagtaki sabiti optimal
degere ekledin mi?

Kurallar1 bir biitiin halinde uygulamak i¢in Alistirmalar bolimiindeki ¢6ztimlii problemlere donebilirsin.
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