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Giris

Analiz 1, matematik bolimiiniin en 6nemli dersidir: burada “yaklasmak”, “sinirsiz biiytimek”, “kesintisiz
olmak” gibi sezgisel sozler ilk kez kesin taumlara (-4 diline) doniigiir. Ders, mantik ve kiime dilinden
baslayarak reel sayilarin aksiyomlarini kurar; sayr dogrusunun topolojisini, dizilerin yakinsakligini,
fonksiyonlarda limit ve siireklilik kavramlarini inceler.

Notlar, hi¢bir adimi atlamadan ve olabildigince sade bir Tiirk¢eyle yazilmigtir; her teoremin ispati verilmis,
her kavram 6rnek ve cizimlerle desteklenmistir.

1 Not

Analiz 1'in biitiin bashiklarinin notlar1 hazirdir ve asagidaki baglantilardan ulasilabilir. Dort Analiz
dersinin listesi i¢in Analiz sayfasina bakabilirsiniz.
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1.1

1.1.1

1. Onermeler Mantig1

Matematik, dogru oldugu kesin olarak bilinen ctimlelerden yeni dogru ctimleler iiretme sanatidir. Bunu
givenle yapabilmek i¢in 6nce “ciimle” ile ne kastettigimizi, iki ctimleyi nasil birlegtirdi§imizi ve bir
ciimlenin ne zaman bir digerinden “ciktifin1” kesin kurallara baglamamiz gerekir. Bu béliim, Analiz 1
boyunca her tanimda ve her ispatta kullanacagimiz bu ortak dili kurar: 6nermeler, baglaclar, dogruluk
tablolar1 ve temel mantik yasalari.

Béliimiin sonunda bir teoremin “karsit tersi” ile “karsiti” arasindaki farki, “ancak ve ancak” iceren bir
iddianin neden iki ayr1 ispat gerektirdigini ve “ve”li bir ciimlenin olumsuzlamasinin neden “veya’li
oldugunu tablolarla kanitlayabiliyor olacagiz. Bir sonraki boliimde bu dile niceleyicileri (V, J) ekleyip
ispat yontemlerine gececegiz.

Onermeler

Giinlik dilde her ctimle bir yarg: bildirmez: emirler, sorular, dilekler vardir. Matematikte ise yalnizca
“dogru mu, yanlis mi?” sorusunun tek bir yamiti olan ciimlelerle ¢aligiriz. Bu ciimlelere 6zel bir ad
veriyoruz.

Tanim 1.1 (Onerme). Dogru ya da yanlis olan, ama ikisi birden olmayan bildirim ciimlesine énerme
(proposition) denir. Bir énermenin dogru (D) ya da yanlis (Y) olmasma o 6nermenin dogruluk degeri
denir.

Tanimdaki iki kosul birlikte 6nemlidir: bir 6nermeye D ya da Y degerlerinden biri kesinlikle atanabilme-
lidir; 6nerme hem D hem Y olamaz, ne D ne Y de olamaz. Onermeleri genellikle p, g, 7, s, ... harfleriyle
gosteririz. (Ingilizce metinlerde dogruluk degerleri T ve F harfleriyle yazilir; biz D ve Y kullanacagiz.)
Asagidaki cimleleri inceleyelim:

+ p: “Cin, Avrupa’dadir” Bu bir 6nermedir; dogruluk degeri Y’dir, ¢linkii Cin Asya’dadir.

+ ¢: “Her asal say1 tektir” Bu bir énermedir; dogruluk degeri Y’dir, ¢tinkii 2 asaldir ve ¢ifttir.

« 7“2 4+ 2 = 4” Bu bir 6nermedir; dogruluk degeri D’dir.

+ s: “Kapiy1 kapat.” Bu bir 6nerme degildir; bir emirdir, dogru ya da yanlis olmasi séz konusu degildir.

+ t: “Nereye gidiyorsun?” Bu bir 6nerme degildir; bir sorudur. Soru bilgi ister, yargi bildirmez.

+ u: “c > 4” Bu da bir 6nerme degildir: dogrulugu z’in ne olduguna bagldir. Byle “degiskenli” ctimleleri
Onermeye doniistirmenin yolunu bir sonraki boliimde gorecegiz.

1 Dogruluk degerini bilmemek 6nermelige engel degildir

“2’den biiyiik her ift say: iki asal sayinin toplamidir” ctimlesi (Goldbach sanisi) bir 6nermedir: ya
dogrudur ya yanlistir. Hangisi oldugunu heniiz kimsenin bilmiyor olmasi bunu degistirmez. Onerme
olmak, dogruluk degerinin var olmasiyla ilgilidir, bizim onu bilmemizle degil.

Olumsuzlama

Bir yarginin tersini sdylemek, mantiktaki en basit igslemdir: “yagmur yagiyor” ciimlesinden “yagmur
yagmiyor” ciimlesine gecmek.

Tanim 1.2 (Olumsuzlama). Bir p 6nermesinin olumsuzlamasi (negation), p ile zit dogruluk degerine
sahip olan 6nermedir. —p ile gosterilir ve “p degil” diye okunur:

+ p dogruysa —p yanlistir,
+ p yanligsa —p dogrudur.
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Kaynaklarda ~ p ve p’ gosterimlerine de rastlanir; bu notlarda —p kullanacagiz. Olumsuzlamay1 tanim-
lamanin en agik yolu, p’nin alabilecegi her deger i¢in —p’nin degerini listeleyen dogruluk tablosu (truth
table) yazmaktir:

p —p

D Y
Y D

Ornekler:

1. p: “2 ¢ift sayidir” 6nermesi dogrudur (D). Olumsuzlamasi1 —p: “2 ¢ift say1 degildir” yanlstir (Y).
2. ¢: “Dinya, Giines’ten bityiiktiir” 6nermesi yanhstir (Y). Olumsuzlamasi —¢: “Diinya, Giineg’ten bitytiik
degildir” dogrudur (D).

Olumsuzlama, ziddini séylemek degildir

“Her asal say1 tektir” onermesinin olumsuzlamasi “Her asal say: ¢ifttir” degildir; ikisi de yanlistir, oysa
bir 6nerme ile olumsuzlamasindan tam biri dogru olmalidir. Dogru olumsuzlama “Tek olmayan bir
asal say1 vardir” ciimlesidir. “Her” ve “vardir” iceren ciimlelerin olumsuzlanmasi kuralini bir sonraki
bolimde ayrica ele alacagiz.

Mantiksal Denklik
Iki farkli ciimle ayn1 seyi séylityor olabilir: “2 cift sayidir” ile “2, ikiye béliiniir” gibi. Mantikta “ayni seyi
sOylemek”, bilesenlerin her dogruluk degeri dagiliminda ayni sonucu vermek demektir.

Tanim 1.3 (Mantiksal Denklik). Ayni p, g, 7, ... 6nermelerinden kurulmus iki 6nerme, kurucu 6ner-
melerin dogruluk degerlerinin her olasi dagiliminda ayni dogruluk degerini aliyorsa, yani dogruluk
tablolar1 birebir ayniysa, bu iki 6nermeye mantiksal denk (logically equivalent) ya da kisaca denk denir.
P ve @) onermeleri denkse P = @) yazilir.

= igareti yeni bir 6nerme kurmaz; iki dnerme hakkinda bir bilgi verir: “bu ikisi birbirinin yerine kullani-
labilir” Denkligin ilk ve en basit 6rnegi, bir 6nermeyi iki kez olumsuzlamaktir.

Onerme 1.1 (Cift Olumsuzlama Yasasi). Her p onermesi icin
~(=p) =p.
ispat.
Dogruluk tablosunu kuralim. —p siitunu p siitununun ziddi, —(—p) siitunu da —p sitununun ziddidur:
p —p —(-p)
D Y D

Y D Y

[ik ve son siitun birebir aymidir; Tanim 1.3 geregi —(—p) = p.
|

Ornegin “2’nin ift say1 olmadig1 dogru degildir” ciimlesi ile “2 cift sayidir.” ciimlesi mantiksal olarak ayni

seyi sOyler. Bu yasa ispatlarda sik sik, fark etmeden kullanilir: “z’in pozitif olmadigini varsayalim ... demek
ki x pozitif degil degilmis, yani pozitifmis” adimi tam olarak budur.

Bilesik Onermeler ve Baglaclar

Sayilarla toplama ve ¢arpma yaparak yeni sayilar iirettifimiz gibi, 6nermeleri de “ve”, “veya”, “ise” gibi
kelimelerle birlestirerek yeni 6nermeler iiretiriz.
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Tanim 1.4 (Basit ve Bilesik Onerme). Tek bir yargi bildiren ve daha kiigiik 6nermelere ayrilamayan

dnermeye basit dnerme; bir ya da daha ¢ok basit énermenin “degil”, “ve”, “veya”, “ise”, “ancak ve ancak”
gibi baglaclarla (logical connectives) birlestirilmesiyle elde edilen 6nermeye bilesik 6nerme denir.

Basit 6nerme tek bir 6zne ve tek bir yiiklem icerir; dogruluk degeri baska dnermelere bakilmadan belir-
lenir. Ornegin “Yagmur yagiyor”, “Giines bir yildizdir”, “3 tek sayidir” basit énermelerdir. Bilesik énerme
ise en az bir baglac icerir ve dogruluk degeri, bilesenlerinin dogruluk degerleriyle baglacin kuralindan
hesaplanir:

« “Yagmur yagiyor ve Giineg bir yildizdir”
+ “Yagmur yagiyor veya 3 tek sayidir”

+ “Yagmur yagiyor ise 3 tek sayidir”
« “Yagmur yagmiyor.”

Bir baglaci, girdi olarak bir ya da iki 6nerme alip ¢ikt1 olarak yeni bir 6nerme veren bir islem gibi
diisiinebiliriz. Islemin sonucu yalnizca girdilerin dogruluk degerlerine ve baglacin tanimina baglhdir; bu
tanimi vermenin standart yolu dogruluk tablosudur. Dért temel baglaci sirayla tanimlayalim.

Ve Baglaci

Ginlik dilde “hem ... hem de” anlamindadir: her iki parca da dogruysa biitiin dogrudur.

Tanim 1.5 (Ve Baglaci). p ve ¢ 6nermelerinin konjonksiyonu (conjunction) p A g ile gosterilir, “p ve
q” diye okunur ve ancak ve ancak p ile ¢’nun ikisi de dogruyken dogrudur; diger her durumda yanlistir.

p g pPAg
D D D
D Y Y
Y D Y
Y Y Y

Ornek: p: “Hava giinesli” (D) ve ¢: “Hava sicak.” (D) ise p A ¢: “Hava giinesli ve sicak” dogrudur. Hava
sicak olmasayd1 (¢ yanlis olsaydi), p dogru kalsa bile p A ¢ yanhs olurdu. iki énermeli bir tabloda dért
satir olduguna dikkat edin: p ve ¢’nun her biri iki deger alabildiginden 2 - 2 = 4 olas1 dagilim vardir. Ug
onerme icin satir sayisi 23 = 8 olur.

Veya Baglaci

Matematikte “veya” kapsayicidir: iki par¢adan en az biri dogruysa biitiin dogrudur, ikisi birden dogru
olabilir.

Tanim 1.6 (Veya Baglac1). p ve g dnermelerinin disjonksiyonu (disjunction) p V ¢ ile gésterilir, “p
veya ¢~ diye okunur ve ancak ve ancak p ile ¢’'nun ikisi de yanligken yanlstir; diger her durumda dogrudur.

pvyg

<o O Ol
< O = Ol=
< O O Ol<

Ornek: p: “Rapor sali giinii teslim edilecek” (D) ve ¢: “Rapor carsamba giinii teslim edilecek.” (Y) ise p V
q: “Rapor sali veya ¢arsamba giini teslim edilecek.” dogrudur.
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Ginlik dildeki ya ... ya da

“Cay ya da kahve alir misiniz?” sorusundaki “ya da” genellikle ikisinden yalniz birini kasteder
(diglayic1 veya). Matematikteki V boyle degildir: “z = 0 veya y = 0” dnermesi, z ile y’nin ikisi de
sifirken de dogrudur. Dislayici veya’y1 yazmak gerekirse (p V ¢) A =(p A g) bi¢iminde agikca yazilir
(bkz. Alistirma 1.1 a).

Ise Baglaci (Kosullu Onerme)

Matematigin en 6énemli baglaci budur: teoremlerin biiyiik cogunlugu “... ise .. bigimindedir.

Tanim 1.7 (ise Baglaci). p ve q énermelerinden kurulan kosullu énerme (conditional) p = ¢ ile
gosterilir; “p ise ¢” ya da “p, ¢’yu gerektirir” diye okunur. Yalnizca p dogru ve ¢ yanlisken yanlistir; diger
her durumda dogrudur. Burada p’ye hipotez (varsayim, énciil), ¢’ya sonug (hiikiim) denir.

p q p=4q
D D D
D Y Y
Y D D
Y Y D

Tablonun son iki satir1 ilk bakista sasirticidir: hipotez yanligsa kosullu 6nerme, sonug ne olursa olsun
dogru sayilir. Bunu bir s6z verme olarak disiinmek yardimer olur. p: “Finalden AA alirsin” ve ¢: “Dersi
gecersin.” olsun; p = ¢: “Finalden AA alirsan dersi gegersin” bir vaattir. Bu vaat yalnizca tek bir durumda
bozulmus olur: AA alip da dersi gecememen. AA alamadiysan vaat hi¢ stnanmamigtir; dersi ge¢sen de
gecmesen de sziinl tutmayan kimse yoktur, dolayisiyla vaat yanlislanmamigtir. Matematikte bu duruma
“boslukla dogru” (vacuously true) denir; bir sonraki bolimde niceleyicilerle birlikte tekrar karsimiza
cikacak.

Ayni 6nermenin farkli okunusglari vardir ve teorem ifadelerinde hepsi kullanilir:

1 Yeter kosul, gerek kosul

p = q Onermesi su bicimlerde de soylenir:

« “p, q i¢in yeter kogsuldur” (sufficient condition): p’nin dogru olmasi ¢’nun dogru olmasina yeter.

« “q, p i¢in gerek koguldur” (necessary condition): p dogruysa ¢ mutlaka dogrudur; ¢ olmadan p
olamaz.

+ “q olmast i¢in p olmasi yeterlidir”, “p olmasi i¢in ¢ olmasi gereklidir”, “p oldugunda ¢ olur”, “q
olmadik¢a p olmaz”. Sonuncusu, asagida gérecegimiz kargit ters bi¢imidir: ~¢ = —p. Dikkat: “p
olmadikca g olmaz” ciimlesi ise =p = —¢q demektir ve p = ¢ ile ayni sey degildir.

Teorem ispatlarinda p verilen, kabul edilen kisimdir; q ise gosterilmesi gereken kisimdir. Bir ispat,
hipotezin dogru oldugu varsayimi altinda sonucun da dogru olmak zorunda oldugunu gésterir.

Kosullu 6nerme, aslinda “degil” ve “veya” ile yazilabilir; bu gozlem hem olumsuzlama alirken hem de ispat
yontemlerini gerekg¢elendirirken igsimize yarayacak.

Ornek 1.1 (Ise Baglacinin Veya ile Yazilmasi). (p = ¢) = (—p V q) denkligini dogruluk tablosuyla
gosteriniz.

Cozim.
p ve ¢’nun dort olast dagilimi igin p = ¢ siitununu Tanim 1.7 ile, —p siitununu Tanim 1.2 ile, —=p V ¢
stitununu ise Tanim 1.6 ile dolduralim:
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p ¢ p=q —p —DpVg
D D D Y D
D Y Y Y Y
Y D D D D
Y Y D D D

p = q ve —p V g stitunlar1 dort satirda da aynidir; Tanim 1.3 geregi iki 6nerme denktir. Sozle: “p ise ¢”
demek, “ya p yanlstir ya da ¢ dogrudur” demektir.
|

Ancak ve Ancak Baglaci (iki Kosullu Onerme)

iki 6nermenin “ayni anda dogru, ayni1 anda yanls” olmasini ifade eden baglactir; tanimlarda ve karakte-
rizasyon teoremlerinde siirekli kargimiza gikar.

Tanim 1.8 (Ancak ve Ancak Baglaci). p ve ¢ dnermelerinden kurulan iki kogullu 6nerme (bicondi-
tional) p <> q ile gosterilir ve ancak ve ancak p ile ¢ ayn1 dogruluk degerine sahipken dogrudur; farkl

degerlere sahipken yanligtir. “p ancak ve ancak ¢”, “p ile ¢ denktir”, “p, ¢ i¢cin gerek ve yeter kosuldur”
diye okunur.

P g4 peg
D D D
D Y Y
Y D Y
Y Y D

Ornek: Belirli bir cokgen verilmis olsun. p: “Bu ¢okgenin tam ii¢c kenar1 vardir” ve q: “Bu cokgen bir
icgendir” olsun. Cokgen bir kez sabitlendiginde iki ciimlenin de dogruluk degeri belirlidir, yani ikisi
de Tanim 1.1 anlaminda birer 6nermedir. p < ¢: “Bu ¢okgenin tam ii¢ kenar1 vardir ancak ve ancak bu
cokgen bir iicgense.” dogrudur; ¢linkii hangi cokgen verilirse verilsin iki ctimle ya birlikte dogru ya birlikte
yanligtir.

Iki kosullu énerme, adindan da anlagilacag: gibi, iki kosullu 6nermenin birlesimidir:

Ornek 1.2 (Ancak ve Ancak, iki Yonlii ise Demektir). p < ¢= (p = ¢) A (¢ = p) denkligini
dogruluk tablosuyla gosteriniz.

Cozim.
p = qveq = psiutunlarini Tanim 1.7 ile ayr1 ayr1 doldurup Tanim 1.5 ile birlestirelim; son siitun Tanim
1.8’den gelir:

p q p=q q=p (p=q A pEyq
(¢=p)

D D D D D D

D Y Y D Y Y

Y D D Y Y Y

Y Y D D D D

Son iki siitun birebir ayni oldugundan denklik kanitlanmistr.
|
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Bu denkligin ispat pratigindeki anlami biyiktir: “p < ¢” bicimindeki bir teorem, iki ayr1 teoremdir.
“=”yonii (p = ¢) p’nin yeterliligini, “<” yénii (¢ = p) p’nin gerekliligini sdyler ve teorem ancak iki yén
de ispatlandiginda ispatlanmus sayilir. Yalnizca bir yonii gosterip “ancak ve ancak”li sonucu ilan etmek,
6grencilerin en sik yaptig1 hatalardan biridir.

Karsit, Ters ve Karsit Ters

p = q 6nermesinden, parcalarmin yerini degistirerek ya da olumsuzlayarak ii¢ yeni kosullu 6nerme
iiretilebilir. Bunlarin hangisinin 6zgiin 6nermeye denk oldugunu bilmek, ispat yazarken yasamsaldur.

Tanim 1.9 (Karsit, Ters ve Karsit Ters). p = ¢ kosullu 6nermesi verilsin.
+ ¢ = p dnermesine p = ¢’nun karsit1 (converse),

« —p = —q dnermesine p = ¢’nun tersi (inverse),
+ g = —p Onermesine p = ¢’nun karsit tersi (contrapositive)

denir.

Adlar akilda kalicidir: karsit, iki tarafin yerini karsilikli degistirir; ters, iki tarafi olumsuzlar; karsit ters,
ikisini birden yapar.

Ornek 1.3 (Kosullu Onerme Karsit Tersine Denktir). p = ¢ = —¢ = —p denkligini dogruluk tablo-
suyla gosteriniz. Kargit ve ters i¢in ne sdylenebilir?

Coziim.
Tabloya —p ve —q siitunlarini ekleyip karsit tersi, kargiti ve tersi ayri siitunlarda hesaplayalim. Her
kogullu 6nerme siitunu i¢in kural aynidir: yalnizca “hipotez D, sonug Y” satirinda Y yazilir.

p q p=4q -p —-q —q= P q=p P =q
D D D Y Y D D D
D Y Y Y D Y D D
Y D D D Y D Y Y
Y Y D D D D D D

p = q ile ~q = —p situnlar1 dort satirda da aynidir: bir kosullu 6nerme, karsit tersine denktir.

Ote yandan p = g ile ¢ = p siitunlar ikinci ve ii¢iincii satirlarda farklidir: bir kosullu énerme karsitina
denk degildir. Son iki siitun ise birbirine egittir; yani kargit ile ters birbirine denktir (ters, karsitin
kargit tersidir).

|

Somut bir 6rnekle sindirelim. p: “Yagmur yagiyor”, g: “Yer 1slak.” olsun ve p = ¢: “Yagmur yagiyorsa yer
1slaktir” 6nermesini dogru kabul edelim.

« Karsitr: “Yer 1slaksa yagmur yagiyordur” Dogru olmak zorunda degil; yer hortumla sulanmis olabilir.
« Tersi: “Yagmur yagmiyorsa yer 1slak degildir” Ayni nedenle dogru olmak zorunda degil.
o Kargit tersi: “Yer 1slak degilse yagmur yagmiyordur” Dogru: yagmur yagsaydi yer 1slak olurdu.

© Ispatlarda karsit tersin kullanimi

p = q ile 7q = —p denk oldugundan, bir teoremi ispatlarken 6zgiin ifade yerine kargit tersini ispat-
lamak tamamen mesrudur. Bazen karsit ters cok daha kolay ispatlanir: “n? cift ise n cifttir” yerine “n
tek ise n? tektir” gostermek gibi. Bu yontemi bir sonraki boliimde ayrimntil isleyecegiz. Ama dikkat:
karsit1 ispatlamak, 6zgiin 6nermeyi ispatlamaz.
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Celiski ve Totoloji
Bazi bilesik 6nermeler, bilesenlerinin degeri ne olursa olsun hep ayni sonucu verir. Bu iki u¢ durumun
ozel adlar1 vardur.

Tanim 1.10 (Totoloji ve Celigki). Kurucu 6nermelerinin her dogruluk degeri dagiliminda dogru olan
bilesik 6nermeye totoloji (tautology); her dagilimda yanlis olan bilesik 6nermeye ¢eliski (contradiction)
denir.

En basit ornekler tek bir onermeden kurulur:
p —p pA—p pV-p
D Y Y D

Y D Y D

p A —p siitunu hep Y’dir: bu bir celigkidir. p V —p siitunu hep D’dir: bu bir totolojidir. Bu iki tablo, aslinda
onermeler mantiginin temel ilkelerinin tablo halidir.

1 Onermeler mantiginin iig temel ilkesi

1. Ozdeslik ilkesi: Bir 6nerme dogruysa dogrudur; yani p = p bir totolojidir. (Tabloda p ile p ayn1
degeri aldigindan “hipotez D, sonug Y” satir1 hi¢ olusmaz.)

2. Celismezlik ilkesi: Hicbir 6nerme ayni anda hem dogru hem yanlis olamaz; yani p A —p bir
celigkidir.

3. Uciincii halin olmazligi ilkesi: Bir 6nerme ya dogrudur ya yanlistir, iiciincii bir olasilik yoktur;
yani p V —p bir totolojidir.

Uciincii ilke, “olmayana ergi” yontemine gii¢ veren ilkedir: —p’nin bir celigkiye gétiirdiigiinii goste-
rirsek, tictincii bir secenek olmadigindan p dogru olmak zorundadir.

Totoloji kavrami, denkligi de yeniden ifade etmemizi saglar: P = () olmasi, P < @ 6nermesinin bir
totoloji olmas1 demektir. Gergekten de Tanim 1.8 geregi P < () tam olarak P ile () ayni degeri aldiginda
dogrudur; her satirda dogru olmasi, her satirda ayni degeri almalari, yani denk olmalar1 demektir.

Onemli Mantik Yasalar1

Asagidaki yasalarin ¢ogu, sayilardaki degisme, birlesme ve dagilma ozelliklerinin mantiktaki karsilikla-
ridir ve birer denkliktir; (5) numarali gecislilik maddesi ise bir denklik degil, tek yonli bir gerektirmedir.
Hepsi dogruluk tablosuyla dogrulanabilir; bundan sonra ispatlarda gerekce gostermeden kullanacagiz.

Teorem 1.1 (Temel Mantik Yasalar1). p, g ve r onermeler olsun.

Degisme yasalari:pV g=qVpvepAqg=qAp.

Birlesme yasalari: (pV ¢)Vr=pV (gVr)ve(pAg Ar=pA(qgAT).

Dagilma yasalaru:p A (gVr)=(pAq)V(pAr)vepV(gAT)=(pVag A(pVr).

Ozdeslik yasalari: p A p = p ve p V p = p. (Identity laws; bazi kaynaklarda es giicliiliik ya da idem-
potens yasalari denir. Yukaridaki “6zdeslik ilkesi” (p = p) ile ayni sey degildir.)

Gegislilik (transitivity): [(p = q) A (¢ = )] = (p = r) bir totolojidir.

De Morgan yasalari: —~(pV q¢) = —p A —gve—(p A q) = —pV —q.

Karsit ters yasasi:p = g = —q = —p.

R N

N S

Ispat.

Her maddeyi dogruluk tablosuyla dogrulayabiliriz; bazilar i¢in tablo kurmaya bile gerek yoktur.

(1) Degisme. Tanim 1.5 ve Tanim 1.6 tablolari p ile q¢’ya gore simetriktir:p A q yalnizca ikisi de dogruyken
dogrudur, bu kosul p ile g’nun sirasina bagh degildir. V icin de ayni sey “ikisi de yanhsken yanls” kosulu
icin gecerlidir.

(4) Ozdeslik. p A p 6nermesip dogruyken dogru, yanlisken yanhstir; yani siitunu p’nin siitunuyla aynidir.
p V p icin de aymi gerekce gegerlidir.

(6) De Morgan, ilk yasa. —~(p V q) = —p A —q denkligi icin tabloyu kuralim:
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p q pVyq =(pVq) —p —q —p A —q
D D D Y Y Y Y
D Y D Y Y D Y
Y D D Y D Y Y
Y Y Y D D D D

=(p V q) ve —p A —q siitunlar birebir aynidir; ilk De Morgan yasast kanitlanmigtir. Sozle: “p veya q”
yanlissa ikisi de yanhgtir; ikisi de yanlissa “p veya q” yanlistir.

(7) Karsat ters. Ornek 1.3'te tabloyla gosterildi.

(2), (3), (5) ve De Morgan"in ikinci yasasi. Bu maddeler béliim sonundaki Alistirma 1.1 alistirmasinin
b, ¢ ve d siklarinda ispatlanmigtir: (3), (5) ve De Morgan’in ikinci yasasi i¢in dogruluk tablolari kurulur (ii¢
onermeli tablolar sekiz satirlidir), birlesme yasalari (2) ise tablo kurmadan, sézlii bir gerekgeyle gosterilir.
|

Bu yasalar ne ise yarar? Birlesme yasalar1 sayesinde p A g A yadap V ¢ V r yazarken parantez koyma-
muza gerek kalmaz. Dagilma yasalari, “x = 0 ve (y = 1 veyay = 2)” gibi bir kosulu “(x = O vey = 1) veya
(x = 0 ve y = 2)” bi¢ciminde agmamizi saglar. Gegislilik, ispatlardaki “zincir” mantiginin kendisidir: p =
Dy = Py = ... = g adimlarindan p = ¢ sonucuna bdyle gecilir (yasa iki halkali zincir i¢in yazilmigtir;
daha uzun zincirler onu tekrar tekrar uygulayarak kisaltilir). Besinci maddenin bir denklik degil, bir totoloji
olduguna dikkat edin: p = r dogruyken (p = q) A (¢ = r) yanls olabilir.

De Morgan yasalari ise olumsuzlama alirken vazgecilmezdir. “x cift ve y tek” 6nermesinin olumsuzlamasi
“z tek veya y cift’tir; “c = 0 veyay = 0” 6nermesinin olumsuzlamasi “z # 0 ve y # 0”dir. Olumsuzlama
“ve’yi “veya’ya, “veya’y1 “ve’ye cevirir. Bu yasay1 kosullu 6nermeye uygulayinca, ispat yontemlerinin
temel tasi olan bir sonug elde ederiz.

Sonuc 1.1 (Kosullu Onermenin Olumsuzlamasi).
=9 =pA—q

ispat.
Ornek 1.1 geregi p = q = —p V q’dur. Denk énermelerin olumsuzlamalar: da denktir (tablolar: ayniysa
zitlar da aynidir); dolayisiyla

—~(p=q9 =~(pVa).
Sag tarafa Teorem 1.1 (6), ilk De Morgan yasasini uygulayalim:
~(=pVq) =~(=p) A g

Son olarak Onerme 1.1 ile ~(—p) = p oldugundan —(p = q) = p A —q elde edilir.
|

Sonucun séyledigi sudur: “p ise ¢” iddiasinin yanlis olmasi, “p dogru ve ¢ yanlis” olmasi demektir; bagka
higbir sey degil. Bu yiizden bir “ise”li iddiay: ¢iiriitmek i¢in hipotezin saglandi1 ama sonucun saglanma-
dig1 tek bir 6rnek yeter; ve bu yiizden olmayana ergi yonteminde “p ve —¢” varsayimiyla basglanir. Her
iki fikri de bir sonraki bélimde kullanacagiz.

Onermelerin Matematikteki Kullanimi

Mantikta bir 6nerme dogru ya da yanlis olabilir. Matematik metinlerinde ise “6nerme” s6zciigii neredeyse
her zaman dogrulugu ispatlanmig bir ifade i¢cin kullanilir; bundan sonra “6nerme” dedigimizde, baglamdan
aksi anlagilmiyorsa, bu matematiksel anlami kastedecegiz. Bir matematik metninin yapi taglar agagidaki
sozciiklerle adlandirilir; bu notlardaki kutu bagliklar: da bu adlandirmayi izler.
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1.6 Onermelerin Matematikteki Kullanimi 21

1 Matematik metinlerinin yapi taglari

« Tanim (definition): Bir s6zciigiin matematiksel anlaminin agiklanmasi ya da bir kavrama ad veril-
mesidir. Tanmimlar ispatlanmaz; kabul edilir.

« Aksiyom (axiom, postulat): Bir matematiksel yap1 hakkinda, ispat gerektirmeden dogru kabul
edilen temel varsayimdir. Reel sayilar1 boyle aksiyomlarla kuracagiz.

+ Teorem (theorem): Onemli, genel ve giiclii sonuclar1 olan, ispatlanmig bir énermedir.

« Onerme (proposition): Dogrulugu ispatlanmis ama teorem kadar 6nemli sayllmayan bir ifadedir.

« Lemma (lemma, yardimci teorem): Bir teoremin ispatinda kullanilmak tizere ispatlanan yardimci
6nermedir.

« Sonug (corollary): Bir teoremden kolayca tiiretilen dnermedir.

« Ispat (proof): Bir 6nermenin neden dogru oldugunu gésteren, tanimlara, aksiyomlara ve daha 6nce
ispatlanmis sonuclara dayanan mantiksal aciklamadir. Yukaridakilerin gecerliligi ispatla kurulur.

« Sani (conjecture): Dogru olduguna inanilan ya da iddia edilen, ancak hentiz ispati bulunamamis ve
ciiriitillememis 6nermedir. Goldbach sanis1 boyledir.

Teorem, 6nerme, lemma ve sonug arasindaki fark mantiksal degil, “6nem” ve “kullanim yeri” ile ilgilidir;
hepsi ispatlanmis onermelerdir. Bu notlar boyunca ispatlar, ait olduklari1 kutunun icinde, hipotezden
sonuca giden adimlarin her birinin gerekgesi yazilarak verilecektir. Bir sonraki béliimde bu adimlarin
hangi kaliplara oturdugunu, yani ispat yontemlerini 6grenecegiz.

Alistirmalar

Alistirma 1.1 (Onermeler Mantig1 Alistirmalari).

a) (pV q) A—(p A q) dnermesinin (dislayici veya) dogruluk tablosunu kurunuz ve =(p < ¢) dnermesine
denk oldugunu gosteriniz.

b) De Morgan’in ikinci yasasini, —~(p A q) = —p V —q, dogruluk tablosuyla ispatlayiniz.

¢) Dagilma yasalarin, pA (gVr)=(pAq)V(pAT)vepV(gAr)=(pVq) A(pVr), dogruluk tab-
losuyla ispatlayiniz. Birlesme yasalarim tablo kurmadan, sozli bir gerekceyle ispatlayiniz.

d) Gegislilik yasasinin, yani [(p = q) A (¢ = r)] = (p = r) énermesinin bir totoloji oldugunu dogruluk
tablosuyla gosteriniz.

e) “Bir tam say1 6 ile boliintiyorsa 3 ile boliiniir” énermesinin karsitini, tersini ve karsit tersini yaziniz;

her birinin dogru olup olmadigim belirleyiniz.

Cozim.
a) Once i¢ parcalar, sonra biitiinii hesaplayalim:

p q pVyq PAg —pANg) (PVOAN peg —-(p &
—(pAq) q)
D D D D Y Y D Y
D Y D Y D D Y D
Y D D Y D D Y D
Y Y Y Y D Y D Y

Dislayici veya yalnizca p ile g’dan tam biri dogruyken dogrudur; altinci ve sekizinci siitunlar ayni
oldugundan (pVg) A =(pA¢q) = —(p < q).

b) Tabloyu kuralim:
p q pPAgq —(pAq) —p —q -pV—q
D Y Y Y Y
D Y Y D Y D D
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P q PAq —(pAq) -p —q —pV —q
Y D D Y D
Y Y D D D D

Dérdiincii ve yedinci stitunlar aynidir; =(p A q) = —p V —q. Sozle: “p ve ¢” yanligsa en az biri yanligtir;
en az biri yanligsa “p ve ¢” yanligtir.

¢) Ug énerme oldugundan tablo sekiz satirlidir. Sol tarafi ¢ V r iizerinden, sag tarafi p Aq ve p A r
iizerinden hesaplayalim:

p q r

=)
<
<
=
s 2
~a
<
=
>
<
=
>
<
)
>
)
< —
<

~

)

< < < <K < O O gl>

< < < < U O O U
<~ < U U ~ < O U
< O < U < U < U
~ U U U < O O U
< < < < < 0O O U
< < <K < <K < 0O O
<< <K <K <K O < O

Besinci ve sekizinci siitunlar aynidir; birinci dagilma yasasi kanitlanmistir. Tkinci dagilma yasasi icin
ayni sekiz satir1 kullanalim:

p q r gAT pVI(gA pVg pVvr (pVa) A
r) (pVvr)

D D D D D D D D

D D Y Y D D D D

D Y D Y D D D D

D Y Y Y D D D D

Y D D D D D D D

Y D Y Y Y D Y Y

Y Y D Y Y Y D Y

Y Y Y Y Y Y Y Y

Yine besinci ve sekizinci siitunlar aynidir; ikinci dagilma yasasi da kanitlanmstur.

Birlesme yasalar1 i¢in tabloya gerek yoktur. (p V ¢) V r 6nermesi, Tanim 1.6 geregi, ancak ve ancak
p V q ve r’nin ikisi de yanligken yanlistir; p V ¢’nun yanlis olmasi da p ile ¢’'nun ikisinin yanlis olmasi
demektir. Yani (p V ¢q) V r tam olarak p, ¢, 7’nin ii¢ii de yanligken yanligtir. Ayni akil yiiriitme p V
(¢ V r) i¢in de “licii de yanlisken yanlis” sonucunu verir; iki énermenin yanls oldugu satirlar ayni
oldugundan tablolar1 aymidir. Benzer bigimde (p A ¢) AT ve p A (¢ A r) Snermelerinin ikisi de tam
olarak p, ¢, r’nin t¢ii de dogruyken dogrudur.

d) Sekiz satirli tabloyu kuralim. Kosullu siitunlarda yalnizca “hipotez D, sonug Y” satirina Y yazilir:
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1.7 Alistirmalar 23

p q r p=gq q=>r (p= p=r (p=
q) A q) A

(g=r) (¢=

r)] =

(p=r)
D D D D D D D D
D D Y D Y Y Y D
D Y D Y D Y D D
D Y Y Y D Y Y D
Y D D D D D D D
Y D Y D Y Y D D
Y Y D D D D D D
Y Y Y D D D D D

Son siitun sekiz satirda da D’dir; 6nerme bir totolojidir. Tabloda gériilen bir ayrinti: altinci satirda p =
r dogru olmasina kargin (p = ¢) A (¢ = r) yanhstir. Bu yizden gegislilik bir denklik degil, tek yonlii
bir gerektirmedir.

e) p: “Tam say1 6 ile boliniir”, g: “Tam say1 3 ile boliiniir” olsun; verilen 6nerme p = ¢’dur ve dogrudur:
6 ile boliinen bir say1 6k = 3(2k) bicimindedir, dolayisiyla 3 ile de boliiniir.

« Karsiti (¢ = p): “Bir tam say1 3 ile béliiniiyorsa 6 ile béliiniir” Yanligtir: 9 sayisi 3 ile boliiniir ama 6
ile boliinmez.

+ Tersi (—p = —g): “Bir tam say1 6 ile boliinmiiyorsa 3 ile bolinmez.” Yanlistir: yine 9 sayisi 6 ile
bolinmez ama 3 ile boluniir. (Ters, karsita denk oldugundan ayni 6rnek ikisini de ¢iiriitiir.)

« Karsit tersi (—g = —p): “Bir tam say1 3 ile boliinmiiyorsa 6 ile béliinmez” Dogrudur, ¢iinkii 6zgiin
Onermeye denktir: 6 ile boliinseydi 3 ile de bolinirdi.

Onermeler ve baglaglar hazir. Ancak matematigin gergek ciimleleri “her z igin” ve “éyle bir y vardir ki”
gibi ifadeler icerir; bunlar1 ve teorem ispatlamanin temel yontemlerini bir sonraki béliimde ele aliyoruz:
Niceleyiciler ve Ispat Yéntemleri.
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2.1

2. Niceleyiciler ve Ispat Yontemleri

Onceki béliimde énermeleri baglaclarla birlestirmeyi 6grendik. Ne var ki analizdeki ciimlelerin neredeyse
higbiri “2 + 2 = 4” gibi tek bir yarg: degildir; “her € > 0 icin 6yle bir N vardir ki ..” bicimindedir. Bu
ctimleleri kesin olarak yazabilmek ve 6zellikle olumsuzlayabilmek i¢in iki yeni sembole ihtiyacimiz var:
“her” anlamindaki V ve “vardir” anlamindaki 3.

Bolumin ikinci yarisinda matematigin asil igine, teorem ispatlamaya gec¢iyoruz. Dogrudan ispat, karsit
tersle ispat, olmayana ergi, iki yonlii ispat, karsit 6rnekle ciiriitme ve durumlara ayirma yontemlerinin her
birini 6nce mantiksal olarak gerekcelendirip sonra 6rneklerle uygulayacagiz. Bu boliimden sonra kitaptaki
her ispat, burada ad1 konan kaliplardan birine ya da birkag¢ina oturacaktir.

Acik Onermeler ve Niceleyiciler

“x > 4” ifadesini distinelim. Bu, tek bagmna bir énerme degildir; dogrulugu z’in degerine baghdir. x =
5 alirsak “5 > 4” dogru, z = 2 alirsak “2 > 4” yanls bir énermedir. Ustelik ifadenin anlamli olmas1 igin
2’in hangi kiitmeden secildigini de s6ylemek gerekir: z bir reel say1 mi, bir dogal say1 m1?

Tanim 2.1 (A¢ik Onerme). Icinde bir ya da daha ¢ok degisken bulunan ve degiskenlere belirli bir X
kiimesinden (evren kiimesi) deger verildiginde bir 6nermeye doniigen ifadeye acik 6nerme (predicate,
open sentence) denir. Degiskeni z olan bir agik énerme p(z), degiskenleri z, y olan bir agik énerme p(z, y)
ile gosterilir.

Ornegin p(x): “z > 4” ifadesi, evren kiimesi R olan bir a¢ik énermedir; p(5) dogru, p(2) yanhs bir
onermedir. ¢(n): “n asaldir” ifadesi, evren kiimesi N olan bir acik 6nermedir; ¢(7) dogru, ¢(8) yanlstir.
Bir acitk 6nermeyi 6nermeye ¢evirmenin iki yolu vardir: ya degiskene somut bir deger veririz ya da
“biitiin z’ler icin” veya “en az bir z icin” diyerek degiskeni niceleriz. ikinci yol icin kullanilan sembollere
niceleyici denir.

Tanim 2.2 (Tiimel ve Varliksal Niceleyici). p(z), evren kiimesi X olan bir acik 6nerme olsun.

1. Tiimel niceleyici (universal quantifier) V: “Va € X, p(z)” énermesi, “X’in her = eleman icin p(x)
dogrudur” anlamina gelir. Bu 6nerme ancak ve ancak X’in biitiin elemanlar1 p 6zelligini saglhyorsa
dogrudur; 6zelligi saglamayan tek bir eleman bile varsa yanligtir. “Her x i¢in”, “biitiin z’ler i¢in”, “keyfi
bir z i¢in” diye okunur.

2. Varliksal niceleyici (existential quantifier) 3: “Jz € X, p(x)” 6nermesi, “X te p(z)’i dogru yapan en
az bir z elemani vardir” anlamina gelir. Bu 6nerme ancak ve ancak X’in en az bir eleman p 6zelligini
sagliyorsa dogrudur. “Oyle bir z vardir ki”, “baz1 z’ler icin”, “en az bir x i¢in” diye okunur.

3. Teklik niceleyicisi 3!: “I!'z € X, p(x)” 6nermesi, “p(x)’i dogru yapan tam olarak bir x € X vardir”
anlamina gelir.

Tamimdaki fark: bir kez daha vurgulayalim: Vo € X, p(z) icin 6zelligin herkeste olmas1 gerekir; 3z €
X, p(z) icin birinde olmasi yeter. Su érnekleri inceleyelim:

« Vz € R, 2% > 0: “Her reel sayinin karesi sifirdan biiyiik ya da sifira esittir” Hangi reel say1y1 secersek
secelim karesi negatif olmadigindan bu 6nerme dogrudur.

« Vz € R, 2% > 0: Yanlistir, ¢iinkii = 0 i¢in 02 > 0 saglanmaz. Tek bir istisna tiimel nermeyi yanls
yapar.

« 3z € R, 22 = 2: Dogrudur; z = /2 boyle bir sayidir. (Béyle bir reel sayimn gercekten var oldugunu
ileride aksiyomlardan ispatlayacagiz: Teorem 13.1.)

« 3z € R, 2% = —1: Yanlistir; hicbir reel saymin karesi negatif degildir.

+ VYn € N, n > 1: Dogrudur.

« 3z € R, 2z + 1 = 7: Dogrudur; denklemi saglayan tek reel say1 = 3’tiir.
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« 3z € R, 22 = 4: Yanhstir; z = 2 ve z = —2 olmak iizere iki ¢6ziim vardir. 3z € R, 2% = 4 ise dog-
rudur.

1 Teklik niceleyicisi diger ikisiyle yazilabilir

“Tam olarak bir z vardir” demek, “en az bir z vardir ve 6zelligi saglayan her y, bu 2’e esittir” demektir:
dzeX,pz) = JweX,[ple)A\Vye X, (ply) =y=21)].

Bu yiizden bir “teklik” teoremi (limitin tekligi, supremumun tekligi gibi) her zaman iki adimda
ispatlanir: 6nce varlik, sonra teklik. Teklik i¢in de standart yol, 6zelligi saglayan iki aday « ve y alip
x = y olmak zorunda oldugunu géstermektir.

Niceleyiciler, aslinda “ve” ile “veya” baglaclarinin sonsuz kiimelere genellenmesidir. Evren kiimesi sonlu,
diyelim X = {z, o, ..., x,, } ise

Vz € X,p(z) =p(z,) Ap(xy) Ao Ap(zy,), Tz € X, p(z)=p(2q) VP(T2) V.o V D(T,,).

Bu gozlem, niceleyicilerin olumsuzlama kuralinin neden De Morgan yasalarina bu kadar benzedigini
aciklar.

Niceleyicilerin Olumsuzlanmasi

“Herkes sinavi gegti” ctimlesinin yanlis olmasi igin ne gerekir? Herkesin kalmasi degil; bir kisinin
kalmast yeter. “Birisi sinavi gegti” cimlesinin yanlig olmasi i¢inse herkesin kalmis olmasi gerekir. Kural
budur: niceleyiciyi ¢evir, icerideki 6nermeyi olumsuzla.

Teorem 2.1 (Niceleyicilerin Olumsuzlanmasi). p(x), evren kiimesi X olan bir agik énerme olsun.

1. — VxGX,p(x))EHZEEX,_‘P(x)-
2.~ (3weX,pa))=VreX, ).

Ispat.

(1) Iki énermenin tam olarak ayni kosulda dogru oldugunu gosterelim; bu, dogruluk tablolarinin ayni
olmasi demektir.

—(Vx € X, p(x)) dnermesi dogrudur < Vx € X, p(x) énermesi yanhstir (Tanim 1.2) < “X’in biitiin
elemanlar p ézelligini saglar” iddiast dogru degildir, yani p(x)’in yanls oldugu en az bir x € X vardir
(Tanim 2.2, tiimel niceleyicinin “tek istisna yeter” kuralt) < —p(x) ’in dogru oldugu en az birx € X vardir
< Jz € X, —p(x) dnermesi dogrudur (Tanim 2.2, varliksal niceleyici).

Zincirin her halkasi bir “ancak ve ancak” oldugundan iki énerme birlikte dogru, birlikte yanhstir; yani
denktirler.

(2) Birinci kurali q(x) = —p(z) agik onermesine uygulayalim:

- (VzeX,—p(z) )=3z € X, ~(—p(z)) =3z € X, p(2),

son adimda Onerme 1.1 kullanidi. Denk iki 6nermenin olumsuzlamalari da denktir; her iki tarafi olum-
suzlayip sol tarafta tekrar ¢ift olumsuzlama yasasini kullanirsak

Vz € X,—p(z)=—(3z € X,p(z) )

elde ederiz; bu da (2)dir.

X sonlu oldugunda bu kurallarin, ¥V’y1 A zinciri ve 3’y1V zinciri olarak yazip Teorem 1.1 (6) De Morgan
yasalarini uygulamaktan baska bir sey olmadigina dikkat edin.

|

Teorem, analizdeki tanimlarin olumsuzlamalarini mekanik olarak yazmamzi saglar; “yakinsak degil”,
“siurlt degil”, “siirekli degil” gibi ifadelerin ne demek oldugunu hep bu kuralla bulacagiz. Birkag 6rnek:

« “Her 6grenci sinavi gecti” 6nermesinin olumsuzlamasi “Sinavi gecemeyen bir 6grenci vardir” 6nerme-
sidir.
- “Bazi asal sayilar ¢ifttir” 6nermesinin olumsuzlamasi “Higbir asal say1 ¢ift degildir” énermesidir.
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2.2 Niceleyicilerin Olumsuzlanmasi 27

« Vz € R, 2% > 0 6nermesinin olumsuzlamas1 3z € R, 22 < 0’dir. Olumsuzlama dogrudur (z = 0), do-
layisiyla 6zgiin 6nerme yanlistir.

. 3z € R, 22 = —1 6nermesinin olumsuzlamas1 Vz € R, 2% # —1’dir; olumsuzlama dogru, 6zgiin éner-
me yanligtir.

Evren kiimesi degismez

Olumsuzlama alirken degiskenin evren kiimesi (6rnegin = € N) oldugu gibi kalir; islem yalnizca
niceleyiciyi ve icerideki dnermeyi etkiler.

« Vz € N, p(z) 6nermesinin olumsuzlamas: 3z ¢ N, ... degildir.
« Dogrusu: ~(Vz € N, p(z)) = Iz € N, —p(x).

“Vz € N” ifadesi, “z dogal sayiysa” kosulunu igerir; olumsuzlamada aradigimiz istisna da yine bir
dogal say1 olmalidur.

Olumsuzlama kurali, ayn1 zamanda ispat stratejilerimizi belirler.

© Niceleyicili onermeler nasil ispatlanir?

« Vz € X, p(z) bi¢giminde bir énermeyi ispatlamak i¢in: X ten keyfi bir « alinir (“z € X olsun”) ve
bu z hakkinda X’e ait olmasindan bagka hi¢bir sey varsaymadan p(z)’in dogru oldugu gosterilir. «
keyfi oldugundan sonug biitiin elemanlar i¢in gegerlidir. Tek tek 6rnekler denemek ispat degildir;
sonsuz kiimede 6rnekler asla tiikenmez.

« Jz € X, p(z) biciminde bir énermeyi ispatlamak icin: p(z)’i saglayan tek bir 2 € X bulmak (ve
gercekten sagladigini dogrulamak) yeter. Buna varlik ispati denir. Eleman: agik¢a yazmak sart
degildir; var oldugunu dolayli yoldan gostermek de kabul edilir.

« Vz € X, p(z) biciminde bir 6nermeyi ¢iiriittmek icin: Teorem 2.1 geregi —p(x)’i saglayan tek bir
x bulmak yeter; buna karsit 6rnek denir.

« dlz € X, p(z) i¢in: 6nce varlik, sonra teklik gosterilir.

Ornek 2.1 (Bir Varlik ve Bir Tiimel Ispat). Asagidaki énermelerin dogru oldugunu gosteriniz.

1. 3z € R,z > z2.
2. Ve €R, 2?2 — 22 +2 > 0.

Coziim.

(1) Varlik ispatr: tek bir drnek yeter. # = 1 alalim. 2% = 1 ve > X oldugundan z > z? saglanir. Demek
ki 6nerme dogrudur. (0 ile 1 arasindaki her say1 ise yarar; ama bir tanesi yeter.)

(2) Tiimel ispat: keyfi bir eleman alip 6zelligi gosterelim. € R keyfi olsun. Kareyi tamamlayalim:

22 —204+2=(2>-20+1)+1=(z—1)2+1.

Bir reel sayinin karesi negatif olamaz (bu okul bilgisini simdilik kabul ediyoruz; siralama aksiyomla-
rindan ispatt Onerme 7.12'nde verilecek): (z — 1)? > 0. Her iki tarafa 1 ekleyince (z — 1)> +1>1 >
0 bulunur. z keyfi oldugundan esitsizlik her reel say1 i¢in dogrudur.

Dikkat: (2)'de x = 0, 1,2, 3 i¢in denklemi hesaplayip “hep pozitif ¢ikiyor” demek ispat degildir; keyfi
z ile yapilan hesap ispattir.

|

I¢ ice Niceleyiciler ve Siranin Onemi

Analizdeki tanimlar ¢ogunlukla birden ¢ok niceleyici icerir ve niceleyicilerin siras1 anlami tamamen
degistirebilir. p(z, y), * € X ve y € Y degiskenlerine bagl bir acik 6nerme olsun. iki temel durum vardr.
Durum 1: Vz € X, 3y € Y, p(z,y). Anlam1: “Her z i¢in, ona bagh en az bir y vardir” Burada y’nin
secimi z’e baglidir; = degisince y de degisebilir. Bu bagimlilig1 vurgulamak i¢in bazen y yerine y,, yazilir.
Ornek: “Her insanin bir annesi vardir” Anne (y), kisiye (z) gore degisir.
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Durum 2: 3y € Y, Vz € X, p(z,y). Anlami: “Biitiin z’ler i¢in ayn1 anda ige yarayan tek bir y vardir”
Burada y, x’ten tamamen bagimsizdir; sabit bir y degeri, her x icin p(z,y)’yi dogru yapar. Ornek:
“Herkesin annesi olan tek bir insan vardir” Bu 6nerme acik¢a yanligtir.

1 Sira neden bu kadar 6nemli?

Ayni p(z, y) acik 6nermesi i¢cin Durum 1 dogru, Durum 2 yanlig olabilir. V ile 3'nin yerini degistirmek,
“herkese uygun ayr1 ayri bir sey bulabilirim” iddiasin1 “herkese uyan tek bir sey var” iddiasina
dontistiiriir; ikincisi ¢cok daha giiglii bir iddiadir. Genel olarak Durum 2, Durum 1i gerektirir (herkese
uyan tek y varsa her x igin bir y vardir: hep o), ama tersi dogru degildir.

vx 3y p(x, y) 3y vx p(x, y)
X Y X Y
x; @ ® Vi x; @ L4 Vi
x, ® ey x, ® 0y,
x; @ ® V3 x; @ ° V3
her x icin ayri bir y (y, x'e bagl) hepsine uyan tek bir y (y, x'ten bagimsiz)

Sekil 2.1: Solda Vx 3y: her xi¢in ona uygun bir y secilir ve se¢im x'ten x'e degisebilir. Sagda 3y vx: 6nce
tek bir y sabitlenir ve bu y biitiin x'ler icin ise yarar. Ikincisi birinciyi gerektirir; tersi dogru degildir.

Ote yandan ayn1 tiirden iki niceleyicinin siras1 énemsizdir: Va Vy ile Yy Y aym seyi séyler, 3z Jy
ile Jy Iz de oyle.

Analizden ii¢ 6rnek, bu ayrimin ne kadar temel oldugunu gosterir:

+ Ve>0,INeN,Vn> N, | a, —a | < €. Bu, “(a,,) dizisi a’ya yakinsar” ifadesinin tanimidir (Tanum
20.1). Her € icin ona bagli bir IV (¢cogu zaman N, yazilir) bulunur; ¢ kiiciildiikce N genellikle biiyiir. Sira
3N, Ve olsaydi, butin €’lar igin tek bir N istenirdi; bu, /N’den sonraki biitiin terimlerin a’ya esit olmasi
demektir ve bambagka, ¢ok daha giiclii bir kosuldur.

« dM >0,Vn €N, | a, | < M.Bu, “(a,,) dizisi stmirhdir” demektir (Tanim 19.3; sinirlilik orada iist ve alt
sinirla tanimlanir, buradaki mutlak degerli bigime denkligi Onerme 19.1°de gosterilecek): dizinin biitiin
terimlerini birden bastiran tek bir M vardir; M, n’den bagimsizdir. Sira Vn, 3M olsaydi her terim i¢in
ayr1 bir M secebilirdik (M = | a,, | + 1 gibi) ve 6nerme her dizi i¢in dogru, yani iceriksiz olurdu.

« Vz € N, 3y € N, 3y > x: “Her dogal sayidan biiyiik bir 3 kat1 vardir” Dogrudur: x verilince y = x
alinirsa 3z > x olur. Sirasi degistirilmis 3y € N, Vo € N, 3y > z dnermesi ise “biitiin dogal sayilardan
biiyiik bir 3 kat1 vardir” der ve yanlistir: ¢ ne olursa olsun z = 3y i¢in 3y > 3y saglanmaz.

Ic ice niceleyicilerin olumsuzlanmasi icin kural degismez: Teorem 2.1 distan i¢e dogru art arda uygulanir.

Sonug 2.1 (i¢ ice Niceleyicilerin Olumsuzlanmasi). p(z,y), © € X ve y € Y degiskenli bir agik
onerme olsun.

1. - (VeeX,yeY,p(x,y) Y=Tz € X,Vy €Y, p(z,y).
2 - (qxeX,VyeY,plx,y) ) =Ve e X,y ey, p(z,y).

Genel kural: biitiin niceleyiciler sirasi korunarak cevrilir (V < 3), sondaki 6nerme olumsuzlanir.
ispat.

(1) q(z) ile Iy € Y,p(x,y) agk énermesini gosterelim; olumsuzlanacak énerme Vx € X, q(x) tir.
Teorem 2.1 (1) ile
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- (Vz e X, q(z) )=3z € X, ~q(z).

Simdi—~q(x) = —(Jy € Y, p(z,y)) ifadesine Teorem 2.1 (2)‘yi uygulayalim: ~q(z) = Vy € Y, =p(z, y).
Yerine yazinca (1) elde edilir.

(2) Ayni bicimde: once distaki 3 icin kural (2), sonra igteki V igin kural (1) uygulanir.

|

Ornek olarak yakinsaklik tanimini olumsuzlayalim; “(a,, ) dizisi a’ya yakinsamaz” ne demektir?
—|(VE>O,EIN€N,VnZN,|an—a | <E)EE!5>0,VN€N,EIn2N,\an—a|2£.

Sozle: 6yle bir € > 0 vardir ki, N’yi ne kadar biiyiikk secersek secelim, N’den sonra a’dan en az ¢
uzakta kalan bir terim bulunur. Burada iki kii¢itkk noktaya dikkat edin. Birincisi, “Vn > N” ifadesi aslinda
“Yn eN, (n> N = ..)” kisaltmasidir; olumsuzlamast Sonu¢ 1.1 ile “In € N, (n > N A —...)", yani
“In > N, —...” olur. Ikincisi, “Ve > 0” ifadesi de “Ve € R, (¢ > 0 = ...)” kisaltmasidir ve ayni nedenle
olumsuzlamas: “Je > 0, —...”dur: evren degismez, € yine pozitiftir.

Bir ornek daha: Vo € N, Jy € N, 3y > x 6nermesinin olumsuzlamasi1 dz € N, Vy € N, 3y < x’tir: “bii-
tin 3 katlarindan biiyiik ya da onlara esit bir dogal say1 vardir” Bu yanlistir; dolayisiyla 6zgiin 6nerme
dogrudur, zaten yukarida dogrudan gostermistik.

Sozel ifadeleri Sembollere Cevirme

Matematikte uzun sozel ctimleleri kisa ve kesin sembollerle yazmak yaygin bir aligkanliktir: belirsizligi
onler ve 6nerme iizerinde islem yapmay1 (6zellikle olumsuzlama almayi) kolaylastirir. Tersi de aym
derecede 6nemlidir; sembolik bir ifadeyi okuyup sozle ne dedigini anlayabilmek gerekir. Baglama gore iki
bicim de kullanilir.

« “Bazi reel sayilar karelerinden biiyiiktir” — 3z € R, 2 > 22

« “Her reel sayinin karesi negatif degildir” — Vz € R, 2% > 0.

+ “U’nun her a elemant i¢in dyle bir pozitif § sayisi vardir ki, |  — a | < § kosulunu saglayan her z reel
sayist U’nun elemamidir” —

VaeU,36>0,Vz R, ([z—a[<d=z€l).

Son ifade ileride “agik kiime” tanimu olarak kargimiza ¢ikacak (Tanim 15.4); 6’nin a’ya bagl oldugunu
vurgulamak i¢in §, yazildig: da olur.

Sembolik yazim, bir kosullu 6nermenin karsitin1 ve karsit tersini bulmay: da kolaylagtirir. Bir 6nceki
bolimde gordugumiiz gibi, bir 6nermenin karsit1 (converse), tersi (inverse), karsit tersi (contrapositive)
ve olumsuzlamasi (negation) birbirinden farkl seylerdir; bunlar: ayirt edebilmek gerekir.

Ornek 2.2 (Niceleyicili Kosullu Onermenin Karsit1 ve Karsit Tersi). “Her x € R icin, z > 4 ise
x? > 16’dir” 6nermesinin karsitini ve karsit tersini yaziniz; hangileri dogrudur?

Cozim.
Onerme sembolle Vz € R, (z > 4 = 22 > 16) bicimindedir. Karsit ve karsit ters, niceleyicinin igin-
deki kosullu 6nermeye uygulanir (Tanim 1.9):

« Karsitt: Vo € R, (22 > 16 = x > 4); sézle “her reel z icin, 2 > 16 ise z > 4’tiir”
- Karsit tersi: Vz € R, (—(z2 > 16) = —(z > 4)), yani Vz € R, (22 < 16 = z < 4); sozle “her reel
T icin, 22 < 16ise ¢ < 4’tir”

Ozgiin 6nerme dogrudur: z > 4 ise £2 > 4z > 16 olur. Karsit ters, 6zgiin 6nermeye denk oldugundan
(Teorem 1.1 (7)) o da dogrudur. Karsit ise yanhistir: = —5 icin (—5)% = 25 > 16 saglanir ama —5 >
4 saglanmaz. Yani x = —5 karsit icin bir karsit 6rnektir. (Karsitin dogru olan bicimi “z? > 16 = = >
4V x < —4” olurdu.)

Bu arada = < 4 olan bir z i¢in kogullu 6nerme “boslukla dogru”dur: hipotez saglanmadigindan kosul
sinanmaz. Tiimel 6nermenin biitiin z’ler iizerinde dogru olmasi iste bu ytizden yalnizca > 4 olanlar1
kontrol etmeyi gerektirir.

]
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Ispat Yontemleri

Matematikte bir teorem, ispatlannus bir gercegi ifade eder; ispat: da bu gercegin neden dogru oldugunun
adim adim, mantiksal agiklamasidir. Teoremlerin biiyikk ¢ogunlugu p = ¢ yapisindadir: p hipotez
(verilen, varsayilan), ¢ sonug (ispatlanacak) kisimdir. Ispatin amaci, p'nin dogru oldugu varsayimi altinda
¢’'nun da zorunlu olarak dogru oldugunu gostermektir. Tanim 1.7 geregip = ¢ yalnizca “p dogru, g yanlg”
durumunda yanlis oldugundan, bu durumun olusamayacagin gostermek yeter.

Cogu teorem ayrica gizli bir tiimel niceleyici tasir: “n? ift ise n cifttir” aslinda “her n tam sayzs1 icin, n
cift ise n cifttir” demektir. Bu yiizden ispat, keyfi bir n ile baslar.

Asagidaki orneklerde tam sayilarla ilgili su bilgileri kullanacagiz: bir n tam sayisi, bir k tam sayisi igin
n = 2k bi¢imindeyse ¢ift, n = 2k + 1 bicimindeyse tek sayidir; her tam say1 bunlardan tam biridir. Tam
sayilarin toplami ve garpimi yine tam sayidir. Bu kavramlarin aksiyomlardan kurulugunu ileride Tam
Sayilar ve Rasyonel Sayilar bolimiinde (Tanim 11.2) verecegiz; simdilik ispat teknigine odaklaniyoruz.

2

Dogrudan Ispat

En dogal yéntem budur: hipotezi kabul eder, tanimlar1 ve bilinen sonuglar1 kullanarak adim adim sonuca
yururuz.

1. p’nin dogru oldugunu varsay.

2. Mantiksal bir zincir kur: p = r, r = s, ..., z = ¢ (her adim bir tanim, bir aksiyom ya da ispatlanmis
bir sonuctur).

3. Gegislilik (Teorem 1.1 (5)) ile p = ¢ sonucuna var.

Teoremlerin ¢ogu bu yontemle ispatlanir.

Ornek 2.3 (Iki Tek Sayinin Carpimi Tektir). ki tek tam sayinin ¢arpiminin tek oldugunu ispatlaymiz.

Coziim.
m ve n keyfi iki tek tam say1 olsun (hipotez). Tek say1 tanimi geregi m = 2k; +1 ve n =2k, + 1
olacak bicimde k4, k5 tam sayilar1 vardir. Carpimi hesaplayalim:

m-n = (2k; +1)(2ky + 1) = 4k, ky + 2k, + 2ky + 1 = 2(2k ky + ky + k) + L.

k, ve k, tam say1 oldugundan k = 2k,k, + k; + ko de bir tam sayidir; dolayisiyla mn = 2k + 1
bicimindedir, yani tek say1 tanimini saglar. m ve n keyfi oldugundan iddia biitiin tek say ciftleri icin
dogrudur.

]

Bir dogrudan ispat 6rnegi daha: boliinebilme, tanimi kullanilarak zincir kurmanin giizel bir 6rnegidir. a
ve b tam sayilar ve a # 0 olmak tizere, b = ak olacak bi¢imde bir k tam sayis1 varsa “a, b’yi boler” der ve
a | b yazariz.

Ornek 2.4 (Béliinebilme Gegislidir). a,b, c tam sayilar olsun. a | b ve b | c ise a | ¢ oldugunu ispatla-
yiniz.

Cozim.
a|bveb]|c olsun (hipotez). Tanim geregi b = ak ve ¢ = bl olacak bicimde k,! tam sayilar1 vardir.
Ikinci esitlikte b yerine ak yazalim:

¢ = bl = (ak)l = a(kl).

Kl bir tam say1 oldugundan ¢, a’nin bir tam say1 katidir; yani a | ¢. Zincir suydu: hipotez = b = ak, ¢ =
bl = ¢ = a(kl) = sonug.
|

Karsit Tersle Ispat

p = q yerine, ona denk olan (Teorem 1.1 (7)) ~¢ = —p 6nermesini dogrudan ispatlariz. Bazi durumlarda
bu ¢ok daha kolaydir; 6zellikle sonug ¢ “degil’li ya da hipotezden geri gitmesi zor bir ifadeyse.
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1. =¢’nun dogru oldugunu varsay (sonucun yanlig oldugunu).
2. Mantiksal adimlarla —p’nin dogru oldugunu géster (hipotezin de yanlig oldugunu).
3. =g = —p ispatlandigindan, ona denk olan p = ¢ da ispatlanmigtir.

Ornek 2.5 (Karesi Cift Olan Tam Say1 Cifttir). n bir tam say1 olsun. n? cift ise n’nin cift oldugunu
ispatlayimiz.

Cozim.

Dogrudan ispat denersek n? = 2k esitliginden n hakkinda bir sey séylemek zordur: n = v/2k yazmak
bize n’nin ¢ift oldugunu gostermez. Karsit tersi deneyelim: “n ¢ift degilse (yani tekse) n? cift degildir
(yani tektir)

n tek olsun. O hélde bir k tam sayis1 i¢in n = 2k 4 1’dir. Karesini alalim:

n?=(2k+1)2 =4k® + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1.

2k? + 2k bir tam say1 oldugundan n? tek say1 bicimindedir. Boylece karsit ters, “n tek = n? tek”,
ispatlanmistir; Teorem 1.1 (7) geregi 6zgiin 6nerme “n? cift = n ¢ift” de dogrudur. (Aslinda bu, Ornek
2.3'in m = n Ozel halidir.)

|

Ornek 2.6 (U¢ n Art1 iki Tek Ise n Tektir). n bir tam say1 olsun. 3n + 2 tek ise n’nin tek oldugunu
ispatlayiniz.

Coziim.
Karsit tersi ispatlayalim: “n tek degilse (ciftse) 3n + 2 tek degildir (gifttir).”
n ¢ift olsun; bir k£ tam sayis1 icin n = 2k. O zaman

3n+2=3(2k)+2=6k+2=2(3k+1).

3k 4 1 bir tam say1 oldugundan 3n + 2 cifttir. Karsit ters ispatlandigindan 6zgiin 6nerme de dogrudur.
Neden kargit ters daha kolaydi? Hipotez “3n + 2 tek” bize 3n + 2 = 2k + 1 verir; buradan n’yi ¢ekmek,
n = (2k — 1)/3’tin tam say1 olup olmadigini tartigmay gerektirirdi. Karsit terste ise hipotez dogrudan
n hakkindadir ve hesap kendiliginden ilerler.

|

Olmayana Ergi (Celiskiyle Ispat)

Bu y6ntem, ispatlanmak istenen 6nermenin yanlig oldugunu varsayip mantiksal bir olanaksizliga (celis-
kiye) ulasmaya dayanir. Celismezlik ilkesi geregi celigki olamaz; demek ki varsayim yanlistir ve ti¢iincii
halin olmazlig: ilkesi geregi 6nerme dogrudur.

p = q bicimindeki bir 6nerme i¢in adimlar s6yledir:

1. Onermenin yanlis oldugunu varsay. Sonug 1.1 geregi p = ¢’nun yanlis olmasi, p’nin dogru ve ¢'nun
yanlis olmas1 demektir.

2. Yani p ve —¢’nun ikisinin de dogru oldugunu varsayarak bagla.

3. Bu iki varsayumdan bir celigki tiiret: hem 7 hem —r olan bir 7 6nermesi (ya da 1 = 2 gibi agik¢a yanlig
bir sey).

4. Adimlar gecerli oldugundan ¢eligkinin kaynag1 baslangic varsayimidir.

5. Demek ki “p = ¢ yanhigtir” varsayimi yanlistir; 6nerme dogrudur.

Niceleyicili bir énerme i¢in de aym sey yapilir: “Vz, p(z)” yanls olsun, yani —p(z,) olan bir z, olsun,
deyip celiski aranir.

Ornek 2.7 (Kok iki irrasyoneldir). 1/2’nin irrasyonel oldugunu, yani a, b tam sayilar ve b # 0 olmak
lizere v/2 = % biciminde yazilamayacagini ispatlayiniz.

Cozim.

Olmayana ergi ile ispatlayalim. Onermenin yanls oldugunu, yani v/2’nin rasyonel oldugunu varsa-
yalim. O hélde a, b tam sayilar ve b # 0 olmak iizere
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a
va=g

yazilabilir. Kesri sadelestirilmis kabul edebiliriz (pay ile paydanin ortak béleni varsa ikisini de ona
boleriz; kesrin degeri degismez): a ile b’nin 1’den baska ortak pozitif boleni yoktur (aralarinda asaldir).
Ozel olarak a ve b ikisi birden cift olamaz; cift olsalardi ortak bolen 2 olurdu.

Her iki tarafin karesini alalim: 2 = ‘;—z, yani

a? = 2b2.

Sag taraf 2'nin bir tam say1 kat1 oldugundan a? cifttir. Ornek 2.5 geregi a cifttir; bir k tam sayus1 icin
a = 2k yazalim. Yerine koyunca

(2K)2 = 202 = 4k? = 2b% = b? = 2k2.

Demek ki b? de cifttir ve yine Ornek 2.5 geregi b cifttir.

Boylece hem a hem b ift cikt; bu, “a ve b ikisi birden cift olamaz” bilgisiyle celisir. Celiskiye, “v/2
rasyoneldir” varsayimmindan gecerli adimlarla ulastigimz icin bu varsayim yanlistir: /2 irrasyoneldir.
]

Bu ispat, Pisagorcularin “her uzunluk iki tam saymin oranidir” inancini yikan, matematik tarihinin en
iinlii ispatlarindan biridir. Burada “v/2” ile karesi 2 olan pozitif reel sayiy1 kastettik ve varligmi kabul
ettik; varligin ispat1 ve bu sonucun sirali cisim aksiyomlarina dayanan stiriimii igin bkz. Teorem 13.1 ve
Teorem 13.3.

Ikinci bir olmayana ergi 6rnegi, Oklid’e ait bir bagka klasiktir.

Ornek 2.8 (Sonsuz Coklukta Asal Say1 Vardir). 1’den biiyiik ve 1 ile kendisinden baska pozitif béleni
olmayan dogal sayilara asal say1 denir. Sonsuz ¢oklukta asal say1 oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.

Once bir yardime1 gdzlem: 1’den biiyiik her N dogal sayisinin bir asal béleni vardir. Gercekten, N nin
1’den biiyiik bolenleri kiimesi bos degildir (/N kendisi bu kiimededir), dolayisiyla en kiiciik eleman:
p vardir (dogal sayilarin her bos olmayan alt kiimesinin en kii¢iik elemani oldugunu ileride ispatlaya-
cagiz: Teorem 9.2). Bu p asaldir: p’'nin 1 < d < p kosulunu saglayan bir d boleni olsaydi, d | pvep | N
oldugundan Ornek 2.4 geregi d de N’yi bolerdi; o zaman d, N’nin 1’den biiyiik bolenleri kiimesinde
p’den kiiciik bir eleman olurdu ve bu, p’nin bu kiimenin en kii¢iik elemani secilmesiyle ¢elisir.

Simdi olmayana ergi. Sonlu coklukta asal sayr oldugunu varsayalim ve hepsini listeleyelim:

D1, P9y -y Pp- Su say1y1 kuralim:
N =pipy-p, + 1.

N > 1 oldugundan yardimci gozlem geregi N’nin bir asal béleni p vardir. Biitiin asallar listede
olduguna gore p, listedeki p;’lerden biridir. O halde p, hem N’yi hem de p;p,---p,, carpimini boler
(carpanlardan biridir); dolayisiyla farklarini da béler: N = pu ve p;py---p,, = pvise N — ppy--p,, =
p(u — v) olur, yani

p| N —ppyp, =1

Ama p > 1 olan bir say1 1’i bolemez. Bu bir ¢eliskidir. Demek ki asal sayilar sonlu ¢oklukta degildir.
Dikkat: ispat, N’nin kendisinin asal oldugunu iddia etmez; yalnizca listede olmayan bir asal bolenin
var oldugunu gésterir. Ornegin2-3-5-7-11-13 4 1 = 30031 = 59 - 509 asal degildir.

|
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1 Karsit tersle ispat ile olmayana ergi arasindaki fark

Ikisi de —q varsayimiyla bagladigindan sik sik karistirilir. Karsit tersle ispatta yalnizca —q varsayilir ve
hedef bellidir: —p’ye ulagsmak. Olmayana ergide hem p hem —q varsayilir ve hedef herhangi bir celis-
kidir; —p’ye ulagmak bunlardan yalnizca biridir (¢tinkii p A —p bir celigkidir). Bu yiizden olmayana
ergi daha esnektir; ama elde daha ¢ok varsayim oldugundan hangi adimin gergekten gerekli oldugunu
gormek bazen zorlasir. Bir ispat “—g varsay ... —p elde ettik, oysa p dogruydu, celigki” bi¢imindeyse
aslinda bir karsit ters ispatidir ve dyle yazilmasi daha temizdir.

Iki Yonlii Ispat
p < q (“p ancak ve ancak ¢”) bicimindeki bir teorem, Ornek 1.2 geregi iki kosullu 6nermenin birlesimidir
ve iki ayr1 ispat gerektirir:

1. Yeterlilik (= yonii): p = ¢’nun ispatu.
2. Gereklilik (< yonii): ¢ = p’nin ispatu.

Her yon i¢in yukaridaki yontemlerden uygun olam secilebilir; iki yon farkli yontemlerle ispatlanabilir.
Teorem, iki yon de bitmeden ispatlanmig sayilmaz.

Ornek 2.9 (Bir Tam Say1 Cifttir Ancak ve Ancak Karesi Ciftse). n bir tam say1 olsun. n’nin cift
olmas icin gerek ve yeter kosulun n2’nin cift olmasi oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.

(=) n cift olsun; n = 2k olacak bicimde bir k tam sayis1 vardir. O zaman n? = 4k? = 2(2k?) ve 2k?
tam say1 oldugundan n? ¢ifttir. (Dogrudan ispat.)

(<) n? ¢ift olsun. Ornek 2.5'te karsit tersle gosterildigi gibi n gifttir.

iki yon de ispatlandigindan n ¢ift < n? cift.

|

Bazen iki yén birden, her adimi bir denklik olan bir zincirle ispatlanir: p <> r <> s <> ... < ¢. Ornegin
“x* = z ancak ve ancak z = 0 veya z = 1” iddias1

P?=ze1’-zr2=0z(r—-1)=02=0Vz—1=02=0Vrs=1

zinciriyle ispatlanir; iiciincii adimda “carpim sifirsa carpanlardan biri sifirdir” 6zelligi (Onerme 6.13)
kullanilir. Boyle bir zincirde her okun gercekten ¢ift yonlii oldugundan emin olmak gerekir; tek yonli bir
adim sizarsa yalnizca bir yon ispatlanmig olur.

Timevarim (Tanitim)

Dogal sayilarla ilgili “her n € N i¢in P(n)” bi¢imindeki 6nermeler i¢in ¢ok giiclii bir yontem vardir.
Domino taglar: gibi digiiniin: ilk tag devriliyorsa ve her tag devrildiginde bir sonrakini deviriyorsa, biitiin
taglar devrilir. Buna kargilik gelen ilke sudur: P(1) dogruysa ve her k£ € Nicin “P(k) dogru ise P(k + 1)
dogru” gerektirmesi saglaniyorsa, P(n) her dogal say1 i¢in dogrudur.

Bu ilkenin neden gecerli oldugu, dogal sayilarin nasil tanimlandigina baghdir ve ayri bir bélimii hak
eder. Timevarim ilkesinin ispatini, uygulama 6rneklerini (toplam formiilleri, esitsizlikler, boliinebilme)
ve giclii timevarimi Dogal Sayilar ve Tiimevarim bolimiinde (Teorem 9.1) ele alacagiz. Simdilik yalnizca
varligini ve ne tiir 6nermeler i¢in kullanildigini bilmek yeter.

Karsit Ornekle Ciiriitme

Bu yéntem bir 6nermenin yanlis oldugunu ispatlamak igindir ve ozellikle Vz, p(z) bi¢imindeki tiimel
onermeler i¢in idealdir. Teorem 2.1 geregi Vi, p(z) dnermesinin olumsuzlamasi 3z, —p(z)’tir; dolayisiyla
p(x)’in yanls oldugu tek bir x degeri bulmak, “her z i¢in p(x)” iddiasim ¢iiriitmeye yeter. Bu, bir tiir
varlik ispatidir: aradigimiz sey, iddianin bozuldugu bir 6rnektir.

Ornek 2.10 (Asal Ureten Formiil Sanis1). “Her n dogal sayisiigin f(n) = n? + n + 41 bir asal sayidir”
6nermesinin yanls oldugunu ispatlayiniz.
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Cozim.
Tek bir karsit ornek yeter. Kiiciik degerler umut vericidir: f(1) = 43, f(2) = 47, f(3) = 53 hep asaldir;
hattan = 1,2, ...,39 i¢in f(n) asaldir. Ama n = 40 alalim:

£(40) = 402 + 40 + 41 = 1600 + 40 + 41 = 1681 = 412.

1681 = 41 - 41 asal degildir. Dolayisiyla n = 40 bir karsit 6rnektir ve énerme yanlistir. (n = 41 de ise
yarar: f(41) = 412 + 41 + 41 = 41 - 43.)

Bu 6rnek ayrica “39 dogru 6rnek bir ispat degildir” dersini verir: kac 6rnek denersek deneyelim, tiimel
bir 6nerme 6rneklerle ispatlanamaz.

|

Ornek 2.11 (Dért Kat1 Cift Olan Her Say1 Cift midir?). “Her x tam sayisi icin, 4z cift ise x cifttir”
6nermesinin yanls oldugunu ispatlayniz.

Cozim.

Onerme Vz € Z, (4z ¢ift = = c¢ift) bicimindedir. Olumsuzlamasi, Teorem 2.1 ve Sonug 1.1 ile, 3z €
Z, (4z cift Az tek)’tir; yani hipotezin saglandif1 ama sonucun saglanmadig bir z ariyoruz.

z = 3 alalim. 4 - 3 = 12 cifttir (hipotez dogru) ama 3 tektir (sonug yanlig). Demek ki z = 3 bir karsit
ornektir ve 6nerme yanhistir. (Aslinda 4z her « i¢in cift oldugundan, hipotez her zaman saglanir ve her
tek x karsit 6rnektir.)

|

Ornek ispatlamaz, karsit 6rnek ciiriitiir

Bu bakigimsizlik niceleyicilerden gelir. “Her z i¢in p(z)” iddiasim ispatlamak icin biitiin z’ler
gerekir; 6rnekler yetmez. Ayni iddiay: giiriitmek igin tek bir z yeter. Tersine, “6yle bir « vardir ki
p(x)” iddiasini ispatlamak i¢in tek bir 6rnek yeter; ¢iiriitmek icinse biitiin z’ler i¢in —p(z) gostermek
gerekir.

Durumlara Ayirma

Bazen bir teoremi tek bir akil yiiriitmeyle ispatlamak zordur. Bunun yerine 6nerme, biitiin olasiliklari
kapsayan birka¢ duruma ayrilir ve her durum ayr1 ayr1 ispatlanir. Mantiksal temeli sudur: p = p; V p, V
... V py, ise (durumlar hipotezi tiiketiyorsa) p = ¢’yu gostermek icin p; = g, ..., p, = ¢’nun her birini
gostermek yeter. Ornegin “her z € R i¢in p(z)” ispatlanacaksa z > 0, z < 0 ve z = 0 durumlar1 ayr
ayr1 ele alinabilir; ticlem yasasi (B6liim 7.1) bu ti¢ durumun biitiin reel sayilar: kapsadigini garanti eder.
Durumlarin eksiksiz oldugunu belirtmek ispatin pargasidir.

Ornek 2.12 (n Kare Art1 n Her Zaman Cifttir). Her n tam sayisi icin n? + n’nin cift oldugunu
ispatlayiniz.

Cozim.

n keyfi bir tam say1 olsun. n? + n = n(n + 1) olduguna dikkat edelim. Her tam say1 ya ift ya tektir;
bu iki durum biitiin olasiliklar: kapsar.

Durum 1: n ¢ift. Bir k tam sayisi i¢cin n = 2k. O zamann(n + 1) = 2k(2k + 1) =2 ( k(2k + 1) ) ve
k(2k + 1) tam say1 oldugundan n? + n cifttir.

Durum 2: n tek. Bir k tam sayisi icin n =2k + 1. O zaman n+1=2k+2=2(k+ 1) ve n(n +
1)=(2k+1)-2(k+1)=2((2k+1)(k+ 1) ); yine cifttir.

Her iki durumda da n? + n cift oldugundan ve baska durum olmadigindan iddia her n icin dogrudur.

n

Yontemleri toparlayalim: hepsi, 6nceki bolimdeki bir mantiksal gercege dayanur.
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Yontem

Ne yapilir

Dayandig1 mantik

Dogrudan ispat

Karsit tersle ispat
Olmayana ergi

Iki yénli ispat
Karsit 6rnek

Durumlara ayirma

p varsayilr, zincirle ¢’ya gidilir

—q varsayilir, —p gosterilir

p ve —q varsayilr, ¢eliski bulu-
nur

p = qve q = payriayri
—p(z,) olan bir z, bulunur

Hipotez tiiketici durumlara bo-

Gegislilik, Teorem 1.1 (5)

p = q = —q = —p, Teorem 1.1

™)

Sonu¢ 1.1 ve ig¢iinci halin ol-
mazIlig1

Ornek 1.2

Teorem 2.1

(Pr VD)= q=(p=q) A

liniir (ps = q)

Son satirdaki denklik de dogruluk tablosuyla kolayca dogrulanur: sol taraf yalmzca “p; ya da p, dogru ve
q yanlis” iken yanlistir; sag taraf da tam olarak o zaman yanlistir.

Ispat olmayan seyler

Asagidakiler ispat degildir:

1. Sekil ya da diyagram cizmek. Sekiller problemi anlamak ve bir yol haritasi ¢ikarmak igin
cok yararlidir; ama tek baglarina asla ispatin yerini tutmazlar, kesin bir mantiksal akil ytriitme
sunmazlar.

2. Ornek vermek. Ornek, iddiay1 anlamaya yardim eder; iddianin kendisini ispatlamaz (karsit 6rnek
ise yalnizca ¢iiriitiir).

3. Atlama, ihmal, eksik birakma. “Buradan kolayca goriilir” denip gegilen adimlar ¢cogu zaman
ispatin en zor yeridir.

4. Iddiay1 kiiciimsemek ya da apacik gostermek. “Ispat asikardir” ciimlesi bir ispat degildir.

5. Siisli dil, karmasik formiiller, ilgisiz sozciikler. Anlasilmaz olmak saglam olmak demek
degildir (bulaniklagtirma ile ispat).

6. Birinin ya da bir otoritenin soyledigine giivenmek. “Hocam 6yle demisti” bir gerekge degildir
(otoriteye bagvurma).

7. Dogru gerekgelerle, makul goriinen ama yanlis gerekceleri karistirmak. Kulaga dogru
gelen her adim gegerli degildir; her adimin hangi tanima, aksiyoma ya da teoreme dayandig1
sOylenebilmelidir.

Alistirmalar

Alistirma 2.1 (Niceleyiciler ve Ispat Yontemleri Alistirmalari).

a) Asagidaki onermelerin dogruluk degerini belirleyiniz, olumsuzlamalarini sembolle yaziniz ve olum-
suzlamanin dogruluk degerini kontrol ediniz.

(VreR,yeR, y >z
i)y e R, Vz eR,y > z.
(i) Vz e R, Iy e R, zy = 1.

b) Asagidaki sozel ifadeleri niceleyicilerle yazimz.

(i) “Her pozitif reel sayinin pozitif bir karekoki vardir”

(ii) “Her dogal sayidan biiyiik bir asal say1 vardir”

(iii) “A kiimesi iizerinde tanuml f fonksiyonu sinirhdir” ifadesi IM > 0, Vo € A, | f(x) | < M demek-
tir. “f sinirh degildir” ifadesini niceleyicilerle yaziniz.

c) m ve n tam sayilar olsun. “mn ¢ift ise m cifttir veya n ¢ifttir” 6nermesini karsit tersle ispatlayiniz.

d) Once “her n tam sayis1 icin, n? iige béliiniiyorsa n iice boliiniir” énermesini karsit ters ve durumlara
ayirma yontemleriyle ispatlayiiz. Sonra bunu kullanarak v/3’iin irrasyonel oldugunu olmayana ergi
ile ispatlayniz.
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e)
(i)

Asagidaki 6nermelerin yanlis oldugunu karsit 6rnekle gosteriniz.

“Her n € Nig¢in 2™ + 1 asaldir”

(ii) “Her n € Nicin n? > 2n”
(iii) “Her = € R icin 2% > z”

Coziim.

a) (i) Dogrudur: x verilince y = = + 1 alinirsa y > z olur; y’nin z’e bagh olmasi Durum 1’e uygundur.
Olumsuzlamasi (Sonug 2.1): 3z € R, Vy € R, y < z; “biitiin reel sayilardan biiyiik ya da onlara egit bir
reel say1 vardir”, yani “R’nin en bityiik elemani vardir”. Bu yanligtir; zgiin énermenin dogru olmasiyla
tutarl.

(ii) Yanhstir: hangi y segilirse segilsin = y (yada x = y + 1) i¢in y > x saglanmaz. Olumsuzlamasi:
Vy € R, 3z € R, y < z; “her reel sayidan biiyiik ya da ona egit bir reel say1 vardir” ki dogrudur (z =
). (i) ile (ii) yalnizca niceleyici sirasiyla ayrilir ve dogruluk degerleri farklidur.

(iii) Yanlistir: = 0 igin higbir y ile 0 - y = 1 saglanmaz. Olumsuzlamasi: 3x € R, Vy € R, zy # 1;
dogrudur, z = 0 tamgidir. (z # 0 olan her z icin y = 1/ ise yarards; tiimel 6nermeyi tek istisna yanls
yapar.)

b)) Vz €R, (z>0= 3y eR, (y>0Ay?=1x) );klsacaV:r>O,E|y>0,y2 =z.

(ii)) Vn € N,3p € N, (p asal A p > n). Ornek 2.8 bunun dogru oldugunu gésterir: énerme yanlis ol-
saydi, kendisinden biiyiik asal bulunmayan bir n olurdu; o zaman biitiin asallar {1, 2, ..., n} kiimesinde
kalir ve sonlu ¢oklukta olurdu, bu ise Ornek 2.8 ile celisir.

(iii) Smurlilik tanimini Sonug 2.1 ile olumsuzlayalim: VM > 0,3z € A, | f(z) | > M. Sozle: hangi M
pozitif sayis1 verilirse verilsin, A’da | f(z) |'in M yi agtig1 bir z vardir. Evren degismedi: M yine pozitif,
z yine A’da.

c) Kargit ters: “m cift degil ve n cift degil ise mn ift degildir” Burada “m c¢ift veya n ¢ift” sonucunun
olumsuzlamasi De Morgan (Teorem 1.1 (6)) ile “m ¢ift degil ve n ¢ift degil”dir; tam sayilar igin de “cift
degil” demek “tek” demektir. Yani ispatlanacak olan: m tek ve n tek ise mn tektir. Bu tam olarak Ornek
2.3'dir. Karsit ters dogru oldugundan 6zgiin 6nerme dogrudur.

d) Yardimci 6nerme: 3 | n2 = 3 | n. Karsit tersini ispatlayalim: 3 } n = 3 } n?. n iice béliilnmiiyorsa,
bir k tam sayisi i¢in n = 3k + 1 ya da n = 3k + 2’dir (lice bolimden kalan 1 ya da 2’dir; bélme
algoritmasi Teorem 12.4). Iki durum:

e n=3k+ lise n? = 9k? + 6k + 1 = 3(3k% + 2k) + 1; kalan 1, yani 3 } n2.
« n=3k+2ise n? = 9k? + 12k + 4 = 3(3k? + 4k + 1) + 1; kalan yine 1, yani 3 } n?.

Her iki durumda da n? iice boliinmez; karsit ters, dolayisiyla yardimc1 6nerme ispatlanmustir.

/3 irrasyoneldir: v/3"iin rasyonel oldugunu varsayalim: a, b tam sayilar, b # 0, kesir sadelestirilmis
(a ve b’nin 1’den bagka ortak pozitif béleni yok) olmak iizere v/3 = a/b. Karesini alinca a? = 3b%;
demek ki 3 | a? ve yardimc1 6nerme geregi 3 | a. a = 3k yazip yerine koyalim: 9k% = 3b?, yani b? =
3k?%. O halde 3 | b? ve yine yardimc1 6nerme geregi 3 | b. Bdylece 3, hem a’y1 hem b’yi béler; bu, kesrin
sadelestirilmis olmasiyla celisir. Demek ki varsayim yanlstir: /3 irrasyoneldir.
e)(i)n=3:2>+1=9 =33 asal degildir. (n = 1,2 i¢in 3 ve 5 asaldir; ilk iki 6rnek yanilticidir.)
(ii)n=1:12=1ama2-1=2vel > 2yanlstir. (n > 2 i¢in 6nerme dogrudur; ama “her n” iddiasin1
tek istisna yikar.)

(iil) x = %: i > % yanlistir. Genel olarak 0 < x < 1 olan her z karsit drnektir; Ornek 2.1 (1) zaten béyle
bir #’in var oldugunu gostermisti.
|

Mantik ve ispat dilimiz tamamlandi. Bundan sonra bu dili, matematigin biitiin nesnelerinin kuruldugu
temel yapiya, kiimelere uygulayacagiz: Kiimeler ve Kiime Islemleri.
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3.1

3.2

3. Kiimeler ve Kiime Islemleri

Onceki iki bsliimde énermeleri, niceleyicileri ve ispat yontemlerini 6grendik. Bu béliimde bu araclari
matematigin en temel yap1 tagina, kitme kavramina uyguluyoruz. Once kiimeleri yazmayi, alt kiime ve
esitligi; sonra kesisim, birlesim, fark, tiimleyen, simetrik fark ve kartezyen carpim islemlerini gorecegiz.
Ardindan bu iglemlerin uydugu kurallar ispatlayacak, en sonunda da sonsuz ¢oklukta kiimeyle bir arada
calismayi saglayan indisli aileleri ve onlara ait genel dagilma ve De Morgan yasalarini inceleyecegiz.
Buradaki her ispat aslinda bir mantik aligtirmasidir: “ € AN B” gibi bir ifade, iki 6nermenin “ve”
baglaciyla birlesmesinden bagka bir sey degildir. Bu ylizden Teorem 1.1 ve Teorem 2.1 bu bdlimde sik sik
karsimiza c¢ikacak.

Kiime Kavrami

Bir kiime (set), iyi taumlanmus, birbirinden farkli nesnelerin bir toplulugudur; bu nesnelere kiimenin
elemanlar1 (elements) denir. x nesnesi A kiimesinin elemaniysa = € A, degilse = ¢ A yazariz. “Iyi
tanimlanmis” s6zii sunu ister: verilen herhangi bir nesnenin kiitmeye ait olup olmadig1 kesin olarak belli
olmalidir. “Biiytik sayilar” bir kiime belirtmez; “100’den biiyiik dogal sayilar” belirtir.

Bir kiitmeyi yazmanin iki temel yolu vardur.

1. Liste yéntemi: Kiimenin biitiin elemanlari, her biri yalniz bir kez yazilmak iizere, kiime parantezi { }
icinde siralanir. Elemanlarin yazilis sirasi 6nemli degildir.
« Ingilizce alfabedeki iinlii harflerin kiimesi A = {a, e, i, 0,u} dur.
« {b,c,a} ile {a,b, c} ayni kiimedir.

2. Ozellik yontemi (kiime kurucu gosterim): Elemanlarin saglamas gereken ortak bir 6zellik verilir.
p(z), z’e bagli bir agik 6nerme ise

A=A{z:p(x)}
yazilir ve “p(z) 6nermesini dogru yapan biitiin x’lerin kiimesi” diye okunur. fki nokta yerine diisey
cizgi de kullanilir: {z | p(x)}.

« Cift dogal sayilarin kiimesi F = {z : = 2n, n € N}'dir.
« 2% — 1 = 0 denkleminin ¢éziim kiimesi A = {z € R: 2% — 1 = 0}'dr.
Bu kitapta sik kullanacagimiz say1 kiimeleri sunlardir: dogal sayilar N = {1,2,3,...}, tam sayilar Z,

rasyonel sayilar QQ ve reel sayilar R. Simdilik bunlar1 okuldan bildigimiz gibi kullaniyoruz; kitabin ikinci
kisminda hepsi aksiyomlardan yola cikilarak kesin bicimde kurulacak.

1 Her 6zellik bir kiime tanimlar mi1?

Hayir. Bertrand Russell'in 1901'de fark ettigi gibi, “kendisinin elemani olmayan biitiin kiimelerin
kiimesi” R = {x : « ¢ x} diye bir kiime olamaz: R € R dersek tanim geregi R ¢ R ¢ikar, R ¢ R
dersek R € R c¢ikar. Bu geligki, “her 6zellik bir kiime belirler” diigiincesinin fazla iyimser oldugunu
gosterir. Modern kiime kurami bu tuzaktan, 6zellik yéntemini hep var olan bir kiimenin icinde
kullanarak kurtulur: {z € X : p(z)}. Bu kitapta hep béyle yapacagiz; X ¢ogu zaman R olacak.

Alt Kiime, Oz Alt Kiime ve Kiime Esitligi

Bir kiimenin bagka bir kiimenin “i¢inde” olmas, sezgisel olarak, birinin biitiin elemanlarinin 6tekinde de
bulunmas: demektir. Bunu bir 6nerme olarak yazalim.

Tanim 3.1 (Alt Kiime, Oz Alt Kiime ve Kiime Esitligi). A ve B iki kiime olsun.

« A’min her elemani B’nin de elemaniysa A’ya B’nin bir alt kiimesi (subset) denir ve A C B yazilir:
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ACB< (Vz)(z € A=z € B).

+ A C Bise ve B’de A’ya ait olmayan en az bir eleman varsa A’ya B’nin bir 6z alt kiimesi (proper
subset) denir ve A C B (bazen A C B) yazilir:

ACB@(AQB ve EIyEB,ygéA).

+ A ve B tam olarak aymi elemanlardan olusuyorsa A ile B esittir ve A = B yazilir. Bu, iki yonli
kapsamaya denktir:

Ach)(AQB ve BQA).

Altkiime olmamak ne demektir? A C B 6nermesi bir tiimel niceleyiciyle basladigindan, Teorem 2.1 geregi
olumsuzlamasi bir varliksal niceleyiciyle baslar:

A¢B< (3z)(zx € A ve x ¢ B).

Yani A’nin B’nin alt kiimesi olmadigini géstermek icin A’da olup B’de olmayan tek bir eleman bulmak
yeter; bu bir karsit 6rnektir.

© Cift kapsama yontemi

Iki kiimenin esit oldugunu géstermenin standart yolu, tanimdaki denkligi kullanmaktir: 6nce keyfi
bir x € A alip z € B oldugunu, sonra keyfi bir y € B alip y € A oldugunu gosteririz. Bu boliimdeki
esitlik ispatlarinin neredeyse hepsi bu iki adimdan olusur.

Ornek 3.1 (Cift Kapsama ile Esitlik). A= {z€R:2>—-1=0} ve B={—1,1} ise A= B oldu-

gunu gosteriniz.

Cozim.

A C B: Keyfi bir y € A alalm. Tanim geregi y?> — 1 = 0, yani (y — 1)(y + 1) = 0’dir. Bir ¢arpimin
sifir olmas icin carpanlardan birinin sifir olmasi gerektiginden (bkz. Onerme 6.13) y =1 yada y =
—1’dir. Her iki durumdaday € {—1,1} = B.

B C A: B’nin yalniz iki elemani vardir; ikisini de dogrudan smayalim. 12 —1 =0ve (=1)2—1=0
oldugundan 1 € A ve —1 € A’dir. Dolayisiyla B C A.

Iki kapsama birlikte Tanim 3.1 geregi A = B verir.

|

Alt kiime bagintisinin iki basit ama siirekli kullanilacak 6zelligini kaydedelim.
Onerme 3.1 (Alt Kiime Bagintisinin Temel Ozellikleri). A, B, C kiimeler olsun.

1. ACA.
2. ACBveBCCiseACC.

ispat.

(1) x € A = x € A énermesi her x igin dogrudur (6zdeslik ilkesi); tanim geregi A C A.

(2) Keyfi birz € A alalim. A C B oldugundan x € B; B C C oldugundan da x € C. Béylece A’nin her
elemani C’dedir, yani A C C. (Bu, Teorem 1.1'ndaki gegislilik yasasinin kiimelere yansimasidir.)

|

Eleman olmak ile alt kiime olmak farklidir

1 € {1,2} dogrudur, {1} C {1,2} dogrudur; ama “1 C {1,2}” anlamsizdir, “{1} € {1,2}” ise yan-
listir. € sembolii bir nesneyle bir kiime arasinda, C sembolii iki kiime arasinda kullanilir.
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Bos Kiime ve Evrensel Kiime

Kiime iglemlerinde iki u¢ durum siirekli karsimiza cikar: hi¢ elemani olmayan kiime ve “her seyi” iceren
kiime. fkisine de ad verelim.

Tanim 3.2 (Bos Kiime ve Evrensel Kiime).

+ Hig elemani olmayan kiimeye bos kiime (empty set) denir ve & ya da {} ile gosterilir.

« Belirli bir baglamda ele alinan biitiin nesneleri igeren kiimeye evrensel kiime (universal set) denir;
genellikle X ya da U ile gésterilir. Ornegin sayilarla ¢alisirken evrensel kiime ¢ogu zaman R’dir.

Onerme 3.2 (Bos Kiime Her Kiimenin Alt Kiimesidir). Her A kiimesi icin @ C A’dir. Ayrica bos kiime
tektir.

Ispat.

@ C A demek, her z icin ‘x € & = x € A” demektir. x € & onermesi hichir x icin dogru degildir;
hipotezi yanlis olan bir kosullu 6nerme ise her zaman dogrudur. Boylece gerektirme her x igin dogrudur
ve & C A olur. (Hipotezi hi¢hbir zaman saglanmayan béyle bir nermeye, niceleyiciler béliimiinde oldugu
gibi, boslukla dogru denir.)

Teklik i¢in &, ve & iki bos kiime olsun. Az once gosterilenle &, C &y ve @y C &y; Tanim 3.1 gerefi
@1 = ®2~

|

Ornek 3.2 (Bir Kiimenin Bos Oldugunu Géstermek). {r € R : z = z + 1} kiimesinin bos oldugunu
gosteriniz.

Coziim.

Kiimede bir  elemani1 oldugunu varsayalim. O zaman =  + 1°dir; iki taraftan « ¢ikarinca 0 = 1 elde
ederiz. Bu bir ¢eliskidir. Demek ki esitligi saglayan hicbir reel say1 yoktur ve kiime bostur.

|

Kuvvet Kiimesi

Bir kiimenin biitiin alt kiimelerini bir araya toplamak sik gereken bir islemdir; 6rnegin bir sonraki béliimde
alt kiime bagintisini bu topluluk iizerinde inceleyecegiz.

Tanim 3.3 (Kuvvet Kiimesi). X bir kiime olsun. X in biitiin alt kiimelerinin kiimesine X’in kuvvet
kiimesi (power set) denir ve

P(X)={A: AC X}

ile gosterilir.

Onerme 3.2 ve Onerme 3.1 geregi her zaman & € P(X) ve X € P(X)’dir. Ornegin

n elemanli bir kiimenin 2" alt kiimesi vardir; her eleman i¢in “al / alma” biciminde iki se¢enek oldugundan
boyledir. (Bu sayma savini tiimevarimla ispatlamak iyi bir alistirmadir; bkz. Dogal Sayilar ve Timevarim.)

Kiime Islemleri

Elimizdeki kiimelerden yeni kiimeler iiretmenin birka¢ temel yolu vardir. Asagida A ve B iki kiime, X ise
bir evrensel kiimedir.

Tanim 3.4 (Kesisim ve Birlegsim).

« Hem A’ya hem B’ye ait elemanlarin kiimesine A ile B’nin kesigimi (intersection) denir:
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ANB={z:z€ A ve z € B}.

AN B = @ise Aile B’ye ayrik (disjoint) kiimeler denir.

« A’yayada B’ye (ya da her ikisine) ait elemanlarin kiimesine A ile B’nin birlesimi (union) denir:

AUB={z:z € A veya z € B}.

Buradaki “veya”, mantiktaki gibi kapsayicidir: z her iki kiitmede de olabilir. Kesisim ile birlesim arasindaki
en basit iligki sudur.

Onerme 3.3 (Kesisim, Birlesimin Icindedir). Her A, B kiimesi icin

ANBCACAUB ve ANBCBCAUB.

ispat.

x € AN B olsun. Kesisimin tanimi geregi x € A ve x € B’dir; ozellikle v € A. Buy AN B C A wverir.
Simdi x € A olsun. O zaman “x € A veya x € B” énermesi dogrudur (ilk bileseni dogru), yanix € AU
B.Buda A C AU B verir. B i¢in ayni akul yiiriitme gecerlidir.

|

Bir kiimeden bagka bir kiimenin elemanlarint “¢cikarmak” da yeni bir kiime verir; evrensel kiimeden
cikarmak ise “olmayanlar1” toplar.

Tanim 3.5 (Fark ve Tiimleyen).
+ A’ya ait olup B’ye ait olmayan elemanlarin kiimesine A ile B’nin farki (difference) denir:
A\B={z:x€ A ve = ¢ B}.

Benzer bicimde B\ A={z:z€ B ve z ¢ A}d.
+ X evrensel kiime ve AC X olsun. X\ A={z:2€ X ve x ¢ A} kimesine A'nin (X’e gore)
titmleyeni (complement) denir; A" ya da A° ile de gosterilir.

« B C Aise A\ B kiimesine B’nin A’ya gore goreli tiitmleyeni denir.

Evrensel kiimenin elemanlari i¢in timleyen, “ait olmamak” ile aymu seydir:

zeX\Aesax¢ A ve reAdesrgX\A (z € X).

Genel olarak A\ B # B\ A’dir: A = {1,2}, B={2,3}i¢in A\ B= {1} ama B\ A = {3} tiir.
Fark yon secer; iki yondeki farklarin birlesimi ise yon se¢gmeyen bir kiime verir: “ya yalniz birinde ya
yalniz 6tekinde” olanlar.

Tanim 3.6 (Simetrik Fark). Iki kiimeden yalniz birine ait olan elemanlarin kiimesine A ile B’nin
simetrik farki (symmetric difference) denir:

AAB=(A\B)U(B\ A).

Onerme 3.4 (Simetrik Farkin Ikinci Bi¢imi). Her A, B kiimesi icin AA B = (AUB)\ (AN B).

Ispat.

C:z€ AAB olsun. O zamanz € A\ B yadax € B\ A’dw. llk durumdax € Avex ¢ B:z € A
oldugundan x € AU B; x ¢ B oldugundan © ¢ AN B. Béylece x € (AU B) \ (AN B). Ikinci durum
A ile B’nin rolleri degistirilerek aynidur.

D:x € (AUB)\(ANB) olsun;x € AUBvex ¢ AN B'dir. x € A ise, v ¢ AN B oldugundan © ¢
B olmak zorundadir (aksi halde x her ikisinde olurdu); yaniz € A\ B.x ¢ Aise,x € AU B oldugundan
x € B; yanix € B\ A. Her iki durumdadax € AN B.

|
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Simdiye kadarki islemler iki kiimenin elemanlarini karistiriyordu. Son islem farklidir: elemanlar: esles-
tirir.

Tanim 3.7 (Kartezyen Carpim). ilk bileseni A’dan, ikinci bileseni B’den alinan biitiin sirali ikililerin
(ordered pairs) kiimesine A ile B’nin kartezyen carpimi (Cartesian product) denir:

Ax B={(a,b):a€ A ve be B}.

Siraliikililerde sira énemlidir: (a, b) = (c, d) olmasticina = c ve b = d olmalidir. A x A yerine A? yazilir.

Ornegin A = {1,2} ve B = {a,b,c} i¢in
Ax B={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}

alt1 elemanlidir; genel olarak m ve n elemanli kiimelerin ¢arpimi mn elemanlidir. B X A’nin elemanlar:
ise (a, 1) gibi ikililerdir; demek ki genellikle A x B # B x A. En tanidik 6rnek R x R = R?, yani koor-
dinat diizlemidir. Kartezyen carpim, sonraki iki boliimdeki baginti ve fonksiyon kavramlarinin temelidir.
Kesisim, birlesim, fark ve simetrik fark, Venn semasiyla en iyi goriilir.

A B A B A B A B
AnB AuB A\B AAB

Sekil 3.1: 1ki kiimenin Venn semasinda dort islem: kesisim A n B (ikisinde de olanlar), birlesim A u B (en
az birinde olanlar), fark A\ B (A'da olup B'de olmayanlar) ve simetrik fark A A B (yalnizca birinde olanlar).

Ornek 3.3 (Somut Kiimelerle Islem). X ={1,2,3,4,5,6,7,8} evrensel kiimesinde A =
{1,2,3,4,5} ve B=1{4,5,6,7} olsun. ANB, AUB, A\ B, B\ A, X\ A, AA B kiimelerini ve
{4,5} x {6, 7} ¢arpimini bulunuz.

Cozim.
Tanimlari tek tek uygulayalim.

+ AN B: her iki kiimede de olan elemanlar 4 ve 5’tir: AN B = {4, 5}.

+ AU B: en az birinde olanlar: AU B = {1,2,3,4,5,6,7}.

« A\ B: A’da olup B’de olmayanlar: {1,2,3}. B\ A = {6,7}.

+ X \ A: X’te olup A’da olmayanlar: {6, 7, 8}.

« AAB=(A\B)U(B\ A) =1{1,2,3,6,7}. Ayni sonucu Onerme 3.4 ile de bulabiliriz: (4 U B) \
(AnB)={1,..,7}\ {4,5} ={1,2,3,6,7}.

* {47 5} X {67 7} = {(47 6)’ (47 7)7 (57 6)’ (57 7)}

Kontrol: AN B C AU B (Onerme 3.3) ve A\ Bile B\ A ayrik; her ikisi de saglaniyor.
|

Kiime Islemlerinin Ozellikleri

Kiime iglemleri, tipki sayilarda toplama ve carpma gibi, belirli kurallara uyar. Asagidaki teorem en ¢ok
kullanilanlar: toplar. Ispatlarda hep ayni seyi yapacagiz: = € ... ifadelerini énermelere cevirip Teorem
1.1'n1 kullanacagiz.

Teorem 3.1 (Kiime Islemlerinin Temel Ozellikleri). A, B, C bir X evrensel kiimesinin alt kiimeleri
olsun. Asagidakiler dogrudur.

1. AUg=AveANg=3.
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2 AUX\A)=XveAN (X\A) =2

3. Dagilma yasalari: AN (BUC)=(ANB)U(ANC)veAU (BNC)=(AUB)N(AUCQ).

4. De Morgan yasalart (fark igin): A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) ve A\ (BNC)=(A\B)U
(A\ C).

5. AAB=AN(X\B).

6. BCAs ANB=BvwBCA& AUB=A.

7.BCA& (X\A) C(X\B).

Ispat.

(1) z € AU olmasy, ‘x € A veyax € &” demektir. x € & her zaman yanhs oldugundan bu, “c € A
veya (yanlis)” yani x € A’ya denktir: “veya”nin bir bileseni yanlissa sonug oteki bilesenin degeridir, p V
Y = p (Tamim 1.6 tablosundan). Béylece AU @ = A. Ikincisi i¢cin: x € AN & olsa z € & olurdu; 6yle =
yoktur, dolayisiyla A N & bostur.

(2)AC X ve X\ AC X oldugundan AU (X \ A) C X tir. Tersine x € X olsun. Ugiincii halin olmaz-
I ilkesiyle ya x € A ya da x ¢ A’dw; ikinci durumda x € X ve x ¢ A, yani x € X \ A. Her iki
durumda x € AU (X \ A). Kesisim igin: bir x hem A’da hem X \ A’da olsa hem x € A hem x ¢ A
olurdu; geliski. Demek ki AN (X \ A) = @.

(3) Birinci esitlik: x € AN (B U C) olmasi

x €A ve (x € B veya z €C)

demektir. Mantiktaki dagilma yasasip A (gqV r) = (pAq) V (p Ar) ile bu,

(xe A ve z€B) veya (z € A ve z€C)

onermesine, yani © € (AN B) U (AN C)’ye denktir. Her adim bir denklik oldugundan iki kiime aym
elemanlara sahiptir. Ikinci esitlik, pV (g A7) = (p V q) A (p V ) yasasiyla tipatip ayni bicimde ¢ikar:

r€AU(BNC)eze AV(zreBAxe()
S (xeAvVvezeB)AN(ze AVzel)
< ze(AUB)N(AUC)

(4) Birinci esitlik icin ¢ift kapsama yapalim. x € A\ (BU C) olsun:x € A vex ¢ B U C. Ikincisi, “z €
B veya x € C” énermesinin olumsuzudur; mantiktaki De Morgan yasasiyla x ¢ B ve x ¢ C. Boylece
hem (z € Avex ¢ B)hem(x € Avex ¢ C), yaniz € (A\ B)N(A\ C). Tersinex € (A\ B) N (A\
C) olsun:x € A, x ¢ B vex ¢ C. Son ikisi De Morgan ile x ¢ B U C verir; x € A ile birliktex € A\
(BUCQC).

Ikinci esitlik: z € A\ (BNC) olsun: x € A ve x ¢ BN C; De Morgan ile x ¢ B veya x ¢ C. Ilk
durumda x© € A\ B, ikincisinde x € A\ C; her halde x € (A\ B)U (A\ C). Tersinex € (A\ B) U
(A\C) isex € A'dir ve yax ¢ B ya x ¢ C’dir; dolayisiyla x her ikisinde birden olamaz, x ¢ BN C,
yaniz € A\ (BNC).

(5) x € A\ B olmas1 “r € A ve x ¢ B” demektir. A C X oldugundan x € A iken zaten x € X 'tir;
bu yiizden “x ¢ B”ile “c € X \ B” ayni seydir. Biylecex € AA B x e ANreX\Bszxe AN
(X \ B).

(6) Once B C A < AN B = B denkligini iki yonde gosterelim.

(= yonu) B C A olsun. AN B = B igin iki kapsama gerekir AN B C B: x € AN B ise tanim geregi
x € A vex € B; ozellikle x € B. BC AN B: y € B olsun. Varsayim B C A oldugundan y € A’dwr.
Hemy € A hemy € B oldugundany € AN B. Iki kapsama AN B = B verir.

(< yoni)) AN B = B olsun. x € B alalim. Varsayimla B = AN B oldugundan x € AN B, yani x €
A vex € B;ézellikle x € A. Keyfi birxz € B icinx € A bulduk: B C A.

Ikinci denklik B C A < AU B = A benzerdir. (=) B C A olsun. Onerme 3.3 ile A C AU B. Tersine
x € AUB isex € A yadax € B’dir; ikinci durumda B C A ile yinex € A. Demek ki AUB C A ve
esitlik saglanir. (<) AU B = A olsun. x € B ise Onerme 3.3 ilex € AU B = A; yani B C A.

(7) B C A onermesi, her x € X icin “x € B = x € A” demektir. Bu gerektirmenin karsit tersi “x ¢
A= x ¢ B’ yani ‘v € X\ A=z € X\ Bdir. Teorem 1.1(7) geregi bir gerektirme karsut tersine denk
oldugundan, her x € X icin ilk 6nerme dogrudur ancak ve ancak ikincisi dogruysa. Ikincisinin herz € X
icin dogru olmast ise tam olarak (X \ A) C (X \ B) demektir.

|
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Bu teorem kiime esitliklerini, elemanlara inmeden, cebirsel bicimde tiiretmemizi saglar. Madde (5) 6zellikle
onemlidir: fark: kesisime cevirdiginden, fark iceren her 6zdesligi kesisim-tiimleyen diline tasiyabiliriz.
Asagidaki 6rnekte hem mantik yasalariyla hem teoremle galisiyoruz.

Ornek 3.4 (Farkin Farki). Her A, B kiimesi i¢in A \ (A \ B) = A N B oldugunu gésteriniz.
Cozim.
x € A\ (A\ B) énermesini adim adim agalim; her satir bir éncekine denktir.
r€A\(A\B)eze AN—~(zr€e ANz ¢ B)
SreAN(z ¢ AV e B)

(farkin tanmimi, iki kez)
(
S(xeANz ¢ A)V (z e ANz € B) (dagilma)
(
(

De Morgan ve ¢ift olumsuzlama)

srzec ANz EB
< zxe ANB.

p A —p geligkidir; YVg=gq)

kesigimin tanimi)

De Morgan ve dagilma Teorem 1.1'nda, ¢ift olumsuzlama Onerme 1.1'dadir; son adimdaki Y V ¢ = ¢
denkligi ise dogrudan Tanim 1.6 tablosundan gériliir. Demek ki iki kiime aymi elemanlardan olusur.
|

Indisli Aileler

W=

),

W=

Analizde iki kiimeyle degil, cogu zaman sonsuz ¢oklukta kiimeyle calsiriz: (—1,1), (—1, 1), (—
gibi. Bunlari tek tek adlandirmak yerine bir indisle etiketleriz.

)

Tanim 3.8 (Indisli Aile, Genel Kesisim ve Genel Birlesim). I bos olmayan bir kiime olsun ve her i €
I'igin bir A; kiimesi verilsin. {A; : ¢ € I'} (kisaca {A;},_; ya da (A;)c;) topluluguna bir indisli kiime
ailesi (indexed family of sets), I kiimesine de indis kiimesi (index set) denir.

» Ailenin genel kesisimi, biitiin A;’lerde ortak olan elemanlarin kiimesidir:

ﬂAi:{az:‘v’iEI,xEAi}, yani meﬂAi©ViEI,x€Ai.
iel iel
+ Ailenin genel birlesimi, en az bir A,’ye ait olan elemanlarin kiimesidir:

UAi:{x:EliOEI,a:EAiO}, yani mEUAi©EIiOEI,x€AiO.

el iel

Kesigim bir tiimel, birlesim bir varliksal niceleyiciyle tanimlandigindan Teorem 2.1 olumsuzlamalarim
hemen verir:

z¢ (A, eJgel,a¢g A, ve az¢|JAeVielogA,

i€l el

Sozle: kesisimde olmamak igin tek bir kiimeyi kacirmak yeter; birlesimde olmamak i¢in biitiin kiimeleri
kacirmak gerekir.

1 Gosterim

I={1,2,..,n} ise U?zl A;, I =Nise Uzl A;yadalJ A, yazilir; kesisim icin de ayn1. Ozel
olarak I = {1,2} alinirsa
2 2
JAi=4,04, ve [)4,=4,Nn4,
i=1 i=1
olur: tanimdaki “Ji, € {1,2}” tam olarak “z € A; veyaz € A,”, “Vi € {1,2} " ise “c € A; ve z €
A,” demektir. Yani genel iglemler, iki kiimeli islemleri kapsar.

Ornek 3.5 (iki Indisli Aile).
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a) Hern € Nigin A, = {1,2,...,n} olsun. |J__ A, ve[) _ A, kiimelerini bulunuz.
b) Her i € Nicin B; = {—i,i} olsun. |J,_ B; ve [, _ B; kiimelerini bulunuz.

Coziim.

a) Birlesimin N oldugunu iddia ediyoruz. Her A,, C N oldugundan birlesim N’nin i¢indedir. Tersine
k € Nverilsin; k € {1, ..., k} = A}, oldugundan k birlesimdedir. Demek ki [ J A,, = N.

Kesisim igin: 1 her A, ’dedir, dolayisiylal € (] A4,,. k > 2 bir dogal saylysa k ¢ {1} = A,, dolayisiyla
k kesisimde degildir (tek bir kiimeyi kagirmak yeter) Boylece () 4,,

b) Birlesim, 0 digindaki biitiin tam sayilardir: her B; C Z \ {0}; tersinem € Z \ {0} ise | m | € N ve
m € {—|m|,[m|} =B, Kesisimbostur: B; N B, = {—1,1} N {—2,2} = & oldugundan hi¢bir
eleman biitiin B;’lerde olamaz.

|

Genel birlesim, aileyi kapsayan en kiiciik, genel kesisim ise aile tarafindan kapsanan en bityiik kiimedir.
Asagidaki teorem bunu kesinlestirir.

Teorem 3.2 (Indisli Ailelerde Alt Kiime Sonuglari). {A;},_, bir kiime ailesi ve B bir kiime olsun.

1. Herj € I icin ﬂiel A; CA;C Uie] A,.
2. Herieligin A, C B iseUieIAi CB
3. Heri € Iigih BC A; ise BC[,_, A;.

Ispat.

(1) x € (A, ise heri € I igin x € A;; ozel olarak i = j igin © € AjzeA;ise Jigel,x€ AiO 7
onermesi iy = j ile saglamir; yanix € |J A,.

(2) x € UA; olsun. Tanim geregi x € A, = olacak bicimde bir iy € I vardwr. Hipotez her i igin gegerli
oldugundan ozellikle A; C B’dir; dolayisiylax € B.

(3) z € B olsun. Keyfi biri € I alalim; hipotezle B C A; oldugundan x € A;. i keyfi oldugundan her
i€ligine € A, yaniz € [ 4;.

|

Simdi Teorem 3.1'ndeki dagilma ve De Morgan yasalarini keyfi ailelere genellestiriyoruz. Dagilma i¢in iki
aile gerekir ve sonugta indis kiitmesi I x J olan bir aile ¢ikar.

Onerme 3.5 (Genel Dagilma Yasalar1). {A;} _ ve{B;} ikikiime ailesi olsun.
el J jeJ

L (U, 4 )N UjeJ B; )= U(i,j)eIxJ(Ai N B;).

2 (Mg A ﬂjeJ B; )= (A; UB;).

Ozel olarak tek bir A kiimesi icin

AnJB;=JAnB) ve AU[)B;=()(AUB).

jedJ jeJ jeJ jed

(4,5)eIxJ

ispat.

(1) Cift kapsama yapalim. x € (UZ AN (UJ B; ) olsun. O zamanz € | J, A; vex € Uj B;dir. Birle-
simin tanimi geregi x € A olacak bigimde bir iy € I vex € B; o olacak bi¢imde bir j, € J vardir. Bu,
z € A; N B, demektir. (20,]0) € I x J oldugundan x € U (A N B;). Boylece sol taraf sag tarafin

lgmdedlr
Tersine x € U eIxJ(Ai N B;) olsun. O zaman x € A; N B; olacak bicimde bir (iy,j,) € I x J

vardir; yani :c E A i, vex € B; . x€ A, oldufundan x € UZ A;; x € B oldugundan x € Uj B;.
Dolayisiyla x bu iki kiimenin kesisimindedir. Sag taraf da sol tarafin icindedir; esitlik saglanir.

(2)ze (4 )V (ﬂ] B; )olsun;z €, A; yadaz € ﬂ B;’dir. llk durumda her i i¢in x € A;; o
zaman her (i,7) € I x Jiginzx € A; C A; U B;, yanizx € ﬂ (A U B;). Ikinci durum simetriktir: her
Jicinz € B; C A; U B;. Sol taraf sagin igindedlr
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Tersine x € ﬂ(i (A; U Bj) olsun; yani heri € I ve her j € J i¢inx € A; U B;. Durumlara ayira-

,J)EIXJT
Im. x € ﬂl A; i]s)e isimiz bitti: x soldaki birlesimdedir. Degilse, olumsuzlama kuraliyla x ¢ A; olan bir
ig € I vardwr. Simdi keyfi bir j € J alahm:z € A; U B; vex ¢ A; oldugundan x € B; olmak zorun-
dadir. j keyfi oldugundan her j icinx € B;, yanix € ﬂj B;; dolayisiyla x yine soldaki birlesimdedir.

Ozel durum, I = {iy} tek elemanh ve A; = A alinmastyla elde edilir: o zaman Uie[ A, = ﬂie[ A, =

Avel x J=1{(iy,]):j€ J} oldugundan (i,j) € I x J iizerinden alinan birlesim ve kesisim, j € J
iizerinden alinanlarla aynidir.
|

Ozel durumda J = {1,2} alimwrsa AN (B, UB,) =(ANB;))U(ANDB,) ve AU(B, NB,) = (AU
B;) N (AU B,), yani Teorem 3.1'nin (3) maddesi geri gelir.

Teorem 3.3 (De Morgan Yasalar1). {Ai}id, bir X evrensel kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir aile
olsun.

1L X\ Uiel A; )= ﬂl—e](X\Ai)-
2. X\ ﬂiel 4= UieI(X\Ai)-

Sozle: birlesimin tiimleyeni tiimleyenlerin kesisimi, kesisimin tiimleyeni tiimleyenlerin birlesimidir.

Ispat.

(15):6 € X\ (U, 4; ) olsun. Bu,x € X vex ¢ |J, A; demektir. Birlesimin olumsuzlamasindan her i €
Iiginz ¢ Aj;x € X ile birlikte her i icinz € X \ A;. Yaniz € (] (X \ A;). Boylece X \ (U, 4; ) C
M,(X\ 4,)

Tersinez € () (X \ A;) olsun. Kesisimin tanimindan heri € I icinz € X \ A;, yaniz € X vex ¢ A;.
Her i i¢in x ¢ Az oldugundan x ¢ |J, A;; x € X ile birlikte x € X \ (|, 4; ). Boylece [,(X \ 4;) C
X\ (U, A; ). Iki kapsama esitligi verir.

(2)z € X\ (), A; )olsun:z € X vex ¢ (), A;. Kesisimin olumsuzlamasindanx ¢ A;  olacak bicimde
biriy € I vardir. x € X oldugundanx € X \ A; ve dolayisiylaz € |J, (X \ 4;).

Tersine x € |J (X \ A;) olsun. x € X \ A; olacak bicimde bir iy vardir; yaniz € X vex ¢ A, . Bir
kiimeyi kagiran eleman kesisimde olamayacagindan x ¢ ﬂl A;;x € X ile birliktex € X\ (ﬂl 4;). Iki
kapsama esitligi verir.

|

I = {1, 2} alinirsa tanudik iki kiimeli bi¢im ¢ikar:
X\(AUB) = (X\A)n(X\B), X\(ANB)=(X\4)U(X\B).

Bu da Teorem 3.1'nin (4) maddesinde A yerine X alinmus halidir. De Morgan yasalarini, topolojide acik
ve kapali kiimeler arasinda gidip gelirken siirekli kullanacagiz: bkz. Kapali Kiimeler.

Alistirmalar

Alistirma 3.1 (Kiime Islemleri Alistirmalari).

a) X ={1,2,...,10} evrensel kiimesinde A = {1,2,3,4,5,6}, B = {4,5,6,7,8} ve C = {2,4,6,8,10}
olsun. AAB, X\ A, AN (BUC) ve X \ (BUC) kiimelerini bulunuz; son ikisini Teorem 3.1 ile

dogrulaymiz.

b) A, B, C kiimeleriicin (AU B)\ C = (A\ C) U (B C) oldugunu, Teorem 3.1'ni kullanarak (eleman-

lara inmeden) gésteriniz.
c) ﬂneN ( —-11 ) = {0} ve UneN [ 11 ] = (0, 1] oldugunu gosteriniz.
d) AC B< A\ B = @ oldugunu gosteriniz.
e) Ax (BUC)=(Ax B)U (A x C) oldugunu gosteriniz.
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Cozim.

a)A\ B=1{1,2,3} ve B\ A= {7,8} oldugundan AA B ={1,2,3,7,8}. X \ A= {7,8,9,10}.
BuUC ={2,4,5,6,7,8,10}, dolayisiyla AN (BUC) = {2,4,5,6}. Dagilma yasasiyla kontrol: AN
B=1{4,5,6},AnNC ={2,4,6} ve (ANB)U(ANC) ={2,4,5,6}; ayn1 sonug.

X\ (BUC)=1{1,3,9}. De Morgan ile kontrol: X \ B =1{1,2,3,9,10}, X\ C ={1,3,5,7,9} ve
kesigimleri {1, 3,9}; ayn1 sonug.

b) X = AU B U C alalim; boylece ti¢ kiime de X’in alt kiimesidir. Teorem 3.1'nin (5) maddesi, sonra
(3) maddesi, sonra yine (5) maddesiyle

(AUB)\C = (AUB)N(X\C) = (AN(X\C))U(BN(X\C))=(A\C)U(B\C).

¢) Birincisi: her n i¢in — < 0 < 1 oldugundan 0 biitiin araliklardadir; {0} C ﬂn(f%, 1), Tersine
x kesigimde ve = # 0 olsun. O zaman | = | > 0’dir. Sonug 12.2 geregi (her pozitif saymn altina inen
bir % vardir; Arsimet 6zellifine dayanan bu sonucu ileride ispatlayacagiz, burada bilinen bir olgu
olarak kullaniyoruz) nLO < | | olacak bi¢imde bir n, € N vardir. Bu, z ¢ (_n%)’ nio) demektir; oysa x
kesisimdeydi. Celigki. Demek ki kesisimin 0’dan baska elemani yoktur.

Ikincisi: her n i¢in 0 < 2 <1 oldugundan [1,1] C (0,1]'dir; Teorem 3.2 (2) ile birlesim (0, 1]’in
icindedir. Tersine x € (0, 1] olsun. z > 0 oldugundan yine Sonu¢ 12.2 ile nlo < z olan bir n; vardir;
@ < 1ile birlikte € [;-
Bu iki eitlik, bir sonsuz kesigimin uglar1 “kapatabildigini”, bir sonsuz birlegimin ise uclar1 “agabildigini”
gosterir; topolojide bu olgunun 6nemi bityiiktir.

d) (=) A C B olsun ve A\ B’de bir z bulundugunu varsayalim. O zaman z € A ve x ¢ B’dir; ama
A C Bilez € A’dan z € B c¢ikar. Celigki. Demek ki A \ B’nin eleman: yoktur. (<) A\ B = & olsun
vez € Aalalim. z ¢ Bolsaydiz € A\ B = & olurdu; olanaksiz. Dolayisiylaz € Bve A C B.

e) Her iki tarafin elemanlar sirali ikililerdir. (a, y) bir ikili olsun. O zaman

, 1], yani z birlegsimdedir.

(a,y) e Ax (BUC)<=ac AN(yeBVye(O)<s(aec ANyeB)V(ae ANy e (),

ikinci adim mantiktaki dagilma yasasidir. Son 6nerme “(a,y) € A x B veya (a,y) € A x C”, yani
(a,y) € (A x B)U (A x C) demektir. Biitiin adimlar denklik oldugundan iki kiime egittir.
|

Kiimeler ve iglemleri elimizde; simdi kartezyen ¢arpimin alt kiimelerini inceleyerek iki nesne arasindaki
“iligki” fikrini kesinlestiriyoruz: Bagintilar.

Acik Matematik - acik-matematik.com 46 CC BY-NC-SA 4.0


bagintilar.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

4.1

4. Bagintilar

“x, y'nin annesidir”, “z < y”, “A C B”, “3 sayis1 12’yi boler” — bunlarin hepsi iki nesne arasindaki bir
iliskiyi soyler. Matematik bu fikri sasirtic1 derecede basit bir yolla kesinlestirir: bir bagint, iligkili olan
ciftlerin kiimesinden baska bir sey degildir. Onceki boliimde tanimladigimiz kartezyen carpim (Tanim 3.7)
tam da bu yiizden gerekliydi.

Bu bolimde baginti kavramini ve temel 6zelliklerini (yansimali, simetrik, ters simetrik, gecisli) 6grene-
cegiz; sonra iki 6zel baginti tirini inceleyecegiz: bir kiimeyi “aym tiirden” parcalara bolen denklik
bagintilar1 ve elemanlar: “kiigiikten bilyiige” dizen siralama bagintilar. Ikisi de kitabin geri kalaninda
stirekli karsimiza gikacak; fonksiyon kavrami da bir sonraki boliimde 6zel bir baginti olarak tanimlanacak.

Baginti Kavrami

Bir X kiimesindeki bazi elemanlar1 bir Y kiimesindeki bazi elemanlarla “eglemek” istiyoruz. Hangi x’in
hangi y ile eslendigini sdylemenin en ekonomik yolu, eslenen (x, y) ¢iftlerini listelemektir.

Tanim 4.1 (Bagint1). X ve Y bos olmayan kiimeler olsun. X x Y kartezyen carpiminin her R alt
kiimesine X’ten Y’ye bir bagintu (relation) denir.

+ (z,y) € Rise z ile y’nin R bagintisiyla iligkili oldugu séylenir ve x Ry yazilir. (z,y) ¢ R ise z ile y
iliskili degildir.
« X =Y ise R C X x X bagintisina X iizerinde bir bagint1 denir.

Tanimin giicii genelligindedir: X x Y ’nin her alt kiimesi bir bagintidir; bir “kural” ya da “formiil” olmas:
gerekmez. Bos kiime @ da X X Y’nin kendisi de bagintidir (birincisinde hicbir ¢ift iligkili degildir, ikinci-
sinde hepsi iligkilidir). Bilinen 6rnekler:

+ R iizerinde “kii¢iiktir” bagmtisi: R. = {(z,y) € R x R: z < y}. 2R_5 dogrudur, 5R_2 yanlistir.
+ P(X) tizerinde alt kiime bagmtisi: {(4, B) € P(X) x P(X) : A C B} (bkz. Tanim 3.3).

+ Niizerinde boliinebilirlik. a | b yazilan bu baginti su kiimedir:
{(a,b) e Nx N:b=ak olacak bicimde bir k€ N vardir}

Bir bagintiy1 iki bicimde ¢izebiliriz: X ve Y nin elemanlarini iki siituna yazip iligkili ciftler arasina ok
koyarak (ok semasi) ya da X ve Y say1 kiimeleriyse (z, y) noktalarini koordinat diizlemine isaretleyerek
(grafik). R_ bagintisnin grafigi, y = = dogrusunun st tarafindaki acik yarn diizlemdir.

Bir iliskinin yoniinii ¢evirmek (“annesidir” yerine “cocugudur” demek) yeni bir iligki verir; bunu da bir
bagint: olarak yazalim.

Tanim 4.2 (Ters Bagint1). R C X X Y bir baginti olsun. R’nin biitiin ikililerinin bilegenleri yer degis-
tirilerek elde edilen

R'={(y,z): (z,y) eR} CY x X

bagintisina R’nin ters bagintisi (inverse relation) denir.

Yani yR 'z < zRy. Ornegin R_’nin tersi “biiyiiktiir” bagintisidir: (y,z) € RZ! &z <y &y > .
Bir bagintida X’in her elemanmin bir esi olmak zorunda degildir; gercekten “kullanilan” elemanlar:
ayirmak yararhidir.

Tanim 4.3 (Bagimmtinin Tanim Kiimesi ve Goriintii Kiimesi). R C X X Y bir bagint: olsun.
+ R’de ilk bilesen olarak gecen elemanlarin kiimesine R’nin tanim kiimesi (domain) denir:

Tp={xeX:3yeY,(z,y) € R}
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+ R’de ikinci bilegen olarak gecen elemanlarin kiitmesine R’nin goruntii kiimesi (range) denir:

Gp={yeY: : 3z e X, (z,y) € R}.

Tanim geregi T, C X ve G C Y’ dir; ama esitlik gerekmez. Tersi alindiginda tanim kiimesiyle goriintii
kiimesi yer degistirir.
Onerme 4.1 (Ters Bagintimin Ozellikleri). R C X X Y bir baginti olsun. O zaman
1. (RY)'=R,
2. TR—l = GR ve GR—l = TR
ispat.
(1) (z,y) € (R & (y,x) € R7! < (z,y) € R; her iki adim ters bagintinin tanimidir. Ayni ele-
manlara sahip olduklarindan kiimeler esittir.
(2)y € Tr-1 olmasi, (y, z) € R~ olacak bigimde birx € X bulunmasi demektir; buda (z,y) € R olacak
bigimde bir z bulunmasina, yaniy € Gy, 'ye denktir. Ikinci esitlik, bu sonucun R yerine R~ ’e uygulanip
(1)in kullamlmastyla ¢ikar: Gg-1 = Tig-1)-1 = Tg.
|

Ornek 4.1 (Sonlu Bir Bagint1). X = {1,2,3} ve Y = {a,b} olsun. R = {(1,a), (2,b), (3,a)} bagint1-
sinin tersini, tanim kiimesini ve goriintii kiimesini bulunuz.

Coziim.
R C X x Y oldugundan gergekten X ten Y ye bir bagintidir. Her ikilinin bilesenlerini yer degistirerek

R = {(a,1), (5,2), (a,3)} C ¥ x X

buluruz. ik bilesenler 1,2,3 oldugundan Ty = {1,2,3} = X; ikinci bilesenler a ve b oldugundan
Ggr = {a,b} =Y. Onerme 4.1 ile uyumlu olarak Tx-1 = {a,b} = G dir.
|

Ornek 4.2 (Toplami1 Bes Olan Ciftler). Niizerinde R = {(z,y) € N x N : z + y = 5} bagntisin liste
yontemiyle yaziniz; tersini, tanim ve goriintii kiimesini bulunuz.

Coziim.
z,y > 1vex +y=>5oldugundan z € {1,2,3,4} vey = 5 — z’tir:
R = {(174)’ (27 3), (3a 2)» (4a 1)}

Bilesenleri yer degistirince R~! = {(4,1), (3,2),(2,3), (1,4)} = R cikar; yani bu bagint1 kendi tersine
esittir. Bunun nedeni z + y = 5 kogulunun z ile y’de simetrik olmasidir. T, = Gy = {1, 2, 3,4}; ikisi
de N’nin 6z alt kiimesidir.

|

Bagintilarin Ozellikleri

Bir kiime tizerindeki bagmtilarin en sik sorulan dért 6zelligi vardir. Her biri, kiimenin biitiin elemanlar:
i¢in gecerli olmasi gereken bir kosul sdyler; bu yiizden hepsi tiimel niceleyiciyle yazilir.

Tanim 4.4 (Yansimali, Simetrik, Ters Simetrik ve Geg¢isli Bagintilar). R, bir X kiimesi tizerinde
bir bagint1 olsun.

1. Her z € X i¢in (z,z) € R ise R yansimalidir (reflexive): her eleman kendisiyle iligkilidir.
Ve € X, xRz.

2. (z,y) € R oldugunda (y,z) € R de oluyorsa R simetriktir (symmetric): iligki yén se¢mez.
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Va,y € X, xRy = yRz.

3. (z,y) € R ve (y,z) € R oldugunda = = y olmak zorundaysa R ters simetriktir (anti-symmetric):
farkli iki eleman arasinda ¢ift yonlii iligki olamaz.

Vz,y € X, (zRy ve yRz) = x =y.

4. (z,y) € Rve (y,2) € R oldugunda (z, z) € R de oluyorsa R gecislidir (transitive): iligki zincirleme
aktarilir.

Vz,y,z € X, (xRy ve yRz) = zRz.

Bir bagmtimin bu 6zelliklerden birine sahip olmadigim gostermek i¢in Teorem 2.1°y1 uygulariz: tiimel
niceleyicinin olumsuzu bir karsit 6rnektir.

+ Yansimali degil: (z,x) ¢ R olan bir z vardir.

+ Simetrik degil: (z,y) € R ama (y, x) ¢ R olan bir ¢ift vardir.

+ Ters simetrik degil:  # y oldugu halde hem (z, y) hem (y, ) R’de olan bir ¢ift vardur.
+ Gegisli degil: (z,y), (y,2) € R ama (2, z) ¢ R olan bir tigli vardir.

Simetrik ile ters simetrik birbirinin zidd1 degildir

Iki &zellik birbirini dislamaz, birinin yoklugu 6tekinin varlig1 anlamina gelmez. X iizerindeki esitlik
bagintist {(z, z) : * € X} hem simetrik hem ters simetriktir. {1, 2, 3} tizerinde {(1,2), (2,1), (1,3)}
ise ne simetriktir ((1,3) € R ama (3,1) ¢ R) ne ters simetriktir ((1,2),(2,1) € Rama 1 # 2).

Ornek 4.3 (Sonlu Bir Bagmtinin  Ozellikleri). X ={1,2,3} izerindle R =
{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)} bagmtisinin yansimali, simetrik, ters simetrik ve gegisli olup olmadi-
gin1 belirleyiniz.

Coziim.

Yansimalr: (1,1),(2,2), (3, 3) i¢ii de R’dedir; evet.

Simetrik: R’deki her (z,y) i¢in (y, z)’i arayalim. (z, «) bicimindeki ¢iftler kendi tersleridir; (1, 2) nin
tersi (2,1) € Rve (2,1)’in tersi (1,2) € R. Evet.

Ters simetrik: (1,2) € R ve (2,1) € R oldugu hélde 1 # 2. Bu bir karsit rnektir; hayr.

Gecisli: (z,y), (y,2) € R olan her iglityii denetlemeliyiz. i¢inde (z,z) gegen zincirler otomatik
saglanir (6rnegin (1,1),(1,2) — (1, 2)). Geriye (1,2),(2,1) = (1,1) € Rve (2,1),(1,2) — (2,2) €
R kalir. Evet.

Sonug: R yansimali, simetrik ve gecislidir, ters simetrik degildir. Birazdan goérecegimiz dille R bir
denklik bagintisidir; 1 ile 2’yi “aym”, 3’1 ayri bir sinifa koyar.

|

Ornek 4.4 (Reel Sayilar Uzerinde Ug Baginti). R iizerinde <, < ve “yakinhk” bagintis1 xYy < | x —
y | < 1icin dort 6zelligi inceleyiniz.

Coziim.

< bagintisi. Yansimali: her z icin < z. Simetrik degil: 1 < 2 ama 2 < 1 degil. Ters simetrik: <
yvey<zise z=y. Gegisli: + <y ve y < z ise x < z. (Bu gergekler Bolim 7.1'ndaki siralama
aksiyomlarindan ¢ikar; simdilik bilinen 6zellikler olarak kullaniyoruz.)

< bagintis1. Yansimali degil: 1 < 1 yanhstir. Simetrik degil: 1 < 2 ama 2 < 1 degil. Gegisli: x < y ve
y < zise x < z. Ters simetrik: burada ince bir nokta var. “z < y ve y < x” dnermesi higbir z, y ¢ifti icin
dogru degildir; hipotezi yanlis olan gerektirme dogru oldugundan ters simetriklik kosulu (bosluktan)
saglanir. Evet, < ters simetriktir.

Y bagintisi. Yansimalt: | ¢ — 2 | = 0 < 1. Simetrik: | x —y | = | y — @ |. Ters simetrik degil: | 0 —
0,5|<1ve|0,5—0]|<1ama0=#0,5. Gegisli degil: 0Y0,7 ve 0,7Y1,4 (] 0—0,7 | =0,7< 1,
[0,7—1,4|=0,7<1)ama|0—1,4|=1,4>1,yani 0Y'1,4 degil.
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Baginti  Yansimali Simetrik  Ters simetrik = Gegisli

< evet hayir evet evet

< hayir hayir evet evet

Y evet evet hayir hayir
]

Yakinlik ornegi ogreticidir: “yakin olmak” giinliik dilde gecisli gibi goruniir ama kiigiik adimlar birikerek
bitytik fark yaratir. Analizde e-§ argiimanlarinin dikkat gerektirmesinin bir nedeni de budur.

Denklik Bagintilar:

“Ayn1 yasta olmak”, “aym takimda oynamak”, “3’e bolindiigiinde aym kalani vermek”™: bu iliskilerin ortak
yany, bir kiimeyi birbirine karigmayan “aym tiirden” gruplara ayirmalaridir. Bunu saglayan tam olarak ii¢
ozelliktir.

Tanim 4.5 (Denklik Bagintis1 ve Denklik Sinif1). X iizerinde bir R bagintisi yansimali, simetrik ve
gecisliyse R’ye bir denklik bagintis1 (equivalence relation) denir. Denklik bagintilari cogu zaman ~ ile
gosterilir: z ~ y.

R bir denklik bagintis1 ve z € X olsun. z ile iligkili buitiin elemanlarin kiimesine z’in denklik sinifi
(equivalence class) denir:

[z] ={y € X : zRy}.

Biitiin denklik siniflarinin kiimesine X’in R’ye gére boliim kiimesi (quotient set) denir ve X /R = {[z] :
x € X} ile gosterilir.

Simetri sayesinde [z] = {y € X : yRz} de yazilabilir; “z’in iligkili oldugu” ile “z ile iligkili olan” elemanlar
aymdir. En basit denklik bagintisi esitliktir: z ~ y < x = y; her simf tek elemanlhdir, [z] = {z}. En kaba
denklik bagintis1 X x X'tir: herkes herkese denktir ve tek bir simif vardir, [z] = X. [lging olanlar bu iki
uc arasindadir.

Ornek 4.5 (Uce Boliimden Kalan). Z iizerinde xRy < “z — y say1s1 3’e béliiniir” bagintisini tanimla-
yalim; yani x Ry demek, z — y = 3k olacak bigimde bir £ € Z bulunmas1 demektir (boliinebilme kavrami
Tanim 11.3’de kesin olarak ele alinacak). R’nin bir denklik bagintis1 oldugunu gésteriniz ve denklik
siniflarini bulunuz.

Cozim.

Yansimali: herz € Ziginz — 2z =0= 30, yani zRz.

Simetrik: z Ry olsun; x — y = 3k olanbir k € Z vardir. O zamany — x = 3(—k) ve —k € Z; yani yRuz.
Gegisli: zRy ve yRz olsun; x — y = 3k ve y — z = 3m olan k, m € Z vardir. Taraf tarafa toplayinca
x—2z=3k+3m=23(k+m)vek+m € Z; yani xRz.

Ug 6zellik saglandigindan R bir denklik bagintisidur.

Smiflar: [0|={ye€eZ:y=3k,keZ}={.,—6,-3,0,3,6,...}, yani 3’in katlar.. [1] = {y:
y—1=3k}={..,-5,-2,1,4,7,...}, yani 3’e bolindiginde 1 kalanmim verenler. [2]=
{...,—4,—1,2,58, ...}, yani 2 kalanin1 verenler.

Bagka sinif var mi1? Her y € Z, r € {0, 1,2} olmak iizere y = 3¢ + r biciminde yazilabilir (b6lme
algoritmasi, Teorem 12.4). O zaman y — r = 3¢, yani yRr ve dolayisiyla y € [r]. Demek ki her tam say1
bu ii¢ simiftan birindedir. U¢ simif ikiser ikiser ayriktir: ,s € {0,1,2} ve y € [r] N [s] olsay — r = 3k
ve y — s = 3m olurdu; ¢ikarinca r — s = 3(m — k), yani r — s say1s1 3’tin bir kat1 olurdu. Oysa | r —
s | < 2; 3’tin bu araliktaki tek kat1 0’dir, dolayisiyla r = s. Ornegin [4] = [1] ve [—3] = [0]’dur; bir sinif,
elemanlarindan herhangi biriyle adlandirilabilir.
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[0]: kalan O [1]: kalan 1 [2]: kalan 2

., =6,-3,0,3,6, ... e =5,-2,1,4,7, ... v —4,-1,2,5,8, ...

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 4.1: Mod 3 denkligi Z'yi {i¢ sinifa boler: 3'e boliindiigiinde 0, 1 ve 2 kalanini verenler. Her tam
say1 tam olarak bir sinifa diser; siniflar ayriktir ve birlesimleri Z'dir.

Sonug: Z/R = {[0],[1], [2]} ve Z = [0] U [1] U [2], birlesim ayriktir. Bu bagmntiya “mod 3 denkligi”
denir ve z = y (mod 3) yazilir.
|

Ornekte gordiigiimiiz olgu (smiflarin biitiin kiimeyi ayrik parcalara bolmesi) rastlant1 degildir; her denklik
bagintisi i¢in gecerlidir.
Teorem 4.1 (Denklik Siniflarinin Ozellikleri). R, X iizerinde bir denklik bagintisi olsun. Her x,y €
X icin
1. x € [z]; 6zellikle hicbir denklik sinifi bos degildir.
2. 2Ry < [z] = [y].
3. Yalz] = [y] ya da [z] N [y] = @; iki denklik sinifi ya aymidir ya ayriktir.
4. [z] = X.
reX
ispat.
(1) R yansimali oldugundan x Rx, yani tanim geregi x € [x].
(2) (=) xRy olsun. Once [y] C [z]: z € [y] alalim, yani yRz. xRy ve yRz oldugundan gegislilikle TRz,
yani z € [x]. Simdi [x] C [y]: simetri ile yRx tir; az onceki akil yiriitmeyi x ile y’nin rolleri degismis
olarak tekrarlarsak [x] C [y] ¢ikar. Iki kapsama [z] = [y] verir.
(<) [z] = [y] olsun. (1) iley € [y] = [z]; tamm geregi x Ry.
(3) [z] N [y] # & olsun; ortak bir z alalim: xRz ve yRz. Simetri ile zRy; xRz ve zRy den gegislilikle
xRy. (2) geregi [x] = [y]. Demek ki kesisim bos degilse siniflar esittir; bu da istenen ikilemdir.
(4) Her [z] C X oldugundan Teorem 3.2 (2) ile birlesim X ’in i¢indedir. Tersine x € X ise (1) ile x € [x]
ve dolayisiyla x birlesimdedir.
|

Bu teoremin so6yledigi seyin bir adi vardur.

Tanim 4.6 (Béliintit). X bos olmayan bir kiime olsun. X’in bos olmayan alt kiimelerinden olusan bir
B toplulugu,

1. B’deki farkl iki kiime ayriksa ve
2. B’deki kiimelerin birlesimi X ise

X’in bir boliintiisii (partition) diye adlandirilir. B’nin elemanlarina béliintiintiin parcalar: denir.
Sonug 4.1 (Denklik Bagintis1 Boliintii Verir). R, X iizerinde bir denklik bagintistysa boliim kiimesi
X /R, X’in bir béliintiisiidiir.

ispat.

Teorem 4.1'min (1) maddesi siniflarin bos olmadigini, (3) maddesi farkli simiflarin ayrik oldugunu, (4)
maddesi birlesimlerinin X oldugunu séyler; bunlar tam olarak boliintii tanimindaki kosullardur.
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Kargit yon de dogrudur: her boliinti bir denklik bagintisindan gelir.

Onerme 4.2 (Boliintii Denklik Bagintis1 Verir). B, X in bir béliintiisii olsun. xRy < “r ile y aym
parcadadir” bigciminde tamimlanan R, X iizerinde bir denklik bagintisidir ve denklik siniflari tam olarak
B’nin par¢alaridir.

Ispat.

Her x € X bir parcadadir (birlesim X ’tir) ve yalniz bir parcadadir (parcalar ayriktir); x’i iceren par¢aya
P, diyelim. O zaman xRy < F, = P, 'dir.

Yansimal:: P, = F,. Simetrik: P, = F, ise F, = P,. Gegisli: P, = F, ve F, = P, ise P, = P,. Demek ki
R bir denklik bagintisidir; esitligin ozelliklerini devralmigstir.

z’in siifi [z] = {y : P = P, }’tir.y € P, ise y’nin bulundugu tek parca P, oldugundan B, = F,, yani
y € [z]; tersiney € [z] isey € B, = F,. Boylece [x] = P,.
|

Denklik bagmntisi ile boliinti, ayni seyin iki dilidir: “hangi elemanlar birbirine denk” demekle “kiime hangi
parcalara ayriliyor” demek ayni bilgiyi tagir.

Ornek 4.6 (Kareleri Esit Sayilar). R iizerinde z ~ y <> 22 = y? bagmntisinin bir denklik bagintist
oldugunu gosteriniz ve smiflarini bulunuz.

Coziim.

Yansimali: £2 = z2. Simetrik: 22 = y? ise y? = 2. Gecisli: 22 = y? ve y? = 2
de sayilarin esitliginden devralinir; ~ bir denklik bagintisidir.

z €R i¢in [z] = {y € R:y? = 2?}. y? = 2? esitligi y* — 2> = (y — z)(y + =) = 0’a denktir; bir
carpim sifirsa carpanlardan biri sifirdir (Onerme 6.13), dolayisiyla y = z ya da y = —x. Béylece

2 ise 2 = 22. Ug 6zellik

[z] = {z,—=z}, ozel olarak [0] = {0}.

Siniflar: {0} ve her a > 0 i¢in {a, —a} ciftleri. Bélim kiimesi R/ ~, negatif olmayan reel sayilarla
birebir eslesir: her sinif, negatif olmayan tek temsilcisi | z | ile adlandirilabilir.
]

Siralama Bagintilar:

Denklik bagintis1 “ayn1” olmayi yakalar; siralama bagintis: ise “6nce gelmeyi”. Sayilardaki <’yi érnek
alirsak, yansimalidir, ters simetriktir (iki yonli < esitlik demektir) ve gegislidir. Bu ti¢ 6zelligi soyutlariz.

Tanim 4.7 (Kismi Siralama ve Tam Siralama). X iizerinde bir R bagintis1 yansimal, ters simetrik ve
gecisliyse R’ye X tizerinde bir kismi siralama bagintisi (partial order) denir; (X, R) ikilisine kismen
siral1 kiime denir. Kismi siralamalar ¢ogu zaman < ile gosterilir.

x X yyaday < x oluyorsa z ile y’ye karsilastirilabilir (comparable) denir. Bir kismi siralama, X in her
x,y cifti karsilagtirilabilir oluyorsa, yani

Ve,ye X,z <y veya yxxx

saglaniyorsa, tam siralama (total order, linear order) diye adlandirilir; (X, <) o zaman tam sirali
kiimedir.

“Kismi” sozii, bazi ciftlerin kargilastirilamayabilecegini vurgular; tam siralamada herkes herkesle karsi-
lastirilir.

« Z, Q ve R iizerindeki < bagintis1 tam siralamanin temel érnegidir: Ornek 4.4'nde ii¢ 6zelligi gordiik;
karsilagtirilabilirlik ise her a, b i¢cin @ < b ya da b < a olmasidir (iiglem yasasi, Bolim 7.1).

« Sozliik siralamasi (alfabetik sira) s6zciikler kiimesi tizerinde bir tam siralamadar: farkli iki s6zciikten biri
sozlukte 6tekinden once gelir.
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1 Kesin siralama

< bagintis1 yansimali olmadigindan tanimimiza goére kismi siralama degildir; ona kesin sirala-
ma (strict order) denir. fkisi birbirinden tiiretilir: z <y < (z <y ve z#9y) ve z sy < (z <
y veya z = y). Hangisiyle ¢calisildigi baglamdan anlagilir.

Ornek 4.7 (Alt Kiime Bagintis1 Kismi Siralamadir). X bir kiime olsun. P(X) iizerinde alt kiime
bagintis1 C’nin bir kismi siralama oldugunu, X’in en az iki elemani varsa tam siralama olmadigini
gosteriniz.

Cozim.

Yansimali: her A C X icin A C A (Onerme 3.1). Ters simetrik: A C B ve B C A ise Tanim 3.1'deki
esitlik tanimi geregi A = B. Gegisli: A C Bve B C Cise A C C (Onerme 3.1). Demek ki (P(X), Q)
kismen siral1 bir kiimedir.

X’te a # b iki eleman olsun. {a} C {b} yanlstir (a ¢ {b}) ve {b} C {a} yanlstir (b ¢ {a}). {a} ile
{b} karsilagtirilamaz; siralama tam degildir.

]

Ornek 4.8 (Boliinebilirlik Kismi Siralamadir). N iizerinde a | b < “b = ak olacak bicimde bir k €
N vardir” bagintisinin bir kismi siralama oldugunu, ama tam siralama olmadigini gosteriniz.

Coziim.

Yansimali: @ = a - 1 oldugundan a | a.

Ters simetrik: a | b ve b | a olsun; b = ak ve a = bm olan k,m € N vardir. Birincisini ikincisine
koyunca a = akm, a # 0 ile sadelestirince km = 1 ¢ikar. k,m > 1 dogal sayilardir; k£ > 2 olsayd1
km > 2m > 2 olurdu. Demek ki £ = 1 ve benzer bi¢cimde m = 1; dolayisiyla b = a.

Gegisli: a | bve b | ¢ olsun; b = ak ve ¢ = bm. O zaman ¢ = (ak)m = a(km) ve km € N;yania | c.
Tam degil: 3 ile 5’i ele alalim. 3 | 5 olsaydi 5 = 3k olan bir k € N olurdu; k =1 i¢in 3, k > 2 i¢in
3k > 6 elde edilir, hicbiri 5 degildir. Ayn1 bi¢imde 5 | 3 de yanligtir (5 > 5 > 3). Demek ki 3 ile 5
kargilagtirilamaz.

|

Boliinebilirlik, “siralama” sézciigiiniin say1 dogrusundaki resimden ne kadar uzaklagabilecegini gosterir:
1 herkesin altindadir ama 3 ile 5 yan yana durur, ne biri 6tekinden 6nce gelir.

Kismen sirali kiimelerde “en kiigiik eleman”, “Gst smnur”, “en kiigiik iist sinir” gibi kavramlar tanimlanabilir.
Bu kitapta bunlar1 (R, <) i¢in ayrintili inceleyecegiz; reel sayilarin en 6nemli 6zelligi olan tamlik tam da
bu dille sdylenir: Ust Sinir, Supremum ve Tamlik Aksiyomu.

Alistirmalar

Alistirma 4.1 (Bagint1 Alistirmalari).
a) X ={1,2,3,4} izerinde R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3),(1,3),(1,4)} bagintisinin

dort 6zelligini belirleyiniz. R bir kismi siralama mudir, tam siralama midir?

b) Z tizerinde xRy < x + y c¢ift bagmtisinin bir denklik bagintisi oldugunu gosteriniz ve siflarimi
bulunuz.

c¢) R? iizerinde (a, b) ~ (c,d) < a = ¢ bagintisinin bir denklik bagintis1 oldugunu gésteriniz; (a, b) nin
siifin1 geometrik olarak betimleyiniz.

d) Bolinebilirlik bagintis: Z tizerinde (k € Z alinarak) tamimlanirsa ters simetrik olmadigini gosteriniz.

e) N x Niizerinde (a,b) < (¢,d) < a < ¢ ve b < dbagntisinin bir kismi siralama oldugunu, ama tam
siralama olmadigini gosteriniz.

Cozim.
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a) Yansimali: (1,1),(2,2),(3,3), (4,4) hepsi R’dedir; evet. Simetrik degil: (1,2) € R ama (2,1) ¢ R.
Ters simetrik: R’de hem (z,y) hem (y, ) bulunan ciftler yalniz = = y olanlardir (kdsegen digindaki
(1,2),(2,3),(1,3),(1,4)in tersleri R’de yoktur); evet. Gegisli: kdsegen ciftleri igeren zincirler otoma-
tik saglanir; geriye (1,2), (2,3) — (1,3) € R kalir, bagka zincir yoktur ((2, 3)’ten sonra yalmz (3, 3),
(1,3) ve (1,4)’ten sonra yalniz kogegen gelir). Evet.

Yansimaly, ters simetrik ve gegisli oldugundan R bir kismi siralamadir. Tam degildir: (2,4) ¢ R ve
(4,2) ¢ R, yani 2 ile 4 kargilagtirllamaz (aym bi¢imde 3 ile 4).

b) Yansimali: z 4+ x = 2z cifttir. Simetrik: z +y = y + «. Gegisli: z + y = 2k ve y + z = 2m olsun
(k,m € Z). Taraf tarafa toplayip 2y ¢ikarinca x + z = 2k + 2m — 2y = 2(k + m — y), ift; yani zRz.
R bir denklik bagintisidir.

Smuflar: [0] = {y:y cift}, ¢cinki 0+y=y. [1]={y:1+y cift} = {y:y tek}. Her tam say1 ya
cift ya tek oldugundan Z = [0] U [1] ve bagka simif yoktur. Bu, mod 2 denkligidir: « + y’nin ¢ift olmasi,
z —y = (z + y) — 2y/'nin ¢ift olmasina denktir.

¢) Yansimali: @ = a. Simetrik: @ = ¢ ise ¢ = a. Gegisli: a = ¢ ve ¢ = e ise a = e. Ozellikler, birinci
bilegenlerin esitliginden devralinir. (a, b) nin sinifi

[(a,b)] ={(c,d) € R*: ¢ = a} = {(a,d) : d € R},

yani x = a diisey dogrusudur. Bolim kiimesi, diizlemdeki biitiin diigsey dogrularin kiimesidir; her dogru
z-eksenini kestigi a noktasiyla adlandirilabilir, dolayisiyla boliim kiimesi R ile birebir eslesir.

d) Z tizerinde a | b < b = ak olacak bicimde bir k € Z vardir. —2 =2 - (—1) oldugundan 2 | —2;2 =
(—2) - (—1) oldugundan —2 | 2. Ama 2 # —2. Bu kargit 6rnek ters simetrikligi bozar. (Yansimalilik
ve gecislilik hala gecerlidir; yansimali ve gegisli olan bagintilara 6n siralama (preorder) denir.) N°'de
sorun ¢ikmamasinin nedeni, orada km = 1 denkleminin tek ¢6ziimiiniin £ = m = 1 olmasidir; Z’de
k =m = —1 de ¢ozimdiir.

e) Yansimali: a < a ve b < b oldugundan (a, b) < (a, b). Ters simetrik: (a, b) < (¢, d) ve (¢,d) <X (a,b)
isea<e c<a,b<d, d<b; <nin ters simetrikligiyle a = ¢ ve b = d, yani (a,b) = (¢, d). Gegisli:
(a,b) X (c,d) ve (¢,d) X (e, f)isea < c < eveb<d< f; <nin gegisliligiyle a < e ve b < f, yani

(a,b) < (e, f). Her 6zellik bilesen bilesen <’den gelir; < bir kismi siralamadir.

Tam degil: (1,2)ile (2,1)’iele alalim. (1,2) < (2,1) i¢in 2 < 1 gerekirdi; yanls. (2,1) < (1,2) i¢in2 <
1 gerekirdi; yine yanlis. Iki ikili karsilagtirilamaz. (Diizlemde (a, b) < (¢, d), “(c, d) noktast (a,b) nin
sag ust ceyregindedir” demektir; sol {ist ya da sag alt ceyrekteki noktalar kargilagtirilamaz.)

|

Bagintilarin en 6zel tiiri, her elemani tam olarak bir elemanla esleyenlerdir; bunlara fonksiyon diyoruz:
Fonksiyonlar.
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5.1

5. Fonksiyonlar

Onceki béliimde bagmtilar: inceledik: bir bagmti, iki kiimenin elemanlarindan olusan siral ikililerin
herhangi bir kiimesiydi; bir kurala dayanmasi gerekmiyordu. Matematigin her yerinde karsimiza ¢ikan
fonksiyon, bagitimin ¢ok 6zel bir turiidiir: tanim kiimesindeki her elemani tam olarak bir elemana
gonderir. Bu boliimde fonksiyonu baginti diliyle kesin olarak tanimlayacak, bir kiimenin gériintisi ile
ters goruntisinin kiime islemleriyle nasil uyustugunu (ve nerede uyusmadigini) gérecegiz. Ardindan
birebir, drten ve birebir-6rten fonksiyonlari, bileskeyi ve ters fonksiyonu ele alacagiz.

Buradaki sonuclar kitabin geri kalaninda stirekli kullanilacak: diziler N tizerinde taniml fonksiyonlardir,
kiimelerin “bitytikliigii” birebir-orten fonksiyonlarla karsilastirilir, agik kiimelerin ters goriintiisii ise
siirekliligin bagka bir yiiziidir.

Fonksiyon Kavrami

Bir baginti, X’in bir elemanin: Y 'nin hi¢bir elemaniyla eslemeyebilir ya da birden ¢ok elemaniyla esleye-
bilir. Fonksiyon dedigimiz seyde bu iki serbestlik yoktur: her girdi i¢in bir ¢ikt1 vardir ve bu ¢ikt: tektir.
Tanim tam olarak bu iki kosulu séyler.

Tanim 5.1 (Fonksiyon). X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. Bir f C X X Y bagintis1 (Tanim 4.1)
asagidaki iki kosulu sagliyorsa f’ye X’ten Y ye bir fonksiyon denir:

1. Varlik kosulu: Her z € X i¢in (z,y) € f olacak bicimde en az bir y € Y vardir. (Tanim kiimesinde
“acikta kalan” eleman yoktur; her eleman bir yere gonderilir.)

2. Teklik kosulu: Her z € X icin, (z,y;) € f ve (z,y5) € f ise y; = y, dir. (Bir eleman ayn1 anda iki
farkli yere gonderilemez.)

Iki kosul birlikte sdyle 6zetlenir: Her z € X icin (z,y) € f olan bir ve yalniz biry € Y vardir. Sembolle,
Vee XIlyeY: (z,y) €f.

Bu tek y eleman f(z) ile gosterilir ve y = f(x) yazilir.

Gosterim ve terimler:

+ X’ten Y’ye bir fonksiyon f : X — Y biciminde yazilir.

+ X kiimesine fonksiyonun tanim kiimesi (domain), Y kiimesine deger kiimesi (codomain) denir.

« y = f(z) yazzminda z bagimsiz degisken, y bagimli degiskendir. y elemanma z’in f altindaki
goruntiisii (ya da f’nin z’teki degeri) denir.

« Fonksiyonu vermek demek ii¢ seyi vermek demektir: tanim kiimesi, deger kiimesi ve kural. Bunlardan
biri degisirse fonksiyon da degisir.

f: X =Y fonksiyonunun grafigi, {(z, f(x)) : x € X} swrali ikili kiimesidir. Dikkat edilirse bu kiime,
bagint: olarak f’nin ta kendisidir; yani tanimimizda fonksiyon ile grafigi ayni nesnedir. X ve Y reel say1
kiimeleri oldugunda grafik, kartezyen diizlemde bir egri ¢izer.

1 Diisey dogru testi

Diizlemdeki bir egrinin bir fonksiyonun grafigi olup olmadig1 soyle anlagilir: diizlemde cizilen her
diisey dogru egriyi en ¢ok bir noktada kesiyorsa egri bir fonksiyon grafigidir. Bir diisey dogru x =
x dogrusudur; egriyi iki noktada kesmesi, z '1n iki farkli goriintiisii olmasi, yani teklik kosulunun
bozulmasi demektir. Tanim kiimesi biitiin R ise ayrica her diisey dogrunun egriyi en az bir noktada
kesmesi gerekir (varlik kosulu).

Ornek 5.1 (Fonksiyon Olan ve Olmayan Bagintilar). R iizerinde y = 22 + 1 ve y? = x + 1 denk-
lemleriyle verilen bagintilarin fonksiyon olup olmadigini belirleyelim.
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Cozim.

y = 2 + 1 bir fonksiyondur. Her x € R icin 22 + 1 say1s1 tanimlidir ve tek bir degerdir; dolayistyla
hem varlik hem teklik kosulu saglanir. Baginti olarak yazarsak f = {(z,z? + 1) : z € R} C R x Rbir
fonksiyondur.

y? = x + 1 bir fonksiyon degildir. z = 8 alalm: y?> = 9 olur ve bu denklemi y = 3 ile y = —3
saglar. Yani (8, 3) ve (8, —3) ikililerinin ikisi de bagintidadir; teklik kogulu bozulur. Ustelik = —2 icin

y? = —1 denkleminin reel ¢éziimii yoktur; varlik kosulu da bozulur. Geometrik olarak z = 8 diisey
dogrusu egriyi iki noktada keser, x = —2 dogrusu ise hi¢ kesmez.
|

Bir kural verilen tanim kiimesinde fonksiyon olmayabilir ama tanim kiimesi uygun bicimde daraltilinca
fonksiyon olabilir.

Ornek 5.2 (Tanim Kiimesini Daraltmak). f(z) = x% kurali R tizerinde bir fonksiyon tanimlar mi?

Tanimlamiyorsa uygun bir tanim kiimesi bulalim.

Cozim.
f:R =R, f(z) = 1/2? bir fonksiyon degildir; ciinkii z = 0 icin 1/0? tanimsizdir, yani 0 elema-
ninn gorintiisii yoktur. Varlik kosulu bozulur.

Buna karsilik f: R\ {0} — R, f(z) = 1/z? bir fonksiyondur: sifirdan farkli her z icin x2 # 0
oldugundan 1/z2 tanimli ve tek bir reel sayidir.

Goruntua ve Ters Gorunti

Bir fonksiyon tek tek elemanlar: tagir; ama ¢cogu zaman bir kitmenin nereye gittigini ya da bir kiimeye
nereden gelindigini bilmek isteriz. Ornegin “hangi z’ler i¢in f(x) araligin i¢inde kalir?” sorusu, ileride
siireklilik ve limit konularimin kalbindedir.

Tanim 5.2 (Goriintii ve Ters Goriintii). f : X — Y bir fonksiyon olsun.

1. A C X i¢in A’nin f altindaki gérintiisit
fA)={yeY:dacA,y=f(a)} ={f(a) :a € A}

kiimesidir; yani A’nin elemanlarinin gérintilerinin kiimesi.

2. A= X alindiginda elde edilen f(X) kiimesine f’nin goriintii kiimesi (range) denir. Her zaman
f(X) C Ydir; ama bu iki kiime esit olmak zorunda degildir.

3. B CY icin B’nin f altindaki ters goriintiisii
fHB)={zeX: f(z) € B}

kiimesidir; yani goriintiisii B’ye diisen tanim kiimesi elemanlarinin kiimesi.

Ters goruntiideki iis -1 ters fonksiyon degildir

f~Y(B) yazzmindaki f~!, f’nin ters fonksiyonu oldugu anlamina gelmez. Ters goriintii her fonk-
siyon i¢in tanimlidir; f’nin tersi olsun ya da olmasin. B = {y} tek elemanli bir kiimeyse f~1({y})
yerine kisaca f~1(y) yazilir; bu, y’ye giden biitiin z’lerin kiimesidir (bos, tek elemanli ya da gok
elemanli olabilir). Ters fonksiyonu béliimiin sonunda ayrica tanimlayacagiz.

Ornek 5.3 (Kare Fonksiyonunda Gériintii ve Ters Goriintii). f: R — R, f(z) = z2 olsun. Asagi-
daki kiimeleri bulalim.

a) A =[—2,3]icin f(A) ve gorinti kiimesi f(R).

b) B=14,9],C'= {25} ve D = [—4, —1] i¢in f~1(B). f(C), f (D).
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Cozim.
a)z € [—2,3]ise| z | < 3, dolaystyla 0 < 22 < 9;yani f(A) C [0,9]. Tersine, 0 < y < 9 verildiginde
z =,/y €[0,3] C Aicin f(x) = y olur; yani [0,9] C f(A). Dolayisiyla

f(A) = f([=2,3]) = [0,9].

Goriintii kiimesi i¢in: her reel sayinin karesi negatif degildir, dolayisiyla f(R) C [0, 00); tersine her y >
0 i¢cin f(y/y) = y oldugundan [0,00) C f(R). Boylece f(R) = [0, 00). Deger kiimesi R iken gériintii
kiimesi yalnizca negatif olmayan reel sayilardir; iki kiime farklidir.

b) fH(B) = {z:4 < 2? <9}. 2% < 9esitsizligi | x | < 3, 22 > 4 esitsizligi | | > 2 demektir; ikisi
birlikte 2 < | = | < 3 verir. Boylece

fﬁl([479]) = [_37 _2] U [273]'
{-5,5}.

1} = @&; clinkii bir reel saymn karesi negatif olamaz.

Goriintii: f(A) Ters goriintii: f'(B)
fo) 5 1Yy fix) 5 x?

f(A) = [0, 9]

| 1

l |

| 1

i B =[4,9] |

l |

l |

| 1

—————— B 4 2

| 1 1 1

| 1 1 1

I 1 1 1

| 1 1 1

| 1 1 1

| 1 1 1

| 1 1 1

| 1 1 1
t » r t —_ t o
-3 x -3 -2 -1 1 2 3 x

Al=[-2,3] £1(B) = [-3! -2] v [2, 3]

Sekil 5.1: Solda A = [-2, 3] araliginin goriintiisii: grafigin A tizerindeki parcasi y eksenine [0, 9] olarak
yansir. Sagda B = [4, 9] seridinin ters gorintiisi: grafigin seride diisen iki parcasi x eksenine [-3, -2]
u [2, 3] olarak iner.

Grafik, z ekseninde A = [—2, 3] araliginin y eksenine [0, 9] olarak yansidigin, ikinci panelde ise y
eksenindeki [4,9] araliginin z eksenine iki parca halinde geri dondiigiinii gdsteriyor: ters goriintil,
grafigin o seride diigen parcalarinin = eksenine izdiigimudir.

|

Goriintii, Ters Goriintii ve Kiime Islemleri

Goriintii ve ters goriinti, birlegim, kesisim ve fark islemleriyle nasil iligkilidir? Asagidaki teorem bunun
tam listesidir. Dikkat edilecek nokta sudur: ters goriintii biitiin kiime iglemlerine kusursuz uyar (hep
esitlik vardir), goriintii ise yalnizca birlesimle tam uyusur; kesisim ve farkta yalnizca bir yonde kapsama

elde edilir.

Teorem 5.1 (Goriintii ve Ters Goriintiiniin Ozellikleri). f: X — Y bir fonksiyon; A, A, A, C X
ve B, By, B, CY olsun. Asagidakiler dogrudur.

1L A, C A, ise f(A) C f(A).
2. f(A;NAy) C f(A)) N f(Ay).
3. f(ALUAy) = f(A;) U f(A,).
4 f(A)\ f(Ay) C f(A1\ Ay).
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5 f(X\A)ileY \ f(A) esit olmak zorunda degildir; yani f(X \ A) =Y \ f(A) esitligi genel olarak
yanhistir.

6. fHB\ By) = fH(B)\ fH(By).
7. fHY\By) = X\JH(BJ-

8 By C By ise f71(B)) C f1(B,).

9. fHB,NBy) = f1(B) N f1(By)
10. f~Y(B,UB,) = f~1(B;) U f(By)

1 AC /().
12. f(f~1(B)) € B.

Ispat.

Biitiin ispatlar ayni iki tanima dayanir: y € f(A) demek “y = f(a) olan bir a € A vardir” demek; x €
f~Y(B) demek ise “f(x) € B” demektir. (4), (6) ve (10) maddelerinin ispati boliim sonundaki Alistirma
5.1 alistirmasinin (a) sikkinda verilmigtir.

(1)y € f(A;) olsun. O haldey = f(a) olan bira € Ay vardir. A; C A, oldugundan a € A, dir; dolayi-
sylay = f(a) € f(Ay).

(2) y € f(A; N A,) keyfi olsun. Goriintii tammindan y = f(x) olan bir x € Ay N Ay vardir. x €
A; oldugundan f(z) € f(A;); x € A, oldufundan f(z) € f(Ay). Béylecey = f(x) € f(A;) N f(Ay)
bulunur. y keyfi oldugundan f(A; N Ay) C f(A;) N f(A,) dir.

(3) Denkliklerle ilerleyelim:

ye f(AJUA) & Tre Ay UA, y= f(x)
<dr,[(z€ A VreA) Ny=f(z)]
<3dr,[(ze A Ay=f(2)V(z €A Ny = f(z))]
< (@red,y=f(z)VQEedyy=flz)
<y € f(A) Vy € f(Ay) &y € f(A)U f(A4y).

Zincirdeki < adimlarimi yukaridan asagiya sayarsak igiincii adimda dagilma yasasi (Teorem 1.1),
dordincii adimda “varliksal niceleyici V iizerine dagilir” kuraly kullanild.

(5) Tek bir karst ornek yeter. f : R — R, f(x) = 22 ve A = [0,00) olsun. X \ A = (—00,0) ve negatif
sayilanin kareleri biitiin pozitif sayiari verir: f(X \ A) = (0, 00). Ote yandan f(A) = [0, 00) oldugun-
danY \ f(A) = (—o0,0). Iki kiime farklidir; hatta kesisimleri bile bostur.

(7) Her x € X i¢in f(x) € Y oldugundan “f(z) € Y \ B, ”ile “f(x) ¢ B, ” ayni seydir. O halde

ze fMY\B) & f(z) eY\B, & f(x)¢ Bioac¢ f(B)ere X\ f(B).

(8) x € f~1(B,) olsun; yani f(z) € By. B C B, oldugundan f(x) € B,, yanixz € f~1(B,).
(9) Yine denkliklerle:

€ fY (B NBy) & f(z) EBNBys f(x) €EB Af(z) EByeze fiB)Aze f1(By) e ze f1{(B)NfLBy).

(11) a € A olsun. Gorintii tanimindan f(a) € f(A) dwr. Ters goriintii tanimina gore bu, tam olarak a €
FY(f(A)) demektir.

(12)y € f(f~1(B)) olsun. O haldey = f(x) olan birx € f~1(B) vardir. x € f~*(B) olmas: f(x) € B
demektir; yaniy = f(z) € B.

|

Teoremin en ¢ok kullanilan yiizii sudur: ters goriintii, kesisim, birlesim, fark ve timleyenle yer degistirir;
goriintii ise yalnizca birlesimle yer degistirir. Bu yiizden ileride acik kiimeler ve siireklilik gibi konularda
ifadeler goriintii yerine ters gorintiyle kurulur.

Goriintiide kesisim esitligi genel olarak yanlistir

(2) maddesindeki kapsama genel olarak esitlife doniismez; yani f(A4; N A,) = f(A4;) N f(A,) her
fonksiyon i¢in dogru degildir. Ayni sekilde (11) ve (12)‘deki kapsamalar da esitlik olmak zorunda
degildir. Asagidaki 6rnek ti¢tinii birden gdsteriyor.

Ornek 5.4 (Kesisimin Gériintiisii Goriintiilerin Kesisimi Degildir). f:R — R, f(z) = 22 olsun.
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a) A; =[—2,0] ve Ay, = [0,2] i¢in f(A; N A,) ile f(A;) N f(A,) kiimelerini kargilagtiralim.
b) A =10,1]icin f~1(f(A))y1, B = [~1,1] i¢in f(f~1(B))’yi hesaplayalim.

Coziim.

a) A; N A, = {0} oldugundan f(A,; N Ay) = f({0}) = {0}. Ote yandan f(A,) = f([—2,0]) = [0, 4]
ve f(Ay) = f([0,2]) = [0,4]; dolayisiyla f(A;) N f(Ay) = [0,4]. Actk¢a {0} C [0,4] ama iki kiime
esit degildir. Sorunun kaynagi, f’nin —2 ile 2 gibi farkli noktalar1 ayni yere gondermesidir; birazdan
bu durumun tam adini (birebir olmamak) verecegiz.

b) £(4) = £([0,1)) = [0,1] ve f1(0,1)) = {w :0 <@ < 1} = [~1, 1]. Yani A = [0,1] € [~1,1] =
F(r(a)).

FUB) = {z:—1 <a? <1} = [-1,1] ve f([~1,1)) = [0,1]. Yani F(f1(B)) = [0,1] € [~1,1] =
B; B’nin negatif kismina hicbir  génderilmedigi i¢in o kisim geri alinamaz.

|

Birlesim ve kesigim 6zellikleri, iki kiitmeden herhangi bir indisli aileye (Tanim 3.8) genisler.

Teorem 5.2 (Indisli Ailelerde Gériintii ve Ters Goriintit). f: X — Y bir fonksiyon, (4,);c;, X'in
alt kiimelerinden olusan bir indisli aile (heri € I icin A; C X) ve (B;) e, Y 'nin alt kiimelerinden olusan
bir indisli aile olsun. O zaman:

L f UielAi)g:Uiezf(Ai)'
2. 12 (U,.,8)=U,, /(B
3 f mieIAig_ﬂie,f(AJ
o (A5 ) =R e

Ispat.

(1) maddesini ispatlayalim; (2), (3) ve (4) ayni kalipla gider ve Alistirma 5.1 alistirmasinin (b) sikkinda
cozulmiistiir.

(1) y € Y keyfi olsun. Genel birlesimin tanimini (z € Uz’eI A, < Jiel, x € A,) ve gorintii tanimint
art arda uygulayalim:

yef(UAi)<:>3$€UAiay:f<$)
iel iel
el [z Ny=f(z)]
Sdieldred,y=flz)
& 3Jdiel,ye f(A)
<:>y€Uf<Ai)'
il

Zincirdeki < adimlanini yukaridan asagiya sayarsak iigiincii adimda iki varliksal niceleyicinin yerinin
degistirilebildigini kullandik (Az 3i ile 3i Iz ayni seyi soyler; sira yalnizca V¥ ile 3 karistiginda 6nemlidir).
|

Bu genel bicim, ileride sonsuz ¢oklukta kiimeyle calisirken gerekecek: 6rnegin sayilabilir coklukta araligin
ters goriintiisiini, araliklarin ters goriintiilerinin birlesimi ya da kesisimi olarak hesaplayabilecegiz.

Baz1 Ozel Fonksiyonlar

Sik karsilasacagimiz birka¢ fonksiyona ad verelim.

Tanim 5.3 (Birim Fonksiyon ve Sabit Fonksiyon).

1. X bir kiime olsun. Her z € X i¢in Iy (x) = x ile tamimlanan Iy : X — X fonksiyonuna X tizerindeki
birim fonksiyon (identity function) denir; her elemani kendisine génderir.

2. f: X —Y fonksiyonu i¢in, her z € X’te f(x) = ¢ olacak bicimde tek bir ¢ € Y varsa f’ye sabit
fonksiyon denir.
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Tanim 5.4 (Karakteristik Fonksiyon). X bir evrensel kiime ve A C X olsun. A’'nin karakteristik
fonksiyonu x 4 : X — {0,1},

() = 1,z € A ise
Xal\®) = 0,z ¢ A ise

kuraliyla tanimlanir. Bu fonksiyon, bir elemanin A’ya ait olup olmadigini “isaretler”.

Ornegin X = R ve A = Q i¢in Xq» rasyonellerde 1, irrasyonellerde 0 degerini alan Dirichlet fonksiyo-
nudur; limit ve siireklilik konularinda en énemli kars1 6rneklerden biri olacaktir (bkz. Ornek 28.3). X[0,1]
fonksiyonunun grafigi ise [0, 1] izerinde 1 yiksekliginde bir basamak, disarida = eksenidir.

Iki fonksiyon ne zaman “ayni”dir? Fonksiyon bir sirali ikili kiimesi oldugundan yanit bellidir: ayni
girdilere ayni ¢iktilar1 veriyorlarsa.

Tanim 5.5 (Fonksiyonlarin Esitligi). f: X — Y veg: X — Y fonksiyonlari verilsin. Her x € X i¢in
f(z) = g(z) ise f ve g fonksiyonlarina esit denir ve f = g yazilir.

Esitlik icin tanim kiimelerinin ve deger kiimelerinin ayni olmasu, iistelik kurallarin her noktada ayni degeri
vermesi gerekir. Bagint1 diliyle bu, f ve g sirali ikili kiimelerinin egit olmasindan bagka bir sey degildir.
Bazen bir fonksiyonu yalnizca tanim kiimesinin bir parcasi iizerinde incelemek isteriz; bazen de kiigiik
bir kiimede verilmis bir fonksiyonu daha bityiik bir kiimeye “uzatmak” isteriz. Bu iki islemin ad1 vardir.

Tanim 5.6 (Kisitlama ve Genisleme). f: X — Y bir fonksiyon ve A C X olsun. Her a € A i¢gin
f 14 (a) = f(a) kuraliyla tamimlanan f |4 : A — Y fonksiyonuna f’nin A’ya kisitlamasi (restriction)
denir. Tersine, g : A — Y verilmisken f |, = g olacak bi¢cimde bir f : X — Y bulunmussa f’ye g’nin
X’e bir genislemesi (extension) denir.

Ornek 5.5 (Esit Goriinen Ama Esit Olmayan Fonksiyonlar). f:R\ {1} = R, f(z) = ”;2__11 veg:
R — R, g(z) =z + 1 olsun. f = g midir? f ile g arasindaki iligki nedir?

Coziim.

x# 1icin 22 —1 = (z — 1)(z + 1) oldugundan f(z) = x + 1 = g(z)’tir; yani iki fonksiyon ortak
tanim kiimesi R \ {1} tizerinde ayn1 degerleri alir. Ancak tanim kiimeleri farklidir: g, z = 1°de tanim-
ldir (g(1) = 2), f ise degildir. Dolayisiyla f # g.

Dogru ifade sudur: g |R\ 1= f» yani f, g’nin kisitlamasidir; g de f’nin R’ye bir genislemesidir. Bagka
geniglemeler de vardir: z # 1’de z + 1, z = 1’de 7 degerini alan fonksiyon da f’nin bir genislemesidir.
Genisleme tek degildir, kisitlama ise tektir.

]

Birebir, Orten ve Birebir-Orten Fonksiyonlar

Bir fonksiyonu “ne kadar iyi” bir esleme olduguna gére siniflandiralim. iki soru sorariz: Farkli girdiler hep
farkl giktilara m1 gider? Deger kiimesindeki her elemana ulasiliyor mu?

Tanim 5.7 (Birebir, Orten, Birebir-Orten). f: X — Y bir fonksiyon olsun.

1. f,tanim kiimesinin farkl elemanlarini deger kiimesinin farkli elemanlarina gonderiyorsa f’ye birebir
(injektif, one-to-one) denir:

Vo, zy € X, z F 2y = f(oy) # f(wy)
Ispatlarda hemen her zaman bunun Kkarsit tersi kullanilr:
Vo, @y € X, f(zy) = f(zy) = 2y = 25

2. Deger kiimesinin her elemani tanim kiimesinden en az bir elemanin goriintiisiiyse f’ye 6rten (siirjek-
tif, onto) denir:

VyeY Iz e X: f(z)=y.
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Bu, goriintii kiimesinin deger kiimesine egit olmasi demektir: f(X) =Y.

3. f hem birebir hem 6rtense f’ye birebir-orten (bijektif) denir.

birebir, orten degil orten, birebir degil birebir-orten
X Y X Y X Y
SN ® X .\
x; @ [ ] Vi x; @ [ ] Vi
/ ® V2 @ ¢
Xz L] > ® Y2 X2 ® ® Yz
o Vs X3 ([ ]
x; @ A g ] x; @ [
3 \ ° /. Y, ® Y4 3 V5

Sekil 5.2: Solda farkli x'ler farkli y'lere gider ama ys'e hic ok gelmez (birebir, 6rten degil). Ortada her y'ye
ok gelir ama jy;,'ye iki ok gelir (6rten, birebir degil). Sagda her y'ye tam bir ok gelir: birebir-6rten.

Birebir-orten bir fonksiyon, X ile Y nin elemanlari higbirini digarida birakmadan ve hicbirini iki kez
kullanmadan esler. Bu ylizden iki kiimenin “ayni sayida” eleman: oldugunu sdylemenin kesin yolu,
aralarinda birebir-6rten bir fonksiyon bulmaktir; sonsuz kiimeleri karsilastirirken bu fikri temel alacagiz
(Tanum 14.1).

© Birebir ya da 6rten olmadigini gostermek

Tamimlarin olumsuzlamalari (Teorem 2.1) soyledir:

+ f birebir degildir < z, # z, oldugu halde f(z,) = f(x,) olan z;,x, € X vardir. Yani tek bir
“cakigma” bulmak yeter.

« f érten degildir < hi¢bir z € X i¢in f(z) = y olmayan bir y € Y vardir. Yani “ulagilamayan” tek
bir y bulmak yeter.

Birebir oldugunu géstermek icin ise f(z;) = f(z,) varsayilip z; = z, c¢ikarilir; 6rten oldugunu
gostermek icin keyfi y verilip f(x) = y denklemi z i¢in ¢oziiliir.

Ornek 5.6 (Birebir ve Orten Fonksiyon Ornekleri). Asagidaki fonksiyonlarin birebir ve 6rten olup
olmadigini belirleyelim.

a) f:RoR, f(z)=2z+1.
b) f:R — R, f(z) = 2?; ardindan ayni kuralla f : R — [0, 00) ve f : [0,00) — [0, 00).
o f:R—R,f(z)=2>

Coziim.

a) Birebir: f(z,) = f(xy) olsun; 2z, + 1 = 2z, + 1 esitliginin iki yanindan 1 gikarip 2’ye bolersek
x,; = x5 bulunur. Orten: y € R verilsin; z = %1 almirsa f(z) =2- y—;l + 1 = y olur. Dolayisiyla f
birebir-6rtendir.

b) f : R — R, f(x) = 22 birebir degildir: —2 # 2 oldugu halde f(—2) = 4 = f(2). Orten de degil-
dir: y = —1 icin 22 = —1 denkleminin reel ¢6ziimii yoktur; hicbir z, —1’e gitmez.

Deger kiimesini [0, 00) olarak daraltirsak f : R — [0, 00) érten olur: y = 0 i¢in z = 0 alinir; y > 0
verildiginde ise = /¥ icin f(x) = y’dir (pozitif saymin karekokiiniin varlig1 igin bkz. Teorem 13.2).
Ama héla birebir degildir.

Tanim kiimesini de [0, 00) olarak daraltirsak f : [0, 00) — [0, 00), yani f || ) kisitlamasinin deger
kiimesi de [0, c0) alinmig hali, birebir-6rten olur: z,,7, > 0 ve 72 = 22 ise 0 = 2?2 — x3 = (v, —
Zo)(xy + 5); Ty + 25 =0 ancak z; = z, = 0 iken olabilir, aksi hilde z; — z, = 0’dir. Her iki
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durumda x; = z,. Bu 6rnek, birebirlik ve 6rtenligin yalnizca kurala degil tanim ve deger kiimesine de
bagl oldugunu gosterir.
¢) Birebir: 23 = z3 olsun. Carpanlara ayirma ile
3 3 2 2 Toye | 3 2

0=uay — x5 = (z, — 2,) (21 + 2175 + 23) = (7, — 7y) [("1:1"‘_?) +Z$2] :
Késeli parantezdeki ifade kareler toplamudir; sifir olmasi i¢in 2, = 0 ve 2; = 0 gerekir, bu durumda
zaten x; = x,. Aksi halde koseli parantez pozitiftir ve ¢arpimin sifir olmasi1 x; — x4 = 0 gerektirir
(Onerme 6.13). Her durumda z, = z,.
Orten: y € R verilsin. y = 0 ise = 0 isi goriir. y > 0 ise Teorem 13.2 geregi x> = y olan bir z > 0
vardir. y < 0 ise —y > 0 icin 3 = —y olan bir ¢ > 0 vardir; z = —t alinwrsa 23 = (—t)3 = —t3 =y
olur. Dolayisiyla f(z) = x® birebir-6rtendir.
|

Birebir ve 6rten fonksiyonlar i¢in Teorem 5.1'ndeki “tek yonlii” kapsamalar esitlige déniigiir.

Teorem 5.3 (Birebir ve Orten Fonksiyonlarda Gériintii). f: X — Y bir fonksiyon; A, A;, A, C X
ve B CY olsun.

1. f birebirise f(A; N Ay) = f(A;) N f(Ay).
2. f birebirise f(A; \ Ay) = f(A;)\ f(Ay).
3. f birebir ise f1(f(A)) = A.

4. f ortenise f(f~*(B)) = B.

Ispat.

Her maddede bir yon Teorem 5.1'nden zaten bilinmektedir; yalnizca eksik kalan kapsamay: gosterecefiz.
(1) f(A; N Ay) C f(Ay) N f(Ay) kapsamasi Teorem 5.1 (2)dir. Tersi icin y € f(Ay) N f(Ay) keyfi
olsun. y € f(A;) oldugundan y = f(a;) olan bira; € A,, y € f(A,) oldugundan y = f(a,) olan bir
aq € Ay vardir. Boylece f(a;) = y = f(ay); f birebir oldugundan a; = a,. Bu ortak eleman hem A, 'de
hem A, ’dedir, yania, € A, N Ay; dolayisiylay = f(ay) € f(A; N A,). Iki kapsamadan esitlik cikar.
(2) f(A)\ f(A,) C f(Ay \ Ay) kapsamast Teorem 5.1 (4) tiir (her fonksiyon icin dogrudur). Tersi igin
y € f(A; \ A,) olsun;y = f(a) olan bira € A, \ Ay vardir.a € A; oldugundany € f(A,). Geriyey ¢
f(Ay) kalir. Olmayana ergiile:y € f(A,) olsa,y = f(a’) olan bira’ € A, bulunurdu; f(a) = f(a’) ve
f birebir oldugundan a = o’ € A, olurdu ki bu a ¢ A, ile celisir. O haldey € f(A;) \ f(Ay).

(3) A C f71(f(A)) kapsamasi Teorem 5.1 (11)dir. Tersi icin x € f~*(f(A)) olsun; yani f(x) € f(A).
Goriintii tamimindan f(x) = f(a) olan bira € A vardw. f birebir oldugundan x = a, dolayisiyla x € A.
(4) f(f~1(B)) C B kapsamas Teorem 5.1 (12)dir. Tersi iginy € B olsun. f érten oldugundan f(z) =y
olan birx € X vardw. f(z) =y € B olmasix € f~1(B) demektir; dolayisiylay = f(z) € f(f~1(B)).
|

Teorem, Ornek 5.4'de gordiigiimiiz bozukluklarin tek sorumlusunun birebir olmamak (ya da érten
olmamak) oldugunu sdyler. Aslinda iligki iki yonlidiir:

1 Karsitlar1 da dogrudur

« Her A C X icin f71(f(A)) = A ise f birebirdir. Gercekten, f(x,) = f(x,) olsun. A = {z,}

alindiginda f(z5) = f(z;) € f({z,}) oldugundan z, € f~1(f({z,})) = {x,}, yani x5 = z;.
« Her B C Y icin f(f1(B)) = B ise f értendir. Gercekten, B = Y alindiginda f~1(Y) = X oldu-

gundan f(X) = f(f1(Y)) = Y.

Yani (3) birebirligin, (4) 6rtenligin tam bir karakterizasyonudur.

Bileske

Iki fonksiyonu art arda uygulamak yeni bir fonksiyon verir: énce f’yi, sonra g’yi uygulamak. Bunun
anlamli olmasi i¢in f’nin Grettigi ¢iktilarin g’nin kabul ettigi girdiler olmas: gerekir.
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Tamim 5.8 (Bileske Fonksiyon). f: X — Y ve g: Z — W iki fonksiyon olsun. f(X) C Z ise, her
z € X icin

(9o f)(z) = g(f(x))

kuraliyla tanimlanan go f : X — W fonksiyonuna f ile g'nin bileskesi denir ve “g bileske f” diye
okunur. Once f, sonra g uygulanir.

1 Bileskenin tanimli olma kosulu

g o f’nin tanumli olmast igin igteki fonksiyon f’nin gérintii kiimesi, digtaki fonksiyon ¢’nin tanim
kiimesinin alt kiimesi olmalidir. En sik kargilagilan durum f : X — Y, g : Y — Z olmasidir; o zaman
f(X) CY otomatik olarak saglanir ve g o f : X — Z her zaman tanimlidir. Bu béliimiin teoremle-
rinde hep bu durumu ele alacagiz.

g o f gercekten bir fonksiyondur: her z € X icin f(z) tek bir elemandir, f(z) € Z oldugundan g(f(z))
de tanimli ve tektir. Yani varlik ve teklik kosullar1 f ve g’den miras alinir.

Ornek 5.7 (Bileske Degismeli Degildir). f,g:R — R, f(z) = 22 + 1 ve g(z) = 2% olsun. g o f ve
f o g fonksiyonlarini bulalim ve karsilagtiralim.

Cozim.
Her iki bilegke de tanimlidur, ¢iinkii tanim ve deger kiimelerinin hepsi R’dir.

(go () =g(f(z) =92z +1) = 22+ 1) =4a® + 4w + 1,

(fog)(@) = fg(2)) = f(a?) = 22" + 1.

Ornegin z = 1’de (go f)(1) =9 ama (f o g)(1) = 3. Demek ki genel olarak go f # f o g: bileske
degismeli degildir. Sira 6nemlidir; g o f yaziminda sagdaki fonksiyon 6nce uygulanir.
|

Bilegke degismeli olmasa da birlesmelidir; bu, ii¢ ve daha ¢ok fonksiyonu parantezsiz art arda uygulama-
miza izin verir.

Onerme 5.1 (Bileske Birlesmelidir). f: X — Y, g:Y — Z ve h: Z — W fonksiyonlar olsun. O
zaman

ho(gef)=(heg)ef.

ispat.

Her iki taraf da X ten W 'ye bir fonksiyondur: go f : X — Z oldugundan ho(go f): X — W; ho
g9:Y — W oldugundan (hog)o f: X — W. Tanim 5.5 geregi her x € X 'te aym degeri aldiklarini
gostermek yeter. Bileske tanimini iki kez uygulayarak

(holgof)) @ =h((g°f)@))=h(9(f@))
((hog)of) (@) =(hog) (f(z))=h(g(f@))

bulunur. Degerler esittir; dolayisiyla fonksiyonlar esittir. Bundan boyle parantezleri atip h o g o f yaza-
cagiz.
|

Birim fonksiyonun bileskedeki rolii sayilarda 1’in ¢arpmadaki rolii gibidir: f : X — Y i¢in her z € X’te
(foIx)(x) = f(Ix(2)) = f(z) ve (Iy ° f)(2) = Iy (f(z)) = f(z) oldugundan

felx=f, ILyof=Ff.
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Birebirlik ve ortenlik bileskeyle nasil aktarilir? Asagidaki teorem hem “ileri” hem “geri” yonii verir.

Teorem 5.4 (Bileskenin Birebirlik ve Ortenlik Ozellikleri). f: X — Y veg:Y — Z fonksiyonlar
olsun.

. f ve g birebir ise g o f birebirdir.

. f ve g orten ise g o f ortendir.

. g o f birebir ise f birebirdir (ama g birebir olmak zorunda degildir).
. g o f orten ise g ortendir (ama f Orten olmak zorunda degildir).

N N~

Ispat.

(1) 1,25 € X ve (go f)(z1) = (go f)(xy) olsun; yani g(f(x,)) = g(f(x5)). g birebir oldugundan
f(zy) = f(zs); f birebir oldugundan x, = . Dolayisiyla g o f birebirdir.

(2) z € Z keyfi olsun. g érten oldugundan g(y) = z olan biry € Y vardw. f orten oldugundan bu y igin
f(z) =y olan bir x € X vardir. O halde (g o f)(x) = g(f(z)) = g(y) = 2. Her z’ye ulasildigindan g o
f ortendir.

(3) 1,25 € X ve f(z,) = f(z,) olsun. Esit elemanlara g uygulaninca esit sonug ¢ikar: g(f(z;)) =
9(f(z5)), yani(go f)(z1) = (go f)(xy). g o f birebir oldugundan x, = x4. Dolayisiyla f birebirdir.
(4)z € Z keyfiolsun. g o f érten oldugundan (g o f)(x) = zolanbirz € X vardir.y = f(x) € Y alalim;
9(y) = g(f(x)) = z. Her z igin boyle bir y bulundugundan g értendir.

Parantez igindeki uyarilar igin tek bir érnek yeter. X = {1}, Y ={1,2}, Z = {1}; f(1) =1 veg(1) =
9(2) =1 olsun. go f: {1} = {1}, 1 — 1 fonksiyonu hem birebir hem értendir. Ama g birebir degildir
(9(1) = g(2), oysa 1 + 2) ve f orten degildir 2 € Y hicbir elemanin goriintiisi degildir).

|

Teoremin (1) ve (2) maddeleri birlikte, birebir-6rten fonksiyonlarin bilegkesinin birebir-6rten oldugunu
sOyler; bunu ters fonksiyon konusunda kullanacagz.

Ters Fonksiyon

Bir fonksiyon z’i y = f(x)’e tasiyorsa, y’den x’e “geri dénen” bir fonksiyon var midir? Geri doniigiin
anlaml olmasi icin 6nce her y’nin bir yerden gelmis olmas: (6rtenlik), sonra da geldigi yerin tek olmasi
(birebirlik) gerekir. Once “geri ddnmenin” ne demek oldugunu kesinlestirelim.

Tanim 5.9 (Ters Fonksiyon). f: X — Y bir fonksiyon olsun. Bir g : ¥ — X fonksiyonu
gof=Ix ve feg=Iy

kosullarinin ikisini birden saglyorsa g’ye f nin ters fonksiyonu denir ve g = f~! yazilir. Acik bicimde:
her z € X i¢in g(f(z)) = z vehery € Y icin f(g(y)) = v.

Tek kosul yetmez

Tanimdaki iki kosul birbirinden bagimsizdir; biri saglanirken 6teki saglanmayabilir. f: N — N,
fn)=n+1veg:N—=N,g(1) =1,n > 2i¢in g(n) =n — 1 olsun. Her n i¢in g(f(n)) = g(n +
1) =mn, yani go f = Iy. Ama f(g(1)) = f(1) =2 # 1, yani f o g # Iy. Dolayisiyla g, f’nin tersi
degildir; zaten f orten olmadigindan (hicbir n icin n + 1 = 1 olmaz) birazdan gorecegimiz teorem
geregi f’nin tersi yoktur.

Ornek 5.8 (Bir Ters Fonksiyonu Dogrulamak). f:R — R, f(z) = 2z + 1 fonksiyonunun tersinin
g:R—=>R, g(y) = %1 oldugunu gosterelim.

Cozim.
Iki kosulu ayr1 ayr1 denetleriz. Her = € R icin
2z+1)—1 2z

:_:$7

(90 @) = g(20 +1) = =5 g
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5.7 Ters Fonksiyon 65

her y € Rigin

y—1 y—1
(Fep) =1 (L) =2 L +1= -1 +1-y.
Dolayisiyla go f = Iy ve fog= Iz; g = fdir. g’nin kurali, y = 2z + 1 denkleminin z igin ¢oziil-
mesiyle bulunmugtu: ¢ = (y — 1)/2. Ters fonksiyon bulmanin genel yolu budur; ama bulunan kuralin
gercekten iki kogulu da sagladigi her zaman denetlenmelidir.
u

Simdi ana soruyu yanitlayalim: hangi fonksiyonlarin tersi vardir?

Teorem 5.5 (Ters Fonksiyonun Varlig1). f: X — Y fonksiyonunun bir ters fonksiyonu f~: Y — X
vardir ancak ve ancak f birebir-ortense.

ispat.
Iki yonii ayr ayri ispatlayacagiz.
(= yénii: tersi varsa birebir-ortendir.) f nin bir tersi olsun; ona g : Y — X diyelim. Tanim geregi

(i) her z € X i¢in ¢(f(z)) ==, (ii) her y €Y i¢in f(g(y)) = v.

Birebirlik: z1, x4 € X ve f(z1) = f(z,) olsun. Esit elemanlara g uygulayalim: g(f(z)) = g(f(z5)).
(i) geregi sol taraf x, sag taraf x, 'dir; yani v, = x4. Dolayisiyla f birebirdir.

Ortenlik: y € Y keyfi olsun. f(z) =y olan bir x € X aramaliyiz. Aday olarak x = g(y) alalim; g’nin
deger kiimesi X oldufundan gercekten x € X ’tir. (ii) geregi f(x) = f(g(y)) = y. Her y icin boyle bir x
bulundugundan f ortendir.

(& yonii: birebir-ortense tersi vardur.) f birebir-orten olsun. Bir g : Y — X fonksiyonu kurup tersin
iki kosulunu sagladigini gosterecegiz.

g'nin tanimi. y € Y keyfi olsun. f érten oldugundan f(x) = y olan en az bir x € X vardw. f birebir
oldugundan bu x tektir: f(x,) =y = f(z,) olsaydi birebirlik x; = x, verirdi. Demek ki hery € Y ’ye
karsilik f(z) = y kosulunu saglayan bir ve yalniz bir x € X vardir. Bu tek elemani g(y) olarak adlandi-
ralim:

gy)=z < f(z)=y.

Her y’ye tam bir x karsilik geldiginden (varlik ve teklik) g : Y — X gercekten bir fonksiyondur (Tanim
5.1).

go f = Ix denetimi. z € X olsun vey = f(x) diyelim. g(y), tanimi geregi f tarafindany’ye génderilen
tek elemandiwr. f(x) = y oldugundan bu tek eleman x’in kendisidir: g(f(x)) = g(y) = .
fog=1Iydenetimi.y € Y olsun. g(y), f(9(y)) = y kosulunu saglayan (tek) elemandir; bu zaten istenen
esitliktir: f(g(y)) = y.

Iki kosul da saglandigindan g, f 'nin ters fonksiyonudur.

n

Teorem sunu soyler: “tersi var mi1?” sorusu, “birebir ve 6rten mi?” sorusuna indirgenir. Uygulamada y =
f(z) denklemini z i¢in ¢ozmeye ¢aligiriz; her y i¢in tam bir ¢6ziim ¢ikiyorsa hem tersi bulmus hem birebir-
orten oldugunu gostermis oluruz.

Onerme 5.2 (Tersin Tekligi). Bir fonksiyonun tersi varsa tektir.
ispat.
g1 ve go, f: X — Y fonksiyonunun iki tersi olsun. O zaman fo g, = Iy, ve g, o f = Iy tir. Birim
fonksiyonun bileskedeki etkisizligi ve Onerme 5.1 ile
G=g1°ly=g1°(feg2) =(91°f)°92=Ix°9, = gs

Dolayisiyla g, = gs. Bu teklik sayesinde “f ’nin tersi” deyip f~ yazmak anlamhdur.
|
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Sonug 5.1 (Ters Fonksiyon da Birebir-Ortendir). f: X — Y birebir-orten ise tersi f 1 : Y — X de
birebir-ortendir. Ayrica

O '=f flef=Ix,  fofl=1l.

Ispat.

Son iki esitlik, f~’in ters fonksiyon tanimini saglamasindan ibarettir. Simdi bu iki esitlige f 1 : Y — X
fonksiyonunun goziiyle bakalim: f o f~1 = I, ve f =1 o f = I esitlikleri, tam olarak “f, f~'’in tersidir”
demektir (Tanim 5.9'da f yerine f~1, g yerine f konmustur). Demek ki f~1’in bir tersi vardur; Teorem 5.5
geregi f~1 birebir-ortendir ve Onerme 5.2 geregi tersi tektir, yani (f~1)~! = f.

]

1 Iki f iistii eksi bir gosterimi uzlasir

f birebir-6rten oldugunda ters gériintii ile ters fonksiyon gelismez: y € Y icin ters goriintii £~ ({y}),
f(z) = y olan z’lerin kiimesidir ve bu kiime tek elemanhdir: f~*({y}) = {f~*(y)}. Genel olarak da
B C Y icin B’nin f altindaki ters goriintiisii, B'nin f~! fonksiyonu altindaki goriintiisiine esittir.

Teorem 5.6 (Bileskenin Tersi). f: X — Y veg:Y — Z birebir-orten fonksiyonlar ise bileskeleri g o
f: X — Z de birebir-ortendir ve tersi

(gef) t=flog™
ile verilir.

Ispat.

Ispat iki parcadan olusur: once g o f’nin birebir-orten oldugunu, sonra f~ o g~1’in gercekten g o f’nin
tersi oldugunu gosterecegiz.

Birinci parca: g o f birebir-értendir. f ve g birebir oldugundan Teorem 5.4 (1) geregi g o f birebirdir;
f ve g orten oldugundan Teorem 5.4 (2) geregi g o f ortendir. Dolayisiyla g o f birebir-ortendir ve Teorem
5.5 ile Onerme 5.2 gereji tek bir tersi vardur.

Ikinci parca: tersin formiilii. f ve g birebir-orten oldugundan f~*:Y — X veg™' : Z — Y vardw;
dolayisiyla f~Yog™': Z — X tammhdir. Tersin tamimindaki iki bileskeyi hesaplayalim. Onerme 5.1
sayesinde parantezleri istedigimiz gibi yerlestirebiliriz.

(fteg)oe(gof)=fteo(gtog)of (birlegme)
=fltoL,of (g~! tersin tammi)
=flof (birim fonksiyon etkisiz)
=TIy ( f~! tersin tanimi)

ve

(gof)o(ftogt)=go(fof ') og" (birlesme)
=golyog! ( f! tersin tanimi)
=gog ! (birim fonksiyon etkisiz)
=1, (g~ ! tersin tanimi) .

Her iki sirada da birim fonksiyon elde edildiginden f~togt, go fnin tersidir; teklik gerefi(go f)*1 =
f—l ° g—l'
|

Formiildeki sira degisimine dikkat: 6nce f sonra g uygulanan bir islemi geri almak i¢in 6nce ¢’yi sonra
f’yi geri almak gerekir; tipki dnce ¢orabi sonra ayakkabiy1 giyen birinin 6nce ayakkabiy1 sonra ¢orabi
cikarmasi gibi.
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5.7 Ters Fonksiyon 67

Ornek 5.9 (Bir Rasyonel Fonksiyonun Tersi). f:R\ {1} = R\ {2}, f(z) = 22! fonksiyonunun
birebir-6rten oldugunu gosterip tersini bulalim.

Cozim.

Once f’nin gergekten R \ {2} ye gittigini gorelim: f(z) = 2 olsayd1 2z + 1 = 2z — 2, yani 1 = —2
olurdu; imkansiz. Dolayisiyla f(x) # 2.

y € R\ {2} verilsin ve f(z) = y denklemini = # 1 i¢in ¢6zelim:

2+ 1
r—1

1
:y©2x+1:y(a¢—1)©2m+1:yx—yc)y—i—l:m(y—Q)@:c:%.
y—

y # 2 oldugundan bslme yapilabilir; ayrica bulunan z, 1’e esit degildir: z%; =1lolsaydiy+1=y—
2, yani 1 = —2 olurdu. Demek ki her y € R\ {2} i¢in f(z) = y denkleminin R \ {1} i¢inde tam bir

¢6ziimil vardir: varlik f’nin 6rten, teklik ise birebir oldugunu soyler. Teorem 5.5 geregi f'nin tersi

vardir ve
_ _ +1
FLRVRE SRV S =
Denetleyelim: z # 1 i¢in
2x+1 2x+1+xz—1
2o 41 S 3
_ -1 —1
fH(f(@) = EES) “ 9 Seil et = 3T

z—1 z—1

Benzer hesapla f(f~(y)) = y bulunur.
|

5.8 Alistirmalar

Aligtirma 5.1 (Fonksiyon Alistirmalari).

a) Teorem 5.1'nin (4), (6) ve (10) maddelerini ispatlayimiz.

b) Teorem 5.2'nin (2), (3) ve (4) maddelerini ispatlayimz.

o f:R—=R, f(z) = 22 — 2z olsun. £([0,3]), f~1([—1,0]), fF1({8}) ve f~1((—o0,—2)) kiimelerini

bulunuz.

d) Asagidaki fonksiyonlarin birebir ve 6rten olup olmadigin belirleyiniz. (i) f : R = R, f(z) = 3z — 2;
(i) fR=R, fz) =22+ 1) f: N=N, f(n) =n+1{v) f: R\ {0} = R, f(z) = 1/x.
1s:

e) f,g:R—=R, f(z) =2z +1 ve g(x) = z3 olsun. go f ve f o g fonksiyonlarmi yazimz; (go f)~ i
dogrudan bulup Teorem 5.6'ndeki f~* o g~! formiiliiyle karsilastirmiz. g=! o £~ ile ayn1 midar?

Cozim.
a) Wy e f(A)\ f(Ay) olsun; yani y € f(A;) ve y ¢ f(Ay). y = f(a) olan bir a € A, vardir. a €
A, olsaydi y = f(a) € f(A,) olurdu; bu y ¢ f(A,) ile ¢eligir. O halde a ¢ A,, yani a € A; \ A, ve
y=f(a) € f(A; \ Ay).
(6) Denkliklerle:
2 € fHB\B,) % f(x) € B\ By & f(z) € BIAf(z) g By sz € fH(B)ANa ¢ fH(By) e ae f1(B)\fH(By)
(10) Ayni kalipla:
€M (B, UB,) < f(z) € BUB, < f(z) €B,V f(z) EBy<xz€ f1(B)Vze f1{By) < xe fHB)Uf(B).
b) (2)x € X i¢in

zef! (UB-)@f(m) el UBjedjcJ fla)eByeTjedze fU(B) e ]F(B).
jeJ ’ jeJ ’ ! ’ JjeJ !
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68 Bolim 5. Fonksiyonlar

3y € f (N, A )olsun.y = f(z) olanbir z € [,_, A; vardir; yani her i € I icin z € A;. O halde
heri € Ticiny = f(z) € f(A;), yaniy € [,_, f(4;). (Ters kapsama genel olarak yanhstir; Ornek 5.4
iki kiimelik bir kargs1 ornektir.)

(4) z € X igin

zeft <ﬂJBj)<:>f<x) € QBj<:>Vje J, f(x) e B VjeJ,xe fUB;) e Qf‘l(Bj).
Je JE JE

¢) Kareye tamamlayalim: f(z) = 22 — 2z = (z — 1)2 — 1.

f([0,3]):z €[0,3] ikent =z — 1 € [—1,2] ve t? € [0,4]; tistelik ¢, [0, 2]'yi tararken t2, [0, 4] in her
degerini alir (0 < s < 4i¢int = /s € [0, 2]). Dolayisiyla f([0,3]) = [0 — 1,4 — 1] = [-1,3].
f71([~1,0]): Kosulu saglayan z’ler su denklik zinciriyle bulunur:

-1<(z-1)2-1<0&0<(z-1)2<1
S|lz—1|<1e0<z<2

Yani f~1([—1,0]) = [0, 2].

{822 —22=8<22—22—-8=0« (z—4)(x +2) = 0. Yani f1({8}) = {-2,4}.
f1((—o00,—2)): Her z igin f(z) = (z —1)2 —1> —1> —2 oldugundan hicbir z’in goriintiisii
—2'den kiigiik degildir: f~1((—o0,—2)) = @.

d) (i) 3z; —2 =32y — 2 = x; = x,, birebir. Her y icin z = (y + 2)/3 aliminca f(z) =y, orten.
Birebir-orten.

(ii) f(1) = f(—1) = 2ve 1 # —1;birebir degil. Her z icin 22 + 1 > 1 oldugundan y = 0 higbir goriintii
degildir; 6rten degil.

(iii) ny + 1 = ny + 1 = nq = ny, birebir. Orten degil: n + 1 = 1 olmas1 n = 0 gerektirir, ama 0 ¢ N
(Onerme 9.3 geregi 1, N'nin en kiiciik elemanidir); 1 € N ulagilamaz.

(iv)1/z; = 1/z4 esitliginin iki yanini z, z, ile ¢arpinca x, = x; birebir. Orten degil: 1/z = 0 olsayd1
iki yan1 z ile carparak 1 = 0 elde edilirdi; 0 € R ulagilamaz. (Deger kiimesi R \ {0} alinsaydi y # 0
icin z = 1/y ile orten, dolayisiyla birebir-érten olurdu.)

&) (90 f)() = 920 +1) = (22 + 1) ve (f o g) () = F(2%) = 20% + 1.

Ornek 5.6 geregi f ve g birebir-ortendir; tersleri f~!(y) = % ve g (y) = /y (her reel sayimn tek
bir reel kiip kokii vardir; negatif y icin /y = — ¥=y). (g o f)~'’i dogrudan bulmak i¢iny = (2z + 1)3
denklemini ¢ozelim: 2z + 1 = &y, yani

Sy—1

Formiille kargilagtiralm: (f~ o g71)(y) = f1(¢/y) = %7271; Teorem 5.6 ile tam uyusur. Ote yandan

e r = (L) = {5

farkli bir fonksiyondur; 6rnegin y = 9’da ilki 3‘/5271 ~ 0,54, ikincisi V/4 ~ 1,59 verir. Bileskenin
tersinde siranin ters cevrilmesi zorunludur.
|

Mantik, kiimeler, bagintilar ve fonksiyonlarla analizin dili tamamlandi. Simdi bu dili kullanarak analizin
asil sahnesini, reel sayilari, aksiyomlarindan baslayarak kuracagiz: Reel Sayilar ve Cebirsel Aksiyomlar.
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6.1

6.2

6. Reel Sayilar ve Cebirsel Aksiyomlar

Analizin biitiin yapisi reel sayilar iizerine kurulur: limitler, siireklilik, tiirev ve integral, hepsi R’nin
ozelliklerine dayanir. Oyleyse ilk sorumuz sudur: reel sayilar tam olarak nedir? Lise yillarindan beri
R ile hesap yapiyoruz, ama (—1) - (—1) =1 ya da - 0 = 0 gibi “herkesin bildigi” esitliklerin neden
dogru oldugunu hi¢ sormadik. Bu bélimde reel sayilar1 az sayida temel kuralla (aksiyomla) tanimlayacak,
ardindan bu kurallardan alisik oldugumuz cebirsel 6zellikleri tek tek tiiretecegiz.

Onceki boliimlerde gelistirdigimiz mantik ve kiime dili burada ise kosulacak: her ispat adiminda hangi
aksiyomu kullandigimizi acik¢a yazacagiz. Bu bolimiin amact yeni bir hesap teknigi 6gretmek degil,
bildigimiz hesaplarin hangi temel kurallara dayandigini gérmektir.

Reel Sayilar: Nasil Kuracagiz?

Reel sayilar1 saglam bir temele oturtmanin iki ana yolu vardir:

1. Insa yontemi: Rasyonel sayilar kiimesi Q’dan yola ¢ikilir ve reel sayilar, rnegin Dedekind kesitleriya
da Cauchy dizilerinin denklik siniflari yardimiyla adim adim insa edilir. Bu yol somuttur ama uzun ve
tekniktir.

2. Aksiyomatik yontem: Reel sayilar kiimesi, belirli bir 6zellik listesini (aksiyomlar1) saglayan bir kiime
olarak tanimlanir. Bu yaklasim daha kisa, temiz ve moderndir.

Bu derste aksiyomatik yontemi izleyecegiz. Buna gore reel sayilar kiimesi R, {i¢ grup aksiyomu saglayan
bir kiimedir:

+ Cebirsel aksiyomlar: Toplama ve carpma islemlerinin kurallarimi verir. Bu bdlimiin konusudur
(Bolum 6.2).

o Siralama aksiyomlari: Sayilar arasinda “ktgtktiir / buytktir” iliskisini kurar (Bolim 7.1).

« Tamlik aksiyomu: En 6nemli aksiyomdur; reel sayilari rasyonel sayilardan ayirir ve say1 dogrusunda
“bosluk” kalmamasini saglar (Boliim 10.4).

1 Neden aksiyomlarla ugrasiyoruz?

Aksiyomatik yontemin ti¢ bityiik kazanci vardir.

« Az kuraldan c¢ok sonug. Dokuz cebirsel aksiyomdan, cebirde kullandigimiz biitiin 6zdeslikler
titretilir. Bir esitligin dogrulugunu “dyle oldugunu biliyoruz” diyerek degil, aksiyomlara dayanarak
gosteririz.

« Neyin neye bagl oldugunu gériiriiz. Ornegin Q cebirsel ve siralama aksiyomlarini saglar ama
tamlik aksiyomunu saglamaz. Demek ki v/2’nin varlig1 gibi sonuclar cebirden ya da siralamadan
degil, yalnizca tamliktan gelir.

« Sonuglar tasinabilir. Aksiyomlar: saglayan baska bir yap1 buldugumuzda, burada ispatladigimiz
her sey o yapida da otomatik olarak dogrudur.

Cebirsel Aksiyomlar

Reel sayilar kiimesi R iizerinde toplama (+) ve carpma (-) ad1 verilen iki ikili islem tanimlidir. Ikili islem
demek, her (z, y) reel sayi ciftine tek bir reel say1 karsilik getiren bir fonksiyon demektir (Tanim 5.1):

+:RxR— R, (z,y) > z+y,
RXR—>R, (z,y) =z -y.
Yani x + y ve x - y her zaman vardir ve tektir; buna “toplama ve ¢arpma altinda kapalilik” da denir. Bu

iki iglem asagidaki aksiyomlar: saglar.
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70 Boliim 6. Reel Sayilar ve Cebirsel Aksiyomlar

| Toplama Aksiyomlari

Her z,y, z € R i¢in:

+ (A1) Degisme: z +y =y + .

« (A2)Birlesme: (z +y) +z =2z + (y + 2).

« (A3) Toplama birimi (sifir): Oyle bir 0 € R eleman vardir ki her € R icin « + 0 = z olur.
(Dikkat: 6nce 0 segilir, sonra her z icin esitlik saglanir; 0 elemani z’e gore degismez.)

+ (A4) Toplama tersi: Her z € Ri¢in z + y = 0 olacak bi¢imde bir y € R elemani vardir. Bu eleman
—u ile gosterilir.

Bu dort aksiyom, cebir dilinde “(R, +) degismeli (Abel) bir gruptur” demektir.

| Carpma Aksiyomlar:

Her z,y, z € R i¢in:

« (M1) Degisme: z-y =1y - .

+ (M2) Birlesme: (z-y) - z=2x - (y - 2).

+ (M3) Carpma birimi (bir): 1 # 0 olan ve her € R i¢in z - 1 = x saglayan bir 1 € R elemam
vardir.

« (M4) Carpma tersi: Sifirdan farkli her z € R i¢in x - y = 1 olacak bi¢cimde bir y € R elemam
vardir. Bu eleman ! ya da % ile gosterilir.

Bu dért aksiyom da “(R \ {0}, -) degismeli bir gruptur” demektir. (Bunun i¢in sifirdan farkli iki saymin
carpimimin sifirdan farkli olmasi ve sifirdan farkli bir saymin ¢arpma tersinin de sifirdan farkli olmasi
gerekir; ikisini de aksiyomlardan tiiretecegiz: Sonuc 6.3 ve Onerme 6.10.) Toplama ile garpmay1 birbirine
baglayan tek bir aksiyom kaliyor:

I Dagilma Aksiyomu

« (D) Dagilma: Her z,y,2 € Ricinz - (y + 2) = (z - y) + (z - 2).

Toplama ve ¢arpma birbirinden bagimsiz iki igslem olsaydi aralarinda hicbir iliski kuramazdik; (D) aksi-
yomu bu koprityii kurar. Biitiin “parantez agma” islemleri ona dayanur.
Bu dokuz kurali saglayan her yapiya bir ad verelim; bu ad, reel sayilarin “cebirsel kimligi”dir.

Tanim 6.1 (Cisim). Uzerinde toplama ve carpma adl iki ikili islem tanimli olan ve (A1)-(A4), (M1)-
(M4), (D) aksiyomlarinin dokuzunu da saglayan bir F' kiimesine cisim (field) denir.

Boylece R bir cisimdir. Cebirsel aksiyomlar reel sayilar1 tek bagina belirlemez; ayni1 dokuz kurali saglayan
bagka kiimeler de vardir.

1 Cisim olan ve olmayan say1 kiimeleri

+ Q rasyonel sayilar kiimesi de bir cisimdir: iki rasyonel sayinin toplami ve ¢arpimu rasyoneldir, 0 ve
1 rasyoneldir, —% = _71’ ve (%)_ = % rasyoneldir; dokuz kural da saglanir.

« 7Z tam sayilar kiimesi cisim degildir: (M4) bozulur. Ornegin 2 - y = 1 denklemini saglayan bir tam
say1 y yoktur (% tam say1 degildir).

+ Yalnizca iki elemanli {0, 1} kiimesi, 1 + 1 = 0 kuraliyla (teki toplam ve ¢arpimlar bildigimiz gibi)
bir cisimdir. Demek ki dokuz aksiyom, elemani sonlu bir kiime tarafindan bile saglanabilir. Reel
sayilar1 6teki cisimlerden ayiran sey cebirsel aksiyomlar degil, sonraki boliimlerde gelecek siralama

ve tamlik aksiyomlaridir.
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6.3

6.2 Cebirsel Aksiyomlar 71

© Yazim uzlagimlar

Bundan sonra z -y yerine kisaca zy yazacagiz; carpma toplamadan énce yapilir (zy + z ifadesi
(zy) + z demektir). Birlesme aksiyomlar: sayesinde x + y + z ve zyz yaziminda parantez gerekmez.
Ayrica

?=x-2, 2=1+1, 3=2+1, 4=3+1

kisaltmalarini kullanacagiz. Bunlar yeni aksiyom degil, yalnizca adlandirmadir.

Toplama Aksiyomlarimmin Sonuclar:

(A3) aksiyomu “bir sifir vardir” der; “yalniz bir tane vardir” demez. {lk igimiz, aksiyomlarin var dedigi
elemanlarin tek oldugunu gostermek. Bu, ileride —x ve ! yazimlarmin anlamli olmasi igin gereklidir:
“tersi” diyebilmek icin tersin tek olmasi gerekir.

Onerme 6.1 (Toplama Biriminin Tekligi). Toplama birimi tektir. Yani her x € R icin t +0 =2z
esitligini saglayan yalniz bir 0 € R vardir:

F0eR, Ve eR z+0=rz.
ispat.

Varlik (A3) ile verilmistir; tekligi gosterelim. 0" de aymi ézelligi saglayan bir eleman olsun: her x € R i¢in
z + 0" = x. Bu esitlik her x icin gecerli oldugundan ézel olarak x = 0 igin de gegerlidir:

0+0 =0. (1)
Ote yandan (A3) aksiyomunu x = 0 icin yazarsak
0 +0=0. 2)
(A1) geregi 0+ 0" = 0’ + 0’°dir. Simdi (1), (A1) ve (2) srasiyla kullanilirsa
0=04+0=04+0=0

elde edilir. Yani 0’ = 0; toplama birimi tektir.
||

Ayni disiince ters eleman igin de igler.
Onerme 6.2 (Toplama Tersinin Tekligi). Herz € R icin x + y = 0 esitligini saglayan yalniz biry €
R vardr:

VeeR3IAlyeR z+4+y=0.

ispat.
Varlik (A4) ile verilmistir. x verilsin ve y, (A4)‘iin var dedigi eleman olsun: x + y = 0. Tekligi gostermek
icin x + z = 0 esitligini saglayan bir = € R daha oldugunu varsayalim ve z = y oldugunu gosterelim:

z=2z+0 (A3)
=z+ (x+y) (varsaymm: x4y =0)
=(z+2z)+y (A2)
=(x+2)+y (Al)
=04y (varsayim: z + z = 0)
=y+0 (A1)
=y. (A3)

Boylece z = y; toplama tersi tektir.
||
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72 Boliim 6. Reel Sayilar ve Cebirsel Aksiyomlar

5.

Artik “2’in toplama tersi” ifadesi tek bir sayiy1 gosterdiginden —z yazimi anlamlidir. Bu da ¢ikarmayi
tanimlamamiza izin verir: aksiyomlarda ¢ikarma diye bir islem yoktur, ¢cikarma toplamanin kisaltmasidir.

Tanim 6.2 (Cikarma). z,y € R icin x — y ifadesi
s—y=a+(—y)

olarak tanimlanir. Bu isleme ¢ikarma denir.

Lise cebirinde “esitligin iki yanindan ayni sayiyi atariz” deriz. Bunun gerekeesi sudur:

Onerme 6.3 (Sadelestirme Kurallar1). z,vy,z € R olsun.

L z4+z=y+zisex =ydir
2 z#0vexrz=yzisex = y'dir.

ispat.
(1) x + 2z = y + z olsun. Iki yana da —z ekleyip aksiyomlari sirayla uygulayalim:
z=xz+0 (A3)
=z + (24 (=2)) (A4)
= (¢ +2) + (—2) (A2)
= (y + 2) + (—=2) (varsayim)
=y+(z+(=2) (A2)
=y+0 (A4)
=y. (A3)

(2) z # 0 oldugundan (M4) geregi 2~ * vardir. Ayn1 diizeni carpma aksiyomlariyla kuralm:

z=z-1 (M3)

=x(zz71) (M4)

= (@)= (M2)
= (yz)z~! (varsaymm)

— e ) (M2)

=y-1 (M4)

=v. (M3)

Carpmada z # 0 sart1 vazgecilmezdir: birazdan gorecegimiz gibi her z icin z - 0 = 0’dur, dolayisiyla x -
0 = y - 0 esitliginden x = y ¢ikmaz.
Sadelestirme ve teklik sonuclari elimizdeyken, isaretle ilgili tanidik kurallar tiiretebiliriz.

Onerme 6.4 (Sifirin Tersi). —0 = 0. Yani sifirin toplama tersi yine sifirdir.

ispat.

(A3) aksiyomunu x = 0 i¢in yazarsak 0 + 0 = 0 olur. Bu esitlik, 0 sayisinin kendisinin bir toplama tersi
oldugunu séyler. Onerme 6.2 geregi bir sayinin toplama tersi tek oldugundan —0 = 0’dur.

|

Onerme 6.5 (Tersin Tersi). Herx € R i¢in —(—x) = x tir.

ispat.

(A4) geregi x + (—x) = 0, (A1) geregi de (—z) + x = 0°dwr. Son esitlik, x’in —x sayisinin bir toplama
tersi oldugunu séyler. Oysa —x’in toplama tersi, tamim geregi —(—zx) ile gosterilen ve Onerme 6.2 geregi
tek olan sayidir. O halde —(—x) = .
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6.4

6.3 Toplama Aksiyomlarinin Sonugclar1 73

© Teklik hilesi

Yukaridaki iki ispatin ortak fikri, bu boliimde tekrar tekrar kullanacagimiz bir kaliptir: —a = b
oldugunu gostermek icin a 4 b = 0 oldugunu gostermek yeter. Ciinkii a + b = 0 ise b, a’nin
bir toplama tersidir; ters tek oldugundan b = —a’dir. Aymi bicimde, a # 0 i¢in a~* = b oldugunu
gostermek i¢in ab = 1 oldugunu goéstermek yeter.

Onerme 6.6 (Toplamun Tersi). Herz,y € R icin —(z +y) = (—z) + (—y) dir.

ispat.

Teklik hilesini kullanacagiz: (z +y) + ( (—2) + (—y) ) = 0 oldugunu gostermek yeter.
(z+y)+((—2)+(-y) )= ((z+y) +(—2) )+ (-y) (A2)

(+z)+(-2) )+ (-y) (A1)
=(y+(@+(—2) )+ (-y) (A2)
=(y+0)+(-y) (A4)
(A3)
(A4)

=y+(-v) A3
=0. A4
Demek ki (—x) + (—v), © + y’nin bir toplama tersidir; Onerme 6.2 geregi —(z + y) = (—z) + (—y).
|
Cikarma tanimiyla bu sonu¢ —(z + y) = —z — y biciminde de yazilir; “eksi parantez acarken isaretler

degisir” kuralinin aksiyomatik gerekcesi budur.

Carpma Aksiyomlarinin Sonuclar:

Carpma aksiyomlar1 toplama aksiyomlariyla ayni bicimde oldugundan, toplama i¢in yaptigimiz ilk ispat-
lar kelimesi kelimesine ¢carpmaya aktarilir: (A1)—(M1), (A2)—(M2), (A3)—(M3), (A4)—(M4). Tek fark,
carpmada 0’1n digarida birakilmasidir.

Onerme 6.7 (Carpma Biriminin Tekligi). Carpma birimi tektir: her x € R icin = - 1 = x saglayan
yalniz bir 1 € R vardir.

ispat.
1’ de ayni 6zelligi saglasin: her z icinx - 1/ = z. Ozel olarak x = 1 alirsak 1 - 1" = 1 olur. (M3)‘%iz = 1’
icin yazarsak 1’ -1 =1’ olur. (M1) geregil-1" =1’ - 1 oldugundan

1=1-1"=1-1=1

bulunur. Carpma birimi tektir.
]

Onerme 6.8 (Carpma Tersinin Tekligi). Sifirdan farkliherx € R icinzy = 1 esitligini saglayan yalniz
biry € R vardur:

Vee R\ {0}AyeR zy=1.

ispat.
x # 0 olsun; (M4) geregi xy = 1 olan bir y vardir. xz = 1 olan bir z daha oldugunu varsayalim:
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A~ N N N N~

Boylece z = y; carpma tersi tektir.
]

Artik z # 0 icin 2! yazimu tek bir say1y1 gosterir. Bolme de carpmanin kisaltmasidir:

Tanim 6.3 (Bélme). z € Rvey € R\ {0} icin % ifadesi

olarak tanimlanir. Bu isleme bélme denir. Ozel olarak le = 1.y =y Vdir; yani (M4)‘teki iki gosterim
uyumludur.

Bo6lme tanimi, y = 0 i¢in hi¢bir anlam tasimaz; ¢linkii (M4) yalnizca y # 0 i¢in ters eleman verir. Birazdan
sifirin tersinin olamayacagini da ispatlayacagiz.

Simdi toplama ile carpmay: birlestiren ilk sonug geliyor. “Sifirla carpim sifirdir” ctimlesi aksiyom degildir;
dagilma aksiyomunun bir sonucudur.

Onerme 6.9 (Sifirla Carpim). Herz € Ricinz-0=0ve0 -z = 0’di

ispat.
(M3), (A3), (D) ve (M3) sirasiyla kullanilirsa

z=z-1=z(14+0)=z-142-0=xz+z-0
elde edilir. Ote yandan (A3) geregi x = x + 0’dwr. Demek ki
z+z-0=z+0.

(A1) ile iki yani da - 0+ x = 0 + = biciminde yazip Onerme 6.3 (1) ile z’i sadelestirirsek -0 =0
bulunur.0 -z =z - 0 = 0 ise (M1)den gelir.
|

Neden (M3) aksiyomunda bir, sifirdan farkl alinir?
(M3)‘teki 1 # 0 kosulu gereksiz bir ayrint1 gibi goriinebilir; degildir. 1 = 0 olsayd: her z € R i¢in
(M3), varsayim ve Onerme 6.9 sirastyla
r=x-1=2-0=0

verirdi; yani her reel say1 0 olurdu ve R = {0} tek elemanli bir kiime olurdu. Uzerinde ¢aligilacak bir
say1 sistemi kalmazdi. Bu yiizden analizde pek ¢ok ispat “.. o halde 0 = 1 olurdu, ¢eliski” ciimlesiyle
biter.

Sonuc 6.1 (Sifirin Carpma Tersi Yoktur). 0-y = 1 esitligini saglayan bir y € R yoktur; yani 0~*
tanimsizdir ve § ifadesi hicbir x icin anlaml degildir.

ispat.
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Olmayana ergi ile:0 - y = 1 olan bir y olsaydi, Onerme 6.9 geregi0 - y = 0 oldugundan 0 = 1 bulunurdu.
Bu, (M3)‘teki 1 # 0 kosuluyla ¢elisir.
|

Sifirla carpim sonucu, ters elemanla ilgili kiiciik ama gerekli bir bilgiyi de verir: sifirdan farkl bir sayinin
tersi de sifirdan farklidir. Bu sayede “tersin tersi’nden soz edebiliriz.

Onerme 6.10 (Carpma Tersinin Tersi). Sifirdan farkli her x € R iginx=t # 0 ve (z71)~! = ztir.

Ispat.

Once ! # 0: 71 = 0 olsaydi Onerme 6.9 geregizz ! = z - 0 = 0 olurdu; oysa (M4) geregi zx~! =1
ve (M3) geregi 1 # 0°dir. Celiski. Demek ki z=1 # 0 ve (M4) ile (z~ 1)~ vardur.

Simdi (M4) geregi vz~ = 1, (M1) geregi de v 'z = 1’dir. Son esitlik, x’in x ! sayisinin bir carpma tersi
oldugunu soyler. Onerme 6.8 geregi carpma tersi tek oldugundan (z=1)~! = z’tir.

|

Siradaki sonuglar “eksi” ile ¢arpmanin kurallaridir. Hepsinin ortak araci, teklik hilesi ile dagilma aksiyo-
mudur.

Onerme 6.11 (Eksi Bir ile Carpim). Herz € R icin —x = (—1)x tir.

ispat.
(A4) geregi 1 + (—1) = 0°dir. Onerme 6.9, bu esitlik, (D) ve (M3) sirastyla kullanilirsa

0=z-0=z(l+(-1))=2z 1+z(-1)=z+z(-1)

elde edilir. Demek ki z(—1), = ’in bir toplama tersidir; Onerme 6.2 geregi z(—1) = —x. (M1) ile (—1)z =
—x bulunur.
|

Onerme 6.12 (Carpimda Isaret Kurallar1). Herz,y € R icin:
1. z(—y) = —(zy) ve (—z)y = —(zy);
2. (—z)(—y) = zy.
Ispat.
(1) Teklik hilesi: xy + x(—y) = 0 oldugunu gosterelim. (D), (A4) ve Onerme 6.9 ile
zy+z(—y) =z (y+(-y) )=z-0=0.

O halde z(—y), zy’nin toplama tersidir: x(—y) = —(xy). Ikinci esitlik i¢in (M1) iki kez kullanalim:
(—2)y = y(—z) = —(yz) = —(zy).

(2) Birinci maddeyi x yerine —z ile uygulayalim: (—z)(—y) = — ( (—z)y ). Yine birinci madde ile
(—x)y = —(zy) oldugundan

bulunur; son adimda Onerme 6.5 kullanilds.
||

Sonug 6.2 (Karede Isaret). Herz € R icin (—z)(—z) = zx = 2 dir; 6zel olarak (—1)(—1) = 1.

ispat.

Onerme 6.12 (2)de y = x ahmirsa (—x)(—x) = 2%; =1 alnwrsa (M3) ile (—1)(—1)=1-1=1
bulunur.

|
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“Eksi ile eksinin ¢arpimu artidir” kurali, goriildigi gibi bir tercih ya da uzlagim degil, dagilma aksiyo-
munun zorunlu sonucudur. Aksi tanimlansaydi (D) bozulurdu.
Simdi denklem ¢6zerken en ¢ok kullandigimiz kurala geliyoruz: bir ¢arpim sifirsa ¢arpanlardan biri sifirdur.

Onerme 6.13 (Sifir Carpim Ozelligi). =,y € R olsun. xy = 0 olmast icin gerek ve yeter kosul x = 0
veya y = 0 olmasidir:

zy=0<2x=0Vy=0.

ispat.

(<) z = 0 ise Onerme 6.9 geregizy = 0 -y = 0; y = 0 ise yine ayni énermeylexy = x - 0 = 0.

(=) xzy = 0 olsun. x = 0 ise is bitmistir. © # 0 olsun; y = 0 oldugunu gosterecegiz. x # 0 oldugundan

(M4) geregi x—* vardir ve

y=1-y  (M3), (MI)

( “lr)y (M4), (M1)

“Hay) (

(
(

S

varsayim: xy = 0)

sifirla ¢arpim)

Son adimda Onerme 6.9 kullanildi. Her iki durumda dax = 0 veyay = 0°dw.
|

Sonug 6.3 (Sifirdan Farkli Sayilarin Carpimi). z,y € R icin zy # 0 olmas: igin gerek ve yeter kosul
x # 0 vey # 0 olmasidir.

ispat.

Onerme 6.13'in iki yanini olumsuzlayalim: xy #+ 0 < —(z = 0V y = 0). De Morgan yasast (Teorem 1.1
(6)ile—~(x=0Vy=0)=(z#0Ay+#0)dr

]

Sifir carpim 6zelligi, (z —1)(x —2) = 0 gibi bir denklemi “ya x —1 =10 ya z —2 = 0" diye ikiye
ayrrmamizin gerekgesidir. Bu 6zellik her cisimde gecerlidir. Ama 6rnegin saat aritmetiginde (12’ye goére
kalanlarda) 3 - 4 = 12 = 0 olur; carpanlarin ikisi de sifir degildir. Demek ki bu yap1 cisim degildir (3’iin
carpma tersi yoktur).
Bolimiin son sonucu, ¢arpimin tersini verir.
Onerme 6.14 (Carpimin Tersi). = # 0 ve y # 0 reel sayilan icin xy #0 ve (zy) ' =y ta~ ! =
zly~Vdir

ispat.

Sonug 6.3 geregi xy # 0’dir; dolayisiyla (M4) ilex ™, y=* ve (zy) ! vardir. Teklik hilesi: (zy)(y 1z ~!) =
1 oldugunu gosterelim.

(zy)(y ') =z (y(y 'z7"))

O halde y~tx =1, xy’nin bir carpma tersidir; Onerme 6.8 geregi (vy)™t =y ta~t. (M1) ile y 127! =
x Yy~ oldugu da aciktir.
|

Bu sonucun kesirlerle yazimi + = 1 . L°dir.
wy Tz oy
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Ornekler

Asagidaki ornekler, tirettigimiz sonuglarin lise cebirindeki tanidik iglemleri nasil gerekc¢elendirdigini

gosterir.
Ornek 6.1 (Birinci Dereceden Denklemin Céziimii). a,b € R ve a # 0 olsun. az + b = 0 denkle-
minin tam olarak bir ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim z = —%’dlr.

Coziim.

Varlik. z, = —g = (—b)a~ ! alalim (burada —g ile (—b)a~"’i kastediyoruz; iki olas1 okumanin esit

oldugu asagida goriilecek). Denklemde yerine koyalim:

axo—i—b:a((—b)a_l )+

= (aa™' ) (=b) + b (M1), (M2)
=1-(=b)+b (M4)

= (—b)+b (M3), (M1)
=0. (A1), (A4)

Demek ki z bir ¢dziimdiir.
Teklik. = herhangi bir ¢6ziim olsun: az + b = 0. Iki yana —b ekleyelim; (A2), (A4), (A1), (A3) ile ax =
—b olur. Simdi a # 0 oldugundan iki yan1 a~! ile carpalim:

r=1-z2=(ata)r=a(az) =a 1 (-b) = (—b)a ! = z.

Burada sirasiyla (M3)+(M1), (M4)+(M1), (M2), ax = —b ve (M1) kullanildi. O halde her ¢6ziim z,’a
esittir.

Son olarak —2 yaziminin iki okumasi olan (—b)a~! ile —(ba™!) esittir: Onerme 6.12 (1) ile (—b)a™* =
—(ba™1). Bu yiizden yazimda parantez gerekmez.

]

Ornek 6.2 (Kesirlerle islem Kurallari). a,b,c,d € R ve b # 0, d # 0 olsun. Asagidaki kesir kural-
larimi aksiyomlardan tiiretelim.

1.

a. c _ ac
g+g_b%d+bc

P
3=3<:)ad=bc.
Cozim.

Once bd # 0 oldugunu not edelim (Sonuc 6.3); béylece 22 ve 24th¢ anlamlidur.

(1) Bélme tanimi (Tanim 6.3), (M1)-(M2) ile carpanlar1 yeniden siralama ve Onerme 6.14:

i (ab~1)(ed™) = (ac)(b~1d™') = (ac)(bd)~! = "k

Sl S|

(2) Once her kesri “payday1 bd yapacak” bicimde genisletelim. dd~! = 1 oldugundan (M3), (M4),
carpanlar1 yeniden siralamak icin (M1)-(M2) ve Onerme 6.14 ile

=ab ! =ab 1(dd™!) = (ad)(b1d™t) = (ad)(bd)~};

Sal S

benzer bicimde § = (bc) (bd)~L. Simdi (D) aksiyomu ile ortak ¢arpani digar1 alalim:

ad + bc

= (ad)(bd) ™" + (be) (bd) ™" = (ad + be) (bd) = =~

2
b

Ul o

Burada (D) aksiyomu z(x + y) = zz + zy bi¢iminde (M1) ile birlikte kullanildi.
(3) (=) ab™! = cd~! olsun. iki yani bd ile carpalim. Sol yan:

(ab~1)(bd) = a(b~*b)d =a-1-d = ad,
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sag yan benzer bicimde (cd~!)(bd) = c(d~1d)b = cb = bc. Esit sayilarin bd ile carpimlar1 esit oldu-
gundan (- bir fonksiyondur) ad = be.
(«) ad = be olsun. Iki yan1 (bd) ™! = b71d ! ile carpalim:

(ad)(b~td™') = ab l(dd™!) =ab! = -, (be)(b71d™t) = cd H(bbl) = cd ! =

(SIS
S|

Sol yanlar esit oldugundan ¢ = 2.
]

Alistirmalar

Alistirma 6.1 (Cebirsel Aksiyomlardan Tiiretmeler). Asagidaki esitlikleri yalnizca aksiyomlar1 ve
bu béliimde ispatlanan sonugclari kullanarak gosteriniz. Her adimda hangi kurali kullandiginizi belirtiniz.
(z,y €R)

a) (z+y)* = a* +2zy +y°.

b) —(z—y)=y—u=

¢) x#0ise —z # 0ve (—z)t = —(z71).

d) y # 0 olmak tizere £ =0 < z = 0.

e) (z—y)(z+y) =a2>—y°

IS

Coziim.
a) (D) aksiyomunu iki kez uygulayalim; énce (z + y)’yi tek bir carpan gibi goriip (M1) ile sola alalim:

(z+y)?=(z+y)(z+y) (tanm)
=@+yz+(z+yy (D)
=z(z+y) +ylz+y) (M)
= (zz +zy) + (yz + yy) (D)
=2’ + (zy +ay) +y> (ML), (A1), (A2)
=2+ (1+1)(zy) +y* (M3), (D)
=z2 4 2zy + 2. (2=1+1)
Besinci adimda yx = xy (M1) ve toplamlarin yeniden gruplanmasi (A1, A2), altinci adimda zy + zy =
1-(zy)+1-(zy) = (1 4+ 1)(zy) kullanilds.
b) Cikarma tanimi ile £ — y = z + (—y). Onerme 6.6 ve Onerme 6.5 ile

—(a—y)=— (2+(—y) )= (2) + (= (—9) ) = (=2) +y =y + (—2) =y —=;

son iki adimda (A1) ve ¢ikarma tanimi kullanildi.
¢) Once —z # 0: —x = 0 olsaydi Onerme 6.5 ve Onerme 6.4 ile z = —(—z) = —0 = 0 olurdu; bu = #
0 ile celisir. Demek ki —z # 0 ve (M4) geregi (—z) ! vardir. Simdi teklik hilesi: (—z) (= (z” ) )=1
oldugunu gosterelim. Onerme 6.12 (2) ve (M4) ile

(—z) (= (") )=az ' =1

Demek ki —(z71), —2’in bir carpma tersidir; Onerme 6.8 geregi (—x)~! = — (2™ 1).

d) % =zy !t vey ! # 0 (Onerme 6.10). Onerme 6.13 geregi zy~! = 0 olmas icin gerek ve yeter kosul
x = 0 veya y ! = 0 olmasidir; ikincisi olanaksiz oldugundan kosul z = 0’a indirgenir.

e) (D) ile acalim, sonra igaret kurallarini uygulayalim:
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(z—y)(z+y)=(z—y)z+(z—yy (D)
=z(z—y) +ylz—y) (M1)
=( 2% + 2(—y) )+ (yz+y(—y)) (D), karma tanim
=%+ (—(zy) )+zy+(—(y 2) ) (isaret kurallar1), (M1)
(A1), (A2), (A4)
(

A3), cikarma tanimi

=22 +0+(— ("))
=22 42,
Dérdiincii adimda z(—y) = —(zy) ve y(—y) = —(yy) = —(y?) icin Onerme 6.12 (1), besinci adimda

—(zy) + zy = 0 i¢in (A1) ve (A4) kullanildu.
|

Cebirsel aksiyomlar reel sayilarla nasil hesap yapilacagini sdyler; ama iki sayidan hangisinin biyiik oldu-
gunu sdylemez. Say1 dogrusundaki siralamayi kuran aksiyomlar siradaki bolimiin konusudur: Siralama
Aksiyomlar1 ve Araliklar.
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7.1

7. Siralama Aksiyomlar: ve Araliklar

Onceki béliimdeki cebirsel (cisim) aksiyomlar1 reel sayilarin aritmetik yapisini, yani toplama ve ¢arpma-
nin kurallarini belirler. Ancak bu aksiyomlar iki sayiy1 karsilagtirmaya yetmez: “3, 5’ten kugtktir”
ciimlesinin anlamu cebirsel aksiyomlarda yoktur. Nitekim sonlu cisim {0, 1} iizerinde 1 4+ 1 = 0 oldugun-
dan orada “0 < 1” demenin bile tutarli bir yolu bulunamaz. Sayilar1 bir dogru tizerine dizebilmek i¢in yeni
bir aksiyom grubuna ihtiyacimiz var: siralama aksiyomlari.

Bu bélimde dort siralama aksiyomunu verecegiz, ardindan esitsizliklerle calisirken kullandigimiz biitiin
kurallar: (taraf degistirme, negatifle carpinca yon degismesi, 0 < 1, karelerin negatif olmamasi, ...) bu
dort aksiyomdan ve cebirsel aksiyomlardan tiretecegiz. Sonra siralamanin dogal irtinleri olan araliklari,
maksimum, minimum ve isaret fonksiyonlarimi tanimlayacagiz. Mutlak deger, siradaki bolimiin konu-
sudur.

Siralama Aksiyomlar:

Reel sayilar kiimesi iizerinde < ile gosterilen ve “kiigiiktiir” diye okunan bir baginti (Tanim 4.1) vardir.
Bu baginti su dort aksiyomu saglar:

| Siralama Aksiyomlari

Her z,y, 2 € Rigin:

+ (01) Uglem yasasi (trichotomy): z = 9, x < y, y < x kosullarindan tam olarak biri dogrudur.
» (02) Gegislilik: z < yve y < zise z < 2’dir.

+ (03) Toplamayla uyum: x < yise x + z < y + 2’dir.

+ (04) Pozitifle carpmayla uyum: z < y ve 0 < zise zz < yz’dir.

Aksiyomlarin anlami izerinde duralim. (O1), herhangi iki reel sayinin her zaman karsilastirilabildigini ve
bu karsilagtirmanin tek bir sonucu oldugunu séyler; 6zel olarak hicbir z i¢in < x olamaz (¢inki z =
x dogrudur ve ti¢ kosuldan yalniz biri dogru olabilir). (02), siralamanin zincirlenebildigini soyler. (O3) ve
(O4) ise siralamayi cebirsel islemlere baglar: bir esitsizligin iki yanina ayni sayiy1 eklemek ya da iki yam
ayn1 pozitif sayiyla carpmak esitsizligin yoniini degistirmez. (04)‘te 0 < z kosulunun ne kadar 6nemli
oldugunu birazdan gorecegiz: negatif bir sayiyla carpmak yonii tersine gevirir.

Yalnizca < bagtisini aksiyom olarak aldik; 6tekiler bunun kisaltmasidir.

Tanim 7.1 (Oteki Siralama Sembolleri). z,y,z € R olsun.

« Bityiiktiir: x > y ifadesi y < x demektir.

+ Kiiciik veya esit: © < y ifadesi “z < y veya x = y” demektir.

« Bityiik veya esit: x > y ifadesi “z > y veya x = y” demektir.

+ Zincir esitsizlik: z < y < z ifadesi “z < y ve y < 2” demektir. z < y < 2z, z < y < z gibi kanigik
zincirler de aymn bi¢cimde okunur.

Uclem yasasimin bir sonucu olarak z < yile y < z birbirinin olumsuzlamasidir: “z < y degil” demek “y <
x” demektir. Bu, esitsizlik ispatlarinda olmayana ergi yontemini kullanmamizi ¢ok kolaylastirir. Ayrica <
bagintis1 yansimali, ters simetrik ve gecislidir ve herhangi iki reel say1 < ile karsilastirilabilir; yani <, R
iizerinde bir tam siralamadir (Tanim 4.7). Bunun ispat1 bolim sonundaki aligtirmalardadir.

Bir say1yz sifirla karsilastirmak, onu pozitif ya da negatif olarak simiflandirmamiz saglar.

Tanim 7.2 (Pozitif ve Negatif Sayilar). Bir x € R sayisina
+ x > 0 ise pozitif,
« z < 0 ise negatif,

« z > 0 ise negatif olmayan,
« < 0 ise pozitif olmayan
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denir. Pozitif ve negatif reel sayilarin kiimeleri
Rt ={z eR:z >0}, R ={zeR:z <0}

ile gosterilir.

Uclem yasasinin y = 0 icin 6zel hali sudur: her x € R i¢in € R*, 2 = 0, z € R~ kosullarindan tam
olarak biri dogrudur. Yani R, birbirinden ayrik ii¢ par¢aya ayrilir: R = R~ U {0} UR™. Birazdan x € R~
kosulunun —z € R kosuluna denk oldugunu gosterecegiz; boylece iiclem “ya z pozitif, ya = 0, ya da
—x pozitif” bi¢imini alir.

Siralama Aksiyomlarinin Sonuclar:

Siralama aksiyomlari, cebirsel aksiyomlarla birlikte kullanildiginda esitsizliklerle ilgili biitiin tanidik
kurallari verir. Sirayla tiiretelim; her adimda kullanilan aksiyom ya da sonug parantez icinde belirtilmistir.

Onerme 7.1 (Esitsizliklerin Toplanmasi). z,y,2,t € R olsun. x <y ve z < t ise x + 2 < y + t dir.
Ozel olarak x < y vez < tisex + z < y + t’dir.

ispat.
z < y oldugundan (03) ilex + z < y + z’dir. Simdi z < t kosulunu iki duruma aywralim.

e z<tise(03)ilez+y<t+y (Aliley+z<y-+tolurx+z<y+zvey+z<y+toldufun-
dan (O2)ilex + z <y +t.
cz=tisey+z=y+tolurvex + 2z <y-+ z=1y-+t dogrudan istenendir.

Her iki durumda dax + z < y + t.
|

Esitsizliklerin toplanabildigini gordiik; ¢ikarilamayacagini da not edelim: 1 <2 ve 0 < 5 iken 1 —0 <
2 — 5 yanlistir. Esitsizlikler yalnizca ayni yonde toplanir.

Onerme 7.2 (Farkin Isareti). z,y € R olsun. Asagidakiler birbirine denktir:

r<yr—y<0&0<y—u=.

Ispat.

Birinci denklik. (=) x <y olsun. (03) ile iki yana —y ekleyelim: x + (—y) < y + (—y). Sol yan
¢tkarma tammiyla x — y, sag yan (A4) ile 0°dir: x — y < 0.

(<) x —y < 0 olsun. (03) ile iki yana y ekleyelim: (x — y) +y < 0+ y. Sol yan (A2), (A1), (A4), (A3)
ilex+ ((—y) +y) =2+ 0=z, sag yan (A1), (A3) iley’'dir:x < y.

Ikinci denklik. © — y < 0 olsun. (03) ile iki yana —(x — y) ekleyelim: (x —y) + (—(z —y)) < 0+
(—(xz —y)), yani (A4), (A1), (A3)ile0 < —(z — y). Boliim 6 nin alisiirmasinda (Alistirma 6.1 (b)) —(z —
y) = y — x gosterilmisti; 0 halde 0 < y — x. Tersi de ayni yolla: 0 < y — x ise iki yana —(y —z) = = —
y ekleyince x —y < 0 cikar.

|

Bu onerme, esitsizlik ¢ozerken “her seyi bir yana topla” adiminin gerekgesidir: x < y esitsizligi ile x —
y < 0 esitsizligi ayn1 ¢6ziim kiimesine sahiptir.

Onerme 7.3 (Eksi Alma Yonii Cevirir). z,y € R olsun. x < y olmasi icin gerek ve yeter kosul —y <
—x olmasidir.

ispat.
(=)x < y olsun. (03) ile iki yana (—x) + (—y) ekleyelim:

e+ ((—z)+(-y) ) <y+((—2)+(-y) ).
Sol yan (A2), (A4), (A1), (A3) ile, sag yan da (A1), (A2), (A4), (A3) ile sadelesir:
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(4 (=) + (—y) =0+ (—y) = —y
y+ (—y) + () = (y+ (—y) + (—2) =0+ (—z) = —=

O halde —y < —x.

(<) —y < —z olsun. Az dnce ispatladifimiz yonii bu esitsizlige uygulayalim (burada x yerine —y, y
yerine —z aliyoruz): —(—x) < —(—y). Onerme 6.5 geregi —(—z) = x ve —(—y) = y oldugundanx < y.
|

Onerme 7.4 (Bir Sayi ile Tersinin Isareti). Herz € R icin
>0 —2<0 ve <0 —z>0.

Yani pozitif bir sayinin toplama tersi negatif, negatif bir sayinin toplama tersi pozitiftir.

Ispat.

Onerme 7.3'de z yerine 0, y yerine x alahm:0 < z < —z < —0. Onerme 6.4 geregi —0 = 0 oldugundan
bu, x > 0 < —z < 0 demektir. Ikincisi icin x aym kalsin, y yerine 0 alahm: x < 0 < —0 < —z, yani
<0 0<—2.

|

Béylece soz verdigimiz sonucu elde ettik: her z € R i¢in x € RT, z = 0, —z € R kosullarindan tam
olarak biri dogrudur.

Simdi ¢arpmanin isaretle iliskisine gecelim. (O4), pozitifle carpmanin yonii korudugunu séyler; 6nce
bunun hemen ¢ikan sonuglarini, sonra negatifle carpmayi ele alalim.

Onerme 7.5 (Carpimun Isareti). z,y € R olsun.

1. >0vey > 0isexy > 0.
2.z >0vey <0isexy <O0.

Ispat.

(1) 0 < =z esitsizliginin iki yanimi pozitif y ile carpalim (04): 0 - y < zy. Onerme 6.9 geregi0-y = 0; 0
halde 0 < zy.

(2)y < 0 oldugundan Onerme 7.4 ile —y > 0°dr. (1) ile x(—y) > 0. Onerme 6.12 geregi z(—y) = —(xy);
yani —(zy) > 0. Yine Onerme 7.4 ile (x yerine zy alarak) zy < 0.

|

Onerme 7.6 (Negatifle Carpma Yonii Cevirir). z,y,z € R olsun. x < y vez < 0 ise yz < xz’dir.

ispat.
z < 0 oldugundan Onerme 7.4 ile 0 < —z’dir. x < y esitsizligini pozitif —z ile carpalim (04): x(—z) <
y(—z). Onerme 6.12 (1) ile x(—z) = —(z2) vey(—z) = —(yz); yani

—(22) < —(y2).

Onerme 7.3'i bu esitsizlige uygularsak (z yerine yz, y yerine xz alarak: —(zz2) < —(yz) & yz < xz)
istenen yz < xz elde edilir.
| |

Bu 6nerme, esitsizlik ¢6zerken en sik yapilan hatanin kaynagini gosterir: bir esitsizligi negatif bir sayiyla
carparken (ya da negatif bir say1ya bélerken) yén mutlaka degisir. Isareti bilinmeyen bir sayryla carpmak
ise hi¢bir sey soylemez; iki durumu ayr ayri incelemek gerekir.

Sonuc 7.1 (Iki Negatifin Carpimi). z < 0 vez < 0 isezz > 0’dir

ispat.
Onerme 7.6'de y = 0 alahm: x < 0 ve z < 0 oldugundan 0 - z < xz, yani Onerme 6.9 ile 0 < zz.
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Isaret kurallarini bir tabloda toplayalim (z # 0, y # 0):
x y xy Gerekce

+ 4+ + Onerme7.5(1)

+ — —  Onerme7.5(2)

— 4+ —  Onerme 7.5 (2) ve (M1)
— + Sonucg7.1

Tabloya gore iki sayinin ¢arpim pozitifse isaretleri ayni, negatifse isaretleri farklidir. Bu gozlem, ¢carpim
bi¢imindeki esitsizlikleri ¢6zerken kullanilacak.

Simdi ¢ok temel bir soruya geliyoruz: 0 < 1 midir? Aksiyomlar bunu séylemez; (M3) yalnizca 1 % 0 der.
Ama siralama aksiyomlariyla birlikte bu, ispatlanabilir bir sonuctur.

Onerme 7.7 (Sifir Birden Kiiciiktiir). 0 < 1°dir. Dolayistyla —1 < 0’dur.

Ispat.

(O1) geregi0 = 1,0 < 1, 1 < 0 kosullarindan tam olarak biri dogrudur. (M3) geregi 0 = 1 olamaz. 1 <
0 oldugunu varsayalim. O zaman Sonug¢ 7.1ix = z = 1 ile uygulayabiliriz:1 -1 > 0, yani (M3) ile 1 >
0. Ama bu, 1 < 0 varsayimiyla birlikte (O1)‘e aykirdir:0 < 1 ile1 < 0 ayni anda dogru olamaz. Celiski.
O halde geriye tek segenek kalir: 0 < 1.

—1 < 0 ise Onerme 7.4'ten gelir (x = 1 > 0 i¢in —1 < 0).

|

Bu kiiciik sonug, say1 dogrusunda “saga dogru sonsuza kadar gidebilecegimizi” verir:

Onerme 7.8 (Her Sayidan Biiyiik Bir Say1 Vardir). Herz € Ricinx — 1 < z < z + 1’dir. Dolayisiyla
en biiyiik ve en kiigiik reel say1 yoktur.

Ispat.

Onerme 7.7 geregi 0 < 1. (03) ile iki yana x ekleyelim: 0 +x < 1 + z, yani (A1), (A3) ilex < z + 1.
Benzer bigcimde —1 < 0 esitsizligine x eklersek x — 1 < x bulunur.

Simdi M en biiyiik reel sayi olsaydi M + 1 de bir reel say1 olur ve M < M + 1 saglanirdi; bu, M ’nin en
buyiik olmasiyla celisir. En kiigiik icin x — 1 < x aynu isi goriir.

|

Bu onermeden 1 <141 =2 ve 2 < 3, 3 <4 esitsizlikleri de c¢ikar; (02) ile 0 <1 <2 <3 < 4. Bu
sayilarin pozitif oldugunu ileride siirekli kullanacagiz.

Onerme 7.9 (Pozitif Saymin Tersi Pozitiftir). = € R olsun.

1. 0 < zise0 < z~dir
2 x<0isex ! <0dwr

Yani bir sayi ile ¢carpma tersi ayni isaretlidir.

Ispat.

(1) 0 < x olsun. Onerme 6.10 geregi x~* # 0°dir; 0 halde (O1) ile yaz™' >0 yadaxz ' <0.271 <0
oldugunu varsayalim. x > 0 ve =1 < 0 oldugundan Onerme 7.5 (2) ile xx~ < 0, yani (M4) ile1 < 0
olur. Bu, Onerme 7.7 ile celisir. Demek ki z™1 > 0.

(2) x < 0 olsun. Yinex™! # 0’dir. 271 > 0 oldugunu varsayalim. = > 0 vez < 0 oldugundan Onerme
7.5 (2) ile (x yerine ™, y yerine x alarak) x='x < 0, yani 1 < 0; celiski. Demek kiz~! < 0.

|
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Onerme 7.10 (Tersler Siralamayi Cevirir). z,5y € Rve0 < z <y ise 0 < y~! < x~!dir. Kesir yazi-
miyla:
1

1
I<z<y=0< - < —.
Yy x

ispat.
0 < z vex < y oldugundan (02) ile 0 < y’dir. Onerme 7.9 geregiz= > 0 vey™ > 0; Onerme 7.5 (1) ile
x Yyt > 0. Simdi x < y esitsizliginin iki yanini bu pozitif sayiyla carpalim (04):

z(zty ) <ylelyh).
Sol yan (M2), (M4), (M3) ile (xz~ 1)yt = 1.yt = y~1;sag yan (M1), (M2), (M4), (M3) ile (yy~ )z~ =

1. Ohaldey™ < z7%, vezaten 0 < y*.
|

Ornegin 0 < 2 < 3 oldugundan % < %’dir. Bu 6nerme yalnizca pozitif sayilar icin yon cevirir; —1 < 2
iken % < —1 yanlistir.
Siradaki sonug, reel sayilarin “sik” oldugunu, yani iki say1 arasinda her zaman bir ti¢iinctsiiniin bulun-

dugunu soyler.

Onerme 7.11 (iki Say1 Arasinda Bir Say1 Vardir). =,y € R vex < y ise

r <

r+y
<
D) Y

olur. Dolayisiyla birbirinden farkly herhangi iki reel say arasinda bir baska reel sayr vardir: x < y ise x <
z < y olacak bigcimde bir z € R bulunur.

ispat.

Once % ‘nin pozitif oldugunu gorelim: 2 = 1 + 1; Onerme 7.7 ve Onerme 7.8 ile 0 < 1 < 2, (02) ile 0 < 2;
Onerme 7.9ile 0 < 271 = %
x < y esitsizligine (O3) ile 6nce x, sonra y ekleyelim:

r+rx<ytr=x+vy ve rt+y<y+y.

Burada (A1) kullanildi. Ote yandan (M3), (D) ve M1)ilex +z=2z-1+z-1=2(1+1) =z -2 = 2z,
benzer bicimde y + y = 2y. Boylece

2r<z4+y<2y.

Simdi her iki esitsizligin iki yanini pozitif 3 ile carpalim (04). (2x) - £ = (2 -27') = & - 1 = & ve benzer
bicimde (2y) - 3 = y oldugundan

1

elde edilir. z = *5¥ istenen sayidur
|

Bu 6nermenin iki 6nemli sonucu vardir. Birincisi, ayn: iglemi tekrarlayarak z ile y arasinda sonsuz
coklukta reel say1 bulundugunu goriiriiz: z < z; < y, sonraz < z, < 21, sonra T < z3 < Zy, ... Ikincisi,
x =0 alinirsa: her y > 0 icin 0 < ¥ < g’dir; yani en kiiciik pozitif reel say1 yoktur. Bu gozlem,
analizdeki “e ne kadar kiiciik olursa olsun” ciimlelerinin temelidir.

Bolimiin bu kismindaki son sonug, karelerle ilgilidir.

Onerme 7.12 (Karelerin Siralama Ozellikleri). z,y € R olsun.

1. 0 < x2; iistelik * = 0 olmast icin gerek ve yeter kosul z = 0 olmasidir. Yani sifirdan farkli her sayinin
karesi pozitiftir.
2 0<z<lise0<a?® <zt
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3 1< zisex < x2’tir

4. 0 <z <yisex? < y?dir
5.z <y <0isey? < x?dir

ispat.
(1) (O1) geregiz = 0, x > 0, x < 0 durumlarindan biri gecerlidir.

ex=0isex?=0-0=0 (Onerme 6.9).
e x> 0 ise Onerme 7.5 (1) ilex - © > 0, yani x> > 0.
ez < 0iseSonuc 7.1ilex - x > 0, yani x> > 0.

Her durumda z2 > 0; ayrica x # 0 olan iki durumda z* > 0, yani x> # 0’dir. Ote yandan x = 0 iken
22 = 0. Demek ki 2% = 0 < x = 0. (Ayni sonu¢ Onerme 6.13'den de ¢ikar:z -z = 0 < x = 0.)

(2)0 < x < 1olsun. x < 1 esitsizliginin iki yanini pozitif x ile carpalim (04): x - x < x - 1, yani (M3) ile
2% < . Ayrica (1) ile % > 0 (ciinkii z # 0). O halde 0 < 22 < z.

(3)1 < z olsun. (02)ile0 < 1 < x’tenxz > 0.1 < x esitsizlifini pozitif x ile carpalim (04):1 - x < x -
x, yani (M3), (M1) ilex < z?.

(4)0 < x < y olsun; (02) iley > 0.z < y esitsizligini once pozitif x ile carpalim: x? < xy. Sonra pozitif
y ile carpalim: xy < y? (burada xy = yx icin (M1) kullanildr). (02) ile x> < y>.

(5) x <y < 0 olsun. Onerme 7.3 ile x < y’den —y < —x, Onerme 7.4 ile y < 0°dan 0 < —y. Béylece
0 < —y < —x. (4)‘ii bu pozitif saylara uygulayalim: (—y)? < (—z)2. Sonuc 6.2 geregi (—y)? = y? ve
(—x)? = z%; 0 halde y* < z?.

|

Onermenin (4) ve (5) maddeleri birlikte sunu sdyler: kare alma, pozitif sayilarda siralamay1 korur, negatif
sayilarda ise cevirir. Bu yiizden 22 < y? esitsizliginden z < y sonucu ¢ikarilamaz; érnegin (—1)% <
(—3)? ama —3 < —1’dir. Kare alma islemi mutlak degerle birlikte diisiiniildiigiinde bu durum netlesir; bir

sonraki bolimde gorecegiz.

Karelerin negatif olmamasinin en #inlii uygulamasi, iki saymin c¢arpimini toplamlariyla karsilastiran

esitsizliktir.

Teorem 7.1 (Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi). Hera,b € R icin

24 p2 b\
abga;— ve abS(a;)

esitsizlikleri gecerlidir. Her iki esitsizlikte esitlik ancak ve ancak a = b iken saglanir.

ispat.
Onerme 7.12 (1) geregi (a — b)? > 0’dir. Bolim 6'daki alistirmanin (a) sikkindaki agihmi y = —b ile
uygulayip Onerme 6.12 ve Sonug 6.2i kullanirsak

(a —b)? = a® + 2a(—b) + (—b)? = a® — 2ab + b2

elde ederiz. O halde a®> — 2ab + b > 0. Iki yana 2ab ekleyelim; kesin esitsizlik durumunda (03) uygu-

lanir, esitlik durumunda ise iki yan esit kalr: a® + b% > 2ab. Simdi iki yam % ile carpalim; 0 < 2

oldugundan Onerme 7.9 ile % > 0°dir (yine kesin esitsizlik durumunda (0O4), esitlik durumunda esitlik):
a® +b?

b< .
W=7

Ikinci esitsizlik i¢in (a + b)? = a® + 2ab + b? agilimini kullanalim:
(a+0b)? = (a® — 2ab + b?) + 4ab = (a — b)? + 4ab > 4ab.

Burada 4 = 2 + 2 ve 2ab + 2ab = 4ab (D ile) kullanildi. Onerme 7.8'in ardindan gérdﬁgﬁmﬁ220 <1l<
2 < 3 < 4 zinciri ve Onerme 7.9 geregi i > 0°dir; iki yani bu pozitif sayryla ¢arpalim; (“TH’) =(a+

b)2.271.271 = (a + b)? - 47! oldugundan (¢iinkii 2 - 2 = 4 ve Onerme 6.14 ile (2-2)~! = 271271)
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a+b\>
2
Esitlik durumu. Yukandaki iki tiiretmede de tek “kayp” (a — b)? > 0 adimindadur; esitsizlik ancak

(a — b)? = 0 iken esitlige doniisiir. Onerme 7.12 (1) geregi(a —b)? =0 < a—b=0<a=0b.
|

\Y%

ab.

Teoremin adi suradan gelir: a,b > 0 i¢in aT‘H’ sayisina aritmetik ortalama, v/ab sayisma geometrik
ortalama denir ve ikinci esitsizlik, karekék tanimlandiktan sonra, vab < “TH’ bicimini alir. Karekokiin
varlig1 tamhk aksiyomunu gerektirdiginden bu bicimi Kéklerin Varligi, Irrasyonel Sayilar ve Yogunluk
bélimiine birakiyoruz; burada ispatladigimiz kareli bi¢im ise yalnizca cebirsel ve siralama aksiyomlarina

dayanir.

Esitsizlik Cozme

Tirettigimiz kurallar, bir esitsizligi saglayan biitiin 2’leri bulmak icin yeter. Her adimin gerekcesini
yazarak iki 6rnek ¢6zelim.

Ornek 7.1 (Birinci Dereceden Esitsizlik). 2x — 3 < 5x + 6 esitsizligini saglayan biitiin z € R say1-
larini bulunuz.

Cozim.

Esitsizlik ¢c6zmek, verilen esitsizlige denk ama daha basit esitsizlikler zinciri kurmaktir; her adimin iki
yonli olmasina dikkat edelim.

(O3) geregi bir esitsizligin iki yanina ayni say1y1 eklemek denk bir esitsizlik verir (¢iinkii eklenen sayinin
tersini ekleyerek geri doniiliir). 1ki yana —5z + 3 ekleyelim:

20 —3<b5x+6< (20 —3)+ (—Hzx+3) < (b +6) + (—Hxr + 3) & -3z < 9.

Son adimda (A1), (A2), (A4), (A3) ve (D) ile 2z — 5z = (2 — 5)x = —3x sadelestirmesi yapilds; burada
5 = 4 + 1 kisaltmasini, —(5z) = (—5)z i¢in Onerme 6.12 (1)i ve 5 = 3 + 2 oldugundan 2 — 5 = 2 —
(3 +2) = —3 hesabinu kullandik.

Simdi iki yan —% ile carpacagiz. 3 > 0 oldugundan Onerme 7.9 ile % > 0, Onerme 7.4 ile —% < 0’dir.
Negatif sayiyla carpma y6ni cevirir (Onerme 7.6):

—3r<9&9- (—%) < (—3z) - (—%) & -3<z.

Burada (—3:0)(—%) = (3w)% = z i¢gin Onerme 6.12 (2) ve (M1), (M2), (M4), (M3) kullanildi; geri yén
icin de esitsizligi yine negatif olan —3 ile carpmak yeter.

Coziim kiimesi {z € R : > —3} tiir; birazdan tamimlayacagimiz aralik gosterimiyle (—3, +00).

|

Ornek 7.2 (Carpim Biciminde Esitsizlik). (z — 1)(z + 3) < 0 esitsizligini saglayan biitin z € R
sayilarini bulunuz.

Coziim.

Isaret tablosuna gére bir carpimin negatif olmasi icin gerek ve yeter kosul carpanlarin sifirdan farkli ve
zit isaretli olmasidir. Gercekten: carpanlardan biri sifirsa carpim sifirdir (Onerme 6.9); ikisi de pozitif ya
da ikisi de negatifse ¢arpim pozitiftir (Onerme 7.5, Sonug 7.1); zit isaretliyse carpim negatiftir (Onerme
7.5 (2)). Uclem yasas1 geregi baska durum yoktur. O halde

(z—1(z+3)<0& (z—-1<0Az+3>0)V(z—1>0Az+3<0).

Birinci durum. Onerme 7.2 ile x —1 <0< x <1ve 2+ 3 > 0 < x > —3 (ikincisi icin z + 3 =
x — (—3) yazilir). Yani —3 < z < 1.
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Ikinci durum. z > 1 ve x < —3. Bu ikisi birlikte olamaz: z > 1 ve x < —3 olsayd1 (02) ile 1 < z <
—3’ten 1 < —3 cikards; oysa —3 < 0 < 1 (giinkii 3 > 0 ve Onerme 7.4) ve (O1) geregi 1 < —3ile —3 <
1 ayn1 anda dogru olamaz. Ikinci durum bostur.

Coziim kiimesi {x € R: —3 < z < 1}, yani (—3, 1) araligadur.

|

Araliklar

Siralama bagntisi, reel sayilarin en 6nemli alt kiitmelerini tanimlamamuizi saglar: araliklar. Sezgisel olarak
aralik, say1 dogrusunda “deliksiz” bir parcadir: iki noktasi kiimedeyse aralarindaki her nokta da kiime-
dedir.

Tanim 7.3 (Aralik). I C R bos olmayan bir kiime olsun. I'nin = < y olan her z, y eleman i¢in, z <
z < y kosulunu saglayan her z sayisi da I’nin eleman oluyorsa I’ya bir aralik (interval) denir. Sembolle:

Ve,ye IVz€eR (a:<z<y=>z€]).

a,b € R ve a < b olmak tizere dokuz tiir aralik tanimlanar:
1. (a,b) ={z € R:a <z < b} — acik aralik;
2. [a,b] = {z € R:a <z < b} — kapal1 aralik;
3. (a,b] = {z € R:a <z < b} —yar1 acik aralik;
4. [a,b) = {z € R:a <z < b} — yar1 agik aralik;
5. (—00,b) = {x € R: z < b} — agik aralik;
6. (a,+00) ={r € R:a < z} — acgik aralik;
7. (—o00,b] = {z € R: & < b} — kapali aralik;
8. [a,+o0) = {x € R: a < z} — kapali aralik;
9. (—o00,+00) = R — biitiin reel sayilar.
O O > (a,b) acik aralik
a b
@ @ > [a, b] kapal aralik
a b
@ O > [a, b) yart agik aralik
a b
O > (a, +o0) sinirsiz agik aralik
a

Sekil 7.1: Dolu nokta u¢ noktanin aralia ait oldugunu, i¢i bos nokta ait olmadigini gosterir. Sonsuz tarafta
ug nokta yoktur; aralik o yonde smirsiz siirer.

Ik dordii stnirli aralik, son besi simirsiz aralik olarak anilir; @ ve b sayilarina araligin u¢ noktalar:
denir. Yuvarlak ayra¢ u¢ noktanin kiimeye ait olmadigini, koseli ayrag ait oldugunu gosterir. +o00 ve —oco
sembolleri reel say1 degildir; yalnizca “saga/sola dogru sinir yok” demenin kisa yoludur. Bu yiizden
sonsuz tarafta her zaman yuvarlak ayrag¢ kullanilir.

Tanimda a < b varsaydik. a = b olursa [a, a] = {a} tek elemanli kiime olur; (a, a), (a, a] ve [a, a) ise bos
kiimedir. Aksi sdylenmedikce her zaman a < b varsayacagiz. Onerme 7.11 sayesinde a < b iken (a, b)
aralig1 bog degildir; hatta sonsuz elemanlidir.

Ornek 7.3 (Hangi Kiimeler Araliktir?). Asagidaki kiimelerin aralik olup olmadigmi tanima gore
belirleyiniz.

1. (a,b) agik aralig1 (a < b).
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. R pozitif reel sayilar kiimesi.
3. A=10,1U[2,3].
. R\ {0}.

Cozim.

MV z,y € (a,b),x <yvex < z<yolsun.a < z ve z < z oldugundan (02)ilea < z; z < yvey < b
oldugundan yine (O2)ile z < b. Yania < z < b, z € (a, b). Kiime bos da degildir (Onerme 7.11). Demek
ki (a, b) tanim anlaminda bir araliktir. Dokuz tiiriin her biri i¢in ispat ayn1 kaliptadir: kapali u¢larda <
ile < birlikte kullanilir.

(2) Rt = (0, +00)’dur; tanim geregi z,y > 0vez < z < yise 0 < = < z, (02) ile z > 0. Bos olmadig1

da agiktir (1 € RT). Araliktir.

(B)z=1€ Avey=2€ Aalalim; 1 < 2'dir. 2 = 2 i¢in 1 < 3 < 2°dir (Onerme 7.11). Ama 2 ¢ [0,1]

3
3

(cinkit 2 > 1) ve 2 ¢ [2,3] (ciinkii 2 < 2); yani 5 ¢ A. Tamimdaki kosul z =1, y =2, 2z = % icin

2 2 2 2
bozulur. A aralik degildir: say1 dogrusunda (1, 2) deligi vardir.

(4) z = —1, y = 1 alalum; ikisi de kiimededir ve —1 < 0 < 1. Ama 0 ¢ R\ {0}. Aralik degildir.
|

Tanim, tek elemanli kiimeleri de (“z < y olan iki eleman” bulunamadigindan, kosul bos yere saglanir)
aralik sayar; bunlara dejenere aralik denir. Tersi de dogrudur: R’nin aralik olan her alt kiimesi yukari-
daki dokuz tiirden biridir ya da tek noktadir. Bunun ispati tamlik aksiyomunu (supremum ve infimum

kavramlarini) gerektirdiginden burada vermiyoruz; bu kitapta yalnizca dokuz tiirle calisacagiz.

Siralamayla Tanimlanan Fonksiyonlar

Siralama aksiyomlari, cebirsel islemlerden bagimsiz yeni fonksiyonlar tanimlamamizi saglar. Bunlardan

iicti analizde stirekli karsimiza cikar.

Sezgisel olarak iki sayinin “biiyigii” ve “kii¢iigii” apagiktir; ancak bunlarin iyi tanimli olmast igin tiglem

yasasi gerekir: iki sayidan hangisinin biiyiik oldugu her zaman bellidir ve tektir.

Tanim 7.4 (Maksimum ve Minimum Fonksiyonlar1). Maksimum fonksiyonumax : R x R — R,

T,x >y ise,
Y,y > ise

(z,y) - max{z,y} = {

kuraliyla, minimum fonksiyonu min : R x R —» R,

Yy, x >y ise,
T,y > ise

(z,y) — min{z,y} = {

kuraliyla tanumlanir. Yani max{z, y} iki sayinn biyigi, min{z, y} ki¢iigidiir. Sonlu ¢oklukta say1 i¢in

tanim tiimevarimsal olarak genisletilir:
MaX{ Ty, ooy Ty Tppyy } = max{max{@y, ...z, }, Tpyy

MIn{Zy, ..., Ty Tpyq § = min {min{ay, ..., 2, }, 2,4 }-

Tanimdan hemen c¢ikan gozlemler: min{z,y} <z < max{z,y}, min{z,y} <y < max{z,y},
max{z,y} = max{y, z} ve max{z,y} + min{z, y} = z + y (¢iinki ikisi birlikte = ve y’nin kendisidir).

Bu fonksiyonlarin mutlak degerle ifadesi bir sonraki béliimde verilecek (Onerme 8.1).
Bir say1y: sifirla karsilagtirarak iki “yarim” elde ederiz:

Tanim 7.5 (Pozitif ve Negatif Kisim). z € R sayisinin pozitif kismi ve negatif kismui sirasiyla
zt = max{z,0} ve z~ = max{—z, 0}

olarak tanimlanir.
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Adlandirmaya dikkat: z negatif bir say1 degildir; her zaman = > 0’dur. Ornegin z = —5 i¢in z* = 0 ve
- =5z =3icinzT =3vex” =0.

Onerme 7.13 (Pozitif ve Negatif Kismin Ozellikleri). Herz € R icin

1. zt>0vex™ >0;
2 x=x"—2x";
3 xt-zm =0;
4 =t 4+ 2~ = max{z,—=x}.
ispat.
Uclem yasasina gore ii¢ durum vardr.
e x> 0 ise Onerme 7.4 ile —x < 0; dolayisiyla x™ = z vex™ = 0.
ex=0ise—x=0vext =z~ =0.
ez < 0ise—x > 0; dolayisiylaz™ =0 vex™ = —x.

(1) Her durumda x ve x~ ya 0°dir ya da pozitif bir sayidir.

(2) Birinci durumda zt — x~ = z — 0 = x; ikincide 0 — 0 = 0 = z; iigiinciide 0 — (—z) = —(—z) ==
(Onerme 6.5).

(3) Her durumda ¢arpanlardan biri 0’dir; Onerme 6.9 ile ¢arpim 0.

(4) Birinci durumda * + 2~ = z ve —x < 0 < z oldugundan max{z, —x} = x; ikincide iki yan da 0;
diginciide T + 2~ = —z vex < 0 < —z oldugundan max{z,—z} = —z.
u

Dérdiincii maddedeki max{z, —z} sayisi, bir sonraki boliimde tanimlayacagimiz mutlak degerin ta
kendisidir; yani zt 4+ 2~ = | z | olacak. Bir say1y1 “pozitif parca eksi negatif parca” biciminde yazma fikri
integral kuraminda yeniden karsimiza ¢ikar.

Son olarak bir sayinin yalnizca isaretini kaydeden fonksiyon:

Tanim 7.6 (Isaret Fonksiyonu). Isaret fonksiyonu (signum)sgn : R — R,

1, >0 ise,
sgn (z) =<0, =0 ise,

-1,z <0 ise
kuraliyla tanimlanir.
y
y = sgn(x)
10

t t t (] t t t
-3 -2 -1 1 2 3 x

O -1

Sekil 7.2: Isaret fonksiyonu: pozitif xlerde 1, negatif xlerde -1, sifirda 0. Grafik 0'da iki diizeye ayrilir;
sag limit 1, sol limit -1 oldugundan x — 0 iken limit yoktur ve fonksiyon 0'da siireksizdir.
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Uglem yasasi burada da tanimin iyi tanimli olmasini saglar: her x tam olarak bir duruma diiser. Isaret
fonksiyonu gériintii kiimesi {—1,0,1} olan bir fonksiyondur ve sgn (z) = 0 < z = 0’dwr. Ayrica « -
sgn (z) carpimi her zaman negatif olmayan bir sayidir; bu ¢arpimin mutlak degere esit oldugunu bir
sonraki boliimde gérecegiz. Isaret fonksiyonunun carpimla uyumu (sgn (zy) = sgn (x) sgn (y)) alistir-
malarda ispatlanacak.

Ornek 7.4 (Maksimum, Minimum, Kisimlar ve Isaret). z = —4vey = 7 icin max{z, y}, min{z, y},
xt, 27, y", y",sgn (xz),sgn (xy) degerlerini bulunuz ve Onerme 7.13'in (2) ve (4) maddelerini bu sayilarda
dogrulayimiz.

Cozim.

—4 < 0 < 7 oldugundan (02) ile —4 < 7; dolayisiyla max{—4,7} = 7 ve min{—4, 7} = —4.
z=-4<0igin —z=4>0; zt =max{—4,0} =0, 2~ =max{4,0} =4. y=7>0 igin y* =
max{7,0} =7, y~ = max{—7,0} = 0.

sgn (z) = sgn (—4) = —1. Carpim zy = (—4) - 7, isaret tablosuna gore negatiftir (negatif ¢arp1 pozi-
tif); o halde sgn (xy) = —1. Gergekten sgn (z) sgn (y) = (—1) - 1 = —1 ile uyumludur.
Dogrulama. 2): 2t —2z" =0—4=—4=xvey ' —y =7—-0=T=y. @)z +2 =0+4=
4 =max{—4,4} veyt +y =7+ 0=7 = max{7,—T7}.

n

Alistirmalar

Aligtirma 7.1 (Siralama Aksiyomlariyla Tiiretmeler). Asagidakileri yalnizca aksiyomlar1 ve bu
bolimde ispatlanan sonuglar kullanarak gosteriniz. (z,y € R.)

a) < bagimtisi R {izerinde bir tam siralamadir: yansimali (z < z), ters simetrik (z < yvey < z ise z =
), gecisli (x < yve y < zise x < 2) ve herhangi iki eleman kargilastirilabilir.

b) z > 0isex + % > 2’dir; esitlik ancak ve ancak « = 1 iken saglanir.

¢) = < y olmasi igin gerek ve yeter kosul, her £ > 0 i¢in < y + € olmasidur.
d) Her z,y icin sgn (zy) = sgn (z) - sgn (y).

e) ¥l<le—-l<z<l.

Coziim.

a) Yansimalilik: ¢ = x dogru oldugundan “z < x veya z = z” dogrudur; yani z < z.

Ters simetri:x < yvey < x olsunve x # y oldugunu varsayalim. O zaman z < y’denz < y,y < x’ten
y < x ¢ikar. Ama (O1) geregi x < y ile y < x ayn1 anda dogru olamaz. Celiski; demek ki z = y.
Gegislilik: ¢ < y ve y < z olsun. Dort durum vardir: z < yvey < zise (02)ilex < z;z < yvey =z
serxr<zir=yvey<ziser < z;r =1y = zise x = z. Her durumda = < z.

Karsilastinlabilirlik: (O1) geregi * =y, x < y ya da y < z; ilk ikisinde z < y, Uciincisiinde y < z.
Boylece < bir tam siralamadir (Tanim 4.7).

b) z > 0 olsun; Onerme 7.9 ile % =21 > 0. Hedef esitsizligi  + 2! — 2 > 0 biciminde yazalim
(Onerme 7.2in < siiriimil). z # 0 oldugundan bu ifadeyi ! ile carpanlarina ayirabiliriz:

etz —2=2" (2’ +1-22)=a""(z—1)%

flk esitlik (D) ile: 27122 =271 (zz) = (z 'z)r =2, 271 - 1 =271, 271(22) = 2(2 ') = 2. Ikinci
esitlik Teorem 7.1'min ispatindaki (a — b)? = a? — 2ab + b? acilimi (a = x, b = 1). Simdi ! > 0 ve
Onerme 7.12 (1) ile (z — 1)? > 0’dir. (z — 1)% = 0 ise carpim 0; (z — 1)? > 0 ise Onerme 7.5 (1) ile
carpim pozitif. Her durumda (2 — 1)2 > 0, yaniz + 2 > 2.

Esitlik: 1+ 1 =22 (z-1)2=0< (z—1)?>=0 (Onerme 6.13 ve 7' #£0) 2z —-1=0<
z =1

¢) (=) x < yvee>0olsun. (03) ile 0 < ¢ esitsizligine y ekleyelim: y < y+e. x <yvey <y-+e
oldugundan (z = y ise dogrudan, z < y ise (02) ile) x < y + €.

(<) Her e > 0icin z < y + € olsun ve x < y olmadigini varsayalim; (O1) geregi y < z’tir. Onerme 7.2
ile 0 < x — y. € = x — y segelim; bu pozitif bir sayidir, dolayisiyla varsayimmiz x < y + (z — y) verir.
Ama (A1), (A2), (A4), (A3) ile sag yan sadelesir:
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y+@—y) =y+@+(-y)=z+@y+(-y)=z+0==x

Yani z < z; bu (01) ile gelisir. O halde z < y.

Bu sik, analizde ¢ok kullanilan bir ilkeyi verir: “x < y” oldugunu géstermek icin “x < y 4+ &”
esitsizligini her € > 0 icin gostermek yeter. Ozel olarak 0 < z vehere > Oicinz < eise x = 0°dur.
d) Uclem yasasina gore = ve y’nin isaretlerine gére durumlari inceleyelim.

« x =0veyay = 0ise zy = 0 (Onerme 6.9); iki yan da 0’dir (sag yanda garpanlardan biri sgn (0) = 0).

« x>0,y > 0ise xy > 0 (Onerme 7.5 (1)); sol yan 1,sag yan 1 -1 = 1.

« x>0,y <0isexy < 0(Onerme 7.5 (2)); sol yan —1,sag yan 1 - (—1) = —1 ((M1), (M3)). z < 0,y >
0 durumu (M1) ile aynidir.

« <0,y <O0isexy > 0 (Sonug 7.1); sol yan 1, sag yan (—1)(—1) = 1 (Sonug 6.2).

Her durumda esitlik saglanir.
e) Boliim 6 alistirmasinin (e) sikki (Alistirma 6.1) ile 22 — 1 = (2 — 1)(2 + 1)’dir. Onerme 7.2 ile

?<1er2-1<0& (z—1)(z+1)<0.
Ornek 7.2'ndeki akil yiiriitmeyle bir carpim negatiftir ancak ve ancak ¢arpanlar zt isaretliyse:

e x—1<0vex+1>0:yaniz < 1vex > —1;birlikte —1 < z < 1.
ex—1>0vex+1<0:yaniz >1vex < —1;(02)ile 1 < —1 gerekir, oysa —1 < 0 < 1 (Onerme
7.7). (0O1) ile bu durum olanaksizdir.

Ohaldez? < 1 < —1 < x < 1. Zincirdeki her adim iki y6nlii oldugundan ters yonii ayrica gdstermeye
gerek yoktur; nitekim —1 < z < lise x + 1 > 0 ve z — 1 < 0 olur, carpim negatiftir. Not: 2 < 1’den
yalnizca z < 1 sonucunu ¢ikarmak eksik olurdu; Onerme 7.12'nden sonraki uyariy1 hatirlayiniz.

]

Siralama aksiyomlar: say1 dogrusunu kurdu: sayilari karsilastirabiliyor, araliklardan s6z edebiliyor ve
esitsizlik ¢ozebiliyoruz. Siradaki bélimde bu bélimde tanimladifimiz max{x,—x} sayisin, yani bir
sayinin sifira uzakligini inceleyecegiz: Mutlak Deger.
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8.1

8. Mutlak Deger

Onceki bsliimde siralama aksiyomlarmi ve onlardan tiireyen max, min ve isaret fonksiyonlarmi tanmdik.
Bu béliimde siralamanin en ¢ok kullanilan tiriintinii inceliyoruz: mutlak deger. Analizin neredeyse her
tanimi — dizinin limiti, fonksiyonun limiti, siireklilik — “iki say1 birbirine yakin” ciimlesine dayanir ve
bu yakinlik |  — y | ile 8l¢iiliir. Dolayisiyla mutlak degerin 6zelliklerini, 6zellikle iiggen esitsizligini iyi
bilmek, ileride yazacagimiz her £’lu ispatin 6n kosuludur.

Bu béliimde yalnizca Bolim 6.2 ve Bolim 7.1 altindaki aksiyomlar ile onlardan ¢ikardigimiz sonuclari
kullanacagiz; dogal sayilar ve tamlik heniiz devreye girmeyecek.

Mutlak Deger ve Uzaklik

Say1 dogrusunda 3 ile —3 farkli noktalardir ama ikisinin de 0’a uzaklig1 aynidir: 3 birim. “Isaretini unutup
buiytikliigiine bakma” islemi, her reel sayiya negatif olmayan bir say1 esleyen bir fonksiyondur.

Tanim 8.1 (Mutlak Deger). |- |: R — R fonksiyonu

|z | = z, x>0 ise,
T =2,z <0 ise

esitligiyle tanimlanir. | x | sayisina ’in mutlak degeri (absolute value) denir.

Geometrik olarak | z |, say1 dogrusunda x noktasmnin baslangic noktas: 0’a uzakligidir. Ayni sekilde
z,y € Ricin | z — y |, z ile y noktalar arasindaki uzakliktir: z > y ise bu uzaklik x — y, = < y ise y —
x = —(x — y)’dir; her iki halde de |  — y |’ye esittir. Bu yorum béliim boyunca esitsizlikleri “okumamizi”
saglayacak: 6rnefin |  — a | < € esitsizligi, “z’in a’ya uzaklig1 £’dan kii¢iik” demektir.

|x|: x'in 0'a uzaklig1 |x - a] < &: %, a'ya €'dan yakin

(a-ga+eg)

Sekil 8.1: Solda y = || grafigi: -2 ile 2 ayn1 degeri alir, ¢linki ikisi de 0'a 2 uzakliktadir. Sagda |x — a| < ¢
esitsizligi: x'in a'ya uzaklig1 ¢'dan kii¢iiktiir, yani x acik (a - ¢, a + ¢) araligindadur.

Birkag deger:| 5| =5, —5 | = —(—5) =5,
iki egitsizlik vardir: her x € R igin

0]=0,

3—7]|=]|—4|= 4. Tanimdan hemen goriilen

z<| x| ve —r<|z]|.
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Gergekten z > 0 ise | | = z oldugundan ilki esitlik, ikincisi —z < 0 < x nedeniyle dogrudur; z < 0
ise | | = —z oldugundan ikincisi esitlik, ilki z < 0 < —z nedeniyle dogrudur. Bu iki esitsizligi asagida
Teorem 8.1 icinde tekrar gorecegiz.

8.2 Mutlak Deger, Maksimum ve Minimum

Tanim 7.4 ile tamimlanan max ve min fonksiyonlari, mutlak degerle tek bir formiilde yazilabilir. Sezgi
sudur: iki sayinin ortalamasi zTer, ikisinin tam ortasindadir; aralarindaki uzakligin yarisi l Y | kadar saga

gidince biiytigiine, sola gidince kii¢iigiine ulasiriz.

Onerme 8.1 (Maksimum ve Minimumun Mutlak Degerle ifadesi). Herz,y € R icin

1 . 1
max{z,y} =5 (z+y+le—yl) ve minfeyl=7 (z+y—lz-—yl).
ispat.
Uclem yasasi (O1) geregiz =y, x >y ya da x < y durumlarindan tam olarak biri gecerlidir.
Durumx = y.| x —y | = 0 oldugundan sag taraflar %(:L‘ + ) = x olur; sol taraflar da max{z,z} =

min{z, z} = x tir.
Durumx > y.z —y > 0 oldugundan | © —y | = x — y dir. Béylece

(e+y—(r—y))=5(2y) =y =minfz,y).

N | =

S (2+y+(@—y))=302) = ¢ = max{z,y),

Durumx < y.z —y < 0 oldugundan | z —y | = —y) =y — x tir. Boylece

—(ZL’
1 1 .
3 (z+y+(y—2))=y=max{z,y}, B (z+y—(y—=2))=2z=min{z,y}

Her durumda iki esitlik de saglanir.
|

Iki formiilii toplayip gikarirsak max{z,y} + min{z,y} = = + y ve max{z,y} — min{z,y} = | z —y |
elde ederiz: iki sayinin toplamu ve aralarindaki uzaklik, buytgi ile kii¢iigii belirler. y = 0 alinca pozitif ve
negatif kisimlar i¢in de formiil ¢ikar.

Sonug 8.1 (Pozitif ve Negatif Kisim). Herx € R icin

1 1 1
+ - i — 2 (r— - _ _ S _
x —max{x,O}—Q(m+|m|), mln{x,O}—Q(J,‘ [z ]), z~ = max{ ;1:,0}—2(|w| z).
Dolayisiylax =zt —x~ ve| z | = 7 + z~ 'dir.
Ispat.
Onerme 8.1 iginde y = 0 alahm: | x — 0 | = | = | oldugundan ilk iki formiil dogrudan ¢ikar. Ugiinciisii

icin 6nceki boliimde ispatladigimiz x = v — x~ esitligini (Onerme 7.13 (2)) kullanalim:

(m+|m|)—x:%(|m|—x)

N

r =r —x=

Béylece x = x™ — x~ zaten elimizde; ayrica

1
e =tz )tz - =],

Mutlak deger, Tanim 7.6 ile tanimlanan sgn fonksiyonuyla da baglantilidir: isaret, buytiklikle carpilinca
saymin kendisini verir.

Onerme 8.2 (Mutlak Deger ve Isaret Fonksiyonu). Herx € Ricin| z | =z -sgn (z) vex = | x |-
sgn (z) tir.
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ispat.

x> 0isesgn (z) =1ve| x| =z =1z-1;2 =0 ise her iki taraf 0; z < 0 ise sgn (z) = —1 ve Onerme
6.11 geregiz - (—1) = —x = | x |. Ikinci esitlik igin x > 0 ve x = 0 durumlari aymdir; x < 0 ise | x | -
(D=—lz|=—(-2) =2

Mutlak Degerin Temel Ozellikleri

Asagidaki teorem, mutlak degerle yapilan hemen her hesabin dayanagidir. Ozellikle (7) ve (8), mutlak
degerli bir esitsizligi mutlak degersiz esitsizliklere cevirir; bu boliimiin sonundaki 6rneklerde bunlar
siirekli kullanacagiz.

Teorem 8.1 (Mutlak Degerin Temel Ozellikleri). z,y,a € R vea > 0 olsun. Asagidakiler gecerlidir.

1|z ]|>0.

2 |z|=aexz=a veya = —a.Ozelolarak| z | =0z =0.

S l-z|=lal|

4 —|z|<z<| x|

Sleyl=lzlly]

6. y#Ozgln‘—‘ = “ﬂ

7]z |<ae —a<z<a

8 |z|>aewxz>a veya z < —a.
ispat.
Ozellik (1). z >0 ise | x | =z > 0. x < 0 ise Onerme 7.4 ile —x > 0, yani | z | = —z > 0. Her iki
durumda da| xz | > 0.
Ozellik (2). (=)| z | =aolsun.x >0isex = |z |=a.z <0ise—z =| z | = a, yaniz = —a. (&)

= —a ise iki alt durum vardir: a > 0 iken x = —a <

0 oldugundan | z | = —z=a;a=0 ikenz =0 ve | z | =0 = a. Ozel durum, a =0 alinip —0 =0
kullanilarak elde edilir.
Ozellik (3). z > 0 ise —x < 0; dolayisiyla | —x | = —(—z) =z = |z |2 =0ise|—0|=|0]. 2 <
0 ise —x > 0; dolayisiyla | —z | = —z = | z |.
Ozellik (4). Boliimiin basinda x < | x | ve —x < | = | oldugunu gordiik. Ikincisinin her iki tarafini —
ile carpmak esitsizligin yoniinii ¢evirir (Onerme 7.6; esitlik halinde iki yan zaten esit kalir) ve — | z | <
x verir.

Ozellik (5). x ya da y sifirsa Onerme 6.9 geregi xy = 0 ve iki taraf da 0’dir. Geriye dort isaret durumu
kalir.

ex>0,y>0:(04)ile0 =0y < zy, yanizy > 0. Boylece | zy | = a2y =|z || y |

x>0,y <0:—y > 0 oldugundan Onerme 7.5 (1) ile z(—y) > 0°dir. Onerme 6.12 (1) ile x(—y) =
—(zy); dolayistyla —(zy) > 0, yani Onerme 7.4 ile zy < 0. O hélde | zy | = —(zy) = z(—y) =
[z ]yl

e x <0,y > 0: bir 6nceki durumda x ile y’nin rolleri degisir; (M1) ile ayni sonug ¢ikar.

e 1 <0,y <0: Sonug 7.1 ile xy > 0; Onerme 6.12 (2) ile (—z)(—y) = zy. Boylece | zy | = zy =

(—z)(—y) =]z [yl

Ozellik (6). y # 0 oldugundan (2) ile | y | # 0’dwr; dolayisiyla | y | 7! vardir. x = y - % esitlifine (5)
uygularsak

X X
lz|=ly-—|=|yl| |-
Yy y

olur. Her iki tarafi| y |~} ile carpinca ‘—‘ = | m “ elde edilir.

Ozellik (7). (=)| z | < aolsun.z > Oise| x | = x; dolayisiyla0 < & < a ve—a < 0 oldugundan —a <
z<a xz<0ise|z|=—x; dolayisiyla —x < a, yani —a < z; ayrica x < 0 < a. Yine —a < z < a.
()—a<z<aosunx>0ise|z|=x<a x<0ise|x|=—x ve—a <z esitsizligini —1 ile
¢arpinca —z < a, yani| z | < a.
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Ozellik (8). (=)| z | > aolsun.x > 0isex = |z |>a.z<0ise—z=|z | > a, yaniz < —a. (&)
x>aisea>0oldugundanxz > 0ve|z | =2 > a.x < —aise —a < 0 oldugundan x < 0; x = 0 ise
—a > 0 ile birliktea=0= |z |,x <0ise| z | = —x > a.

| ]

Ozellik (7) ve (8)‘in kesin esitsizlikli bicimleri de ayni yolla elde edilir; £’lu tanimlarda hep bu bicimleri
kullanacagiz.

Onerme 8.3 (Kesin Esitsizlikli Bicimler). z € R vea > 0 olsun.

L|lz|<ae —a<z<a.
2 |z|>aex>a veya z < —a.

ispat.
Madde (1). (=) |z |<aosun.z>0ise —a<0<z=|z|<a xz<0ise —x=|z]|<a, yani
—a<z;ayricar<0<a (&) —a<z<aolun x>0ise |z |=x<a;x<0 ise —a < x’ten

|z | =—2x<a.

Madde (2). (=) |z |>aolsunz>0isex=|z|>a;x<0ise—r=|z|>a, yaniz < —a. (<)
z>a>0ise|z|=z>ar<—a<0ise|z|=—z>a.

|

© Mutlak degeri kaldirma kural

Ozellik (7) ve Onerme 8.3 (1) sunu soyler: “| z | kii¢iikk” demek “z, —a ile a arasmnda” demektir;
Ozellik (8) ve Onerme 8.3 (2) ise “| | bilyiik” demenin “z ya cok sagda ya cok solda” anlamina
geldigini soyler. Mutlak degerli bir esitsizlikle kargilasinca ilk is, bu kurallardan biriyle mutlak degeri
kaldirmaktur.

Sonuc 8.2 (Karenin Mutlak Degeri). Herz € Rigin| 2% | =| z |*> = 22.
ispat.
Ozellik (5)ile | 2% |=|x -2 |=|x || | = | = |%. Ote yandan Onerme 7.12 (1) geregi > > 0 oldu-
gundan tamimdan | 2% | = 2% dir.
]

Ucgen Esitsizligi

Diizlemde bir ticgenin bir kenari, diger iki kenarin toplamindan uzun olamaz. Say1 dogrusunda bunun
karsilig1 sudur: 0’dan x + y’ye “dogrudan” gitmek, 6nce = kadar sonra y kadar gitmekten uzun olamaz.
Bu basit gozlem, analizin en ¢ok kullanilan esitsizligidir.

Teorem 8.2 (Ucgen Esitsizligi). Herx,y € R icin

le+y[<[z|+]|y].

ispat.
Teorem 8.1 (4) ile

—lr|<z<|z| ve —Jy[<y<L]|y]

esitsizlikleri gecerlidir. Aymi yénlii esitsizlikler taraf tarafa toplanabilir (Onerme 7.1; her iki esitsizlik de
esitlik halindeyse toplam da esitliktir); toplayinca

—(lz|+lyl)<z+y<|z|+]y|

elde ederiz. a = | z |+ | y | > 0 oldugundan Teorem 8.1 (7) uygulanabilirve | z+y | < |z |+ |y |
bulunur.
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Ucgen esitsizligi ne ise yarar? Bir toplamm biiyiikliigiinii, toplananlarin biiyiikliikleriyle sinirlamaya
yarar. Analizde tipik kullanimi sudur: z’in a’ya, a’'nin b’ye yakin oldugunu biliyorsak, x’in b’ye yakin
oldugunu gostermek i¢in | z —b | =] (z —a)+ (a—Db) | <|x —a |+ | a — b | yazariz. Asagidaki so-
nuclarin hepsi bu tek fikrin cesitlemeleridir.

Sonuc 8.3 (Ters U¢gen Esitsizligi). Herz,y € R icin

[Hz[=lyl|[<|z—y].
Ispat.
z = (z —y) + y yazip iicgen esitsizligini uygulayalim:
le|=[-y+yl<|lz-yl+ly] = [z[-lyl<[z-y]. (1)
Ayni seyi y = (y — x) + x igin yapalim; Teorem 8.1 (3)ile |y—x |=|—(x—y) |=| z —y | oldu-
gundan
lyl=l—2)+z|<|e—yl+|lz| = |yl-lz[<|lz—y]. (2)

,yani— |z —y | <| x| —| y | demektir. (1) ile birlikte

(2) esitsizligi—(| x | — |y |) < |z —y
—lz—yl|<|lz|—|yl<|z—y]|

elde ederiz;a = | © —y | > 0 ile Teorem 8.1 (7) istenen esitsizligi verir.
|

Ters ticgen esitsizligi, iki say1 birbirine yakinsa mutlak degerlerinin de birbirine yakin oldugunu soyler;
ileride “| a,, | — | a |” tiiriinden sonuglar tam olarak buradan ¢ikacaktir.

Sonug 8.4 (U¢gen Esitsizliginin Sonuglar). Herz,y, a,b,c € R icin asagidakiler gecerlidir.

Llz—y|<|z[+]y]
2 llzl=lyl|<[z+yl
S la=b|<|a—c|+|c—b]

Ispat.

Madde (1). ¢ — y = x + (—y) yazip ii¢gen esitsizligini ve (3) numarali ézelligi kullanalim: | ¢ —y | =
e+ (—y) | <[zl[+[-yl=lz|+]|yl

Madde (2). Sonug 8.3 igindey yerine—y yazahm:|| z | — |-y [| < |z —(—y) [.[—y [ =]y [vex —
(—y) = = + y oldugundan istenen ¢ikar.

Madde (3). a — b = (a — ¢) + (¢ — b) yazalim ve ii¢gen esitsizliginix = a — ¢, y = ¢ — b i¢in uygula-
yalim.

|

Madde (3), “lg¢gen esitsizligi” adin1 en agik bicimde hak eden ifadedir: a’dan b’ye uzaklik, ¢ iizerinden
gitmekle kisalmaz. Uzaklik fonksiyonu d(a,b) = | @ — b | i¢in bu, metrik uzaylar kuraminin temel aksi-
yomu olacaktr.

1 Sonlu toplamlar icin iicgen esitsizligi
Uggen esitsizligi ikiden gok say1 i¢in de gegerlidir: a,, ay, ..., a,, € R i¢in
lay+ay+-+Fa, [<[ay[+]ay|[+-+]a,].

Bunun ispat1 n iizerinden tiimevarim gerektirir; timevarim ilkesini bir sonraki béliimde kurduktan
sonra bu esitsizligi Teorem 9.7 olarak ispatlayacagiz.
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Uggen esitsizliginde esitlik ne zaman olur? Sezgisel yanit: z ile y ayn1 yone bakiyorsa, yani ayni isaretliyse.

Onerme 8.4 (Ucgen Egitsizliginde Esitlik Hali). a,b € R olsun. |a+b|=|a |+ | b | olmas: igin
gerek ve yeter kosul ab > 0 olmasidir.

ispat.

(=)l a+b|=]a|+|b]| olsun. Esit iki saymnin kareleri de esittir; Sonu¢ 8.2 (| a+b |?> = (a + b)?,

|a|?>=a?|b|*=0b%)ve Teorem 8.1 (5) ile
(a+b)?=la+bP=(lal+]b])=]alP+2]a|[b[+]b[?=0a’+2]ab|+0"

Sol taraf a® + 2ab + b? oldugundan sadelestirmeyle (Onerme 6.3) 2ab = 2 | ab |, yani ab = | ab | bulu-
nur. | ab | > 0 oldugundan ab > 0’dur.

(<) ab > 0 olsun.a = 0 ya da b = 0 ise iki taraf da agikga esittir. Aksi halde Onerme 6.13 geregi ab # 0,
dolayisiyla ab > 0°dir; bu ancak a ile b ayni isaretliyse olur (zit isaretli olsalardi Onerme 7.5 (2) ile ¢arpim
negatif olurdu).a > 0veb > 0isea+b>0ve|a+b|=a+b=|a|+|b|.a<0veb<0isea-+
b<0wve

la+b|=—(a+b)=(—a)+(-b)=]a|+]|b].

Onerme 8.5 (Yakin Sayilar Aym Isaretlidir). =,y € Rigin |z —y | <| z | isexy > 0’dr.

ispat.

Karsit tersini gosterelim: xy < 0 ise | x —y | > | = | oldugunu gorelim. Onerme 6.12 (1) ile z(—y)
—(zy) dir. zy < 0 halinde Onerme 7.4 ile —(zy) > 0; zy = 0 halinde ise Onerme 6.4 ile —(zy) = —0
0°dwr. Her iki halde de x(—y) > 0’dw. Onerme 8.4 ile (a = z, b = —y)

lz—yl=lz+(—y) |=lz|+]-yl=lz[+]|y|>]z]

elde edilir; son adimda | y | > 0 kullanildi. Karsit tersi dogru oldugundan énerme de dogrudur: | x —
y|<|z|isexy > 0dmr
]

Onermenin anlami sudur: y noktasi z’e, 2’in 0’a oldugundan daha yakinsa, y ile z sifirin aym tarafindadir.
Ozel olarak y = 0 olamaz. Bu gdzlem, ileride “limiti sifirdan farkli olan dizinin terimleri bir yerden sonra
limitle ayni isaretlidir” sonucunun cekirdegidir.

Ucggen egitsizliginin analizdeki asil kullanimini bir érnekle gérelim: bir ifadeyi, bildigimiz kiiciik bir
biiytikliik cinsinden siirlamak.

Ornek 8.1 (Uggen Esitsizligiyle Sinirlama). | z —2 | < lise | 2 — 4 | < 5 oldugunu gésteriniz.

Coziim.
Carpanlara ayirip Teorem 8.1 (5)‘i kullanalim:

|22 =4[ =] (z-2)(z+2) [=]z—2][z+2].

flk garpan varsayimla 1’den kiiciiktiir. Tkinci carpani, bilinen kii¢iik biyiikliik |  — 2 | cinsinden
siurlayalim: z + 2 = (z — 2) 4 4 yazip liggen esitsizligini uygularsak

lz+2|=|(z—2)+4|<|z—2]|+|4]|<1+4+4=5.

Simdi iki esitsizligi carpalim; carpanlar negatif olmadigindan bunu iki adimda (O4) ile yapabiliriz. Once
| 42 | < 5 esitsizligini | £ — 2 | > Oile ¢arpalim (| x — 2 | = OiseikiyandaOolur): | z —2 || z +
2| <5|x—2]|. Sonra | x — 2 | < 1 esitsizlifini pozitif 5 ile ¢arpalim: 5| z — 2 | < 5. (02) ile

|22 —4|=|z—2||z+2|<5|z—2|<5-1=5.
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Bu tiir “6nce carpanlara ayir, sonra bilinmeyen carpani tiggen esitsizligiyle sinirla” adimi, limit ispatlarinda
0 secerken tekrar tekrar karsimiza ¢ikacaktir.

Mutlak Deger ve e-Komsulugu

| a — b | < € esitsizligi, analizin ana ciimlesidir: “a ile b arasindaki uzaklik e’dan kii¢iik”. Ayni ciimleyi
mutlak degersiz yazmanin birka¢ yolu vardir; hepsinin denk oldugunu bilmek, ispatlarda istedigimiz
bi¢ime serbestce gegmemizi saglar.

Onerme 8.6 (Epsilon Komsulugunun Denk ifadeleri). ¢ > 0 ve a,b € R olsun. Asagidaki ifadeler
birbirine denktir.

Lla=b|<e

2. —e<a—b<e.
3 b—e<a<b+e
4. a—e<b<a+e.

Ispat.

(1) = (2). Onerme 8.3 (1)ix = a — b i¢in uygulamak vyeterlidir: | a — b | < e < —e<a—b<e.

(2) & (3). — < a —b < ¢ esitsizliginin her ii¢ par¢asina (0O3) ile b eklersek b —e < a < b+ € olur.
Tersine, (3)n her parcasina —b eklersek (2) geri gelir.

(2)= (4). —e < a — b < ¢ esitsizligini —1 ile carpalim; Onerme 7.6 geregi esitsizlikler yon degistirir:e >
b—a > —¢, yani—e < b—a < e. Simdi her parcaya a ekleyelim:a — e < b < a + . Adimlarin her biri
tersinir oldugundan (4) ‘ten (2)’ye de doniiliir.

Boylece (1) < (2), (2) < (3) ve (2) < (4); dolayrsiyla dordii de birbirine denktir.

|

Geometrik olarak (3), “a noktasi b merkezli, € yaricapl (b — €, b + €) acik araliindadir” der; (4) ise ayni
seyi @ merkezli aralik i¢in soyler. Bu araliga ileride b’nin e-komsulugu diyecegiz (Komsuluklar ve Acik
Kiimeler). Ornegin | z — 3 | < 0, 5 esitsizligi tam olarak 2,5 < z < 3,5, yani z € (2, 5; 3,5) demektir.

© Analizde neden bu bi¢im?

Dizinin limiti tanim1 “her € > 0 igin, bir yerden sonra | a,, — a | < &” biciminde olacak. Onerme 8.6
sayesinde bunu istedigimizde “a — & < a,, < a +€”yada “a,, € (a — &,a + €)” diye okuyabilecegiz.
Ayni denkligin < ile yazilmig bi¢imi de Teorem 8.1 (7) ile ayn1 gekilde cikar.

Mutlak Degerli Esitsizlikler

Simdi égrendiklerimizi esitsizlik ¢c6zmede kullanalim. Yéntem hep aynidir: (7)-(8) ya da Onerme 8.3 ile
mutlak degeri kaldir, kalan dogrusal esitsizlikleri siralama aksiyomlariyla ¢z, sonucu say: dogrusunda
yorumla.

Ornek 8.2 (Halka Bi¢cimli Coziim Kiimesi). 3 < | x — 2 | < 7 esitsizligini saglayan biitiin reel sayilar1
bulunuz.

Cozim.

Esitsizlik iki kogulun birlikte saglanmasidir: | x —2 | < Tve |z —2 | > 3.

Birinci kogul. Teorem 8.1 (7)ile| z — 2 | < 7 < —7 < x — 2 < 7.Her pargaya 2 ekleyince —5 < z <
9, yaniz € [-5,9].

Ikinci kosul. Teorem 8.1 (8)ile |z —2 | >3« 12 —2>3 veya 2 —2 < —3,yanixz > 5veyaz <
—1.Bu, z € (—o0,—1] U [5, 00) demektir.

Kesisim. iki kosulun kesigimi

[-5,9] N ( (—o0,~1] U[5,00) ) =[5, ~1] U[5,9]

olur. Uzaklik diliyle: 2’ye uzaklif1 en az 3, en ¢ok 7 olan noktalar, 2’nin solunda [—5, —1] ve saginda
[5, 9] parcalarini olusturur.
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3<|x-2|<7=x€[-5-1]u[5,9]

A
A 4

Sekil 8.2: 2 merkezine uzaklig1 en az 3 ve en ¢ok 7 olan noktalar: 2'nin solunda [-5, —1], saginda [5, 9].
Aradaki (-1, 5) parcasi 2'ye 3'ten yakindir, distaki noktalar 7'den uzaktir; ikisi de ¢6ztim degildir.

Ornek 8.3 (Dogrusal ifadenin Mutlak Degeri). | 2z — 1 | < 3 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulunuz
ve sonucu bir e-komsulugu olarak yorumlayimiz.

Cozim.
Onerme 8.3 (1) ile

|22 —1]<3e -3<2xr—-1<3& 2<2r<de—-1<a<2
Son adimda her parca pozitif say1 % ile carpildi (O4). Coziim kiimesi (—1, 2) ac¢ik aralifidur.

Ayni esitsizligi e-komsulugu olarak okuyalm. Teorem 8.1 (5)ile | 2z — 1 | = 2 | |z — %‘ =2z — %
dolayisiyla

H

|22 —1| <3<

1 < 3
r— =< .
2 2
Onerme 8.6 ile bu, “z, merkezi 1 ve yaricap1 3 olan aralikta” demektir: (3 — 2,1 + 3) = (—1,2). Iki
yol ayni sonucu verir.
|

Birden ¢ok mutlak deger iceren ifadelerde her mutlak degerin isaret degistirdigi noktalar say1 dogrusunu
parcalara boler; her parcada mutlak degerler tanimla agilir.

Ornek 8.4 (Iki Mutlak Degerin Toplami). |z |+ | z — 1 | < 3 esitsizligini ¢coziiniiz.
Cozim.

| z | ifadesi z = 0’da, |  — 1 | ifadesi z = 1’de isaret degistirir. Say1 dogrusunu (—o0,0), [0,1) ve
[1,00) pargalarina ayiralim.

Durum < 0. |z |=—2z ve £ —1 < 0 olduundan | z —1 | = 1 — z. Egitsizlik —z +1—2 < 3,
yani —2z < 2 olur; —1 ile carpinca (yén degisir) z > —1. Bu durumdaki ¢oziimler [—1,0).
DurumO<z<1l.|z|=zve|z—1]|=1—x;toplam z+1— 2 =1 < 3 her zaman dogrudur.

Bu durumdaki ¢éziimler [0, 1).

Durum z > 1. |z |=2z ve |z — 1| =2x —1; esitsizlik 2z — 1 < 3, yani z < 2. Bu durumdaki
¢oziimler [1, 2].

Ug parganin birlesimi [—1,0) U [0,1) U [1, 2] = [—1, 2] kapali araligidir. Uzaklik yorumu: z’in 0’a ve
1’e uzakliklarinin toplami en ¢ok 3 olmalidir; [0, 1] icinde bu toplam sabit 1’dir, digina giktik¢a her iki
uzaklik da biiyiir ve toplam = —1 ile z = 2’de 3’e ulagr.

|
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Alistirmalar

Alistirma 8.1 (Mutlak Deger Alistirmalari).

a) | x + 3 | = 2z denklemini ¢6ziiniiz.

b) |z—1]|<|x+1|esitsizligini ¢ézliniiz ve sonucu uzaklik diliyle yorumlayniz.
c)aceR e>00lsun. |z —a|<eve|y—a|<ecise| z—y | < 2e oldugunu gosteriniz.
d) 22 —5 | x | + 6 = 0 denkleminin biitiin reel ¢dziimlerini bulunuz.

e) Herz,y e Rigin| z |+ |y | <|z+y |+ |z —y | oldugunu gosteriniz.

Coziim.

a) Sol taraf Teorem 8.1 (1) geregi negatif degildir; o héalde bir ¢oziim varsa 2z > 0, yani = > 0
olmalidir. @ = 2z > 0 ile (2) numarali 6zellik, | z + 3 | = 2z denkleminin z + 3 = 2z veya z + 3 =
—22 olmasina denk oldugunu séyler. Birincisi = 3, ikincisi z = —1 verir. = —1i¢in 22 = -2 <0
oldugundan bu deger atilir. z = 3 saglamasini yapalim: | 3+ 3 | = 6 = 2 - 3. Coziim kiimesi {3} tiir.
b) Once yardimei bir gézlem: u,v > 0 i¢in u < v & u? < v2. (=) u = 0ise v > 0 ve Onerme 7.12 (1)
ile birlikte v2 > 0 = u?; u > 0 ise Onerme 7.12 (4) dogrudan uygulanir. (<) Karsit tersi: u > v > 0 ise
yau = v ve u? =12, yada 0 < v < u ve az dnceki yonle v2 < u?; her halde u? > 2.
u=|z—1],v=]|z+1|alalm ve Sonuc 8.2 1ile | ¢t |? = ¢? kullanalm:

lz—1|<|z+1l|e@-1)2<(@z+1)2?e2?-22+1<2°+22+10<4z<2>0.

Cozim kiimesi (0, 00)’dur. Yorum: z’in 1’e uzakligi —1’e uzakhigmdan kiiciikse z, 1 ile —1’in orta
noktasi olan 0’ sagindadir.
c)x —y = (z—a)— (y— a) yazalm. Sonug 8.4 (1) ile

le—yl=|(z—a)=(y—a)[<|z—a|+[y—a[<ete=2e

Son adimda iki kesin esitsizlik taraf tarafa toplandi. Yorum: a’nin e-komsulugundaki iki nokta birbirine
2¢’dan yakindur.

d) Sonuc 8.2ile x2 = | z |?;¢t = | z | dersek t > 0 ve denklem ¢> — 5¢ + 6 = 0 olur. Carpanlara ayira-
lim: (t — 2)(t — 3) = 0. Onerme 6.13 geregi t = 2 veya t = 3; her ikisi de ¢ > 0 kosuluna uyar. Teorem
81(2)ile |z |=2<2x=42ve|z|=3< =43 Coziim kimesi {—3,—2,2, 3} tiir. Saglama:
z=42i¢in4—104+6 =0,z =4+3i¢cin9— 15+ 6 = 0.

e) z ve y'yi z +y ile x — y cinsinden yazalm: 2z = (z+y) + (z —y) ve 2y = (z +y) — (z — y).
Teorem 8.2 ve Sonug 8.4 (1) ile

2|z |=|(z+y+@—y) |<|z+y|+|z—y|, 2[yl=lE@+ty—(@-y[<|z+y|+|z—y].

Burada | 2z | =2 | « | esitligi (5) numarali 6zellikten gelir. ki esitsizligi toplayip pozitif say1 3 ile
carparsak |z |+ |y | < |z +y |+ | z—y | elde edilir.
|

Mutlak deger, “yakinlik” kavramuini sayilara indirgeyen aractir; tiggen esitsizligi ise bu yakinligin parcalar
izerinden taginmasini saglar. Sonlu toplamlar i¢in genel ticgen esitsizligini ve daha pek ¢ok “her n icin”
ifadesini ispatlayabilmek icin artik dogal sayilar1 aksiyomlardan kurmamiz ve tiimevarim ilkesini elde
etmemiz gerekiyor: Dogal Sayilar ve Tiimevarim.

Acik Matematik - acik-matematik.com 101 CC BY-NC-SA 4.0


dogal-sayilar-ve-tumevarim.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

102 Boliim 8. Mutlak Deger

Acik Matematik - acik-matematik.com 102 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

9.1

9. Dogal Sayilar ve Tiimevarim

Simdiye kadar reel sayilarin cebirsel ve siralama aksiyomlarini kullandik; 0 ve 1 sayilar1 aksiyomlarla
verildi, 1 + 1,1 4 1 + 1 gibi sayilar1 da elde edebiliyoruz. Ama “dogal sayilar” dedigimiz 1, 2, 3, ... kiimesi
aksiyomlarda yoktur. U¢ nokta “boyle devam eder” der; matematiksel bir tanim ise ii¢c noktaya izin
vermez. Bu bolimde dogal sayilari reel sayilarin icinde kesin olarak tanimlayacak, ardindan onlarin en
onemli ozelligini — tiitmevarim ilkesini — bir teorem olarak ispatlayacagiz. Timevarim, “her n i¢in”
bi¢imindeki sonsuz sayida 6nermeyi iki adimda ispatlamanin yoludur ve bir 6nceki bolimde erteledigimiz
genel ticgen esitsizligi dahil, ileride sayisiz yerde kullanilacaktir.

Boliim boyunca Boliim 6.2 ve Boliim 7.1 altindaki aksiyomlar ile Béliim 6-8'deki sonuglar1 kullanacagiz;
tamlik aksiyomu hentiz gerekmeyecek.

Timevarimsal Kiimeler ve Dogal Sayilar

Dogal sayilar1 sezgisel olarak soyle iiretiriz: 1’den basgla, siirekli 1 ekle. Bu tiretim kuralini bir kiitmenin
ozelligi olarak yazalim: kiime 1’i icermeli ve icerdigi her sayinin bir fazlasini da icermeli.

Tanim 9.1 (Tiimevarimsal Kiime). A C R olsun. Asagidaki iki kosul saglaniyorsa A kiimesine tiime-
varimsal (inductive) denir:

1. 1€ A;
2. herx € Aiginz +1 € A.

Bu tanumu saglayan pek ¢ok kiime vardir; bir kismi dogal sayilardan “fazlasini” icerir.

Ornek 9.1 (Tiitmevarimsal Olan ve Olmayan Kiimeler). Asagidaki kiimelerin tiimevarimsal olup
olmadigini belirleyiniz: R, Rt = (0, 00), [1,00), {1} U[2,0), (1,00), [0,5].

Cozim.

R:1 € R ve toplama R’de tanimli oldugundan z € Ricin z + 1 € R. Timevarimsaldir.

(0,00): Onerme 7.7 geregi 0 < 1, yani 1 € (0,00). z > 0ise (O3)ilex +1 >0+ 1 =1 > 0; dolay1-
siyla z 4+ 1 € (0, 00). Tiimevarimsaldur.

[1,00):1>1.2 >1isexz+ 1> 2> 1. Timevarimsaldir.

{1} U [2,00): 1 kiimededir. z = lisex + 1 =2 € [2,00);z > 2ise z + 1 > 3 > 2. Tiimevarimsaldir.
Dikkat: bu kiime (1, 2) araligindaki hicbir say1y1 icermez ama g gibi “dogal olmayan” sayilar1 igerir.
(1,00):1 ¢ (1, 00) oldugundan birinci kogul bozulur. Tiimevarimsal degildir.

[0,5]: 1 € [0,5] ama 5 € [0,5] iken 5 + 1 = 6 ¢ [0, 5]. Ikinci kosul bozulur; tiimevarimsal degildir.
|

Ornek, aradigimiz kiimeyi isaret ediyor: dogal sayilar kiimesi tiimevarimsal olmali, ama “fazlalik” icerme-
meli — yani tiimevarimsal kiimelerin en kiiciigii olmali. En kii¢ciik kiimeyi elde etmenin standart yolu,
adaylarin hepsini kesistirmektir.

Tanim 9.2 (Dogal Sayilar Kiimesi). 7, R’nin bitiin tiimevarimsal alt kiimelerinin ailesi olsun (R €
T oldugundan aile bos degildir). Bu ailenin kesisimine (Tanim 3.8) dogal sayilar kiimesi denir ve N ile
gosterilir:

N= ﬂ A ={z € R: her tiimevarimsal A C R i¢in z € A}.
AeT

N’nin elemanlarina dogal say1 denir.
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Tanim geregi bir z reel sayis1 ancak ve ancak her tiimevarimsal kiimede bulunuyorsa dogal sayidir. Bu
tanimin ige yaradigini hemen gorelim: N kendisi timevarimsaldir ve gercekten en kiiciigidiir.

Onerme 9.1 (Dogal Sayilar En Kiiciik Tiimevarimsal Kiimedir).

1. N tiimevarimsal bir kiimedir.
2. A C R tiimevarimsal ise N C A’diwr.

Ispat.

Madde (1). Her timevarimsal A i¢in 1 € A oldufundan 1 kesisimdedir: 1 € N. Simdi x € N olsun.
Kesisimin tanimi geregi x her tiimevarimsal A’nin elemanidir; her boyle A tiimevarimsal oldugundan x +
1 € A’dir. Demek ki x + 1 her tiimevarimsal kiimede bulunur, yanix + 1 € N.

Madde (2). A tiimevarimsal ise A € T ’dir ve bir ailenin kesisimi ailenin her iiyesinin alt kiimesidir
(Teorem 3.2 (1)); dolayisiyla N C A.

|

1€ Noldugundan 2:=1+1,3:=2+41,4:=3+ 1, ... sayilar1 da N’dedir. Bunlar gergekten farkli say1-
lardir: Onerme 7.7 ile 0 < 1, (03)ile 1 =1+ 0< 1+ 1= 2; aym yolla 2 < 3 < 4 < ---. Ayrica Ornek
9.1'ndeki {1} U [2, co) kiimesi tiimevarimsal oldugundan N onun alt kiimesidir: 1 ile 2 arasinda dogal
say1 yoktur. Bu gozlemi asagida genellestirecegiz.

Tiimevarim Ilkesi

“Her dogal say1 icin P(n) dogrudur” tiirtinden bir iddiay: ispatlamak istiyoruz. Sonsuz tane énerme var;
teker teker kontrol edemeyiz. Ama dogal sayilar en kiiciik timevarimsal kiime oldugu icin su strateji
igler: P’nin dogru oldugu sayilarin kiimesinin tiimevarimsal oldugunu géster; o zaman bu kiime N’nin
tamamim kapsar.

Teorem 9.1 (Tiimevarim Ilkesi).

1. Kiitme bicimi. A C N tiimevarimsal ise A = N'dir.
2. Onerme bicimi. Hern € N icin bir P(n) énermesi verilmis olsun. Eger
e P(1) dogruysa (temel adim) ve
 herk € N icin “P(k) dogru= P(k + 1) dogru” ise (tiimevarim adimu),

o zaman hern € N i¢in P(n) dogrudur.
tiimevarim adimi: P(k) = P(k + 1)
P(1) P(2) P(3) P(4) P(5)
temel adim: P(1) dogru

Sekil 9.1: Tiimevarim domino taslar: gibidir: temel adim ilk tasi devirir, tiimevarim adimi her tasin bir
sonrakini devirdigini giivence altina alir. Ikisi birlikte biitiin taslarin devrilmesini, yani her n icin P(n)'nin
dogru olmasini saglar.

Ispat.

Madde (1). A tiimevarimsal oldugundan Onerme 9.1 (2) ile N C A. Varsayimla A C N. Iki kapsama
birlikte A = N wverir.

Madde (2). A= {n € N: P(n) dogru} kiimesini alalim; acikca A C N. Temel adim 1 € A der. Tiime-
varim adimi sunu der: k € A ise (P(k) dogruysa) P(k + 1) dogrudur; Onerme 9.1 (1) ile k+1 € N
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9.2 Tiimevarim Ilkesi 105

oldugundan k + 1 € A. Demek ki A tiimevarimsaldir. Madde (1) ile A = N, yani her n € N i¢in P(n)
dogrudur.
]

Domino benzetmesi tam olarak budur: ilk tas1 devirmek (temel adim) ve her tagin bir sonrakini devire-
ceginden emin olmak (timevarim adimi), biitiin taglarin devrilecegini garantiler. Timevarim adiminda
“P(k) dogru” varsayimina tiitmevarim hipotezi denir; ispatlanan sey P(k)’nin dogrulugu degil,
P(k)’den P(k + 1)’e gegilebildigidir.

© Bir tiimevarim ispat1 nasil yazilir?

. Ispatlanacak énermeyi n’ye bagh olarak agik¢a yaz: “P(n): ...

. Temel adim: P(1)’in dogru oldugunu goster (cogunlukla dogrudan hesap).

. Tiimevarim hipotezi: “Bir k£ € N i¢in P(k) nin dogru oldugunu varsayalim.”

. Tiimevarim adimi: Bu varsayimdan P(k + 1)’i ¢ikar. Hipotezi tam olarak nerede kullandigim
belirt.

5. Sonug: “Teorem 9.1 geregi P(n) her n € N i¢in dogrudur”

B W N =

ki adim da zorunludur

Temel adim olmadan timevarim adimi hicbir sey kanitlamaz: “P(n): n > 2” énermesi i¢in P(k) =
P(k+ 1) dogrudur (k > 2 ise k + 1 > 2) ama P(1) yanhgtir. Tersine, “P(n): n = 1” i¢in temel adim
dogru, timevarim adimi yanhstir (P(1) dogru ama P(2) yanlis). Iki adimin da yazilmasi ve her k €
N i¢in gegerli olmasi gerekir.

[k 6rneklerimiz klasik toplam formiilleridir. Simdilik toplamlar1 1 + 2 + -+ + n bigiminde yaziyoruz;
toplam semboliiniin kesin tanimini biraz sonra verecegiz.

Ornek 9.2 (Ardisik Dogal Sayilarin Toplami). Her n € N icin

n(n+1)

L4+2+4n=——

oldugunu gosteriniz.

Coziim.

P(n), yukaridaki esitlik olsun.

Temel adim. n = 1 icin sol taraf 1, sag taraf £2 = 1. P(1) dogrudur.

Tiimevarim adim1. Bir & € Ni¢in P(k) dogruolsun: 1 + 2 + -+ k = @ P(k + 1)’in sol tarafini
yazip hipotezi kullanalim:

k(k+1)
2

+(k+1):(l~c+1)<§+1> _k+D(E+2)

1+24-+k+(k+1)= 5

Sagdaki ifade, P(k 4 1)’in sag tarafi (k+1) (2k+1)+1 ile aynidir. Demek ki P(k) = P(k + 1).
Teorem 9.1 geregi P(n) her n € N i¢in dogrudur.
|

Ornek 9.3 (ilk n Tek Saymin Toplami). Her n € Nicin 1 +3 +5+ -+ (2n — 1) = n? oldugunu
gosteriniz.

Cozim.

Temel adim. n = 1: sol taraf 2- 1 — 1 = 1, sag taraf 12 = 1.

Tiimevarim adimi. 1+ 3+ -+ (2k — 1) = k? olsun. Bir sonraki tek say1 2(k +1) — 1 = 2k +
1’dir; onu ekleyelim:

1434+ 2k—1)+2k+1)=k*+2k+1=(k+1)2
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Burada ilk esitlikte tiimevarim hipotezi, ikincisinde dagilma aksiyomuyla acilan (k + 1)? = k2 + 2k +
1 6zdesligi kullanildi. Béylece P(k + 1) dogrudur ve Teorem 9.1 ile iddia her n i¢in gegerlidir.
|

Dogal Sayilarin Temel Ozellikleri

Dogal sayilar hakkinda “bilinen” her sey artik ispat gerektirir; ispatlarin hepsi tiimevarimla yapilir. Once
toplama ve ¢arpma altinda kapalilik.

Onerme 9.2 (Dogal Sayilar Toplama ve Carpma Altinda Kapalidir). m,n € Nisem +n € N ve
mn € N'dir.

ispat.

m € N sabit olsun; n iizerinden tiimevarim yapacagiz.

Toplama. A = {n € N: m + n € N} olsun. N tiimevarimsal oldugundanm + 1 € N, yanil € A.n €
A ise m +n € N; yine tiimevarimsallikla (m+n)+ 1€ N ve (A2) ile (m+n)+1=m+ (n+ 1),
yanin + 1 € A. A tiimevarimsaldir; Teorem 9.1 (1) ile A = N.

Carpma.B = {n € N: mn € N} olsun. (M3)ilem -1 = m € N, yanil € B.n € Bisemn € N;(D)ile
m(n + 1) = mn + m ve toplama altinda kapaliliklamn + m € N, yanin + 1 € B. B tiimevarimsaldir,
dolayisiyla B = N.

n

Cikarma ve bolme i¢in kapalilik yoktur: 1 — 2 ve % dogal say1 degildir; ikisi de 1’den kiiciiktiir, oysa

asagidaki onerme geregi hicbir dogal say1 1’den kiiciik olamaz. Bu eksikler sirasiyla tam sayilar (Tanim
11.1) ve rasyonel sayilarla (Tanim 11.6) giderilecektir.

Simdi dogal sayilarin say1 dogrusundaki dizilisini kesinlegtirelim: 1 en kiiciiktir, ardigik iki dogal say1
arasmda bagka dogal say1 yoktur ve biiyiik olandan kiigiigti ¢ikarinca yine dogal say: elde edilir.

Onerme 9.3 (Dogal Sayilarin Dizilisi). m,n € N olsun.

1. n > 1°dir. Dolayisiyla 1, N’nin en kiigiik elemanidir ve her dogal say pozitiftir.

2. n # lisen — 1 € Ndir; dolayisiylan > 2°dir.

3. n < x < n+ 1 kosulunu saglayan bir x € N yoktur: ardisik iki dogal say: arasinda dogal say1 bulunmaz.
4 m<nisem+1<nven—m € Ndir

Ispat.

Madde (1). A={n € N:n > 1} olsun. 1 > 1 oldugundan1 € A.n € Aisen > 1ve (03)ilen +1 >
1+1=2>1;dolayisiylan + 1 € A. Teorem 9.1 (1) ile A = N. Pozitiflik n > 1 > 0’dan ¢ikar.
Madde (2). A={1}U{neN:n—1¢€N}olsun; ACNdir1 € A.n € A olsun;n € N oldugundan
n+1€eNve(n+1)—1=n€N, yanin+ 1 € A. Béylece A tiimevarimsal ve A = N: her dogal say:
ya 1°dir ya da bir eksigi dogal sayi olan bir sayidir. n # 1 isen — 1 € N, madde (1) ilen — 1 > 1, yani
n > 2.

Madde (3). P(n): ‘n <z <mn+ 1 olan z € N yoktur” énermesi i¢in tiimevarim yapalim.

Temel adim. 1 < z < 2 olan bir z € N olsaydi x # 1 olurdu ve madde (2) ile x > 2 gelirdi; bu z < 2 ile
gelisir. P(1) dogrudur.

Timevarim adimi. P(k) dogru olsun ve k+ 1 < x < k + 2 olan bir x € N bulundugunu varsayalim.
x> k+1>2>1 oldugundan = + 1, madde (2) ile x — 1 € N. Esitsizliklerden 1 ¢ikarinca k < x —
1 < k+1; bu, P(k) ile ¢elisir. Demek ki boyle x yoktur ve P(k + 1) dogrudur.

Madde (4). Oncem + 1 < n:iiclem yasasi (O1) geregi yam + 1 < n yadan < m + 1'dir. Ikincisim <
n ile birlesince m < n < m + 1 verir; madde (3) bunu yasaklar. O hdldem + 1 < n.

Simdin —m € N oldugunum iizerinden tiimevarimla gésterelim; Q(m): “hern € N igin,m < nisen —
m € N’

Temel adim. 1 < n isen # 1 ve madde (2) ilen —1 € N.

Tiimevarim adimi. Q(k) dogru olsun ven € N, k+ 1 < n olsun. k < k+ 1 < n oldugundan Q(k) ile
n—k e N. Ayrica n —k > 1 oldugundan n — k # 1; madde (2) ile (n —k)—1=n—(k+1) e N.
Q(k + 1) dogrudur.

|
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Bu 6nerme ne ige yarar? Dogal sayilarin “ayrik” durdugunu sdyler: bir dogal sayiya 1’den daha az yaklagan
baska bir dogal say1 yoktur. fleride ayni olguyu tam sayilar icin de gosterecegiz — ardisik iki tam say1
arasmnda tam say1 yoktur (Lemma 11.1, B6liim 11) — ve Arsimet 6zelligi (Boliim 12) buna dayanacaktr.
Dogal sayilarin ikinci bityiik 6zelligi, timevarim ilkesine denk olan iyi siralama ilkesidir: dogal sayi-
lardan olusan bos olmayan her kiimenin bir en kii¢iik eleman: vardir. Reel sayilarda bu dogru degildir;
(0,1) araliginin en kiiciik eleman yoktur.

Teorem 9.2 (Iyi Siralama flkesi). S C N bos olmayan bir kiime olsun. S’ nin bir en kii¢iitk elemani
vardir: 6yle birm € S bulunur ki her s € S icinm < s. Bu eleman tektir.

Ispat.

Teklik kolaydir: m ve m’ ikisi de en kiigiik eleman olsa m < m’ ve m’ < m, dolayisiyla (O1) ile m =
m’ olur.

Varlik icin olmayana ergi yontemini kullanalim: S’nin en kiiciik elemani olmasin; S = & oldugunu
gosterecefiz. Bunun igin

A={neN:k<n olanher k€N igin k¢ S}

kiimesinin tiimevarimsal oldugunu gosterelim; A, “S’nin n’ye kadar higbir elemani olmayan” n’lerden
olusur.

Temel adim: 1 € A. 1 € S olsaydi, Onerme 9.3 (1) geregi her s € S i¢in 1 < s olurdu; yani 1, S’nin
en kiigiik elemani olurdu. Bu, varsayimimizla celisir; demek ki 1 ¢ S. k < 1 olan tek dogal say1 k = 1
oldugundan (k > 1)1 € A.

Tiimevarim adimi. n € A olsun; n + 1 € A oldugunu gosterelim. Oncen + 1 ¢ S: aksi halden + 1 en
kiiciik eleman olurdu. Gergekten, s € S ise n € A nedeniyle s < n olamaz, yanin < s; Onerme 9.3 (4)
ilen + 1 < s. Bu her s € S i¢in gecerli oldugundann + 1 € S olsayd: en kiiciik eleman olurdu — ¢eliski.
Simdi k < n+ 1 olan bir k € N alalim. Ya k = n 4 1’dir, 0 zaman az énce gordigiimiiz gibi k ¢ S; ya
dak < n+ 1°dir, 0o zaman Onerme 9.3 (4)ilek +1 <mn+1, yanik < n ven € A nedeniylek ¢ S. Her
iki halde dek ¢ S; demek kin + 1 € A.

Teorem 9.1(1)ile A = N. Simdis € Solsas € N = Aolur;k = s < salincas ¢ S ¢ikar — geliski. Demek
ki S = &. Bu, S’nin bos olmadigi varsayimiyla ¢elisir; o hdlde S’ nin en kiiciik elemani vardur.

|

fyi siralama ilkesi ne ise yarar? “Bir ozelligi saglayan en kiiciik dogal sayry1 al” adimina izin verir. Bu
adim, Bélim 12'de taban fonksiyonunun varhiginda ve “en kiiciik kars1 6rnek” tekniginde kullanilir: bir
iddia baz1 dogal sayilar i¢in yanligsa, yanlis oldugu en kiigiik n vardir ve bu n ile calismak ¢ogu zaman
celigki iiretir. Bolim sonu alistirmasinda iyi siralamadan tiimevarim ilkesinin geri ¢iktigini gosterecegiz;
iki ilke birbirine denktir.

Ozyineli Tanimlar

Tumevarim yalnizca ispat araci degil, tanim aracidir da. “a™: a’nin n kez kendisiyle ¢arpimi” ifadesindeki
“n kez” gizli bir li¢ noktadir. Kesin tanim, n = 1 icin degeri verip n’den n + 1’e gecis kuralim séyler;
timevarim ilkesi bu kuralin her 7 icin tek bir deger belirledigini garantiler.

Tanim 9.3 (Kuvvet, Faktoriyel, Toplam ve Carpim Sembolleri). a € R ve her k € N i¢in bir a;, €
R verilmis olsun.

1. Dogal kuvvet: a' = a ve her n € Nigin a"™! = a™ - a. Ayrica a # 0 igin a® = 1 kabul edilir.

2. Faktoriyel: 0! = 1,1l =1vehern € Nigin (n+ 1)l = (n+ 1) - nl.
3. Toplam ve ¢arpim sembolleri:

1 n+1 n 1 n+1 n
E ay = ay, E ay = ag | + Qpgrs Hak:alv Hak: Hak "Gy
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

22:1 ay yerine a; + ag + -+ + a,, H::1 ay, yerine a,ay---a,, da yazilr.
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Bu tiir tanimlara 6zyineli (recursive) tanim denir. Ornegin a®> = a® -a = (a-a)-a,4!=4-31=4-3-
2-1=24ven! = HZ: | k’dir. Kuvvetlerin a™a™ = a™*™ gibi kurallar1 tiimevarimla ispatlanir; bunlan
iis tam say1 olacak bicimde genislettikten sonra Teorem 11.3 olarak verecegiz. Asagidaki hesaplarda
yalnizca tanimin kendisini, yani a” ™! = a™ - a esitligini kullanacagiz. Bir de tanimdan tiimevarimla gikan
su olguyu kaydedelim: @ > 0 ise her n € Nicin a™ > 0, a > 0 ise a™ > 0’dir (temel adim a! = a; adimda
a™! = a" - a carpimina Onerme 7.5 (1) ya da Onerme 6.9 uygulanir). Asagida bunu 2¥~! > 0 ve z¥ > 0
bi¢iminde kullanacagiz.

1 Ozyineli tanim neden mesrudur?

“a™ her n i¢in tammbdir” iddiasi, A = {n € N: @™ tamml} kiimesinin tiimevarimsal olmasindan
cikar: a! tanimlidir ve @™ tanimliysa a™*! = a™ - a da tanimhidir. Tanimlanan degerin tek oldugu da
benzer bir timevarimla goriliir. Bu iki gézlemin genel bigimine 6zyineleme teoremi denir; biz onu bu
diizeyde verilmis kabul edecegiz.

Artik daha zengin tiimevarim 6rnekleri yapabiliriz.

Ornek 9.4 (Ustel Bityiime Dogrusali Geger). Her n € N icin 2" > n oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Temel adim. 2! =2 > 1.

Tiimevarim adimi. 2* > & olsun. Tanimla 251 = 2% . 2 = 2F + 2% Hipotezle 2% > k ve Onerme 9.3
(1) ile 2k > k > 1; ikisini taraf tarafa toplayalim:

ok+l — 9ok 4 9k > k4 1.

P(k + 1) dogrudur; Teorem 9.1 ile iddia her n i¢in gecerlidir.
|

Ornek 9.5 (Faktoriyel Ustelden Hizli Bityiir). Her n € Nigin n! > 277! oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Temeladim. n =1:11=1ve20=1;1 > 1.

Timevarim adimu. k! > 2571 olsun. Tanimla (k + 1)! = (k + 1) - k!. Hipotezi pozitif say1 k + 1 ile
carparsak (04) (k4 1)! > (k4 1) - 2571, Ote yandan k > 1 oldugundan k + 1 > 2; bunu pozitif say
281 jle carpinca (k 4 1) - 251 > 2. 2k = 2k Gecislilikle (k + 1)! > 2F = 2(k+1)—1,

(Burada k = 1 igin 2¥~! = 20 = 1 kabulii ve 2° - 2 = 2 esitligi kullanildi; k > 2 icin 2871 . 2 = 2F
dogrudan tanimdir.)

|

Ornek 9.6 (Bir Boliinebilme Ozelligi). Her n € Nicin 8” — 1 = 7m olacak bi¢imde bir m € N bulun-
dugunu gosteriniz. (Bolinebilme dilinde: 8™ — 1, 7’ye boliniir; bkz. Tanim 11.3.)

Cozim.
Temel adim. 8! — 1 =7=7-1;m = 1 ige yarar.
Tiimevarim adimi. 8 — 1 = 7m olacak bir m € N bulunsun; yani 8% = 7m + 1. O zaman

8l —1=8F.8—1=(Tm+1)-8—1=>56m+8—1=56m+7="708m+1).

Onerme 9.2 ile 8m + 1 € N; demek ki m’ = 8m + 1 istenen 6zelliktedir. Teorem 9.1 ile iddia her 7 icin
dogrudur.
| ]

Tiimevarimin Degisik Bicimleri

Bazi iddialar ancak belli bir n,’dan sonra dogrudur; bazilarinda ise P(k + 1)’i gostermek i¢in yalnizca
P(k) degil, éncekilerin tamami gerekir. Tiimevarim ilkesi her iki duruma da uyarlanir.
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Teorem 9.3 (Bir n,dan Baslayan Tiumevarim). n, € N ve her n > n, dogal sayisi i¢in bir P(n)
onermesi verilmis olsun. Eger P(ng) dogruysa veng < k olan herk € N i¢cin P(k) = P(k+ 1) ise,n > ng
olan hern € N i¢in P(n) dogrudur.

Ispat.

Herm € N igin Q(m) := P(ny + m — 1) diyelim. Bu tamumlidir: m = 1 igcinng + m — 1 =ng;m > 2
icin Onerme 9.3 (2) ilem — 1 € N, Onerme 9.2 ileng + (m — 1) € N ve m — 1 > 1 oldugundan ng +
m—12>ny. Q(1) = P(ny) dogrudur. Q(m) dogruysa k = ng +m — 1 > ng icin P(k) dogrudur, var-
sayimla P(k+ 1) = P(ny + (m 4+ 1) — 1) = Q(m + 1) dogrudur. Teorem 9.1 ile herm € N i¢in Q(m)
dogrudur.

Simdin > ng olsun.n = ng ise P(n) = Q(1) dogrudur.n > ny ise Onerme 9.3 (4) ilen —ny € N;m =
(n—mngy) + 1€ Nalincany + m—1=mn, yani P(n) = Q(m) dogrudur.

|

Ornek 9.7 (Bir Yerden Sonra Dogru Olan Esitsizlik). n >3 olan her n € N icin n? > 2n + 1
oldugunu gosteriniz.

Cozim.

n =1 ven = 2 i¢in iddia yanlistir (1 < 3, 4 < 5); bu ytizden n, = 3’ten baslhyoruz.
Temel adim. 32 =9 >7=2-3+ 1.

Tiimevarim adimu. k > 3 ve k? > 2k + 1 olsun. O zaman

(k+1)2=k>+2k+1> (2k+1)+2k+1=4k+2=2(k+1) +2k > 2(k+ 1) + 1,

ciinkii & > 1 nedeniyle 2k > 2 > 1. Boylece (k + 1) > 2(k + 1) + 1 ve Teorem 9.3 ile iddia her n >
3 icin dogrudur.
]

Teorem 9.4 (Giiglii Tiitmevarim). Hern € N icin bir P(n) énermesi verilmis olsun. Eger P(1) dogruysa
ve her k € N icin

P(1),P(2),...,P(k) dogru= P(k+1) dogru
ise, hern € N i¢in P(n) dogrudur.

Ispat.

Q(n): “j < n olan her j € N i¢in P(j) dogru” énermesini alalim ve Q igin siradan tiimevarim yapalim.
j < 1olan tek dogal say11’dir; P(1) dogru oldugundan Q(1) dogrudur. Q(k) dogru olsun: P(1), ..., P(k)
dogrudur. Varsayimla P(k + 1) dogrudur. j < k+1olanbirjeNyaj=k+ 1diryadaj<k+1,
yani Onerme 9.3 (4) ile j < k’duwr; her iki halde P(5) dogrudur. Demek ki Q(k + 1) dogrudur. Teorem 9.1
ile her n igin Q(n), 6zel olarak P(n) dogrudur.

|

Giiclil timevarim, siradan tiimevarimdan daha gii¢li bir ilke degildir — ispat gosteriyor ki ondan ¢ikar
— ama tiimevarim adiminda biitiin 6nceki durumlari kullanabilmek bazi ispatlar1 ¢ok kolaylastirir. Tipik
ornek, her terimi 6nceki iki terime bagl olan dizilerdir.

Ornek 9.8 (Fibonacci Sayilar1). F; =1, F, =1 ve her n € Nigin F,,, = F, ., + F,, olsun (6zyineli
tanim: 1,1,2,3,5,8,13,...). Her n € Ni¢in F,, < 2" oldugunu gdsteriniz.

Coziim.

Giicli timevarim kullanacagiz, ¢cinkii F,_ ;’i smirlamak i¢in hem F;, hem F,_; gerekir.

Temel adimlar. F; =1 <2=2've F, =1 <4 =22

Tiimevarim adimi. k£ > 2 olsun ve j < k olan her j i¢in F; < 27 dogru olsun. k > 2 oldugundan k —
1€ Nve I, = F} + F,_; yazlabilir. Hipotezle

B =F, +F_, <2F4+2k1 <ok ok =gk .2 =2k
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Ortadaki adimda 2! < 251 . 2 = 2% kullanildi (2~ > 0 oldugundan). Adimi k > 2 i¢in yazmanmiz
yeterlidir: giiclii tiimevarimin k = 1 igin istedigi “P(1) = P(2)” kogulu, P(2) temel adimda dogrudan
gosterildigi icin zaten saglanir. Teorem 9.4 ile iddia her n i¢in dogrudur.

|

Bernoulli Esitsizligi

Bir kuvvetin alttan basit bir sinir1, analizde siirekli lazim olur: (1 + z)™ ifadesi 1 + nx’ten kiigiik degildir.
Sezgi, x > 0 i¢in binom ac¢ihimindan gelir (1 + na agilimun ilk iki terimidir); ama egitsizlik > —1 i¢in de
dogrudur.

Teorem 9.5 (Bernoulli Esitsizligi). > —1 ven € N ise

(1+2)">14nz.

ispat.

n iizerinden tiimevarim.

Temel adim. (1 + ) =1+ x =1+ 1- z; esitlik vardur.

Titmevarum adimi. (1 + a:)k > 1+ kx olsun. x > —1 oldugundan 1+ > 0’dir. 1 + . = 0 ise (1 +
o) =0 > 1+ (k+1)(—1) = —k, dogrudur. 1 + x > 0 ise hipotezi bu pozitif sayiyla carpabiliriz
(04):

(1+2)* =1 +2)*(1+2)> (1 +kr)(1+2) =1+ (k+ 1)z + ka?.

Onerme 7.12 (1) ile x* > 0 ve k > 0 oldugundan kx? > 0; dolayisiyla 1 + (k+ 1)z + kz? > 1+ (k +
1)z. Gegislilikle (1 + x)k+1 > 1+ (k + 1)z.
| ]

Bernoulli esitsizligi ne ise yarar? z > 0 i¢in (1 + z)™ > 1 + nz sag tarafi n biyiiditkce her smir agar
(bunu bir sonraki bolimde, dogal sayilarin iistten sinirsizligiyla kanitlayacagiz); dolayisiyla 1’den bityitk
bir sayinin kuvvetleri de her smir1 agar. = 1i¢in 2® > 1 + n, Ornek 9.4'nin bagka bir ispatidir. Dizilerde
q" — 0(] ¢ | <1)ve {/a — 1 sonuglar1 dogrudan bu esitsizlikle kanitlanacaktur.

1 Kesin esitsizlik

x>—1, x#0 ve n>2 ise egitsizlik kesindir: (1+ )" > 1+ na. Ispat aynidir; n = 2 temel
adiminda (1 + z)? = 1 + 2z + 22 > 1 + 2z (2% > 0) ve tiimevarim adiminda kz? > 0 kullanilir.

Binom Teoremi

(a+0b)? =a?+2ab+b% ve (a+b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b3 acilimlarini biliyoruz. Genel n icin kat-
sayilar1 veren sayilar binom katsayilaridir.

Tanim 9.4 (Binom Katsayis1). n € Nve k € {0,1,...,n} i¢gin

n n!
(k):k!(n——k)!

sayisina binom katsayis1 denir ve “n’nin k’lis1” diye okunur. (k < n ikenn—k € N, k = n iken n —
k = 0 oldugundan payda tanimlidir.)

Tanimdan hemen ¢ikan degerler: () = (1) =1, (7) = (,,";) = n ve simetri (}) = (") (payda aym
iki carpandan olusur). Binom katsayilarini satir satir dizince Pascal ticgeni ortaya ¢ikar; her say, tistiindeki

iki saymnin toplamudir:
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Bu “Ustiindeki ikisinin toplami” kurali, binom teoreminin ispatindaki temel adimdir.

Lemma 9.1 (Pascal Ozdesligi). n € Nvel <k < n icin
n n n+1
(pop)+ () = ( k )
ispat.

Faktoriyelin ozyineli tammiylak! = k- (k—1Dlve(n—k+1)!=(n—k+1) - (n—k)!’dir(k =1 ve
k = n hallerinde bu esitlikler 1! = 1 - 0! bigimini alwr; iki yan da 1°dir). Ortak paydaya getirelim:

( n >+(n>_ n! n n! B nl-k nl-(n—k+1)
E—1 k) (k—1D)'(n—k+1)! K-k kn—-k+1) k@n-—k+1)!
Paylari toplaymcan! ( k+ (n—k+1) ) =n!(n+1) = (n+ 1)! olur; dolayisiyla toplam

(n+1)! _(n+1
k!((n—i—l)—k)!_( k )

Teorem 9.6 (Binom Teoremi). a,b € R ven € N igin
" n n n n
h)? = ( ) n—kbk . ) ( ) n—1p ( ) n—2p2 ( ) pn—1 .
(a+0b) kgzo L a4 (] )a +(y)a tet{ )e +

Burada a® ve b° carpanlari, a ya da b sifir olsa bile 1 olarak okunur; toplam da k = 0°dan basladig icin
Tanim 9.3 (3)Un k = 0 terimi eklenmis bi¢imidir.

ispat.

n tizerinden tiimevarim.

Temel adim. n = 1: sag taraf (;)a+ (})b=a+b= (a+b).

Tiimevarim adimu. Esitlik n = k icin dogru olsun. Kuvvetin tanimi ve dagilma aksiyomuyla

(a+b)**! = (a+b)*(a+b) = (jz:(l;)akjbj) a+ (JZ: (l;)akij) b= jz:(lnak“jbj + ]Z: (I;)akﬂ'bﬂl.

Ikinci toplamda j + 1 = i diyerek indisi kaydiralim; j, 0’dan k’ya giderken i, 1’den k + 1’e gider:

k (ke k+1 k
Z ( )akjbj+1 — Z( )akﬂﬂ‘bi.
=0 J i=1 i—1

Simdi iki toplamu, ortak a**1='b? terimlerine gire birlestirelim. Birinci toplamini = 0 terimi (S)a’”l =
a®t1 ikincinini = k + 1 terimi (Z)bk“ = b+ tektir; 1 < i < k igin iki toplamdan birer terim gelir:

k
k k o
(a+b)k+1 :ak+1+2{<i) + (l 1):|ak+lzbz+bk+1.
i=1 -

Lemma 9.1 ile koseli parantez (") dir; ayrica a®* = (*51)a** 100 ve b*+! = (F11)a®b ™ yazilabilir.
Boylece
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k+1

T S R I

=0~ !

yani esitlik n = k + 1 icin dogrudur.
|

Ornek 9.9 (Binom Teoreminin Uygulamalari).

a) (a+ b)* acilimini yaziniz.

b) Hern € Nigin 3" () =2"ve 37 (—1)*(}) = 0 oldugunu gésteriniz.
¢) x > 0 i¢in Bernoulli esitsizligini binom teoreminden elde ediniz.

Coziim.
a) Pascal Gicgeninin besinci satir1 1,4, 6,4, 1 oldugundan

(a+b)* = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab> + b*.

b) Teorem 9.6 i¢cinde a =b =1 alnca (1 +1)" =37" (})-1-1Lyani2"=37" (}).a=1b=
—lalinca (1 + (—1))" = 0" = 0 (¢inkii n > 1) ve sa taraf 3" (%)(—1)" olur.
c)a=1,b=gz>0alalm: (14+2)" =1+ nz+ 2222(2):5’“ (n = 1 i¢in son toplam yoktur). Binom
katsayilar1 pozitif (alistirma (d)) ve ¥ > 0 oldugundan son toplam negatif degildir; dolaysiyla (1 +
)" > 1+ na.

|

Genel Ucgen Esitsizligi

Bolim 8'de erteledigimiz ispati artik yapabiliriz.

Teorem 9.7 (Sonlu Toplamlar I¢in Ucgen Esitsizligi). n € Nvea,,a,,...,a, € R olsun.

LS e <30 lay | yani|aytag+ o ta, | <|a |+ ay |+ +]a, |

2 szl ak‘ = HZ:1| ay, |; ozel olarak hera € Rigin| a™ | =1 a |™
ispat.
Madde (1). n iizerinden tiimevarim. n = 1 icin iki taraf da | a, | ’dir. Esitsizlik n = k icin (her k terimli
toplam igin) dogru olsun ve ay, ..., a; | verilsin. Toplam semboliiniin 6zyineli tanimi, Teorem 8.2 ve

tiimevarim hipoteziyle
k+1 k+1

k k k
S =\(z) tapn] <[ ]+ agn 1 <3 s 1+l aen =3 a .
=1 =1 =1 1=1 =1

Madde (2). Ayni tiimevarim, bu kez Teorem 8.1 (5) ile:

<

k+1 k k k k+1

Hai :’<Hai> COpp1| = Hai Jagy [ = <H| a; |) | @piq |:H| a; | .

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Biitiin a; ’ler a’ya esit alinirsa | a™ | = | a | ¢ikar.

Bu teorem sayesinde sonlu toplamlarin biyiikliiginii terim terim sinirlayabilecegiz; seriler ve kismi
toplamlar s6z konusu oldugunda vazgecilmez olacaktur.

Alistirmalar

Alistirma 9.1 (Tiitmevarim Aligtirmalari).
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n(n+1)(2n+1
6

a) Hern € Nigin 12 + 22 + ... + n? = ) oldugunu gosteriniz.

b) Hern € Nigin 15 + % + -+ ﬁ = 7 oldugunu gésteriniz.

¢) n > 4 olan her n € Nicin 2" > n? oldugunu gosteriniz.
d) Hern € Nve k € {0, 1, ...,n} i¢cin $\dbinom{n}k} \in \mathbb{N}$ oldugunu gésteriniz.

e) lyi siralama ilkesini (Teorem 9.2) kullanarak tiimevarim ilkesinin énerme bicimini ispatlayiniz: P(1)
dogru ve her k i¢cin P(k) = P(k + 1) ise her n € Ni¢in P(n) dogrudur.

Cozim.
a)n = 1: sol taraf 1, sag taraf % = 1. Tamevarim adimu: esitlik £ i¢cin dogruysa

12l (b= REHD@EAY e (kD) [REEF D +0(k+ 1] (k+ DK TE+6),

6 6 6
2k? + Tk + 6 = (k + 2)(2k + 3) oldugundan sag taraf w, yani formilin n = k + 1 ha-
lidir.
byn=1: % = % = Fll Tamevarim adimi: hipotezle
L S S 1 __k 1 _ k(k+2)+1  (k+1)* k41
1-2 k(k+1)  (k+1)(k+2) k+1 (k+1)(k+2) (k+1)(k+2) (k+1)(k+2) k+2

Bu, formilin n = k£ + 1 halidir.

¢) Teorem 9.3 ile n, = 4’ten baslayalim. Temel adim: 24 = 16 = 42. Tiimevarim adimt: k > 4 ve 2F >
k2 olsun. O zaman 281 = 2.2 > 9k2 = k2 4+ k2. k> 4> 3 oldugundan Ornek 9.7 ile k2 > 2k + 1;
dolayisiyla

2K > k2 K2 > K2+ 2k + 1= (k+1)2.

d) n iizerinden tiimevarim; P(n): “her k € {0,...,n}icin (}) e N".n=1: () = (;) =1 € N. P(n)
dogru olsun. ("¢') = (7*7) = 1€ N;1 <k < nigin Lemma 9.1 ile (") = () + (%), hipotezle
iki toplanan da dogal sayidir ve Onerme 9.2 ile toplamlar1 da dogal sayidir. P(n + 1) dogrudur.

e) P(1) dogru ve her k i¢in P(k) = P(k+ 1) olsun. S = {n € N: P(n) yanlg} kiimesini alalm ve
S # @ varsayalim. Teorem 9.2 ile S’nin en kiiciik eleman1 m vardir. P(1) dogru oldugundan m # 1;
Onerme 9.3 (2) ile m —1 € N. m — 1 < m ve m en kiigiik oldugundan m — 1 ¢ S, yani P(m — 1)
dogrudur. Varsayimla P((m — 1) + 1) = P(m) dogrudur; bu m € S ile celigir. Demek ki S = &: her
n i¢in P(n) dogrudur. (Bu, iyi siralama ilkesinin tiimevarim ilkesine denk oldugunu gésterir; diger yon
Teorem 9.2'nin ispatidir.)

|

Dogal sayilar artik elimizde ve “her n i¢in” tiimcelerini ispatlayabiliyoruz. Ama su ana kadarki aksiyomlar
reel sayilar1 rasyonel sayilardan ayirt edemez; hala v/2’nin var oldugunu bile bilmiyoruz. Eksik olan son
aksiyom, say1 dogrusunda “bogluk” bulunmadigimi sdyleyen tamlik aksiyomudur: Ust Sinir, Supremum ve
Tamlik Aksiyomu.
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10.1

10. Ust Sinir, Supremum ve Tamhik
Aksiyomu

Buraya kadar reel sayilar i¢in iki aksiyom grubu gordiik: cebirsel aksiyomlar (Bolim 6.2) toplama ve
carpmayl, siralama aksiyomlar: (Boliim 7.1) ise “kii¢tiktiir” bagintisini yonetiyordu. Ne var ki bu iki grubun
tamamini rasyonel sayilar kiimesi QQ da saglar. Yani simdiye kadar yazdigimiz higbir aksiyom, R’yi Q’dan
ayirt etmez. Oysa aralarinda biiyiik bir fark vardir: rasyonel say1 dogrusu “deliklidir” — karesi 2 olan bir
rasyonel say1 yoktur — ama reel say1 dogrusunda bdyle bir bogluk bulunmaz.

Bu béliimde iste bu farki yakalayan ti¢lincii ve son aksiyomu, Tamlik Aksiyomu’'nu yazacagiz. Aksi-
yomu ifade edebilmek i¢in once “Gist smir” ve “en kiigiik tist siur (supremum)” kavramlarina ihtiyacimiz
var. Bolimiin sonunda aksiyomun ilk biiytik sonuclarini gérecegiz: dogal sayilar kiimesi iistten sinirh
degildir ve i¢ ice gecmis kapali araliklarin ortak bir noktasi daima vardir.

Ust Sinir ve Alt Sinr

Bir kiimenin “nereye kadar uzandigimi” 6lgmenin en basit yolu, kiimenin biitiin elemanlarini gecen bir
say1 bulmaktir. Boyle bir say1 varsa kiime yukariya dogru sonsuza kacamiyor demektir.

Tanim 10.1 (Ust Sinir ve Alt Sinir). A C R bos olmayan bir kiime olsun.

+ Bir M € R sayis1 icin her a € A elemaninda a < M saglaniyorsa, M’ye A kiimesinin bir iist sinir1
(upper bound) denir.

+ Birm € Rsayistiginher a € A elemanindam < a saglaniyorsa, m’ye A kiimesinin bir alt sinir1 (lower
bound) denir.

Iki noktaya dikkat edelim. Birincisi, iist sinir tek degildir: M bir iist sinirsa M den biiyiik her say1 da iist
sinirdir, ciinkii a < M < M’ olur. Ikincisi, iist sinirm kiimeye ait olmas1 gerekmez; asagidaki drneklerde
bunu gorecegiz.

Ust sinurt olan kiime yukariya, alt sinir1 olan kiime asagiya dogru “kacamaz”; bu durumlari adlandiralim.

Tanim 10.2 (Sinirhi Kiime). A C R bos olmayan bir kiime olsun.

+ A’nin en az bir st sinir1 varsa A’ya iistten sinirli (bounded above),
+ A’min en az bir alt sinir1 varsa A’ya alttan simirli (bounded below),
+ A hem ustten hem alttan sinirhiysa A’ya simirhi (bounded) kiime denir.

Ustten sinirli olmayan kiimeye iistten sinirsiz, siirli olmayan kiimeye sinirsiz denir.

1 Sinurhiligin mutlak degerle ifadesi

A kiimesi smirhidir ancak ve ancak her a € A i¢in | a | < K olacak bigimde bir K > 0 sayist vardir.
Gergekten, m bir alt sinir ve M bir st sinir olsun; K = max{| m |,| M |} + 1 alalm. Mutlak
degerin 6zelliklerinden (Teorem 8.1) — | m | < mve M < | M | oldugundan her a € A i¢in

—K<—|m|<m<a<M<|M|<K

yani | a | < K olur. Tersine, her a igin | a | < K ise —K < a < K oldugundan —K bir alt, K bir
st sinirdir. Bu ifade, sinirliligy tek bir esitsizlikle denetlemeyi sagladig: icin ileride dizilerde sikca
kullanilacaktir.

Ornek 10.1 (Ust ve Alt Sinir Ornekleri). Asagidaki kiimelerin iistten ve alttan smirl olup olmadik-
larimi inceleyelim; sinirliysa birer tist ve alt sinir bulalim.
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a) A=1[0,1)={zeR:0<z <1}
by B={f:neN}={1,11 .}

1993
c) C=(—00,2]={reR: 2 <2}
d) D={2,5,7}

Cozim.

a)Herz € Ai¢in 0 < z oldugundan 0 bir alt sinirdir; her x € Aigin z < 1 oldugundan 1 bir Gist sinirdur.
Demek ki A sinirhdir. 1 sayist A’nin elemani degildir; ama bu, tist sinir olmasina engel degildir. 0 ise
hem alt sinir hem de A’nin elemamidur. 1, 5, 2, 100 sayllarl da st sinirdir; —3 de bir alt sm1rd1r

b) Her n € N i 1(;1n n > 1dir (Onerme 9. 3) n=1lise + = 1,n > 1 ise Onerme 7.10 geregi L <1 olur.
Her 1k1 halde 1 < I’dir; 1 =1 E B oldugundan 1 hem {ist siur hem de kiimenin elemantdir. Her n
1(;1n =>0 oldugundan (Onerme 7.9) 0 bir alt siirdir; B simirhidir. 0 kitmeye ait degildir, ¢tiinkd hicbir
n icin % = 0 olmaz.

c) 2 bir st smirdir ve 2 € C’dir. Alt siur ise yoktur: m herhangi bir reel say1 olsun. m < 2 ise
m—1<m<2oldugundanm —1 € Cvem —1<m;m > 2ise 2 € C ve 2 < m. Her iki hélde de
C’nin m’den kiigtik bir elemani vardir, yani m alt sinir degildir. Demek ki C' tistten sinirli ama alttan
sinirsizdir; dolayisiyla sinirsiz bir kiimedir.

d) 2 < 5 < 7 oldugundan 7 bir tist, 2 bir alt sinirdir ve her ikisi de kiimenin elemanidir. D sinirhidir.
|

Maksimum ve Minimum

Tanim 7.4"de iki sayimin maksimumunu ve minimumunu tanimlamistik. $imdi ayni fikri kiimelere tagi-
yalim: bir kiimenin “en biiyiik eleman1”, hem kiimeye ait olan hem de biitiin elemanlar1 gecen sayidir.

Tanim 10.3 (Kiitmenin Maksimumu ve Minimumu). A C R bog olmayan bir kiime olsun.

o M € Ave M, A'nm bir st sinir1 ise M’ye A’nin maksimumu (en bityitk elemani) denir ve M =
max A yazilir.

+ m € Avem, A'nin bir alt sinir1 ise m’ye A’nin minimumu (en kiigiik elemani) denir ve m = min A
yazilir.

Maksimum varsa tektir: M, ve M, iki maksimum olsa, M; € A ve M, ust simnir oldugundan M; < My;
simetrik bicimde M, < M;; dolayisiyla M; = M, olur. Ayni akil yiiriitme minimum i¢in de gecerlidir.
Ornek 10.1'ndeki kiimelere dénelim. A = [0, 1) i¢cin min A = 0’dir, ama max A yoktur: 1 kiimeye ait
degildir ve kumeye a1t hicbir say: iist sinir olamaz, gunku x € Aise Onerme 7.11 geregi z < ”1 < 1 olur;
x>0 nedenlyle 1>0 oldugundan “;1 € A’dir ve 2’1 gecer. B kiimesi i¢cin max B = 1 d1r minimum
yoktur, ¢iinkii 1 € B ise —5 € B daha kiiciiktiir. D = {2, 5, 7} icin max D = 7, min D = 2’dir.
Sonuncu ornek genel bir olgunun parcasidir: elemanlari aq, ..., a,, diye sonlu bir liste halinde yazilabilen,

yani sonlu her kiime i¢in maksimum ve minimum vardir.

Onerme 10.1 (Sonlu Kiimelerde Maksimum ve Minimum). n € N olsun. Elemanlari a,,a,, ...,a
olan her A = {a,, ..., a,,} C R kiimesinin maksimumu ve minimumu vardr.

n

Ispat.

n iizerinden tiimevarim yapalim (Teorem 9.1).n = 1 i¢cin A = {a, } ve max A = min A = a, 'dir.

Iddia n elemanli kiimeler igin dogru olsun; A = {a, ..., a,, a, 1 } alam. A’ = {ay, ..., a, } kiimesinin
tiimevarim varsayimiyla bir maksimumu vardir, buna M’ diyelim. M = max{M’, a,, ., } olsun (Tanim
7.4). M, A’min elemanidir, ciinkii ya M’ ya da a,, ., ‘e esittir. Ayrica M bir iist stnirdir: a; € A’ icina; <
M’ < M vea, , <M. Demek ki M = max A. Minimum i¢in aym akil yiiriitme min{m’,a,,_,} ile

yapilir.
|
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Supremum ve Infimum

[0,1) kiimesinin maksimumu yoktur; ama 1 sayist bu kiime i¢in “en biiyiik eleman” roliinii neredeyse
istlenir: biitiin elemanlar1 gecer ve ondan kii¢iik hicbir say1 bunu basaramaz. Bu gézlem, maksimum
olmadiginda da ise yarayan bir kavrama gotiriir: iist sinirlarin en kiigigi.

Tanim 10.4 (Supremum ve Infimum). A C R bos olmayan bir kiime olsun.

+ Bir s € R sayisi su iki kosulu sagliyorsa s’ye A’nin supremumu (en kiigiik tist siniri, least upper bound)
denir ve s = sup A yazilir:

(S1) s, A’nin bir Gst simiridir: hera € A igina < s.
(S2) s, tist snirlarin en kiigigudir: M, A’'nin herhangi bir Gst sinir1 ise s < M.

+ Birt € R sayisi su iki kosulu saghyorsa t'ye A'nin infimumu (en bityiik alt sinir1, greatest lower bound)
denir ve t = inf A yazilir:

(I1) t, A’nin bir alt siniridir: her a € A icin t < a.

(I2) t, alt sinirlarin en bitytigidir: m, A’min herhangi bir alt sinir1 ise m < ¢.

(S2) kosulunun kargit tersi cogu zaman daha kullamighdir: M < s ise M bir iist sinir degildir; yani s’den
kiigiik her M i¢in M < a olan bir a € A vardir. Supremumu bulurken hep bu iki seyi gdsteririz: verilen
say1 bir dist sinirdir ve ondan kiiciik hicbir say1 tist sinir degildir.

Onerme 10.2 (Supremumun Tekligi). Bir kiimenin supremumu varsa tektir; ayni sey infimum icin de
gecerlidir.

ispat.

Sq ve 89, A’min iki supremumu olsun. s, bir iist sinirdir ve s biitiin iist simirlardan kiigiik ya da esittir;
dolayisiyla s, < s;. Rolleri degistirince s; < so. Hem sy < s; hem s; < sy oldugundan iiclem yasasi
(01) ile s, = s5. Infimum igin ispat aynidur.

|

Onerme 10.3 (Maksimum ile Supremumun fliskisi). A C R bos olmayan bir kiime olsun.

1. max A varsa sup A da vardir ve sup A = max A.
2. sup A var vesup A € A ise max A vardir ve max A = sup A.

Ayni ifadeler min ve inf i¢in de dogrudur.

Ispat.

1. M = max A olsun. Tanim geregi M bir iist sinirdwr; (81) saglanir. M’ herhangi bir dist sinir olsun; M €
A oldugundan M < M’ olur; (82) saglaniwr. Demek ki M = sup A.

2. s=sup A € A olsun. s hem kiimenin elemani hem de iist sitmiridir; bu tam olarak maksimumun
tanimidir.

|

Yani maksimum varsa supremumla cakisir; supremumun fazladan sundugu sey, maksimum olmadiginda
da bir “iist u¢” belirleyebilmesidir.

Ornek 10.2 (Yar1 Acik Araligin Supremumu). A = [0, 1) kiimesi i¢in inf A = min A = O vesup A =
1 oldugunu gosterelim; max A’nin olmadigini gérelim.

Cozim.

0 € A ve 0 bir alt sinir oldugundan min A = 0; Onerme 10.3 geregi inf A = 0’dur.

sup A = 1 i¢in iki kosulu denetleyelim.

(S1) Her z € A icin < 1; dolayisiyla 1 bir tist sinirdar.

(S2) M < 1 olan hi¢bir M nin st sinir olmadigini gosterelim. M < 0 ise 0 € A eleman1 M’yi gecer.
0 < M < 1ise Onerme 7.11 geregi
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M+1

M < <1

olur; ayrica @ > % > 0 oldugundan % € A’dir ve M’yi gecer. Her iki halde de M st siur
degildir. O halde 1 st siurlarin en kigagudiir: sup A = 1.
1 ¢ A oldugundan Onerme 10.3 geregi max A yoktur (olsaydi 1’e esit olurdu).

Bu 6rnekteki (S2) adimi, “supremumun hemen altina inince kiimeye rastlariz” fikrine dayaniyordu. Bu
fikri e diliyle yazmak, supremum ispatlarinin standart aracidir.

Teorem 10.1 (Supremum i¢in Epsilon Olgiitii). A C R bos olmayan bir kiime ve s € R olsun. s =
sup A olmast igin gerek ve yeter kosul sudur:

1. s, A’min bir iist simiridir ve
2. here > 0 i¢in s — € < a olacak bi¢imde bir a € A vardur.

Ispat.

(= yonii) s = sup A olsun. (S1) gerefi s iist sinirdir. € > 0 verilsin. s — € < s oldugundan (S2) ‘nin karsit
tersiyle s — € bir iist simir degildir; yani s — € < a olan bira € A vardir.

(<= yonit) ki kosul saglansin. (S1) zaten verilmistir. (82) icin M < s olan bir M ’nin iist sinir olama-
yacagini gosterelim: € = s — M > 0 alalim. Ikinci kosuldan s — € < a olan bir a € A vardir; ama s —
€ = M dir, yani M < a. Demek ki M iist sinir degildir. O hadlde her iist sinir M i¢in s < M olur ve
s = sup A’dw.

|

o

Teorem sunu sdyler: sup A, kilmenin elemanlarimin “istenildigi kadar yaklagtif1” tist smurdir. s — ¢ ile
s arasindaki aralik ne kadar dar olursa olsun, i¢inde kiimeden bir eleman bulunur. Infimum igin ayna
gorintisii gecerlidir.

Teorem 10.2 (Infimum icin Epsilon Ol¢iitii). A C R bos olmayan bir kiime vet € R olsun. t = inf A
olmasu icin gerek ve yeter kosul sudur:

1. t, A’mn bir alt sinindir ve
2. here > 0 i¢ina < t + € olacak bicimde bira € A vardwr.

Ispat.

(= yoniy)t = inf A olsun; (I1) ilk kosulu verir.e > 0 icint < t + € oldugundan (I12) geregit + € bir alt
sinir olamaz (olsaydi t + € <t gerekirdi). Alt sinir olmamasi, a < t + € saglayan bir a € A bulunmasi
demektir.

(< yonii) iki kosul saglansin. (I1) ilk kosulun kendisidir. (12) igin m, A’nin herhangi bir alt sinir1 olsun;
m < t gostermeliyiz. Tersini varsayalim: t < m. e =m —t > 0 alinca ikinci kosuldan a <t+e=m
olan bir a € A bulunur; bu, m’nin alt sinir olmasiyla gelisir. Demek kim < t vet = inf A.

|

Tamlik Aksiyomu

Simdiye kadar supremumun ne oldugunu tanimladik, ama var oldugunu sdylemedik. Var olmayabilir de:
Q iginde caligsaydik, {g € Q : ¢ > 0, ¢* < 2} kiimesi iistten sinirli oldugu halde rasyonel bir supremuma
sahip olmazdi; bunu ileride kanitlayacagiz (Sonug 13.1). Reel sayilari reel say1 yapan, bu durumun R’de
asla ortaya ¢ikmamasidir. Bu bir aksiyomdur; ispatlanmaz, kabul edilir.

| Tamlik Aksiyomu

Reel sayilarin tistten siirlt ve bos olmayan her A alt kiimesinin bir supremumu vardir. Yani A # &
ve A istten sinirhiysa sup A € R vardir.
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Aksiyomun iki hipotezi de gereklidir: bos kiimenin her reel say1 iist sinirt oldugundan en kiicitk st
sinir1 olamaz; listten sinirsiz kiimenin ise hic tist sinir1 yoktur. Aksiyom yalnizca supremumdan s6z eder;
infimum i¢in ayr1 bir aksiyom gerekmez, ¢iinkii kiimeyi “aynalayarak” supremuma indirgeyebiliriz.

Bir A C R kiimesi igin

—A={-a:a€ A}

yazalim; — A, A’nin elemanlarinin toplamsal terslerinden olugan kiimedir.

Teorem 10.3 (Infimumun Varlig1). Alttan sinirli ve bos olmayan her A C R kiimesinin infimumu vardir
ve

inf A = —sup(—A).

Ispat.

m, A’nin bir alt stmirt olsun. Her a € A icinm < a; eksi almak esitsizligin yoniinii cevirir:m < a halinde
Onerme 7.3 geregi —a < —m, m = a halinde ise —a = —m olur. Her iki hdalde —a < —m/ dir. Demek
ki —m, —A kiimesinin bir iist ssmndir. A #+ & oldugundan —A # & ’dir. Tamhk Aksiyomu gerefi s =
sup(—A) vardir. inf A = —s oldugunu gésterelim.

(I1) a € A olsun. —a € —A ve s iist sinir oldugundan —a < s, yani —s < a. Demek ki —s bir alt sinirdir.
(I2) m’, A’nin herhangi bir alt sinir1 olsun. Yukaridaki gibi —m’, — A’nin bir iist siniridir; s en kiigiik tist
siir oldugundan s < —m/, yanim’ < —s.

Her iki kosul saglandifindan inf A = —s = —sup(—A).

||

Bu teorem sayesinde “alttan sinirli, bos olmayan her kiimenin infimumu vardir” ifadesi de elimizdedir;
ileride ikisini birlikte “Tamlik Aksiyomu geregi” diyerek kullanacagiz.

Dogal Sayilar Ustten Sinirli Degildir

Tamlik Aksiyomu’'nun ilk uygulamasi, sezgisel olarak apacgik ama aksiyomlardan ¢ikarilmas: gereken bir
olgudur: 1, 2, 3, ... sayilarinin hepsini gegen bir reel say1 yoktur. Bu, cebirsel ve siralama aksiyomlarindan
cikmaz; ispatta tamlik gercekten kullanilir.

Teorem 10.4 (Dogal Sayilar Kiimesi Ustten Sinirli Degildir). N kiimesi iistten sinirli degildir. Baska
bir deyisle, her x € R icinn > x olan birn € N vardir.

Ispat.

Olmayana ergi yontemini kullanalim: N distten sitmirl olsun. N # & oldugundan Tamlik Aksiyomu geregi
s = sup N vardir. Teorem 10.1'i e = 1 ile uygulayalim: s — 1 < n olan bir n € N vardir. Her iki tarafa
1 ekleyince s < n + 1 olur. Ama Onerme 9.2 geregin + 1 € N'dir; yani N’nin bir elemanu, iist sinir olan
s’yi ge¢mistir. Bu bir geliskidir. O halde N iistten sinirly degildir.

Ikinci ifade birincisinin yeniden yazilisidir: x € R verilsin; N iistten sinirli olmadigindan x bir iist sinwr
degildir, yanin > x olan birn € N vardr.

|

Bu teorem, “her pozitif ¢ i¢in % < ¢ olacak kadar biiyiik bir n vardir” bicimindeki sayisiz limit hesabinin
temelidir. Sonraki boliimlerde ayn1 olgu Arsimet 6zelligi adiyla genellestirilecek (Teorem 12.1); burada
teoremi dogrudan kullanarak iki temel kiimenin supremum ve infimumunu bulalim.

Ornek 10.3 (Bir Eksi Bir Bolii n Kiimesi). A = {1 —% S N} = {O, %, %, %, } kimesi i¢in
inf A = min A = 0 ve sup A = 1 oldugunu gosterelim.

Coziim.

infimum. Her n € N icin % < 1 oldugundan (n > 1’dir; n = 1 ise esitlik, n > 1 ise Onerme 7.10) 1 —
% > 0; yani 0 bir alt sinirdir. » = 1i¢in 1 — % = 0 € A. Kumeye ait bir alt sinir minimumdur: min A =
0 ve Onerme 10.3 geregi inf A = 0.

Supremum. Teorem 10.1'in iki kosulunu denetleyelim.

Ust sinir: Her n icin % > 0 oldugundan 1 — % < 1. Demek ki 1 bir tist sinirdur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 119 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

10.5

120 Béliim 10. Ust Sinir, Supremum ve Tamlik Aksiyomu

Epsilon kosulu: € > 0 verilsin. 1 —e <1 — % olacak bir n ariyoruz; bu esitsizlik % < € ile denktir.
Teorem 10.4 geregi n > é olan bir n € N vardir. n ve € pozitif oldugundan her iki tarafi = > 0 ile
carpmak € > %Verir.Buniginl— % €Avel—e<1 —%olur.

Her iki kosul saglandigindan sup A = 1. 1 ¢ A’dur, ¢linkii 1 — % = 1 olmasi % = 0 gerektirir; dolay-
styla max A yoktur.

st sinirlar: [1, o)

{ »
1-¢1
A={1-1/n:n€eN} (1-e1]
® ® ®o eoomm® O £
0 1/2 1-¢ 1
supA=1¢A

Sekil 10.1: A = {1 - 1/n} kiimesinin elemanlar1 1'e soldan yigilir; 1 kiimeye ait olmayan (i¢i bos) en
kiigtik tist siurdir. 1'in sagindaki her sayi iist sinirdir ve 1'in hemen solundaki her (1 - ¢, 1] penceresi
kiimeden en az bir eleman icerir.

Sekil, durumu 6zetliyor: kiimenin elemanlar1 1’e soldan yigilir, 1’in sagindaki her sayi iist sinirdir ve
1’in hemen solundaki her (1 — €, 1] penceresi kiimeden en az bir eleman igerir.
]

Ornek 10.4 (Bir B6lii n Kiimesinin infimumu). B = {% neN } kimesi icinsup B=max B =1
ve inf B = 0 oldugunu gosterelim.

Cozim.

Ornek 10.1'nde 1’in kiimeye ait bir iist sinir oldugunu goérmiistiik; dolayistyla max B = sup B = 1.
inf B = 0 i¢in Teorem 10.2°1 kullanalim. 0 bir alt sinirdir, ¢iinki her n icin % > 0. € > 0 verilsin; % <
0 + € olan bir n gerekiyor. Bir 6nceki 6rnekteki gibi Teorem 10.4 ile n > % secilir ve % < € elde edilir.
O hélde inf B = 0; 0 ¢ B oldugundan min B yoktur.

|

Supremumun Ozellikleri

Supremum, kiimeler tizerindeki basit islemlerle uyumludur. Asagidaki 6zellikler ileride dizilerin limitle-
riyle ilgili teoremlerde defalarca kullanilacaktir. Gosterimi sabitleyelim: A, B C R bog olmayan kiimeler
ve ¢ € Rigin

cA={ca:ae€ A}, A+B={a+b:a€ A be B}
Onerme 10.4 (Supremumun Ozellikleri). A, B C R bos olmayan kiimeler olsun.

1. Alt kitme. A C B ve B istten sinirliysa A da iistten sinirlidir ve sup A < sup B. Benzer bicimde B
alttan sinirliysa inf B < inf A.

2. Pozitif sabitle carpma. c > 0 ve A iistten sinirliysa sup(cA) = csup A; A alttan simirliysa inf(cA) =
cinf A.

3. Aynalama. A alttan ssmrliysa sup(—A) = —inf A; A iistten stnirliysa inf(—A) = —sup A.

4. Toplam. A ve B uistten sinirliysasup(A + B) = sup A + sup B; alttan ssmrhysainf(A + B) = inf A +
inf B.

Ispat.

1. sup B, B’nin bir iist ssmiridir; A C B oldugundan her a € A ayni zamanda B’nin elemanidir ve a <
sup B saglar. Demek ki sup B, A’nin da bir iist stmiridir; A idistten stnirlidir ve Tamlik Aksiyomu geregi
sup A vardir. (82) kosuluyla sup A < sup B. Infimum ifadesi ayni bicimde (12) ile elde edilir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 120 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

10.6

10.5 Supremumun Ozellikleri 121

2. s = sup A olsun; cs = sup(cA) oldugunu Teorem 10.1 ile gisterelim. Hera € A icina < s vec > 0
oldugundan ca < cs; yanics, cA’nin bir iist stniridir. € > 0 verilsin. £ > 0 oldugundan Teorem 10.1 geregi
s — £ < a olan bir a € A vardir; c ile ¢carpinca cs — € < ca olur ve ca € cA’dw. Her iki kosul saglandi:
sup(cA) = cs. Infimum igin ayni ispat Teorem 10.2 ile tekrarlanir.

3. [lk esitlik Teorem 10.3'ta kanitlandi: inf A = — sup(—A), yani sup(—A) = — inf A. Ikincisi i¢in bu
esitligi — A kiimesine uygulayalim: A iistten simirliysa — A alttan sinirlidir ve —(—A) = A oldugundan

sup A = sup (— (—A) ) = —inf(—A4)

elde edilir; buradan inf(—A) = —sup A.

4. s =sup Awvet =sup B olsun. Hera € A, b € Bicina < s veb < t; taraf tarafa toplayinca a + b <
s +t. Demek ki s +t, A + B’nin bir iist stniridir. € > 0 verilsin. Teorem 10.171 5 ile iki kez uygulayalim:
s— 5 <aolanbira € Avet —§ < bolan birb € B vardw. Toplayinca

(s+t)—e<a+be A+ B

olur. Teorem 10.1 geregisup(A + B) = s + t. Infimum ifadesi, iiciincii ézellik yardimiyla —(A + B) =
(—A) + (—B) esitliginden ya da dogrudan Teorem 10.2 ile elde edilir.
|

Negatif sabitle carpma

¢ < 0 ise ¢arpma siralamay1 cevirdigi icin roller degisir: sup(cA) = cinf A ve inf(cA) = csup A.
Bunu goérmek icin cA = (—c)(—A) yazip ikinci ve ti¢iincii 6zellikleri art arda uygulamak yeterlidir;
—c > 0 oldugundan sup(cA) = (—c) sup(—A) = (—¢)(—inf A) = cinf A.

I¢c Ice Araliklar

Tamlik Aksiyomu'nun geometrik bir ylizi vardir: reel dogru tizerinde giderek daralan kapali araliklar
alirsak, hepsinin i¢inde kalan en az bir nokta bulunur. Sezgi soyledir: [a;, b;] D [aq, by] D [az, bs] D -
araliklarinin sol uclar1 saga, sag uclari sola dogru ilerler; sol uglar hicbir sag ucu gecemez. Sol uglarin
“ulastig1 en sag nokta” olan sup{a,, } biitiin araliklarda kalir.

Tanim 10.5 (I¢ Ice Araliklar). Her n € N igin a,, < b,, olmak iizere I, = [a,,, b,,] kapali ve smirlt bir

aralik olsun (Tanim 7.3). Her n € Nigin I, ; C I, saglamiyorsa ([, ),,c indisli ailesine (Tanim 3.8) i¢ ice
araliklar (nested intervals) denir.

I¢ ige olma kosulu ug noktalar cinsinden sdyle okunur: a,,,; € I,,,; C I, oldugundan a,, < a,,+; benzer
bicimde b,,,; < b,,. Yani

a1<02§a3<~~éb3§b2§b1.

Teorem 10.5 (Ii¢c ice Araliklar Teoremi (Cantor)). (I,),cn. L, = |a,,,b,] biciminde i¢ ice kapah
araliklar olsun.

1. Bu araliklarin kesisimi bos degildir. Daha kesin olarak a = sup{a,, : n € N} ve b = inf{b,, : n € N}
vardir, a < b’dir ve

D}

I, =[a,b].

Il
_

n

2. Ayrica araliklarnin uzunluklan istenildigi kadar kiiciiliiyorsa — yani her e > 0 i¢in b,, — a,, < € olan bir
n € N varsa — kesisim tek noktadan olusur:

= {a}.

8
~

3
Il
-
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Sekil 10.2: I¢c ice kapali araliklar1, 51, 515 5 - sol u¢lar artar, sag uclar azalir ve uzunluklar sifira gider.
Kesisim bos degildir; tek bir a noktasindan olusur.

Ispat.

Adim 1: Her sol ug, her sag ucun solundadir.n, m € N icina,, < b,,, oldugunu gosterelim. Oncen <
m ise a, < a,, oldugunu gorelim. n sabit olmak iizere k € N iizerinden tiimevarimla (Teorem 9.1) a,, <
a,, . elde edilir: k = 1 icin bu, a,, < a,,,, esitsizligidir; a,, < a,, . ise a, p < a, . ile birlikte (02)
a, < @y, 4 verir. Simdin < m olsun: n = m ise a,, < a,, agtktir; n < m ise Onerme 9.3 (4) ile k =
m—n€Nwvea, <a,,; = a,, Ayni bicimden < m icinb,, <b,,. Simdi:

en<misea, <a,, <b,,;
*em<nisea, <b, <b,,.

Her iki halde a,, < b,,,.

Adim 2: a ve b vardir vea < b. A = {a,, : n € N} bos degildir ve Adim 1 geregi b, (ashnda herb,,,)
bir iist stniridir. Tamhk Aksiyomu ile a = sup A vardiwr. Benzer bigcimde B = {b,, : n € N} bos degildir
ve her a,, bir alt stmiridir; Teorem 10.3 ile b = inf B vardir. Her m igin b,,,, A’nin st stnir1 oldugundan
(82) ile a < b,,,; yani a, B’nin bir alt sitmiridir ve (12) ile a < b.

Adim 3: Kesisim [a, b] 'dir. z € R olsun.

oo
T € ﬂIn<:>her n icin a, <z <D,.

n=1

“Her n igin a,, < x” demek, x’in A’min bir st sinirt olmasi demektir; bu da (81)—(82) geregi a < x ile
denktir (bir yonii: a en kiiciik iist sinirdwr; diger yonii: a,, < a < ). Aymi bicimde “her n i¢in x < b,,”,
x < b ile denktir. Dolayisiyla x kesisimdedir ancak ve ancak a < x < b ise; kesisim [a,b] dir ve a < b
oldugundan bos degildir (a bu kiimededir).

Adim 4: Uzunluklar kigiiliiyorsa tek nokta. a < b olsae = b — a > 0 alalim. Hipotez geregi b,, —
a,, < € olan birn vardir. Ama Adim 3’e gorea,, < a < b < b,,, dolayisiyla

b—a<b,—a,<e=b—a

olur; bu bir geligkidir. O hédlde a = b ve kesisim [a,a] = {a} dir.
|

Teorem, “reel dogruda bogluk yoktur” ciimlesinin en somut halidir: araliklar1 daraltarak bir noktay sikis-
tirdigimizda o nokta gercekten oradadir. fleride bu teoremle Bolzano-Weierstrass teoremini (Teorem 24.5)
ve Heine-Borel teoremini (Teorem 18.5) kanitlayacagiz; dizilerin limitini 6grendikten sonra hipotezdeki
“her ¢ icin b,, — a,, < € olan n var” kosulu, monoton yakinsaklik teoremi (Teorem 23.1) yardimyla
lim(b,, — a,,) = 0 bigiminde yeniden yazilacak ve teorem bu dille yeniden ispatlanacaktir (Teorem 24.7).
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Araliklar kapali olmak zorundadir

Teoremdeki “kapah sozcugi sus degildir. J, (O, E) acik araliklar1 da i¢ igedir ( <) ve
uzunluklar 1 kiigiiliir; ama kesisimleri bostur. Gergekten, bir  biitiin J, "lerde Olsaydl T > 0ve her
n igin x < - olurdu. Ikinci esitsizligi = > 0 ile carpmnca her n € Nigin n < - L elde edilir; yani —,
N’nin bir ust sinir1 olurdu. Bu, Teorem 10 4 ile celigir.

Smirhlik da gereklidir: [n,00) kapali ama siirsiz araliklar i¢ icedir ve kesisimleri yine bostur.
Gergekten, bir z biitiin [n, c0) araliklarinda olsaydi her n € N i¢in n < z olur, yani z, N’nin bir iist
sinir1 olurdu; bu, Teorem 10.4 ile celigir. Bu tir kesisim ve birlesimleri sonraki bélimlerde Arsimet
ozelligiyle daha ayrintili inceleyecegiz.

Ornek 10.5 (Sifira Daralan Araliklar). I, = [—— —] araliklarinin i¢ ice oldugunu gosterelim ve
kesisimlerini bulalim.

Coziim.

n < n + 1 oldugundan n+r1 < % < —?, dolayisiyla I, C I,,’dir. Araliklar kapali ve smir-
Lidir.

Uzunluk kosulunu denetleyelim: b, — a,, = =.¢ > 0 verilsin; Teorem 10.4ilen > £ olan bir n secersek

s < € olur. Teorem 10.5 geregi ke51§1m tek bir noktadur: {a},a = sup{——}
a y1 bulalim. Ornek 10.4'da 1nf{ } =0 bulmustuk; Onerme 10.4 (aynalama) ile sup{ } =
—1nf{ } = 0. O halde

N[-5a) =

Dogrudan da goriilebilir: 0 her araliktadir; z # 0 ise | z | >0 ve n > ﬁ secildiginde % <| x|
oldugundan z ¢ I,.
]

Alistirmalar

Alistirma 10.1 (Supremum ve Infimum Alistirmalari).

a) A= {nL_H 'nE N} kiimesinin supremumunu ve infimumunu bulunuz; maksimum ve minimumunun
olup olmadigin belirleyiniz.

b) B= {% + % in,m € N} kiimesi i¢in sup B ve inf B degerlerini ispatlayarak bulunuz.

c) A ve B istten sinirli, bos olmayan kiimeler olsun. sup(A U B) = max{sup A4, sup B} oldugunu
gosteriniz.

d) A, B C Rbos olmayan kiimeler vehera € A,b € Bigina < b olsun. sup A ve inf B’nin var oldugunu
ve sup A < inf B saglandigini gosteriniz.

e) A sinirlive bos olmayan bir kiime olsun. D = {a —a’ : a,a’ € A} kiimesii¢insup D = sup A — inf A
oldugunu gosteriniz.

Cézﬁm
a) Sty =1— n+1 yazahm
Infimum: n = 1 igin le AHerneNi 1(;1n 3 < 547 oldugunu gorelim: paydalar pozitif oldugundan

bu esitsizlik n + 1 < 2n yani 1 < n ile denktlr Ve dogrudur Demek ki 1 5 kiimeye ait bir alt sinirdur:
min A = inf A

Supremum 7> O oldugundan her eleman 1’den ku(;uktur 1 st sinirdir. € > 0 Verﬂsm Teorem 10.4
ilen > 2 olan b1r n segehm n+ 1> n oldugundan — < <evel—e<1l— T € A. Teorem
10.1 geregl sup A = 1. =1 olmast n =n +1, yam 0= "1 gerektirdiginden 1 ¢ A; maksimum
yoktur.

b) Supremum: n, m > 1 oldugundan % <1ve % < 1; toplam en ¢ok 2’dir n =m = 1licin 2 € B. O
halde max B = sup B = 2.
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Infimum: Biitiin elemanlar pozitif oldugundan 0 bir alt sinirdir. € > 0 verilsin; n > % olan birn € N
alip m = n segelim:

1 1 2
—+-—=—-—<e=0+e¢.
n o non

Teorem 10.2 geregi inf B = 0. Pozitif sayilarin toplami 0 olamayacagindan 0 ¢ B; minimum yoktur.
c) a =sup A, § = sup B ve s = max{a, 8} olsun.

Ust sinir: ¢ € AUBiseyaz € Avex<a<s,yadazx € Bvex < < s.Herhilde z < s.

En kiigiik dist sinir: M, A U B’nin herhangi bir ust sinir1 olsun. A C A U B oldugundan M, A’nin da
iist siniridir; (82) ile o < M. Aymi bicimde 8 < M. ikisinin buyigi de M’yi asamaz: s < M. Demek
ki s = sup(A U B).

d) B # @& oldugundan bir b, € B secelim; hipotez geregiher a € Aicina < by, yani A tistten sinirhdir
ve Tamlik Aksiyomu ile sup A vardir. Benzer bigimde herhangi bir a, € A, B’nin alt siniridir; Teorem
10.3 ile inf B vardir.

Simdikeyfibir b € Balalim.Hera € Aigina < boldugundan b, A’nin bir tist siniridir; (S2) ile sup A <
b. Bu her b € B i¢in dogru oldugundan sup A, B’nin bir alt siuridir; (I2) ile sup A < inf B.

e) D = A+ (—A) olduguna dikkat edelim: a —a’ = a + (—a’) ve —a’ € —A. A smurl oldugundan

— A da smurlidir. Onerme 10.4'nin dérdiincii ve iigiincii maddeleriyle

sup D = sup A + sup(—A) =sup A+ (—infA ) = sup A —inf A.

Tamlik Aksiyomu ile reel sayilarin aksiyom listesi tamamlandi. Bundan sonraki béliimlerde bu aksiyom-
larin icinde yasayan tanidik say1 kiimelerini inceleyecegiz: 6nce tam sayilar ve rasyonel sayilar — Tam
Sayilar ve Rasyonel Sayilar.
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11.1

11. Tam Sayilar ve Rasyonel Sayilar

Reel sayilarin aksiyomlarini tamamladik ve 6nceki bolimde dogal sayilar kiimesini bu aksiyomlarin iginde
inga ettik. Ne var ki N toplama ve carpma altinda kapali olsa da ¢ikarmaya ve bolmeye izin vermez: 3 — 5
ya da % dogal say1 degildir. Bu boliimde dogal sayilari iki adimda genisletiyoruz. Once toplamsal tersleri
ve sifir1 ekleyerek tam sayilar kiimesi Z’yi, sonra bolimleri ekleyerek rasyonel sayilar kiimesi Q’yu
tanimlayacagiz.

Her iki kiime icin aym sorulari soracagiz: Hangi islemler altinda kapalidir? Sinirli mudir? Supremum
ve infimum bu kiimelerde nasil davranir? Tam sayilar i¢in verilecek maksimum ilkesi, ileride taban
fonksiyonunu ve bélme algoritmasini kuracak; rasyonel sayilarin bir sirali cisim olusu ise reel sayilardan
tek farkinin tamlik oldugunu gosterecek.

Tam Sayilar Kiimesi

Dogal sayilar reel sayilarin alt kiimesi oldugundan her n € N sayisin tek bir toplamsal tersi —n vardir
(Onerme 6.2). Bu terslerin kiimesini

—N={-n:neN}={-1,-2,-3,..}

ile gosterelim. Tam sayilar, dogal sayilar ile bunlarin terslerini ve sifir1 bir araya getirir.

Tanim 11.1 (Tam Sayilar Kiimesi). Dogal sayilardan, dogal sayilarin toplamsal terslerinden ve sifirdan
olusan kiimeye tam sayilar kiimesi (set of integers) denir ve Z ile gosterilir:

Z=NU{0}U(—N)={ze€R:2=0 yada z€N yada —x €N}

N’nin elemanlarina pozitif tam sayilar da denir ve Z* = N yazilir; —N’nin elemanlarina negatif tam
sayilar denir ve Z~ = —N yazilir. Béylece Z = Z* U {0} UZ™ olur.

Adlar yerindedir: n € Niginn > 1 > 0 (Onerme 9.3 ve Onerme 7.7), dolayisiyla —n < 0’dir. Yani Z* nin
elemanlar1 gergekten pozitif, Z ’nin elemanlar1 gercekten negatiftir ve ti¢ parca birbirinden ayriktir.
Tanumdan dogrudan N C Z C R goriliir.

Tam sayilarin toplama ve carpma altinda kapali oldugunu géstermek istiyoruz. Bunun i¢in dogal sayilara
iligkin, énceki boliimde kanitladigimiz kii¢iik ama énemli bir olguyu hatirlayalim (Onerme 9.3): m,b € N
ve b < mise m — b € N’dir; yani bityiik bir dogal sayidan kii¢iigiinii ¢ikarinca yine dogal say: elde edilir.
Ayni 6nerme m # 1 icin m — 1 € N oldugunu da soyler.

Onerme 11.1 (Tam Sayilar islemler Altinda Kapalidir). m,n € Z olsun. O zaman

1. —meZ,

2 m+n€Zvem—né€Z,

3 m-neZ.
ispat.
1. m=0ise—m=0€Z.mé&Nise—m &€ —N C Z.m € —N isem = —a olacak bir a € N vardir ve
—-m=a¢€N.

2. Toplam i¢in durumlara aywralim.

Durum 1: En az biri sifir. m = 0 isem +n = n € Z; n = 0 hali aymidur.

Durum 2: Ikisi de pozitif (m,n € N). Onerme 9.2 gere§im +n € N C Z.

Durum 3: Ikisi de negatif (m,n € —N). m = —a, n = —b olacak a,b € N vardir ve

m+n=(—a)+ (—=b) = —(a+b).

a+ b € N oldugundan —(a + b) € —N C Z.
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Durum 4: Biri pozitif, dlgerl negatif. Toplama degismeli oldugundan m € N ve n € —N alabiliriz; n =
—b, b € N olsun. m + n = m — b'dir. Uglem yasasina gére (Béliim 7.1) ii¢ alt durum vardr:

e m > bise Onerme 9.3ilem — b € N,
e m < b ise ayni 6nermeyleb —m € Nvem —b=—(b—m) € —N.
em=bisem—-b=0¢cZ.

Biitiin durumlardam + n € Z. Fark igin: —n € Z (birinci madde) vem — n = m + (—n) iki tam sayinin
toplamdir.

3. Carpim icin de durumlara aywralim. Biri sifirsa carpim 0 € Z’dir (Onerme 6.9). Ikisi de N'deyse Onerme
9.2 geregi carpim Ndedir. Ikisi de negatifse m = —a, n = —b ile isaret kurallari (Onerme 6.12) geregi
mn = (—a)(—b) = ab € N. Biri pozitif biri negatifse, m € N ve n = —b diyelim: yine Onerme 6.12 ile
mn = m(—b) = —(mb) ve mb € N oldugundan mn € —N.

]

Bu 6nerme, tam sayilarla toplama, ¢ikarma ve ¢arpma yaparken kiimeden ¢ikmadigimizi garanti eder.
Bolme ise boyle degildir; bunu anlamak icin tam sayilarin “i¢inde” hangi tam sayilarin bulunmadigin:
bilmemiz gerekir.

Lemma 11.1 (Ardisik Tam Sayilar Arasinda Tam Say1 Yoktur).

1 k€ Zvek > 0 ise k € N'dir; dolayisiyla k > 1°dir. Ozel olarak 0 < k < 1 olan bir tam say: yoktur.
2. n€Ziginn <k <n+1olan birk € Z yoktur.

fspat.

1. k€eZvek>0olsun. k # 0’dir. k € —N olsaydi k = —a, a € N olurdu; ama a > 1 > 0 oldugundan
k= —a <0 olurdu, bu k > 0 ile celisir. Geriye k € N kalir; Onerme 9.3 geregi 1 = min N oldugundan
k>1.

2.n <k <mn+1olan birk € Z olsayds, j = k — n sayist Onerme 11.1 ile bir tam sayi olur ve 0 < j <
1 saglardi. Bu, birinci maddeyle ¢elisir.

]

1 Tam sayilar toplamada gruptur, carpmada degildir

Bir G kiimesi tizerindeki bir * islemi birlesmeli ise, G’de bir birim eleman varsa ve her elemanin G
icinde bir tersi varsa (G, ) ikilisine grup (group) denir; islem ayrica degismeli ise gruba degismeli
grup denir.

(Z,+) degismeli bir gruptur: toplama Onerme 11.1 ile Z’de kalir, birlesme ve degisme dzellikleri reel
sayilardan miras alinir, 0 € Z birim elemandir ve her m € Z i¢cin —m € Z’dir.

(Z,-) ise grup degildir. Slflrm carpimsal tersi hig yoktur meN ve m+#1 ise m > 2> I'dir
(Onerme 9.3); Onerme 7.9 1le = >0vem > 1 e§1t51zhg1n1 = > (ile (;arparak 1> buluruz Yani
0 < = < 1, dolayisiyla Lemma 11.1 geregi -~ L¢Z.me N vem # —1 1se = ———icin —1<
& < O olur; —1 ile 0 ardisik tam sayilar oldugundan yine Lemma 11.1 geregi - §E Z. Carplmsal tersi
tam say1 olan yalnizca 1 ve —1’dir.

N ise ne toplamada ne ¢arpmada gruptur: 0 ¢ N oldugundan toplamsal birim eleman yoktur; 2’nin
carpimsal tersi % dogal say1 degildir.

Tam Sayilarda Simirlilik ve Maksimum ilkesi

Dogal sayilarin iistten sinirli olmadigimi Tamlik Aksiyomu’ndan ¢gikarmustik (Teorem 10.4). Tam sayilar
her iki yonde de sinirsizdur.

Teorem 11.1 (Tam Sayilar Kiimesi Sinirsizdir). Z ne iistten ne alttan simwrlidir; dolayisiyla sinirsiz bir
kiimedir.

ispat.
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Ustten siursizlik. M, Z’nin bir iist sinirt olsaydy, N C Z oldugundan hern € N iginn < M olur ve M,
N’nin de iist sinirt olurdu. Bu, Teorem 10.4 ile ¢elisir.

Alttan sinirsizlik. m, Z’nin bir alt sinir1 olsaydi, —N C Z oldugundan hern € N icinm < —n, yanin <
—m olurdu. O zaman —m, N’nin bir iist sinir1 olurdu; yine Teorem 10.4 ile ¢eliski.

Tanim 10.2 geregi bir kiime ancak hem iistten hem alttan sinirliysa sinirlidir; Z ikisini de saglamadigindan
sinirsizdir.

|

Iyi siralama ilkesi tam sayilarda gegersizdir

Teorem 9.2, N'nin bog olmayan her alt kiimesinin bir en kii¢iik elemani oldugunu séyler. Bu ilke
Z’ye tasmmaz, ¢iinkii Z alttan sinirh degildir. Ornegin —N = {..., —3, —2, —1} kiimesinin minimumu
yoktur: —n € —Nise —(n + 1) € —N daha kii¢iiktiir. Ancak alttan sinirlilik eklenince ilke geri gelir;
asagidaki teorem ve sonucu bunu séyler.

Tam sayilarin supremumla ilgili en 6nemli 6zelligi, supremumun kiimeden “kagamamasidir”: reel sayi-
larda [0,1) gibi bir kilmenin supremumu kiimeye ait olmayabilirken, tam say1 kiimelerinde supremum
daima kiimenin elemanidir.

Teorem 11.2 (Tam Sayilar icin Maksimum Ilkesi). Tam sayilarin iistten sinirl ve bos olmayan her alt
kiimesinin bir en biiyiik elemani (maksimumu) vardir.

Ispat.

A C Z bos olmayan ve iistten sinirli bir kiime olsun. A ayni zamanda R ’nin alt kiimesi oldugundan Tamlik
Aksiyomu (Béliim 10.4) geregi o« = sup A vardir. o € A oldugunu gosterecegiz; o zaman Onerme 10.3 ile
a = max A olur.

Olmayana ergi yontemiyle oo ¢ A varsayalim. o st sinir oldugundan hern € A icinn < o; o ¢ A
oldugundan bu esitsizlik kesindir: hern € A i¢inn < a.

Teorem 10.1i € = 1 ile uygulayalim: oo — 1 < n; olan bir ny € A vardir ve yukaridaki gozlemle ny <
a’dwr. Simdi nq < o = sup A oldugundan ny, A’nin bir iist sinirt olamaz (olsaydi en kiigiik iist sinir
a < ny gerekirdi). Demek kin, < k olan bir k € A vardir; k € A oldugundan yine k < «. Esitsizlikleri
birlestirelim:

a—l<n <k<a.

Buradan 0 < k —n, <1 gikar. Ama k,n, € Z oldugundan Onerme 11.1 ile k —n, € Z’dir; 0 ile 1
arasinda tam sayr bulunmasi Lemma 11.1 ile gelisir. O halde varsayimimiz yanhstir: « € A vemax A =
o
|

Teorem, tam say1 kiimelerinde “supremum” ile “maksimum” arasindaki farki ortadan kaldirir. Bir sonraki
bolimde bu ilkeyle her reel saymnin altindaki en biiyiik tam say1yi, yani taban fonksiyonunu tanimlaya-
cagiz (Teorem 12.3).

Sonug 11.1 (Tam Sayilar icin Minimum Ilkesi). Tam sayilarin alttan sinirli ve bos olmayan her alt
kiimesinin bir en kiiciik elemani (minimumu) vardur.

Ispat.

A C Z bos olmayan ve alttan sinirli olsun; m bir alt sinir olsun. B=—A = {—a : a € A} kiimesini
diisiinelim. Onerme 11.1 ile B C Z’dir ve A + & oldugundan B # @’dir. Her a € A icin m < a oldu-
gundan —a < —my; yani —m, B’nin bir iist siniridir. Teorem 11.2 gerefi f = max B vardr.

—f = min A oldugunu gosterelim. § € B oldugundan = —a, olacak bir aq € A vardwr, yani —f =
ay € A. Hera € A igin —a € B ve 8 ust suimir oldugundan —a < f3, yani — < a. Demek ki —f3, A’ya
ait bir alt sinirdir: min A = —f.

|
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Ornek 11.1 (Bir Tam Say1 Kiimesinin Maksimumu). A = {m € Z : 3m < 20} kiimesinin maksi-
mumunu bulalim.

Cozim.

A bos degildir (0 € A) ve tstten sinirhidir: m € A ise 3m < 20 esitsizligini % > 0 ile ¢arparak m < %
buluruz. Teorem 11.2 geregi max A vardir; bulalim.

3.6 =18 < 20 oldugundan 6 € A. m > 7 olan bir tam say1 i¢in 3m > 21 > 20 oldugundan m ¢ A.
Demek ki A’nin her elemani 6’dan kiigiik ya da esittir (bir tam say1 7’den kii¢itkse 6’dan bilyiik olamaz;
Lemma 11.1). Kiimeye ait bir ust sinur olan 6, maksimumdur: max A = 6.

Dikkat edelim: A’y reel sayilarda tanimlasaydik, {z € R : 3z < 20} kiimesinin supremumu 23—0 olur
ama maksimumu olmazdi. Tam sayilara kisitlamak supremumu 6’ya ¢ekti ve onu kiimeye ait kildi.

|

Tek ve Cift Sayilar

Tam sayilarin ikiye boliiniip béliinmemesine gére ayrilmasi, sayilar teorisinin ve birgok ispatin temel
aracidur; ileride /2’ nin rasyonel olmadigimi bu ayrimla kanitlayacagiz (Teorem 13.3).

Tanim 11.2 (Tek ve Cift Sayilar). m € Z olsun.

« m = 2k olacak bicimde bir k£ € Z varsa m’ye ¢ift say1 (even number) denir.
« m = 2k + 1 olacak bicimde bir k € Z varsa m’ye tek say1 (odd number) denir.

Cift sayilar kiimesi {..., —4,—2,0, 2,4, ...}, tek sayilar kiimesi {..., —3,—1,1, 3, ...} tir.

Tanim, her tam sayinin bu iki siniftan tam olarak birine diistiigiinii kendiliginden séylemez; bunu kanit-
lamak gerekir.

Onerme 11.2 (Her Tam Say1 Ya Tektir Ya Cifttir). Her tam say: ya tektir ya cifttir; hicbir tam say: hem
tek hem cift degildir.

Ispat.

Higbiri ikisi birden degildir. m = 2k = 2j + 1 olsaydi 2(k — j) = 1, yani k — j = % olurdu. k— j €
Z.’dir (Onerme 11.1) ve 0 < % < 1 oldugundan (Onerme 7.11,0 < 1 i¢in) bu, Lemma 11.1 ile celisir.

Her tam say1 en az biridir. F, tek ya da cift olan tam sayiarin kiimesi olsun. Once N C E oldugunu,
‘n € E” énermesi iizerinden tiimevarimla gorelim: 1 = 2 - 0 + 1 tektir, dolayisiylal € E.n € Nwven €
E olsun.n =2k isen + 1 = 2k + 1 tektirn = 2k + Lisen + 1 =2k + 2 =2(k + 1) ¢ifttirvek + 1 €
Z’dir. Her iki hdlden + 1 € E; Teorem 9.1 ile hern € Nig¢inn € E, yaniN C E.

0 = 2 - O gifttir. Son olarakm € —N olsun;m = —p,p € N C E.p = 2k isem = 2(—k) cifttirp = 2k +
1 ise

m=-2k—1=2-k—1)+1

tektir ve —k — 1 € Z’dir. Boylece Z = N U {0} U (—N) C E.
|

Bu 6nerme, bir sonraki béliimde kanitlayacagimiz bélme algoritmasimin (Teorem 12.4) b = 2 6zel halidir.
Simdi karelerin tek—ciftligine bakalim.

Onerme 11.3 (Karenin Tek--Ciftligi). m € Z olsun. m ¢ifttir ancak ve ancak m? ciftse. Benzer bicimde
m tektir ancak ve ancak m? tekse.

Ispat.
Cift ise karesi gifttir. m = 2k olsun. m? = (2k)? = 4k? = 2(2k?) ve 2k € Z; demek ki m? ¢ifttir.
Tek ise karesi tektir. m = 2k + 1 olsun.

m? = (2k +1)? = 4k® + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1

ve 2k? + 2k € Z; demek ki m? tektir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 128 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

11.4

11.3 Tek ve Cift Sayilar 129

Karesi cift ise cifttir. m? cift olsun. m cift olmasaydi Onerme 11.2 ile tek olurdu; o zaman yukaridaki gibi
m? tek olurdu. Ama m? hem tek hem cift olamaz. Demek ki m ¢ifttir.

Karesi tek ise tektir. m? tek olsun. m tek olmasaydi ¢ift olurdu ve m? ¢ift olurdu; bu, m? ‘nin tek olmasiyla
celisir. Demek ki m tektir.

|

Ornek 11.2 (Ardisik Iki Tam Sayinin Carpimi). Her n € Z icin n(n + 1) sayismnin cift oldugunu
gosterelim.

Cozim.

Onerme 11.2 geregi n ya tek ya cifttir.

nciftise n =2k ven(n+1) =2k(n+1) =2 (k(n+1) ); k(n + 1) € Z oldugundan carpim ifttir.
ntekisen =2k+1ven+1=2k+2=2(k+ 1); dolayisiylan(n +1) = 2 ( (k+ 1)n ) cifttir.

|

Boliinebilme ve Asal Sayilar

Tek—¢ift ayrimi, “2 ile boliintip bolinmeme” fikrinin 6zel halidir. Genel kavrami tanimlayalim.

Tanim 11.3 (Boéliinebilme). m,n € Z ve n # 0 olsun. m = k - n olacak bicimde bir k € Z varsa m
sayis1 n ile bolitnebilir (divisible) ya da n, m’nin bir bolenidir (divisor) denir ve n | m yazilir. Aksi halde
n { m yazilr.

Ornegin 3 [ 12 (12 =4-3), —4 | 12 (12 = (—3)(—4)), ama 5 } 12°dir: 12 = 5k olsayd1 k = 22 olurdu ve
2 < % < 3 oldugundan k tam say1 olamazdi (Lemma 11.1). Her n # O iginn | 0 (0 = 0 - n) ve her m igin
1| m (m=m-1)saglanir.

1 Tek—cift ve 2 ile boliinebilme

Cift sayilar tam olarak 2 ile béliinebilen tam sayilardir; bu, tanimin kendisidir. Tek sayilar ise 2 ile
béliinemeyen tam sayilardir: Onerme 11.2 geregi bir tam say1 2 ile boliinemiyorsa (cift degilse) tektir
ve tek ise ¢ift degildir. Bdylece “her tam say1 ya tek ya cifttir” ciimlesi, “2 her tam say1y1 ya boler ya
bolmez” bigiminde de okunabilir.

Carpma igleminin “yapi taglar1”, 1 disinda, kendisinden kii¢iik dogal sayilarin ¢arpimi olarak parcalana-
mayan sayilardir.

Tanim 11.4 (Asal Say1). p € Nve p # 1 olsun. p’nin dogal sayilar icindeki bolenleri yalnizca 1 ve p ise
p’ye asal say1 (prime number) denir. Asal sayilar kiimesi {2,3,5,7,11,13, ...} dir.

Iki m,n € Z tam sayisinin ortak bélenleri yalnizca 1 ve —1 ise bu sayilara aralarinda asal (relatively
prime, coprime) denir.

Ornegin 8 ile 15 aralarinda asaldir (8’in bolenleri +1, +-2, +4, 4+8; 15’in bélenleri 41, +3, +5, +15), ama
8 ile 12 aralarinda asal degildir (4 ikisini de boler).

1 Aritmetigin temel teoremi

Her n € N, n # 1 dogal sayisy, py, ps, ..., D, asal sayilar olmak tizere n = p; p,---p;, biciminde yazila-
bilir ve carpanlarin sirasi disinda bu yazilis tektir. Bu yazilisa n’nin asal ¢arpanlara ayrilis1 denir.
Teoremin ispat1 sayilar teorisinin konusudur ve bu dersin disinda kalir; biz yalnizca ifadesini not
ediyoruz ve ileride kullanmayacagz.
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Tam Say1 Kuvvetleri

Bir reel sayinin dogal say1 kuvvetlerini “kendisiyle tekrar tekrar carpma” olarak diistiniiriiz; bu diisiinceyi
kesin bir tanima doniistiirmenin yolu tiimevarimdir. Sifirdan farkl sayilar icin negatif kuvvetler de
terslerle tanimlanir.

Tanim 11.5 (Tam Say1 Kuvveti). a € R olsun. a’'nin dogal say1 kuvvetleri tiimevarimla tanimlanir:

at =a, a"l'=a"-a (neN).

a #* 0 ise ayrica

1
a’ =1, a"=— (neN)
an

tanimlanir. Boylece a # 0 icin a™ her m € Z igin tanimhidir. 0° ve 0’1 negatif kuvvetleri tanimsizdar.

Tanimdan hemen cikan bir gézlem: a # 0 ise her n € N icin a™ # 0’dir. Gercekten a' = a # 0 ve a™ #
0 ise a®*! = a"a iki sifirdan farkli sayinin carpimu olarak sifirdan farklidir (Onerme 6.13). Dolayistyla
a "= ain anlamlidir ve o da sifirdan farklidir. Benzer bicimde a > 0 ise her n € N icin a™ > 0’dir: a' =
a > 0’dir ve a™ > 0 ise a"™! = a"a iki pozitif sayinin carpimi olarak pozitiftir (Onerme 7.5 (1)). Ayrica
a’® =1 >0 (Onerme 7.7) ve a™™ = ai > 0 (Onerme 7.9) oldugundan, a > 0 iken her m € Z icin a™ >
0’dur.

Kuvvet kurallarinin ispat1 i¢in, tanimdaki a
gérmemiz gerekir.

"+l = g"q adimmin negatif iisler icin de gecerli oldugunu

Lemma 11.2 (Ussii Bir Artirma). a # 0 vem € Z olsun. O zaman

a™l=agm.a ve o™ l=am-a!
ispat.
Ilk esitlik icin m’nin ii¢c haline bakalim. m € N ise bu, tanimin kendisidir m =0 isea' =a=1-a =
aa.m=—k keNolsun. k=1isea™t! =a°=1veala= % -a = 1; esitlik saglanir. k > 2 ise

Onerme 9.3 ile k — 1 € N ve tamim geregi a* = a*~1a; dolayisiyla

“k a a _1

ak. g = k—1) m+1

—a

_— = - = =a
ok ak1l.q gkl

Ikinci esitlik, ilkinin m — 1 icin yazilmis halidir: a™ = a™ 'a; her iki tarafi a=! ile carpinca a™a ™' =
am™ L

Teorem 11.3 (Tam Say1 Kuvvetlerinin Kurallari). a,b sifirdan farkli reel sayilar ve m,n € Z olsun.
O zaman

m,n m+n
b

1. a™a™ =a
2. a™b™ = (ab)™,
3 (a™)"™ =a™",
4 n>0ve0<a 0<biseca<b<sa™ <b™.

Birinci, ikinci ve iigiincii kurallar a =0 ya da b = 0 iken de, ifadedeki biitiin kuvvetler tanimli olmak
kosuluyla (yani m,n € N igin) gecerlidir.

Ispat.

Birinci ve dordiincii kurali burada, ikinci ve idigtinciiyti boliim sonundaki alistirmada (Alistirma 11.1)
kanithyoruz.

1. m € Z sabit olsun; n iizerinde ii¢ adim atacagiz.

Adim A: n € N. n iizerinden timevarim.n = 1 icina™a' = a™a = a™*! (Lemma 11.2). a™a™ = a™*"
olsun; o zaman

aman+1 — am(ana) — (aman)a — am+na — am+n+1
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olur; ilk ve son adimda tanim ile Lemma 11.2, ortada ¢arpmanin birlesme ozelligi kullanild:.
AdmB:n=0.ama® =a™-1=a™ = ™",
k k

Adim C: n=—k, k€ N. Adim A’y1 m yerine m —k ve n yerine k ile uygulayalim: a™ "a" =

am=Rtk — gm qk £ 0 oldugundan her iki tarafi a* *ye bolebiliriz:
m 1
am k= Z—k =am- P a™a k.

Bu tam olarak a™a™ = a™*" dir. Ug adim birlikte hern € Z’yi kapsar.a = 0 vem,n € N halinde Adim
A’daki tiimevarim kelimesi kelimesine gegerlidir.

4.ne€Nwve0<a, 0<bolsun.

(=yéni) a < bolsun;a™ < b" oldugunun iizerinden tiimevarimla gosterelim. n = 1 icin ifade hipotezin
kendisidir. a™ < b™ olsun. a > 0 oldugundan a™ < b™ esitsizligini a ile ¢carpabiliriz: a"a < b"a. b™ > 0
oldugundan a < b esitsizligini b™ ile ¢arpabiliriz: b™a < b™b. Gegislilikle

a™t! = a"a < b"a < b"b = h"TL.

(<= yonit) Karsit tersini gosterelim: a < b degilse, iiclem yasasiylaa = b yadab < a’dir.a = b isea”™ =
b";b < a ise az once kanitlanan yonle b™ < a™. Her iki halde a™ < b™ saglanmaz. Demek kia™ < b™ ise
a<b.

n

Dérdiincii kuralin 6nemli bir yan irtinii vardir: pozitif a, b i¢in a™ = b" ise a = b’dir (iiglem yasasi ve iki
yon). Bu, ileride n-inci koklerin tekligini verecek (Teorem 13.2): karesi 2 olan en ¢ok bir pozitif reel say1
vardir.

Ornek 11.3 (Eksi Birin Kuvvetleri). Her n € Z i¢in (—1)" sayisinin, n giftse 1, tekse —1 oldugunu
gosterelim.

Cozim.

Once n € N i¢in timevarimla: (—1)! = —1 ve 1 tektir. n i¢in dogru olsun. n giftse (—1)" =1 ve
(=) =1.(—1) = —1; n + 1 tektir. n tekse (—1)"*! = (—=1)(—1) =1-1 =1 (Onerme 6.12) ve
n + 1 cifttir. n = 0 icin (—1)° = 1 ve O cifttir.

n=—k,k € Nolsun. (—1)7% = L2 dir. k = 2j ciftse n = —k = 2(—j) de cifttir ve (—1)" = 1 = 1;

1

(-1)*
k=2j+1teksen=—k=—2j—1=2(—j—1)+ 1tektirve (—1)" = 4 = —1.
Ozel olarak (—1)%* =1 ve (—1)2*! = —1; bu, ileride ( (=1)™ ) dizisinin wraksakhigin incelerken
(Ornek 20.6) kullanilacaktir.
|

Rasyonel Sayilar

1 1

Sifirdan farkli her € R sayisinin ¢arpimsal tersi 7 = % vardir ve her y € R icin yz~
(Bolum 6.2). Pay ve payday1 tam sayilardan secince rasyonel sayilar: elde ederiz.

= % tanimlidir

Tanim 11.6 (Rasyonel Sayilar Kiimesi). m,n € Zven # 0 olmak iizere z = “* biciminde yazilabilen
reel sayilara rasyonel say1 (rational number) denir. Rasyonel sayilar kiimesi

@:{xeR:m:%,m,neZ,n#O}

ile gosterilir.

n = 1 alinirsa her m € Zigin m = 7 € Q goriiliir; yani Z C Q. Tamim geregi Q C R’dir.

Ayni rasyonel say1 ¢ok farkli bicimlerde yazilabilir: % = % = :—2. Iki yazilisin ne zaman ayni sayiy1
verdigini kesinlestirelim.

Onerme 11.4 (Rasyonel Sayilarin Esitligi). m,k € Z ven,l € Z \ {0} olsun.

1 %:%c}ml:kn.
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2. j € Z\{0} igin 7+ = 7.
ispat.
1.nl # 0’dir (Onerme 6.13). ™ = % esitliginin her iki tarafini nl ile carpalim:
m

— -nl=mn"nl =ml, —.nl=kl"ln = kn.
n l

Demek ki esitlik ml = kn’yi verir. Tersine ml = kn ise her iki tarafi (nl)™1 = n=1[~1
k .
7 verir.

2. (mj)(n) = (m)(nj) oldugundan birinci maddeyle 7> = ZZ—; Dogrudan da gérilebilir:

ile carpmak 7 =

BT — (mg)(ng) ™ = (mg)( " nY) = m(Gint = mnt =

m
nj n

Ikinci madde, kesirleri genisletme ve sadelestirme kuralidir. Sadelestirmeyi sonuna kadar gétiiriirsek
pay ile paydasi aralarinda asal bir yazilisa ulasiriz.

Onerme 11.5 (Rasyonel Sayinin En Sade Bicimi). Her x € Q sayisi, n € N ve m, n aralarninda asal
olmak iizere x = 7> biciminde yazilabilir.

Ispat.

wi %, p,q € Z, ¢ # 0 olsun. ¢ < 0 ise Onerme 11.4 ile x = :—Z yazarak payday: pozitif yapabiliriz; o
halde x’in paydasi dogal sayi olan en az bir yazilisivardir D = {n € N : bir m € Z i¢in z =m/n}
kiimesi bos degildir; Teorem 9.2 geregi en kiigiik elemani ng, vardir. x = % olsun.

my, ile ng’in aralarinda asal oldugunu gosterelim. Aksine, d # +1 ortak béleni olsun; —d de ortak bolen
oldugundan d € N ve d > 2 alabiliriz. my = dm’, ng = dn/ yazallm (m’',n" €Z).ny>0ved>0

oldugundan n’ =22 > 0;n' €Z oldufundan Lemma 11.1 (1) ile n’ € N. Onerme 11.4 ile x = ZZL =
o dolaylstyla n’ E D. Amangy =dn’ > 2n’ > n'; bu, ngin D nin en kiiciik elemani olmasiyla celisir.
.

Simdi rasyonel sayilarin dort islem altinda kapali oldugunu gorelim.

Onerme 11.6 (Rasyonel Sayilar Dort Islem Altinda Kapalidir). z,y € Q olsun. O zamanzx + 1y, x —
y ve xy rasyoneldir. Ayricax # 0 ise x~! € Q’dur; dolayisiylay # 0 igin $eQ

ispat.
rT="vey= % olsun; m,n,k,l € Z,n + 0,1 #+ 0.
Toplama. Onerme 11.4 ile paydalar: esitleyelim:

m k ml kn ml+kn

n | nl nl nl
Son adim, (ml)(nl)=* + (kn)(nl)= = (ml + kn)(nl)~! dagiima ozelligidir. Onerme 11.1 geregi ml +
kn € Zvenl € Z;n # 0,1 # 0 oldugundan nl # 0. Demek kixz + y € Q.
Cikarma. Onerme 6.12 ile —y = —(kI™Y) = (k) ' = £ € Q (k€ Z) ve 2 —y =z + (—y) iki
rasyonelin toplamidr.
Carpma.

= (mn ) (K7") = (mk)(n~'17") = (mk)(nl) ' = n;_f

m

~|

Ty =
n

mk € Z venl € Z\ {0} oldugundan zy € Q.

Carpimsal ters. x = ™ % 0 olsun; 0 zaman m # 0’dwr (¢iinkii'm = 0 ise x = 0). Carpimun tersi terslerin

carpimidir (Onerme 6.14) ve tersin tersi sayinin kendisidir (Onerme 6.10):

cl=(mn ) '=mlin ) =min=

3=
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n,m € Z vem # 0 oldugundan ! € Q. Bolme icin % = xy ! iki rasyonelin carpimidur.
|

Rasyonel Sayilarda Siralama

Rasyonel sayilar reel sayilarin alt kiitmesi oldugundan aralarindaki siralama zaten R’den gelir. Yine de iki
kesri kargilagtirmanin tam sayilara indirgenmis bir yolu vardir; okuldan bildigimiz “i¢ler diglar carpimi”
kurali tam olarak budur.

Onerme 11.7 (Rasyonel Sayilarda Siralama (i¢ler Dislar Carpimi)). m,k € Z ven,l € N olsun. O
zaman

@<E©ml<kn.
n l

Ispat.

n,l > 0 oldugundan nl > 0’dwr. Siralama aksiyomlarina gore (Béliiom 7.1) pozitif bir sayiyla ¢carpmak
esitsizligi korur; pozitif bir sayiya bolmek de 6yle. 7> < % esitsizliginin iki tarafininl ile carparsak Onerme
11.4%in ispatindaki hesapla sol taraf ml, sag taraf kn olur: ml < kn. Tersine ml < kn ise iki tarafi % >
0 ile garpmak = < ’7“ verir.

|

Her rasyonel say1 pozitif paydayla yazilabildiginden (Onerme 11.5) bu kural genel bir kargilagtirma
yoéntemidir. Ornegin % < %’ti‘lr, cinkii5-4=20<21=3-7.

Rasyonel Sayilar Sirali Bir Cisimdir

Artik say1 kiimelerimizin yapisini toplu halde ifade edebiliriz. Bir kiimeye, iizerindeki toplama ve ¢carpma
islemleriyle birlikte cebirsel aksiyomlarin tamamini sagliyorsa cisim (field), ayrica siralama aksiyomlarini
da saglayan bir “<” bagintisi tagiyorsa sirali cisim (ordered field) denir. Bir cismin, islemler kisitlandi-
ginda yine cisim olan alt kiimesine o cismin alt cismi (subfield) denir.

Teorem 11.4 (Rasyonel Sayilar Sirali Bir Cisimdir).
1. (Q,+, -, <) swali bir cisimdir.

2. Q, reel sayilar cisminin bir alt cismidir.
3. NC Z C Q C R kapsamalar: gegerlidir ve her biri 6z kapsamadir.

( )
R
( )
- 1/2
A J2
0
-3/4
T
7 0,75
1,2,3, .. > V3
dogal sayilar
\_ tam sayilar )
\_ rasyonel sayilar
\_ reel sayilar

Sekil 11.1: Say: kiimeleri i¢ icedir: N ¢ Z ¢ Q < R. Her katmanda bir éncekinde olmayan sayilar vardir: 0 ve
negatifler Z'ye, kesirler Q'ya, v2 ve rr gibi irrasyoneller R'ye 6zgiidiir.
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Ispat.

1 ve 2. Cebirsel aksiyomlar: (Béliim 6.2) tek tek denetleyelim. Toplama ve ¢arpma Onerme 11.6 ile Q’da
kalir. Birlesme, degisme ve dagilma ozellikleri biitiin reel sayilar icin gecerli oldugundan rasyonel sayilar
icin de gecerlidir. Birim elemanlar 0 = % ve l = % rasyoneldir. Her z € Q i¢cin —x € Q ve z # 0 igin
27t € Q oldugunu Onerme 11.6'da gordiik. Demek ki Q bir cisimdir; R nin islemlerini kullandigi icin
R’nin bir alt cismidir.

Siralama aksiyomlar (Béliim 7.1) — diglem yasasi, gegislilik, toplama ve pozitif sayiyla carpma ile uyum-
luluk — reel sayilardaki “<” bagintisi icin dogrudur; Q iizerindeki baginti bunun kisitlanisi oldugundan
ve toplam ile carpim Q’da kaldigindan ayni aksiyomlar Q’da da saglanir. O halde (Q, +, -, <) swral1 bir
cisimdir.

3. Kapsamalar zaten gordiik: N C Z tamim geregi, Z C Q payday: 1 alarak, Q C R tamim geregi. Her
birinin 6z kapsama oldugunu, sagdaki kiimede olup soldakinde olmayan birer eleman bularak gosterelim.

* 0 € Z ama0 ¢ N: hichir dogal sayi 1’den kiiciik degildir (Onerme 9.3), oysa 0 < 1. DolayisiylaN + Z.

*+2€Qamas; ¢ Z:0< % <1velLemma 11.1. Dolayisiyla Z # Q.

* Karesi 2 olan pozitif bir reel sayr vardir (Teorem 13.1) ama bu say rasyonel degildir (Teorem 13.3); her
iki olgu da ilerideki bir boliimde kanitlanacaktir. Dolayisiyla Q #+ R.

Teoremin asil mesaji sudur: Q, cebirsel ve siralama aksiyomlarinin hepsini saglar. Reel sayilar1 rasyonel
sayilardan ayiran tek aksiyom, Tamlik Aksiyomu’dur (Bolim 10.4) ve bunun Q’da gecersiz oldugunu
ileride gérecegiz (Sonuc 13.1). Yani v/2’nin varlig: gibi analizin biitiin “limit” iceren sonuglari, iste bu tek
aksiyoma dayanur.

Ornek 11.4 (iki Rasyonel Say1 Arasinda Rasyonel Say1). z,y € Qve z < y olsun. z ile y arasinda bir
rasyonel say1 bulundugunu gésterelim; buradan iki farkli rasyonel say1 arasinda sonsuz ¢coklukta rasyonel
say1 oldugunu ¢ikaralim.

Coziim.

z = ZX¥ alalm. Onerme 11.6 ile z + y € Q ve 3 € Q oldugundan z = (z +y) - 1 € Q’dur. Onerme
711 geregir < z < y.

Sonsuz ¢okluk i¢in ayn1 adimi tekrarlayalim: z; = mTer, Zy = z-;zl %3 = w-;zz, ... bigiminde tanimlanan
sayilarin her biri rasyoneldir ve £ < -+ < 23 < 2, < 2z; < y saglar; yani birbirinden farkhidirlar. 2, =
y diyelim; tiimevarimla her n € Ni¢in 2z, € Q ve z < z,, < z,,_; oldugu gorilir. Béylece (z,y) arali-
ginda n farkli rasyonel say1 bulunur ve n keyfi oldugundan sonlu sayida olamazlar.

Bu 6rnegin bir sonucu: Q’da “ardisik” rasyonel say1 diye bir sey yoktur. Tam sayilarda n’den sonra gelen
ilk tam say1 n + 1’dir; rasyonellerde ise bir saymin “hemen sagmdaki” say1 yoktur. ileride ¢ok daha
gliclt bir ifadeyi kanitlayacagiz: herhangi iki reel say1 arasinda da bir rasyonel say1 vardir (Teorem
13.5).

|

Alistirmalar

Alistirma 11.1 (Tam Sayilar ve Rasyonel Sayilar Alistirmalari).

a) a,b# 0ven € Zigin (ab)™ = a™b™ oldugunu gosteriniz (Teorem 11.3, ikinci kural).

b) a # 0vem,n € Zigin (a™)™ = a™" oldugunu gosteriniz (Teorem 11.3, tiglincii kural).

c) m tek bir tam say1 ise 8 | m? — 1 oldugunu gosteriniz.

d) A={m € Z:m? < 10} kiimesinin maksimumunu ve minimumunu bulunuz.

e) P={r € Q:z >0} kimesinin minimumunun olmadigini, ama inf P = 0 oldufunu gosteriniz.

Buradan iyi siralama ilkesinin Q°’da gegersiz oldugunu ¢ikarimiz.

Coziim.
a) Once n € N i¢in tiimevarim: n = 1 i¢in (ab)! = ab = a'b!. (ab)” = a
me ve degisme Ozellikleriyle

"b™ olsun; ¢carpmanin birles-
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11.7 Alistirmalar 135

(ab)" ! = (ab)"™(ab) = a™b"ab = (a™a)(b"b) = a 1oL

Bu tiimevarimda a # 0, b # 0 kosulu hi¢ kullanilmads; yalnizca tanimdaki 2! = 2"z adimiyla
carpmanin birlesme ve degisme 6zellikleri kullanildi. Dolayisiyla ikinci kural, n € N iken a = 0 ya da
b = 0 halinde de gecerlidir.

n = 0 i¢in iki taraf da 1’dir. n = —k, k € N i¢in, carpimin tersinin terslerin ¢arpimi oldugunu kulla-
nalim (Onerme 6.14):

1 1
—k _ _ _ L kpk
(ab)™ = (ab)k — akbk ok bF a b

b) Once yardimei bir gézlem: her j € Z icin a% = a~7. Gergekten j € N icin bu tanimdir; j = 0 icin

% =1=4a"%j=—kicin # = _1/1sz =aF =qa H),
m € 7Z sabit olsun; n iizerinden ilerleyelim. n € N i¢in timevarim: n = 1 icin (a™)! = a™ = a™!.

(™)™ = a™™ olsun; tanim ve birinci kuralla

(am>n+1 — (am>na'm — gMngm — amn+m — am(n+1)

Bu tiimevarim da a # 0 kosulunu kullanmaz: m,n € N iken yalnmizca tamim ile birinci kuralin Adim
A’st kullaniliyor ve ikisi de a = 0 i¢in gegerlidir. Dolayisiyla ti¢iincii kural, m, n € Niken a = 0 halinde
de dogrudur; a # 0 kosulu ancak m ya da n negatif oldugunda gerekir.

n =0 icin (a™)? =1=4a"=a™? (a™ # 0 oldugundan sol taraf tanimhdir). n = —k, k € N icin
yardimer gozlemle

(a™)~* = =—=a =a

¢)m =2k+ 1, k € Z olsun. O zaman
m? —1=4k>+4k+1—1=4k(k + 1).

Ornek 11.2 geregi k(k + 1) cifttir: k(k 4+ 1) = 2j olacak bir j € Z vardir. Dolayisiylam? — 1 =4 -2j =
8j, yani 8 | m? — 1. Ornegin m = 7icin 49 — 1 = 48 = 8 - 6.

d)0 € Aoldugundan A £ . m € Zvem >4disem-m>4-m >4 -4 =16 > 10 (pozitif sayilarla
carpma siralamay1 korur), dolayisiyla m ¢ A. Demek ki A’nin her elemani 4’ten kiigiiktiir; tam say1
oldugundan Lemma 11.1 ile 3’ten kiiciik ya da esittir. 32 = 9 < 10 oldugundan 3 € A; kiimeye ait bir
st sinir maksimumdur: max A = 3.

Minimum i¢in m < —4 olan bir tam say1 alalim; —m > 4ve m? = (—m)? > 16 > 10 oldugundan m ¢
A. Yani A’nin her eleman1 —3’ten biiyiik ya da esittir; (—3)2 = 9 < 10 ile —3 € A. Boylece min A =
—3ve A={-3,-2,-1,0,1,2,3}.

Bu, Teorem 11.2 ve Sonug 11.1'nin somut bir 6rnegidir: A sinirl oldugu i¢in maksimum ve minimumun
var olacag1 dnceden biliniyordu; biz yalnizca degerlerini hesapladik.

e) Minimum yoktur. x € P olsun. § =z - %, Onerme 11.6 ile rasyoneldir ve Onerme 7.11 (0 ile z icin)
geregi 0 < § < z; yani § € P ve z’ten kiicliktlir. Demek ki P'nin hicbir elemani alt smir degildir;
minimum yoktur.

inf P = 0. 0 bir alt sinirdir. € > 0 verilsin; Teorem 10.4 ile n > % olan bir n € N vardir. Bu esitsizligin
iki yanini pozitif = sayisiyla carpinca € > % cikar; ayrica % > 0 (Onerme 7.9). 1,n € Z oldugundan
% € dur; yani % € Pve % < 0+ ¢. Teorem 10.2 geregi inf P = 0.

lyi siralama. P, Q' nun bos olmayan ve alttan sinirlt bir alt kiimesidir ama en kiiciik elemani1 yoktur.
Dolayisiyla “bos olmayan ve alttan sinirhi her alt kiitmenin bir en kiigitk elemani vardir” ilkesi, tam
sayilar i¢in dogru oldugu halde (Sonug 11.1) rasyonel sayilar i¢in yanligtir.

|

Tam sayilar ve rasyonel sayilar artik aksiyomlar i¢inde yerini aldi. Bir sonraki bolimde dogal sayilarin
dstten siirsizligini Argimet 6zelligi biciminde genellestirecek ve tam sayilarin maksimum ilkesinden
taban fonksiyonu ile bolme algoritmasini ¢ikaracagiz — Arsimet Ozelligi ve Sonuglari.
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12.1

12. Arsimet Ozelligi ve Sonuclar1

Onceki boliimde dogal sayilardan tam sayilara, oradan rasyonel sayilara gectik ve NCZ C Q C R
zincirini kurduk. Daha 6nce tamlik aksiyomunun (Bolim 10.4) ilk sonucunu da gormistiik: dogal sayilar
kiimesi tstten siirli degildir (Teorem 10.4). Bu béliimde, o kiigiik gériinen sonucun aslinda ne kadar is
gbrdigunii gorecegiz.

Bolimin ana teoremi Arsimet 6zelligidir: pozitif bir say1 ne kadar kiigiik olursa olsun, onu kendisiyle
yeterince ¢ok kez toplayarak istedigimiz kadar biiyiik bir say1y1 gegebiliriz. Bu 6zellik, analizde siirekli
karsimiza gikacak olan “yeterince bityiik n i¢in % < €” cumlesinin arkasindaki giivencedir. Béliimiin
sonunda Argimet 6zelliginin iki somut triiniini inceleyecegiz: her reel sayiyi iki ardigik tam say1 arasima
yerlestiren taban fonksiyonu ve tam sayilarda b6lme algoritmasi.

Arsimet Ozelligi

Say1 dogrusunda b > 0 uzunlugunda adimlarla yiridiigimizi distinelim: b, 2, 3b, ... Sezgimiz, b ne
kadar kiiciik olursa olsun bu adimlarla her a sayisim eninde sonunda gececegimizi sdyler. Bu sezgi
dogrudur; ama nedeni aksiyomlardan ¢ikar ve kaynag1 tamlik aksiyomudur. Adi, Antik Yunan matema-
tikgisi Arsimet’in (M.O. 287-212) uzunluklar1 kargilastirirken kullandig bir ilkeden gelir (Archimedean
property).

Teorem 12.1 (Arsimet Ozelligi). a,b € R veb > 0 olsun. O zaman

nb>a

olacak bigcimde birn € N dogal sayis1 vardir.

nb=5b>a
—é P4 P4 P4 oo o >
0 b 2b 3b 4 a b

Sekil 12.1: b > 0 ne kadar kiigiik olursa olsun b, 2b, 3b, ... adimlari sayr dogrusunda ilerler ve sonunda a'y1
gecer; ornekte 5b > a. Arsimet ézelligi béyle bir n'nin her zaman var oldugunu soyler.

ispat.
b > 0 oldugundan § bir reel sayidir. Teorem 10.4 geregi N distten sinirl degildir; dolayisiyla ¢ sayist N
icin bir iist sinir olamaz. Yani
S @
n —_—
b
olacak bi¢imde birn € N vardir. Bu esitsizligin iki yanini pozitifb sayisiyla ¢arparsak (siralama aksiyomu
04, bkz. Boliim 7.1) yon defismez:

a
b>—-b=a.
n 5 a
Ayni ispat olmayana ergi diliyle de anlatilabilir: her n € N i¢in nb < a olsayds, % > 0 ile ¢arparak
(Onerme 7.9) hern icinn < ¢ elde ederdik; bu, 7 sayisinin N igin bir iist sinir olmast demektir ve Teorem

10.4 ile celigir.
|
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138 Boliim 12. Arsimet Ozelligi ve Sonuclar:

Teoremin giicii, b iizerinde hicbir kiiciikliik sinir1 koymamasindadir: b = 10719 olsa bile uygun bir n
vardir. Analizde bu teorem ¢ogunlukla asagidaki iki 6zel bicimde kullanilir.

Sonug 12.1 (Her Reel Say1y1 Asan Dogal Say1). Herx € R i¢cinn > x olacak bigimde birn € N vardur.

Ispat.

Teorem 12.1 teoreminde a = x ve b = 1 alalim. 1 > 0 oldugundan (Onerme 7.7) teorem uygulanabilir ve
n-1> x, yanin > x olacak birn € N vardir.

]

Sonug 12.2 (Bir Bélii n Her Pozitif Sayimin Altina Iner). Here > 0 reel sayist igin

1
0<—x<e
n

olacak bicimde birn € N vardir.

Ispat.

Teorem 12.1 teoreminde a = 1 ve b = ¢ > 0 alalim: ne > 1 olacak birn € N vardir. n > 1 > 0 oldugun-
dant > 0’dir (Onerme 7.9).ne > 1 esitsizliginin iki yamm% > 0 ile ¢arparsake > % elde ederiz. Boylece
0<-<e

]

© Analizde en ¢ok kullanilan bicim

Sonug 12.2, ileride limit ispatlarinin vazgecilmezi olacak. Bir de kiiciik bir gézlem: % < € saglayan bir
n bulduysak, m > n olan her m i¢in de % < % < ¢ olur. Yani esitsizlik yalnizca tek bir n icin degil,
o n’den sonraki biitiin dogal sayilar i¢in gegerlidir. “Yeterince biiyiik n igin” deyisi tam olarak bunu
anlatir.

Simdiye kadar gérdigiimiiz ifadelerin hepsi aslinda ayni olgunun farkli kiliklaridir. Bunu bir teoremle
kayda gecirelim; ispat1, dort ifadenin birbirini dongii halinde gerektirdigini gostermekten ibarettir.

Teorem 12.2 (Arsimet Ozelliginin Denk Bicimleri). Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

1. N kiimesi tistten sinirli degildir.

2. Herx > 0 ve hery € R i¢in nx > y olacak birn € N vardur.
3. Herx € R i¢cinn > x olacak birn € N vardir.

4. Herx > 0i¢in 0 < % < x olacak birn € N vardur.

Ispat.

(1) = (2) = (3) = (4) = (1) dongiisiinii gosterecegiz; boylece herhangi ikisi birbirini gerektirmis olur.
(1) = (2). Bu, Teorem 12.1 teoreminin ispatinin kendisidir: N distten sinirl olmadigindan £ bir iist sinir
degildir, n > % olan bir n vardir ve x > 0 ile carpinca nx > y ¢ikar.

(2) = (3). z € R verilsin. (2)yi pozitif sayi olarak 1 ve keyfi sayi olarak x ile uygulayahm:n -1 > x
olacak birn € N vardr.

(3) = (4).z > 0 verilsin. Onerme 7.9 geregi = > 0°dir; (3)'ii  sayisina uygulayahm:n > L olan birn €
N vardi. Bun icinn > 1 > 0 oldugundan, yine Onerme 7.9 geregi% > 0’dir. Simdin > % esitsizliginin
iki yamni x > 0 ile ¢arparsak nx > 1, sonra % > 0 ile carparsak x > % elde ederiz; boylece 0 < % <.
(4) = (1). Olmayana ergi: N istten sinirl olsun ve M bir iist sinir olsun. 1 € N oldugundan M > 1 >
0, dolayisiyla A—l/[ >0dir () x= 1\_1/1 icin uygulayalim: % < 1\_1/1 olan bir n € N vardw. Iki yani pozitif
nM sayisiyla ¢arparsak M < n buluruz. Ama M bir iist sinirdy, n < M olmaliyd; ¢eliski. Demek ki N
ustten sinirly degildir.

Bu teorem sayesinde, dort ifadeden hangisi elimizde uygunsa onu “Argimet 6zelligi” diye anip kullanabi-
liriz. Reel sayilarda dordi de dogrudur, ¢iinki (1) tamlik aksiyomundan ¢gikmugti.
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1 Arsimet 6zelligi bedava degildir

Arsimet 6zelligi cebirsel ve siralama aksiyomlarindan tek bagina ¢ikmaz; ispatimizda tamlik aksiyo-
munu (iizerinden Teorem 10.4 ile) kullandik. Gercekten de biitiin cebirsel ve siralama aksiyomlarim
sagladig1 halde Arsimet 6zelligini saglamayan sirali cisimler vardir: bunlarda “sonsuz kii¢iik” pozitif
elemanlar bulunur ve % dizisi onlarin altina hi¢ inemez. Bu tiir yapilar dersimizin disindadir; ama
tamligin siradan goriinen bu 6zelligi bile garanti eden sey oldugunu bilmek 6nemlidir.

Supremum ve Infimum Ispatlarinda Arsimet Ozelligi

Bir kiimenin supremumunu ya da infimumunu tahmin etmek ¢ogu zaman kolaydir; zor olan tahmini
ispatlamaktir. Ispatin kalibi, Teorem 10.1 teoreminden gelir: s'nin supremum oldugunu gostermek icin
6nce s’nin bir iist siir oldugunu, sonra her € > 0 i¢in s — €’dan biiyiik bir kiime eleman1 bulundugunu
gostermek gerekir. Ikinci adimda “uygun bir n var” demek icin hemen her zaman Argimet 6zelligine
basvururuz.

Ornek 12.1 (Bir Eksi Bir Bolii n Kiimesi). A = {1 — % NS N} = {0, %, %, %, } kiimesinin infi-
mumunu ve supremumunu bulunuz.

Cozim.
Iinfimum. n = 1 icin 1 — % =0 € A’dir. Ote yandan her n € N i¢in % <1, yanil — % > 0 oldugun-
dan 0 bir alt sinirdir. Kiimeye ait olan bir alt sinir en kiiciik elemandir (Tanim 10.3); dolayisiyla

min A =infA = 0.

Supremum. Iddiamiz sup A = 1. iki adim var.
Ust sinir. Her n € N icin % > 0, dolayisiyla 1 — % < 1. Yani 1, A i¢in bir tist sinirdir.
En kiigiik iist stnir. Herhangi bir € > 0 verilsin. 1 — € < a olacak bir @ € A bulmaliy1z; yani

1 1
l—e<l——&—<c¢
n n

olacak bir n € N ariyoruz. Sonug 12.2 tam olarak béyle bir n’nin varligini séyler. Bu n igin a = 1 —
L e Avea>1—e'dur. Teorem 10.1 geregi sup A = 1.

Son bir gozlem: 1 ¢ A’dr, ¢iinkii 1 — % = 1 olmasi1 % = 0 demek olurdu ki bu imkéansizdir. Demek ki
A’nin supremumu vardir ama maksimumu yoktur.

|

Ornek 12.2 (Uce Yaklasan Bir Kiime). A = {% :neN,n> 2} kiimesi icin sup A = 3 oldu-
gunu gosteriniz.

Coziim.

Once paydanin pozitif oldugunu gérelim: n > 2 i¢in n? +n—1>4+2 —1 =5 > 0. Dolayisiyla
kiimenin elemanlar1 iyi taniml ve pozitiftir.

Ust stnir. m > 2 igcin n — 1 > 1 > 0, yani n? + n — 1 > n?. Pozitif bir say1y1 daha biiyiik bir pozitif
saylya bolmek sonucu kiiciiltiir:

3n? 3n?

—_— < —=3.
n?+n—1 n?

Demek ki 3 bir tist sinirdir (ve kiimeye ait degildizr).
En kiigiik dist stnir. € > 0 verilsin. 3 —e < % olacak bir n > 2 ariyoruz; bu, 3 —

demektir. Sol tarafi hesaplayalim ve yukaridan sinirlayalim:

<ée

3n?
n2+n—1

3n° 3n®+3n-3-30>  3n—-3 _3n 3

T n24n—1 n24+n—1 _nz—i—n—l<n2
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Buradaki esitsizlikte payl buytttik (Sn — 3 < 3n) ve payday1 kiigiilttiik (n? +n — 1 > n?); ikisi de
kesri buytitir. Slmdl < ¢, yani Lot 5 olacak bir n yeter. Sonug 12.2 geregi boyle bir ny € N vardir;
gerekirse n = max{no, 2} alarak n > 2 kosulunu da saglariz (biiytik n icin ;- L daha da kiciiktiir). Bu
n i¢in
3n? 3
n2+n—1 <a<®

yani kiimede 3 — ¢’dan biiytik bir eleman vardir. Teorem 10.1 geregi sup A = 3.
]

Q Supremum ispatinin recetesi

Iki &rnekte de ayni yolu izledik:

1. Tahmin edilen s sayisinin bir iist sinir oldugunu cebirsel bir esitsizlikle goster.

2. Keyfi bir ¢ > 0 al; s — € < a,, esitsizligini n cinsinden ¢z ya da (ikinci 6rnekteki gibi) s —a,,
farklm < b1<;1m1nde daha ba51t bir ifadeyle yukaridan sinirla.

3. = < £ saglayan n’nin varligini Sonuc 12.2 ile garanti et.

1nf1mum icin Teorem 10.2 kullanilir ve esitsizliklerin yoni ters cevrilir.

Aralik Ailelerinin Kesisimi ve Birlesimi

Argimet 6zelliginin bir bagka tipik kullanimi, sonsuz ¢oklukta araligin kesigimini ya da birlesimini hesap-
lamaktir. Buradaki temel fikir hep aynidir: bir noktanin aileye ait her aralikta bulunmasi, o noktanin
“%’den kiicik” her mesafeye dayanabilmesi demektir; Arsimet 6zelligi ise pozitif bir mesafenin buna
dayanamayacagini séyler.

Ornek 12.3 (Saga Kayan Isinlarmn Kesisimi). (1°° [n,00) = & oldugunu gésteriniz.

Coziim.

Olmayana ergi: kesigimde bir z elemani bulunsun. O zaman her n € Ni¢in z € [n, 00), yani z > n’dir.
Bu, z’in N kiimesi i¢in bir iist sinir olmasi1 demektir. Ama Sonug 12.1 geregi n > x olan bir dogal say1
vardir; celigki. Demek ki kesigim bostur.

|

Ornek 12.4 (Kapali Araliklarin Birlesimi Yar1 Acik Aralik). U:i L [0, nLH] =[0,1) oldugunu
gosteriniz.

Cozim.

Kiime esitligini iki kapsamayla gosteririz.

(C) Her n € Nigin %5 < 1’dir (ciinkit n < n + 1). Dolayisiyla [0, nL-s-l] C [0,1) olur; bu araliklarin
birlesimi de [0, 1) i¢inde kalir.

(D) z € 0,1) alalm. z < 1 oldugundan 1 — z > 0’dr. Sonug 12.2 geregi

1
—<l-—=z
n
olacak bir n € N vardir. 4= < & oldugundan —+ +1 <1—z, yani
n
<l———= .
v n+1 n+1

0 < z de verildiginden z € [
| ]

- +1] dolayisiyla x birlesime aittir.
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Aynu diigiince, herhangi bir [a, b] araligin1 “digtan daraltan” ve “icten genisleten” ailelere de uygulanir.

Onerme 12.1 (Kapali ve Acik Araliklar1 Ureten Aileler). a,b € R vea < b olsun. O zaman

L [a—5 0+ 1] =la,b],
2.U " lat s, b— 2] = (a,b).

(Ikinci ailede kiigitk n degerleri icin a + % >b— % olabilir; bu durumda o aralik bos kiimedir ve birlesime
katkist yoktur.)

ispat.

1). (D) z € |a, b] ise her n icin a — loag<z<b<b+l, yaniz ailenin her aralyindadir.

n n Y g

(C) z ailenin her aralifinda olsun. © < a olamayacagini gosterelim: x < a olsaydi a — x > 0 olur ve
Sonug 12.2 ile% < a — z saglayan birn bulunurdu; bun icinz < a — %, yanix ¢ [a — %, b+ %] olurdu
— c¢eliski. Tamamen benzer bi¢cimde © > b olsaydi % < x — b saglayan bir n igcin x > b+ % olur, yine
celisirdi. Demek kia < x < b.

@2.(Q)zefa+ib—Ltlisea<a+i<az<b—21<b yanize (a,b).

(D) z € (a,b) alahm.x — a > 0 veb — x > 0 oldugundan 6 = min{x — a, b — x} pozitiftir. Sonu¢ 12.2
ile% < 6 olan bir n segelim. O zaman % < x—averira + % < ac;% <b—zverirx <b-— % Yanix €
[a + %, b— %] ve x birlesime aittir.

|

Bu 6nerme ileride topolojide isimize yarayacak: kapali bir araligin, onu distan saran ve gitgide daralan
araliklarin kesisimi; agik bir araligin da icindeki kapali araliklarin birlesimi olarak yazilabildigini soyler.
(1) ayrica Teorem 10.5 teoremiyle uyumludur: i¢ ice kapali araliklarin kesisimi bos degildir ve burada tam
olarak [a, b]’ye esittir.

Taban Fonksiyonu

Arsimet 6zelliginin en dogrudan sonuglarindan biri, her reel sayimin iki ardisik tam say1 arasina diistii-
gudir. Sezgisel olarak agik goriinen bu olgu, tam sayilarin tistten sinirli bos olmayan her alt kiimesinin
maksimumu oldugu gercegine (Teorem 11.2) dayanir.

Once bu béliimde birkac kez kullanacagimiz kiiciik bir gézlemi ayiralim; bu, énceki béliimdeki “ardisik
tam sayilar arasinda tam say1 yoktur” olgusunun (Lemma 11.1) mutlak degerle yazilmig halidir.

Lemma 12.1 (Mutlak Degeri Birden Kiiciik Tam Say1). k € Z ve | k | < 1 ise k = 0’°dir. Dolayisiyla
p,p' €EZve|p—p' | <lisep =7 olur.

Ispat.

k # 0 olsun. | k | < 1 oldugundan iki durum vardir. 0 < k < 1 ise, Lemma 11.1 (1) geregi0 ile 1 arasinda
tam say1 bulunmadigindan celiski cikar. —1 < k < 0ise0 < —k < 1 olur; —k da bir tam sayidir (Onerme
11.1) ve aymi ¢eliskiye diiseriz. Demek ki k = 0.

Ikinci ifade icin k = p — p’ alnir: tam sayilar ¢ikarma altinda kapalidir (Onerme 11.1), | k | < 1 oldu-
Sundank =0, yanip = p’.

|

Teorem 12.3 (Her Reel Say1 Iki Ardisik Tam Say1 Arasindadir). Herz € R icin
p<z<p+l
olacak bicimde bir ve yalniz bir p € Z tam sayisi vardur.

ispat.

Varlik. A = {n € Z : n < z} kiimesini diiginelim.

A bos degildir: Sonug 12.1 geregi m > —x olacak birm € N vardir; 0 zaman —m < x ve —m € Z, yani
—m € A.

A istten stmirlidur: tanimi geregi her elemani x’i asmaz.

Oyleyse Teorem 11.2 geregi A’nin bir en biiyiik elemani vardir; ona p diyelim. p € A oldugundan p <
x’tir. Simdi x < p + 1 oldugunu gorelim: aksi halde p + 1 < x olurdu; p + 1 bir tam sayidir (Onerme
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11.1), dolayisiyla p + 1 € A olurdu. Ama p + 1 > p ve p, A’nin en biiyiik elemaniydi — ¢eliski. Demek
kip<zxz<p-+1.

Teklik. p ve p’ tam sayilarinin ikisi de kosulu saglasin:p < x <p+1vep’ <z < p’ + 1. flkindenp <
x ve ikincisindenz < p’ + 1 alrsakp < p’ + 1, yanip — p’ < 1. Rolleri defistirince p’ — p < 1. Demek
ki|p—p' | <1velLemma 12.1 geregip =p’.

|

Bu teorem, her reel sayiya “hemen altindaki tam sayiy1” esleyen bir fonksiyon tanimlamamiza izin verir.

Tanim 12.1 (Taban Fonksiyonu). z € R olsun. p < z < p + 1 kosulunu saglayan tek p € Z tam
sayisina z’in tabani (floor) denir ve |z | ile gosterilir. z — |z | kuraliyla tanimlanan R — Z fonksiyonuna
taban fonksiyonu (floor function) ya da tam deger fonksiyonu denir.

y =1« g
3T *~—
[2,6] = 2
2T O—OI—O
1+ o—0 |
i I i P——D) i : i
S| 1 2 3 x
| @) ]

Sekil 12.2: Taban fonksiyonu y = | x| bir merdivendir: her [p, p + 1) araliginda sabit p degerini alir. Sol ug
dolu (deger alinir), sag uc ici bostur (bir iist basamaga sicrar): [2,6] = 2 ve |-1,5] = -2.

Tanimin iyi tanimli olmasi, yani her z i¢cin boyle bir p’nin hem var hem tek olmasi, tam olarak Teorem
12.3 ile giivence altindadir. Taban fonksiyonunun grafigi bir merdiven gibidir: her [p, p + 1) araliginda
sabit p degerini alir, sol ucta o degeri alir (dolu nokta), sag uca ulagsmadan bir {ist basamaga si¢rar (ici bog
nokta).

Ornek 12.5 (Taban Degerleri). |2|, |-3], [5], [—0,2] ve m > 2 bir dogal say1 olmak iizere | |
degerlerini bulunuz.

Cozim.

Her seferinde p < z < p + 1 kosulunu saglayan tam say1y: artyoruz.

« 1< % < 2 oldugundan L%J =1

« —2< —% < —1 oldugundan L—%J = —2. Dikkat: negatif sayilarda taban, “virgiilden sonrasini
atmak” degildir; —1 degil —2 ¢ikar, ¢iinkii —1 < —% yanligtir.

+ 5 <5 < 6 oldugundan |5| = 5. Genel olarak x € Z ise |z| = «’tir.

+ —1 < —0,2 < 0 oldugundan |—0,2| = —1.
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+m>2icin 0 < % < % < 1, dolayisiyla L%J = 0. Bu, 6nceki bélimde gordigimiz bir olguyu

yeniden verir: m > 2 olan bir tam sayinin ¢arpmaya gore tersi % 0 ile 1 arasinda kaldig: i¢cin tam
say1 olamaz (Lemma 12.1).

Taban fonksiyonunun sik kullanilan 6zelliklerini toplayalim.

Sonuc 12.3 (Taban Fonksiyonunun Ozellikleri). x € R vep € Z olsun.

lz]=pep<z<p+l

|z] <z < |x] + 1; buna denk olarak x — 1 < |z| < x.

x = |x] + 0 olacak bigimde tek bir § € [0,1) vardir (0’ya x’in kesir kismu denir).
|z] = max{n € Z:n < z}.

m € Zise|xr+m|=|z|+m.

lz] =2z <z €Z

SR

ispat.

(1) tanimin kendisidir; p’nin tekligi Teorem 12.3 ile verilmigtir.

(2) (1)de p = |z| alinca |z] <z < |x] + 1 ¢ikar. Sagdaki esitsizlikten 1 ¢ikarinca x — 1 < |x] elde
edilir.

(3)0 =z — |z] alalim. (2)den0 < 0 < 1. Teklik:x = [z| + 0 = |z| + 0" ise0 =0".

(4) Teorem 12.3 ispatindaki A = {n € Z : n < x} kiimesinin maksimumunun tam olarak p = |x| oldu-
Sunu gordiik.

(5) p = |z] olsun: p < x < p+ 1. Her yana m ekleyincep+m <x+m < (p+m) + 1 olur ve p +
m € Zdir. (1) geregi |t + m| =p + m.

(6) || = x ise x bir tam sayidur, ¢giinkii || € Z. Tersinex € Zisex < x < x + 1 saglamir ve (1) geregi
|z] = =

|

1 Tavan fonksiyonu

Benzer bi¢imde z’in hemen tistiindeki tam sayiya tavan (ceiling) denir ve [z] ile gosterilir: [z] — 1 <
z < [x]. Tavan i¢in ayr1 bir varlik teoremi gerekmez, ¢iinkii [z] = —|—x ] tir: p = |—z | dersekp <
—x <p+1,yani —p — 1 < < —p olur; demek ki —p tam sayis1 tavan kosulunu saglar (ve teklik,
taban i¢in oldugu gibi Lemma 12.1 ile ¢ikar). Limit ispatlarinda “n, = |1/e| + 1” gibi se¢imlerle hem
taban hem tavan sikca karsimiza ¢ikacak.

Bolme Algoritmasi

flkokuldan bildigimiz kalanli bslme — “17’yi 5’e béliince béliim 3, kalan 2” — aslinda taban fonksiyonunun
bir uygulamasidir. Onu, béliinen say1 negatif olsa bile gecerli olacak bigimde kesinlestirelim.

Teorem 12.4 (Bolme Algoritmasi). n,b € Z veb > 0 olsun. O zaman

n=>bqg+r ve 0<r<b
olacak bicimde bir ve yalniz bir (q,r) tam say ¢ifti vardir. ¢’ya boliim, r’ye kalan denir.

ispat.
Varlik. x = 3 reel sayisiniveq = | x| € Z tam sayisint alalim. Sonug 12.3 (2) gere§iq < x < q + 1, yani

0<z—qg<1.

Her yani b > 0 ile carparsak (04) 0 < bx — bg < b, ve bx = n oldugundan
0<n—bg<hb.
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r = n — bq koyalim. r, tam saylarin farki ve carpimi olarak bir tam sayidir (Onerme 11.1);n = bq + 7

ve 0 < 7 < b saglamir.
Teklik. n = bg+ 1 =bq" + 1’ ve0 < r,r’" < b olsun. Taraf tarafa ¢ikarinca

bg—q) =1 —r.

0<r<bved<r <boldugundan —
b > 0 ile béliince | g — q' | < 1 gikar. ¢ — ¢’ bir tam say1 oldugundan Lemma 12.1 geregiq = q’, dolayi-
sylar=n—bg=n—>bq¢ =r'.

|

Ispat yalnizca varligi degil, boliimiin ve kalanin nasil hesaplanacagini da soyler:

n
= |- =mn—bq.
I
Kalanin 0 olmasi, n = bq demektir; yani r = 0 < b | n (Tanum 11.3). Bdylece béliinebilme, bélme algorit-
masinin 6zel durumu olarak yeniden goriiniir.

Ornek 12.6 (Boliim ve Kalan Hesab1). n = 17 ve n = —17 sayilarin1 b = 5’e bolerek béliim ve kalani
bulunuz.

Coziim.

n=17 iginx:%=3,4ve q=13,4] =3; kalan r = 17— 5- 3 = 2. Gergekten 17 =5-3+2 ve
0<2<h.

n=—17i¢cinz = —3,4veq = |—3,4| = —4(¢iinki —4 < —3,4 < —3);kalanr = —17—5- (—4) =
—17 4 20 = 3. Gergekten —17 =5 (—4) +3ve 0 < 3 < 5.

Dikkat: —17 = 5 - (—3) — 2 yazmak da dogrudur ama kalan —2 negatif oldugu icin teoremin istedigi
bi¢im degildir; teorem kalanin daima 0 < r < b aralifinda olmasini ister ve bu kogul altinda (g, 7) ¢ifti
tektir.

|

1 Bélme algoritmasi ne ise yarar?

Bolme algoritmasi, her tam saymin b’ye boliimiinden kalanina gore siniflandirilmasin saglar: b = 2
icin her tam say1 ya 2k ya da 2k + 1 bicimindedir (¢ift ya da tek; Tanim 11.2), b = 3 i¢in her tam
say1 3k, 3k + 1 ya da 3k + 2 bicimindedir. Bir sonraki boliimiin alistirmalarinda v/3’iin irrasyonel
oldugunu gosterirken bu ticlii ayrimi kullanacagiz.

Alistirmalar

Alistirma 12.1 (Arsimet Ozelligi ve Taban Fonksiyonu Alistirmalari).
a) A= {% :n € N} icin inf A = 0 oldugunu ve A’nin minimumunun olmadigm: gésteriniz.

b) B= {2l :neN } icin sup B = 2 oldugunu gésteriniz.

o) 2, (0,5) =ave 7, (=5, ») = {0} oldugunu gésteriniz.

d) Her z € R i¢in [ |+ |—=] toplaminin x € Z iken 0, z ¢ Z iken —1 oldugunu gosteriniz.

e) Her e > 0 icin 55 < € olacak bir n € N bulundugunu gésteriniz.
Coziim.
a) Her n E N icin = > 0 oldugundan 0 bir alt sinirdir. Teorem 10.2 geregi inf A = 0 olmasi icin her
€ > 0icin 3 L <0 —I— ¢ olan bir eleman bulmak yeter; bu tam olarak Sonug¢ 12.2°dir. Demek ki inf A =0.

Minimum yoktur minimum olsaydi infimuma esit, yani 0 olurdu; ama 0 ¢ A, ¢iinki hicbir n 1(;1n ==
0 olmaz.
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b) 27:‘:11 = % =2 yazahm 7 > 0 oldugundan her eleman 2’den kiiciiktiir; 2 bir iist
siirdir. € > 0 verilsin. Sonug 12 2 1le = 5 olan bir n segersek —~ +1 <= L < ¢, dolayistyla

2———>2—c¢.
n

Yani B’de 2 — €’dan biiyiik bir eleman vardir; Teorem 10.1 geregi sup B = 2.

¢) Birinci kesisim. Kesisimde bir  olsun. Her n icin 0 < = < £, 6zellikle > 0. Sonuc 12.2 ile 1 =<z
olan bir n vardir; bu n i¢in = ¢ ( n) — celigki. Kesisim b0§tur

Ikinci kesisim. 0, her (—, 1) arahgmdadlr demek ki {0} kesigimin alt kiimesidir. Tersine, z # 0 olsun;

| z | > 0 (Teorem 8.1) ve Sonug 12.2 ile £ < | z | olan bir n vardir. Onerme 8.6 geregi v € (—2,1)
olmasi |z —0 | = |z | < 2 demektir; bu ise sectifimiz n igin yanhstir. Yani  # 0 olan higbir say1

kesisimde degildir ve kes1§1m tam olarak {0} dur.

d) x € Z ise —x € Z ve Sonug 12.3 (6) geregi || + |—z] =z + (—z) = 0.

x ¢ Zolsunve p = |z| diyelim. p < x < p+ 1 ve z # p oldugundan p < x < p + 1’dir. Her yan1 —1
ile ¢arpinca (y6n degisir) —p — 1 < —z < —p elde ederiz; yani —z, ardistk —p — 1 ve —p tam sayilar1
arasindadir ve Sonug 12.3 (1) geregi |—z| = —p — 1. Béylece |z| + |—z| =p+ (—p—1) = —1.

e) Teorem 9.5 geregi her n € N igin 2" = (1+1)" > 1+ n > n, dolayisiyla 55 + < l olur. Sonug 12.2
1le + < g olan bir n segersek 5 < = < ¢ elde ederiz.

|

Arsimet 6zelligi, tamlik aksiyomunun “dogal sayilar her seyi asar” yoniinii kullandi. Siradaki béliimde
ayni aksiyomun 6biir yiiziinii gorecegiz: reel say1 dogrusunda bosluk yoktur — 2% = 2 denkleminin bir
¢6zumil vardir, ama bu ¢éziim rasyonel degildir; yine de rasyonel sayilar dogrunun her yerine sokulur.
Kéklerin Varligi, Irrasyonel Sayilar ve Yogunluk.
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13. Koklerin Varligi, Irrasyonel Sayilar ve
Yogunluk

Onceki bsliimde tamlik aksiyomunun “dogal sayilar her reel say1y1 agar” yoniini, yani Arsimet zelligini
isledik. Bu boliimde aym aksiyomun asil karakterini belirleyen 6biir yiiziine bakiyoruz: reel say1 dogru-
sunda bosluk yoktur. Rasyonel sayilarla calisirken 22 = 2 gibi masum bir denklemin ¢6ziimii yoktur;
reel sayilarda ise tamlik aksiyomu bu ¢oziimii iiretir. Boylece v/2’yi gercekten tammlayabilecek, sonra da
onun rasyonel olmadigini géstererek Q # R oldugunu ispatlayacagiz.

Bolumiin ikinci yarisi, rasyonel ve irrasyonel sayilarin dogru tizerinde nasil i¢ ice gectigini anlatir: birbi-
rinden farkli herhangi iki reel sayinin arasinda hem rasyonel hem irrasyonel sayilar vardir, iistelik sonsuz
coklukta. Bu yogunluk olgusu, ileride limit ve siireklilik kavramlarinda sik sik kullanilacak.

13.1 Karekok Ikinin Varlig:

Tamlik aksiyomu (Boliim 10.4) “Ustten sinirli bos olmayan her kiimenin supremumu vardir” der. Bir denk-
lemin ¢oziimiinii bulmak i¢in bu aksiyomu soyle kullaniriz: ¢oziimiin “altinda kalan” sayilarin kiimesini
yazar, bu kitmenin supremumunu alir ve supremumun tam olarak aradigimiz ¢6ziim oldugunu gosteririz.
flk ve en iinlii 6rnek 2 = 2 denklemidir.

Teorem 13.1 (Karekok ikinin Varligl). 22 = 2 olacak bicimde bir ve yalniz bir pozitif reel sayi =
vardir. Bu say1 \/2 ile gosterilir.

ispat.

Varlik. A = {y € R:y > 0,y? < 2} kiimesini alahm.

A bos degildir:1 > 0 ve 12 = 1 < 2 oldugundan 1 € A.

A ustten stnirlidir ve 2 bir iist sinirdir: y > 2 olsayd: y2 > 2y >4 > 2olur,y ¢ A olurdu. Demek ki her
y€ Aiginy < 2.

Tamlk aksiyomu geregi x = sup A vardir. 1 € A oldugundan = > 1> 0. Simdi 2% = 2 oldugunu
gosterecegiz; iiclem yasasina gore (Bolim 7.1) x° > 2, 2 < 2 ya da x* = 2°dir. llk ikisinin celiskiye
goturdigini gosterecegiz.

X+ €
Durum 2, x*<2:x+c€A @
X-€ |
Durum 1, x? > 2: x — ¢ de iist sinir @ i
A={y>0:y*<2} : |
O p—() —
0 1 x=supA 2

Sekil 13.1: A = fy > 0:y° < 2} kiimesi ve en kiigiik tist siniri x. x° > 2 olsaydi biraz kiiciigii x - € de tist sinir
olurdu (x en kiigiik olamaz); x* < 2 olsaydi biraz biiyiigii x + € kiimeye diiserdi (x iist sinir olamaz). Geriye
x? =2 kalw.

Durum 1: x? > 2. Bu durumda x’ten biraz kiiciik bir sayinin da A igin iist sinir oldugunu, boylece x’in
en kiigtk st sinir olamayacagini gosterecegiz. Kiigiik bire > 0 igin

(x —e)? = 2% — 226 + €2 > 2% — 2z¢

olur. Sag tarafin 2 den biiyiik ya da esit olmast icin x* — 2xe > 2, yanie < "”;;2 yeter. O halde
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x2—2
2z

E =

segelim; £2 > 2 ve x > 0 oldugundan € > 0’dwr. Ayrica € < % = § <, dolayistyla x — e > 0. Bu
secimle

(x—e)? > 22 —2ze = 2% — (2% —2) = 2.

Simdiy € A keyfi olsun: y > 0 ve y?> < 2 < (x — ¢)2. Iki pozitif sayidan karesi kiiciik olan kendisi de
kiiciiktiir (Onerme 7.12 (4)‘iin karsit tersi:y > x — € > 0 olsaydiy? > (z — €)? olurdu), yaniy < x — e.
Demek ki x — e, A igin bir iist sitnirdir. Ama x — € < x = sup A ve supremum en kiigiik iist sinirdir —
celiski.

Durum 2: % < 2. Bu kez x’ten biraz biiyiik bir sayin hala A’da oldugunu, béylece ’in iist sinir
olamayacagini gosterecegiz. 0 < € < 1 i¢in €2 < € oldugundan

(r+e)?=a2+2vc+e?2 <2’ +2ze+e=22+¢e(2z+1).
Sag tarafin 2 den kiigiik olmast icin e(2z + 1) < 2 — 2 yeter. O halde

2 — g2
£ =
2¢+1

secelim; % < 2 oldugundan € > 0’dwr. ¢ < 1 kosulunu da kontrol edelim: x > 1 oldugundan 2 — x? <
lve2z 4+ 12> 3, yanie < % < 1. Ustelik 0 < & < 1 oldugundan €* < ¢ esitsizligi kesindir; dolayisiyla
yukaridaki agilim da kesin esitsizlik verir:

(r+e)2<a?+er+1) =22+ (2—-22) =2

Ayricax +¢ > 0. Demek kix + ¢ € A. Ama x + ¢ > © = sup A, oysa supremum A’nin her elemanin-
dan biiyiik ya da esittir — celiski.

Her iki durum da celiski verdiginden x? = 2’dir.

Teklik. z,y > 0 ve x2 = y? = 2 olsun. x < y olsaydi Onerme 7.12 geregi x> < y? olurdu; y < z olsayd:
y? < 2% olurdu. Ikisi de x* = y? ile celisir; iiclem yasasindan x = v.

|

Q Epsilon se¢imleri nereden geldi?

Ispattaki e degerleri gékten inmedi. Her iki durumda da énce (z F ¢)? ifadesini actik, €2 terimini
uygun yonde bir esitsizlikle attik ve geriye kalan €’a gore dogrusal ifadeyi 2 ile kargilagtirdik. Dog-
rusal esitsizligi € icin ¢c6zmek, segimi verir. Ikinci durumda 2 < ¢ diyebilmek icin ¢ < 1 gerekiyordu;
se¢imin bunu otomatik sagladigini ayrica kontrol ettik. Bu “6nce ag, dogrusallastir, sonra ¢6z” teknigi
analizde ¢ok sik kullanilir.

Teoremin asil mesaji sudur: tamlik aksiyomu, denklemleri “yaklagik ¢dziimlerin supremumu” olarak
¢cdzmemize izin verir. Ayni yontem her pozitif sayinin her mertebeden kokiine uygulanabilir.

n-inci Koklerin Varlig:

Genel durumda (z + &)™ agilimiyla ugrasmak yerine, kuvvet farklarini denetleyen basit bir 6zdeslik
kullanacagiz.

Lemma 13.1 (Kuvvet Farki Ozdesligi). n € N veu,v € R olsun. O zaman

n—1
v —u" = (v—u) (V" 0" 2w 4 U2 4w ) = (v —u) Zv”_l_kuk.
k=0

Toplamdaki u°® ve v° carpanlar, u ya da v sifir olsa bile 1 olarak okunur; Tanim 11.5 0°1 tanimsiz birak-
tiindan ozdesligin her u,v € R icin gegerli olmasi bu uzlasimi gerektirir. Ornegin n = 1 icin toplam tek
terimden ibarettir ve 6zdeslik v —u = (v —u) - 1 olur.
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Ozel olarak 0 < u < v ise

v —u" < (v—u)nv L

ispat.
Sag taraftaki carpimi dagitalim:
n—1 n—1 n—1
(’U _ U) Z U'n—l—k:,uk — Z ,Un—kuk _ Z ,Un—l—kulﬂ—l.
k=0 k=0 k=0

Ikinci toplamda j = k + 1 yazarsak Z;;l v Iud olur. Ilk toplam j = 0,1, ...,n — 1, ikincisij = 1,...,n
terimlerini icerir; ortak j = 1,...,m — 1 terimleri birbirini gotiiriir ve geriye v"u® — v°u™ = v™ — y"
kalir.

Esitsizlik i¢in 0 < u < v olsun. Teorem 11.3 geregi her k > 1 i¢cin u* < v*, dolayisiyla toplamdaki her
terim v" 1 kyk < gnlmkyk = =1 sgglar (k = 0 icin esitlik vardir). Toplamda n terim oldugundan
toplam < nv™ Ydir; v — u > 0 ile carpinca istenen esitsizlik cikar.

|

Teorem 13.2 (n-inci Kokiin Varligi). a > 0 birreel sayiven € N olsun. O zamanz™ = a olacak bigimde
bir ve yalniz bir pozitif reel sayi  vardir. Bu sayiya a’nin n-inci kékii denir ve

r=a'" = {/a

ile gosterilir. Ayrica 0Y/™ = 0 tamimlanir; n = 2 icin \/a yazilir.

ispat.
Varllk. A ={y €R:y >0, y" < a} olsun.
A bos degildir: y, = 5 alahm. 0 <y, < 1 vey, < a’dwr (¢inki 1+ a > 1).0 <y, <1 oldugundan

her k € N igin yf < 1% =1 (Teorem 11.3 (4));; n = 1 igin de y = 1. Dolayisiyla y§ = y& ‘y, < yo <
a; yaniy, € A.

A iistten sitnirhdir ve 1 + a bir dist stnirdir:y > 1+ a > 1 olsaydi, y > 1 iciny™ ! > 1 oldugundan (yine
4ilen=1iciny’ =1)y" =y-y" 1 >y >1+a > aolurduy, yaniy ¢ A.

Tamlik aksiyomu geregi © = sup A vardir ve x >y, > 0. Yine i¢lem yasasiyla z™ < a ve 2" > a
durumlarini ciiriitecegiz.

Durum 1: x™ < a. x ten biraz biiyiik bir sayimin A’da oldugunu gosterecegiz. 0 < h < 1 olsun. Lemma
13.1 esitsizligini u = x, v = « + h i¢in uygularsak

(x+h)"—z" <hn(z+h)" !t <hn(z+1)"!

olur (ikinci adimda x + h < x + 1 ve Teorem 11.3 kullanildy; n = 1 icin iis sifirdir ve iki taraf 1’e esittir).
Simdi

a—zx"

0<h<l1 h< ———
< ve <n(x—|—1)”—1

kosullarinin ikisini de saglayan bir h secelim (sagdaki say: pozitiftir; iki pozitif sayinin kii¢iigiiniin yarisi
isimizi goriir). O zaman
(z+h)"<z"+hn(z+1)" <2+ (a—2") =a,

yanizx +h € A. Amaz + h > x = sup A — ¢eligki.
Durum 2: x™ > a. x ten biraz kiigiik bir sayinin A igin dist simir oldugunu gosterecegiz.

n
r —a
k‘:

ngn1

alalim. ™ > a oldugundan k > 0; 2™ — a < ™ oldugundan k < #:,1 = % < x. Demek ki 0 < x —
k < x. Lemma 13.1 esitsizliginiu = x — k, v = x i¢cin uygularsak

" — (z— k)" <knz" ! =2z"—a,
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yani (x — k)™ > a. Simdit > x — k olan herhangi birt > 0 i¢in Teorem 11.3 geregit™ > (x — k)" > a,
dolayisiylat ¢ A. Karsit tersi: hery € A iciny < x — k. Yanix — k, A’nin bir iist siniridwr; amax — k <
x = sup A — celiski.

Her iki durum celiski verdiginden ™ = a’dir.

Teklik. z,y > 0 vez"™ = y™ = a olsun. x < y olsaydi Teorem 11.3 geregi ™ < y™ olurdu; y < x olsayd:
tersi. Ikisi de x™ = y™ ile ¢elisir; dolayisiyla z = y.

|

Bu teoremle v/a, </a, {/a gibi ifadeler artik iyi taniml reel sayilardir. Pozitif olmayan sayilarin kokleri
icinse n’nin tek ya da ¢ift olmasi belirleyicidir.

Onerme 13.1 (Negatif Sayinin Cift Mertebeden Kékii Yoktur). a < 0 ven cift bir dogal say: ise z™ =
a olacak bir z € R yoktur.

Ispat.

n = 2k olsun (k € N). Her z € R i¢in Teorem 11.3 geregi x™ = x2* = (x*)2 dir ve bir reel sayinin karesi
negatif olamaz (Onerme 7.12): z™ > 0. Demek ki z™ = a < 0 olmasi imkansizdur.

n

Onerme 13.2 (Negatif Sayinin Tek Mertebeden Kokii). a < 0 ven tek bir dogal saytisex™ = a olacak
bicimde bir ve yalniz bir x € R vardir ve bu x negatiftir. Bu durumda dax = {/a = — /—a yazil.

ispat.

Varlik. b = —a > 0 olsun. Teorem 13.2 geregi y™ = b olan tek bir y > 0 vardir. x = —y alalim. n tek
oldugundan n = 2k + 1 yazilir ve Teorem 11.3 ile (—1)" = ( (—1)2)k(—1) =1F . (=1) = —17dir; yine
ayni teoremle

e = (—y)" = ()" = ~b=a

Teklik. 2™ = a < 0 olan herhangi bir x alalim. x > 0 olsaydi ™ > 0 olurdu; demek ki x < 0 ve —x >
0. O zaman (—z)" = (—1)"z™ = —a = b, yani —z, b’nin pozitif n-inci kokidiir. Bu kok tek oldugundan
—T =y, yanix = —y.

]

Ornek 13.1 (Kokleri Teklikle Hesaplama). Teklik teoremlerini kullanarak V8 =2v2, /=27 = -3
ve 161/4 = 2 oldugunu gésteriniz.

Coziim.

Kokiin tekligi, bir sayinin kok oldugunu gostermek icin yalnizca iki seyi kontrol etmemiz gerektigini
sOyler: isareti ve kuvvetini.

V8.2v/2 > 0 ve (2\/5)2 =4. (\/5)2 = 4.2 = 8 Demek ki 21/2, 8’in pozitif karekoki, yani Teorem
13.2'teki teklik geregi v/8 = 2v/2.

V—27. (=3)% = —27 ve —3 < 0. Onerme 13.2 geregi x> = —27 denkleminin tek ¢oziimii —3’tiir.
161/4.2 > 0 ve 2* = 16. Teklikten 16'/* = 2.

n

Karekok Iki Rasyonel Degildir

Artik /2 gercek bir say1. Peki rasyonel mi? Bu sorunun yamti Pisagorcular1 sarsmusts; ispati ise kisa ve
zariftir. Daha &nce ispat yontemlerini islerken bu ispatla karsilagsmistik (Ornek 2.7); simdi onu, elimizdeki
kesin tanimlarla yeniden yazalim.

Teorem 13.3 (Karekok ki Rasyonel Degildir). x> = 2 olacak bir rasyonel sayi x yoktur. Baska bir
deyisle /2 ¢ Q.

Ispat.
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Olmayana ergi: /2 € Q olsun. Her rasyonel sayi, paydasi dogal sayi ve payi ile paydasi aralarinda asal
olacak bicimde, yani sadelestirilmis olarak yazulabilir (Onerme 11.5). V2> 0ve payda pozitif oldugundan
pay da pozitiftir; demek ki

m
V2 = —, m,n € N;m ile n aralarinda asal
n

S K . . 2 .
yazabiliriz. Karesini alirsak 2 = 5, yani
n
m? = 2n2.

Bu, m? ’nin ¢ift oldugunu soyler. Onerme 11.3 geregi o zaman m de ¢ifttir: m = 2p olacak birp € Z vardur.
Yerine koyarsak 4p* = 2n?, yani

n? = 2p2.
Demek kin? ¢ifttir ve yine Onerme 11.3 geregin ¢iftti. Hem m hemn ¢ift; yani 2 ikisinin ortak bolenidir.
Bu, m ile n’nin aralarinda asal olmasiyla celisir. Demek ki \/2 rasyonel degildir.
]

Bu teorem énceki béliimde agik birakilan bir noktay: da kapatir: Q C R kapsamasi 6zdiir, v/2 € R \Q
(Teorem 11.4). Ama daha derin bir sonug var: rasyonel sayilar tamlik aksiyomunu saglamaz. Yani Q da
bir sirali cisimdir ama “delikli” bir sirali cisimdir.

Sonug 13.1 (Tamlik Aksiyomu Rasyonellerde Gegersizdir). B = {q€ Q:q > 0,¢* < 2} kiimesi
bos degildir ve Q iginde iistten sinirlidir; ama B’nin rasyonel sayuar icinde en kiigiik iist sinir1 yoktur. Yani
“Ustten sinirli bos olmayan her kiimenin supremumu vardir” ifadesi Q’da yanhstir.

Ispat.

1 € B oldugundan B + &; Teorem 13.1 ispatindaki gibi 2 rasyonel bir iist sinirdr.

Olmayana ergi: s € Q, B’nin rasyonel sayilar icindeki en kiiciik iist siniri olsun; yani s bir iist sinir ve
s’den kiigiik hicbir rasyonel sayi iist sinir degil. 1 € B oldugundan s > 1 > 0. Uglem yasasina gére ii¢
durum vardr.

82 = 2 olamaz, ¢iinkii s rasyoneldir ve Teorem 13.3 bunu yasaklar.

s2 > 2 olamaz. Teorem 13.1 ispatinin birinci durumundaki gibie = 822—;2 alalim. s rasyonel oldugundan
¢ de rasyoneldir (Onerme 11.6) ve 0 < & < s. Ayni hesapla (s — €)? > 2 ve dolayisiyla herq € B icinq <
s — e: 5 — €, B’nin rasyonel bir iist siniridir ve s’den kiiciiktiir — s’nin en kiiciik olmasiyla celisir.

52 < 2 olamaz. Ikinci durumdaki gibi ¢ = g;‘fi alalim; yine rasyoneldir, 0 < e < 1 ve (s +¢)? < 2.
Demek kis + ¢ € B; ama s + € > s, yani s bir iist sinir degildir — celiski.

Ug durum da imkansiz oldugundan béyle bir s yoktur.

Sonug, Q ile R arasindaki farkin tam olarak nerede oldugunu gosterir: cebirsel ve siralama aksiyomlar:
iki kiimede de gecerlidir; ayrilik yalnizca tamlik aksiyomundadir. Reel say1 kavraminin biitiin giicii bu tek
aksiyomdan gelir.

Irrasyonel Sayilar

Reel say1 dogrusunda rasyonel sayilarin kapatamadigi noktalar oldugunu artik biliyoruz; bu “geri kalan”
sayilara bir ad verelim.

Tanim 13.1 (irrasyonel Say1). Rasyonel olmayan reel sayilara irrasyonel say1 (irrational number)
denir. Irrasyonel sayilarin kiimesi

I=R\Q
ile gosterilir QNI = @ve QU I = R'dir.
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Teorem 13.3 geregi v/2 bir irrasyonel sayidir; demek ki I # . Yeni irrasyonel sayilar iiretmenin en kolay
yolu, bir irrasyonel say1y1 rasyonellerle “karigtirmaktir”.

Onerme 13.3 (Rasyonel ile irrasyonelin Toplami1 ve Carpimi). z € Q vey € I olsun.

1. x 4 y irrasyoneldir.
2. x #+ 0 ise xy irrasyoneldir.

Ispat.

(1) Olmayana ergi: x +y = q € Q olsun. O zaman y = g — x iki rasyonel sayin farkidir; rasyonel
sayilar ¢ikarma altinda kapali oldugundan (Onerme 11.6) y € Q. Bu, y nin irrasyonel olmasiyla gelisir.
(2) Olmayana ergi: zy = q € Q olsun.  # 0 oldugundan = vardir ve rasyoneldir (Onerme 11.6). O
zamany = q - x ! iki rasyonelin carpimi olarak rasyoneldir — celiski.

|

Iki irrasyonelin toplami ve ¢arpimi

Onerme, bir rasyonel ile bir irrasyoneli birlestirir. iki irrasyonel saymin toplami ya da carpimi ise
rasyonel de irrasyonel de olabilir:

» Toplam: V2elve—/2€el (ikincisi 6nermenin (2) maddesinden), ama V2 + (—\/5) =0€Q.
. Carplm:\/i~\/§:2€Q.
« Ote yandan V2+vV2=2V2ve V2 -v/8 =2 2v/2 = 4;ilki irrasyonel, ikincisi rasyoneldir.

Yani I, toplama ve ¢arpma altinda kapali degildir; Q’nun tersine bir cisim degildir.

Ornek 13.2 (irrasyonel Oldugu Gésterilen Sayilar). 3 — V2, 2 2 ve = say11ar1n1n irrasyonel oldu-
gunu gosteriniz.

Coziim.

3 —V2. Onerme 13.3(2 ) geregi —/2 = (—1) - v/2 irrasyoneldir; (1) geregi 3 + (—/2) de irrasyoneldir.
Bu say1 1. V/2dir; I € Q sifirdan farkli oldugundan (2) geregi irrasyoneldir.
= fﬁf = £ oldugundan bir 6nceki maddeye 1nd1rgen1r Genel olarak, irrasyonel bir y # 0

n de 1rrasy0neld1r ~=qg€Qolsaydig #0vey = - E Q olurdu.

&_IWI%

Ivo

Rasyonel Usler

Kokler tanimlandigina gére a'/”™ anlamlidir; tam say1 kuvvetlerle (Tanim 11.5) birlestirerek rasyonel iisleri
tanimlayabiliriz.

Tanim 13.2 (Rasyonel Kuvvet). m € Z, n € N ve a € R olsun. a’nin -inci kuvveti su kosullarla
tanimlanir:

- a>0ise ™" = (al/")m

« a=0vem > 0ise 0™™ = 0;m < 0icin 0"/™ tammsizdur.

« a < 0ise dnce ™ kesri sadelestirilir (m ile n aralarmda asal alimir). n tek ise a™/™ = (al/ ")m, burada
al/™ Onerme 13.2 ile verilen negatif koktir.

« a < 0 ve (sadelestirilmis kesirde) n cift ise a™/™ tanimsizdr.
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1 Tanim tutarli m1?

Tamimda iki siiphe dogar; énce ikisini de a > 0 i¢in giderelim, sonra a < 0 haline bakalim. (@ < 0
icin tanimu yalnizca sadelestirilmis kesre uyguladigimizdan orada temsil sorunu zaten dogmaz.)
(al/")m = (am)l/n midir? y = a'/™ > 0 olsun. Teorem 11.3 geregi (y™)" = y™" = (y*)™ = a™
ve y™ > 0; demek ki 4™, ™ nin pozitif n-inci kokidir ve teklikten y™ = (am)l/ ™. Yani 6nce kok
sonra kuvvet ile 6nce kuvvet sonra kok ayni sonucu verir.

Sonug kesrin yazilisina bagh mi? 7 = mk (e N) icin a™*/("k) = g™/" olmal. z = a'/("F) >
0 olsun. (2*)" = 2™ = @ oldugundan teklikle z¥ = a/™. O halde a™*/("k) = 7k — (k)™ =
(al/ ")m = a™/™. Demek ki tanim, = rasyonel sayisinin hangi temsille yazildigindan bagimsizdir.
Negatif tabanda da “6nce kok” ile “dnce kuvvet” ayni mi? Evet, sadelestirilmis 7 kesrinde n tek iken
de ayni denklik gecerlidir. y = (al/”)m diyelim; Teorem 11.3 geregi y™ = (al/")n) = a™’dir.
a'/™ < 0 oldugundan m cift ise y > 0 ve a™ > 0; teklik (Teorem 13.2) y = (am)l/" verir. m tek ise
y < 0ve a™ < 0; bu kez ayn1 sonucu Onerme 13.2'teki teklik verir.

Tam say1 usler icin bildigimiz kurallar rasyonel iislere de aktarilir.
Teorem 13.4 (Rasyonel Us Kurallar1). a,b > 0 reel sayilar ve p, q € Q olsun. O zaman

1 aP - a% = aPtq,
2. aP - b? = (ab)?,
3. (aP)? = aPl.

ispat.

p="rveq= % olsun (m,k € Z;n,l € N). Her adimda Teorem 11.3 (tam say: iisler) ile koklerin tekligini
(Teorem 13.2) kullanacagiz.

(1) Ortak paydaya gegeltm p= l q= l”ll. N=nlveu=a
a? = u™ ve a? = uF"; dolayisiyla

YN > 0 olsun. Yukaridaki callout geregi

aPad = yMiykn — mitkn — a(ml+kn)/N = gPte.

(2)y = a'/™, z = b'/" olsun. (yz)" = y"2" = ab veyz > 0; teklikten yz = (ab)*/™. O zaman
aPb? = ymz™ = (yz)™ = ((ab)l/”)m = (ab)™™ = (ab)P.

(3) v=a" >0 olsun. (v")* =v™ = a oldugundan teklikle v' = a'/"; dolayisiyla w = a? =
(Y™ =™, Simdi (v™)! = v™ = w ve v™ > 0, teklikle w'/" = v™. Boylece

(ap)q wk‘/ ( l/l) (,Um)k = gmk — amk/(nl) = qPq.

Negatif tabanlarda dikkat

Kurallar a, b > 0 i¢in ispatlandi. N egatlf tabanlarda glft /paydah usler tanimsiz oldugu i¢in kurallar bo-
zulabilir. Ornegin (3) kuralip = 2, q = + 1(;1n 1/6 5 = (—8)'/3 = —2 vermek isterdi
(2 nin sadelestirilmig b1g1m1 2 tlr); oysa sol taraf 641/ 6 = 2 d1r Sorunun kaynagi, cift bir kuvvetin
tabanin isaretini silmesidir: (— 8) = 64 = 82 oldugundan altinc1 kok artik —8 ile 8°i birbirinden ayirt
edemez ve pozitif olani verir. (Kesir sadelegtirilmeden birakilsaydi da bir sey kazanmazdik: paydasi ¢ift

oldugu i¢in (—8)2/6 ifadesi tanimsizdir.) Bu yiizden rasyonel iislerle calisirken taban pozitif tutulur.
Rasyonel ve Irrasyonel Sayilarin Yogunlugu

Q ve I reel dogruyu iki ayrik pargaya boler; ama bu parcalar “adalar” halinde degil, birbirinin i¢ine sonsuz
incelikte oriilmiis bicimde durur. Bunun kesin ifadesi yogunluktur.
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Tanim 13.3 (Yogun Kiime (Siralama Anlaminda)). A C R olsun. z < y olan her z,y € R cifti igin
x < a < y olacak bir @ € A varsa A kiimesine R’de yogun (dense) denir.

Sozle: yogun bir kiime, ne kadar kisa olursa olsun her acik araliga girer. ileride topoloji béliimiinde
yogunlugu kapanis kavramiyla yeniden tamimlayacagiz (Tanim 17.6); iki tanmimin denk oldugu orada
gosterilecek.

Teorem 13.5 (Rasyonel Sayilarin Yogunlugu). Q, R’de yogundur: a < b olan her a,b € R icin a <
q < b olacak bir g € Q vardir.

ispat.

a < b olsun; b—a > 0°dw. Fikir su: (a,b) arahifim n katina biiyiitiip uzunlugunu 1°i asacak hale
getirirsek icine bir tam sayi sigar; sonra n’e bolerek geri doneriz.

Adim 1: Aralig1 bitytitme. Teorem 12.1 teoremini pozitif say1b — a ve keyfi say1 1 icin uygulayalim: n(b —
a) > 1, yani

nb—na >1

olacak birn € N vardir.
Adim 2: Araya tam say1 sikistirma. p = |na| + 1 alalim (Tamim 12.1); p € Z’dir. Teorem 12.3 geregi
na| < na < |na| +1=p, yani

na < p.

Ote yandanp = |na] + 1 < na + 1 < nb; buradaki son esitsizlik Adim 1'dekinb — na > 1°dir. Béylece

na < p < nb.
b - a < 1: arada tam say yok p/n
} t ; O@:0 ? —>
0 1 2 a b 3 4

+—

nile carp (n = 4)

nb - na > 1: arada tam sayi var y4
{ f O ® oO—t+—+t+—>
8 9 na 10 nb 11 12

Sekil 13.2: Ustte a ileb arasinda tam sayi olmayabilir. n ile ¢arpinca aralik 1'den uzun olur (nb - na > 1)
ve arasina bir p tam sayisi sigar; n'e boliince p/n rasyonel sayisi a ile b arasina diiger.

Adim 3: Geri doniis. n > 0 oldugundan her yani % ile ¢arpinca (yon korunur)

a<£<b.
n

q= % bir rasyonel sayidir (Tanim 11.6) ve a ile b arasindadir.
|

Ispat yapicidir: verilen a < b icin énce % < b— a olan bir n, sonra p = |na| + 1 hesaplanir ve ¢ = £
aranan say1dir.

Teorem 13.6 (Irrasyonel Sayilarin Yogunlugu). I, R’de yogundur: a < b olan her a,b € R i¢in a <
r < b olacak bir r € I vardir.

ispat.
a < b olsun. Aralig V2 kadar sola kaydiralim: a — V2 < b— /2. Teorem 13.5 geregi
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a—\/§<q<b—\/§

olacak bir ¢ € Q vardur. Her yana /2 ekleyincea < q + /2 < b. q rasyonel ve /2 irrasyonel oldugundan
Onerme 13.3 geregir = q + \/2 irrasyoneldir. Aradigimiz say: budur.
]

Sonuc 13.2 (Aralikta Sonsuz Coklukta Rasyonel ve Irrasyonel). a < b olan hera,b € R icin (a,b)
araliginda sonsuz coklukta rasyonel ve sonsuz coklukta irrasyonel sayr vardir.

Ispat.

Rasyoneller icin gosterelim; irrasyoneller icin ispat kelimesi kelimesine aynidir (Teorem 13.6 kullanilarak).
Olmayana ergi: (a,b) N Q sonlu, yani elemanlari q,, ..., q,, diye listelenebilir olsun. Teorem 13.5 geregi
bu kiime bos degildir; sonlu ve bos olmayan bir kiimenin en biiyiik elemani vardir (Onerme 10.1), ona qq
diyelim. qy < b oldugundan yine yogunluk geregi g, < ¢’ < b olan bir ¢’ € Q vardir.a < gy < ¢’ <b
oldugundan ¢’ € (a,b) N Q; amaq’ > q, = max( (a,b)NQ ) — ¢eliski. Demek ki kiime sonsuzdur.

|

Ornek 13.3 (Aralikta Rasyonel Say1 Bulma). /2 ~ 1,414214 oldugu bilinsin. V2 ile v/2 4+ 0,001
arasinda bir rasyonel say1y1, Teorem 13.5 ispatindaki yontemle bulunuz.

Coziim.

a=+20b=+v2+0,001veb—a=0,001.

Adim 1.n(b— a) > 1, yani n > 1000 olmaly; n = 1001 alalim.

Adim 2.na = 1001/2 ~ 1415, 63; dolayisiyla |na] = 1415 ve p = 1416. Gercekten na ~ 1415,63 <
1416 < 1416, 63 ~ nb.

Adim 3, g = 1416 1 414585, Kontrol: 1,414214 < 1,414585 < 1,415214.

Ayni aralikta bir irrasyonel say1 istenseydi, Teorem 13.6 ispatindaki gibi kaydirilmis (a — v/2,b —
v2) = (0, 0,001) araligindan bir rasyonel, 6rnegin 3055 secilir ve V2 + 3005 alnirds.

|

Yogunlugun bir bagka anlatimu, her reel sayinin rasyonel sayilarla “asagidan kusatilabildigidir”. Bu, reel
sayilar1 rasyonellerden inga eden yaklagimlarin (Dedekind kesitleri) da ¢ikis noktasidir.

Onerme 13.4 (Her Reel Say1 Rasyonellerin Supremumudur). Hera € Ricin A= {q€ Q:q < a}
kiimesi bos degildir, iistten sinirlidir ve sup A = a’dir.

Ispat.

Bos degil. Sonuc 12.1 geregin > —a olan birn € N vardir; 0 zaman —n < a ve —n € Q, yani —n € A.
Ustten sinirli. Tanim geregi herq € A iginq < a; a bir iist sinirdir. Dolayisiyla s = sup A vardir ve s < a.
s = a. s < a olsaydi Teorem 13.5 geregi s < ¢’ < a olan bir ¢’ € Q bulunurdu. ¢’ < a oldugundan ¢’ €
A; ama q' > s = sup A, supremum ise A’nin her elemanindan biiyiik ya da esittir — celiski. Demek ki
s =a.

|

i Rasyonel ile reel arasindaki fark, tek cimleyle

a=+/2alrsak A = {q €EQ:qg< \/5} tamamen rasyonel sayilardan olusur, ama supremumu irras-
yoneldir. Yani rasyonellerden olusan sinirli bir kiimenin en kiigiik tist sinir1 rasyonellerin disina
diisebilir; bu, Sonu¢ 13.1'un bagka bir gériiniimiidiir. R, Q’nun biitiin bu “eksik supremumlarini”
ekleyerek elde edilen, artik deliksiz say1 dogrusudur.

Bir uyari: yogunluk, “cokluk” demek degildir. Q da I da yogundur; ama siradaki béliimde gorecegimiz
gibi Q sayilabilirken R (dolayisiyla I) sayilamazdir (Teorem 14.8).
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Alistirmalar

Alistirma 13.1 (Kokler, irrasyonel Sayilar ve Yogunluk Alistirmalari).

a) V/3’in irrasyonel oldugunu gosteriniz. (ipucu: her tam say1 3k, 3k + 1 ya da 3k + 2 bicimindedir;
Teorem 12.4.)

b) V2 + v/3’iin irrasyonel oldugunu gosteriniz.

¢) a <bolanhera,b € Ricina < gz < bolacak bigimde m € Z ve k € N bulundugunu gdsteriniz. (Bu
tur sayilara ikili rasyonel denir.)

d) A={q€Q:q>0,q¢* < 2} kiimesinin R icindeki supremumunun /2 oldugunu gésteriniz.
e) C={zel:z>0}icininfC = 0 oldugunu gosteriniz.

Coziim.

a) Once bir yardime1 olgu: m € Z icin 3 | m? ise 3 | m. Teorem 12.4 ile m = 3k +r, r € {0, 1,2}
yazalim. r = 1ise m? = 9k% + 6k + 1 = 3(3k% + 2k) + 1,7 = 2ise m? = 9k% + 12k + 4 = 3(3k? +
4k + 1) + 1. iki durumda da m?'nin 3’e boliimiinden kalan 1°dir, yani 3 } m?. Demek ki 3 | m? ancak
r =0, yani 3 | m iken miimkiindiir.

Simdi /3 = = (m,n € N aralarinda asal) olsun. Kare alinca m? = 3n?, yani 3 | m? ve yardimc
olgudan 3 | m: m = 3k. Yerine koyunca 9k? = 3n?, yani n? = 3k?; aym olguyla 3 | n. 3, hem m’yi
hem n’yi boler; aralarinda asal olmalariyla celisir. (v/3’iin varligi Teorem 13.2 ile giivence altindadir.)
b)r = \/5 +3 rasyonel olsun. r > 0’dir. r — \/§ =3 esitliginin karesini alalim:

r?—1

r2—2rV/2+2=3 = V2= 5
"

Sag taraf rasyonel sayilarla yapilan islemlerden olusur (r # 0), dolayisiyla rasyoneldir (Onerme 11.6).
Bu, Teorem 13.3 ile celisir. Demek ki v/2 + /3 irrasyoneldir.

¢)b—a > 0. Sonug 12.1 ile k > ﬁ olan bir k € N secelim. Teorem 9.5 geregi 2% = (1 + 1)k > 1+
k>k> ﬁ, dolaysiyla 2¥(b — a) > 1, yani 2¥b — 2%a > 1. Simdi Teorem 13.5 ispatindaki gibi m =
|2%a| + 1 alalim: 2Fa < m < 2Fa + 1 < 2%b. Her yan1 27% > 0 ile carpinca a < o <b.

d) Ust simir. ¢ € A olsun. ¢ > /2 olsayd1 Onerme 7.12 geregi ¢*> > 2 olurdu; demek ki ¢ < v/2 ve v/2
bir tist siirdir.

En kiigiik tist stmir. € > 0 verilsin; ¢ = max{\/i —€, O} olsun, ¢ < v/2'dir. Teorem 13.5 geregic < q <
v/2 olan bir ¢ € Q vardir. ¢ > ¢ > 0 ve 0 < ¢ < v/2 oldugundan ¢ < 2; yani g € A ve ¢ > V2 —¢.
Teorem 10.1 geregi sup A = /2.

Bu, Sonug 13.1 ile birlikte okunmali: ayn1 kiitmenin R i¢inde supremumu vardir (v/2), Q icinde yoktur.
e) C’nin her elemani pozitif oldugundan 0 bir alt sinirdir. € > 0 verilsin. Teorem 13.6 geregi 0 < r < ¢
olan bir r € I vardir; r € C ver < 0 + e. Teorem 10.2 geregi inf C' = 0. (0 ¢ C oldugundan minimum
yoktur.)

|

Rasyoneller de irrasyoneller de dogrunun her yerindedir; dyleyse hangisi “daha ¢ok”? Bu sorunun sagir-
tict yaniti igin sonsuz kiimelerin biyiikligini karsilastirmayi 6grenmemiz gerekiyor: Sonlu, Sonsuz ve
Sayilabilir Kiimeler.
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14.1

14. Sonlu, Sonsuz ve Sayilabilir Kiimeler

Onceki béliimde rasyonel sayilarin da irrasyonel sayilarin da say1 dogrusunda yogun oldugunu gordiik:
her aralikta ikisinden de sonsuz g¢oklukta eleman var. Peki bu iki sonsuz kiimeden hangisi “daha
kalabalik”? Sonlu kiimelerde bu soruyu elemanlar1 sayarak yanitlariz; sonsuz kiimelerde “ka¢ eleman
var” sorusunun anlamu bile agik degildir. Georg Cantor 1874te bu soruya kesin bir anlam kazandird: ve
sagirtict bir yanit buldu: dogal sayilar, tam sayilar ve rasyonel sayilar “ayni bitytikliktedir; reel sayilar
ise bunlardan kesinlikle daha biytktiir.

Bu bsliimde 6nce iki kiimenin ne zaman “ayni biiyiiklitkte” sayilacagini tanimlayacak, sonra sonlu, sonsuz
ve sayilabilir kiimeleri inceleyecek, en sonunda Cantor’un teoremini ispatlayacagiz.

Esgiiclii Kiimeler

Bir salondaki sandalyelerle 6grencileri karsilagtirmak i¢in ikisini de saymak gerekmez: herkes bir sandal-
yeye otursun. Bos sandalye kalmamis ve ayakta kimse yoksa sandalye sayisi1 6grenci sayisina esittir.
“Saymadan kargilagtirma”nin bu yolu, yani her elemani 6biir kiimenin tam bir elemaniyla eslemek, sonsuz
kiimelere de uygulanabilir. Matematikte bu esleme birebir-6rten fonksiyondur.

Tanim 14.1 (Esgiiclii Kiimeler). A ve B iki kiime olsun. A’dan B’ye birebir-6rten (bijektif) bir f : A —
B fonksiyonu varsa (bkz. Tanum 5.7) A ile B esgiiclidiir (equinumerous) denir ve

A~B

yazilir. Bos kiime yalnizca bos kiimeyle esgiicliidiir: bog olmayan bir kiimeden bog kiitmeye hi¢ fonksiyon
yoktur, bos kiitmeden bog olmayan bir kiimeye giden tek fonksiyon (bos fonksiyon) ise 6rten degildir.

Esgugclilik, “kiimelerin biiyukligint karsilagtirma” bagintisidir ve bir denklik bagintisinin ti¢ 6zelligini
tasir.

Onerme 14.1 (Esgiicliiliigiin Ozellikleri). A, B, C kiimeleri icin sunlar saglanir:

1. A~ A.
2. A~ Bise B~ A.
3. A~BveB~CiseA~C.

Ispat.

(1) Birim fonksiyon I, : A — A, I,(x) = x birebir-ortendir.

(2) f : A — B birebir-orten olsun. Teorem 5.5 geregi f’nin tersi f~1 : B — A vardw; f~’in tersi de f
oldugundan ayni teoremle = birebir-értendir. Dolayisiyla B ~ A.

(3)f: A— Bveg: B — C birebir-orten olsun. Teorem 5.4 geregi birebir fonksiyonlarin bileskesi birebir,
orten fonksiyonlarin bileskesi ortendir; o hdlde g o f : A — C birebir-értendir ve A ~ C.

|

Bu ozellikler sayesinde esgugliiliik zincirleme kullanilir: A ~ N oldugunu gostermek i¢in dogrudan bir
esleme bulmak yerine A ~ B ve B ~ N gostermek yeter. Simdi ilk sagirtici 6rnege bakalim.

Ornek 14.1 (Dogal Sayilar ve Cift Sayilar). 2N = {2n:n € N} = {2,4,6,...} cift dogal sayilar
kiimesi olsun. 2N, N’nin 6z alt kiimesi oldugu hilde N ~ 2N oldugunu gosteriniz. Ayrica N ~ N\ {1}
oldugunu gosteriniz.

Cozim.

f:N = 2N, f(n) = 2nalalm. f(n) = f(m) ise 2n = 2m, sadelestirme ile (Onerme 6.3) n = m olur;
f birebirdir. Her ¢ift dogal say1 tanim geregi bir n € N i¢in 2n bi¢imindedir, yani f(n)’dir; f ortendir.
O halde N ~ 2N.
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Ikinciiddiaiging : N — N\ {1}, g(n) = n+ lalalm.n + 1 = m + 1 ise n = m; g birebirdir. k € N'\
{1} ise Onerme 9.3 (2) geregi k — 1 € N'dir ve g(k — 1) = k; g értendir.
|

Bu 6rnek Galileo’'nun 1638'de dikkat cektigi “paradoks’tur: ¢ift sayilar dogal sayilarin “yarisi” gibi
goriiniir, ama ikisi esgicludir. Sonlu kiimelerde bir parca butinle esgiiclii olamaz; sonsuz kiimelerde
olabilir. Bunun sonsuzlugun tam da ayirt edici 6zelligi oldugunu birazdan gorecegiz.

Ornek 14.2 (Araliklar ve Reel Sayilar Esgiicliidiir).

a) a < bvec < dise(a,b) ~ (c,d) oldugunu gosteriniz.

b) (—1,1) ~ R oldugunu gosteriniz. Buradan her agik araligin R ile esgii¢lii oldugu sonucunu ¢ikarmiz.
Cozim.
a) f: (a,b) — (¢, d) fonksiyonunu

r—a

fl@)=c+(d—e) T

ile tanimlayalim. 2 € (a,b) ise 0 < =2 < 1, dolayisiylac < f(z) < d; f gercekten (c,d)’ye gider. d —
¢>0veb—a>0oldugundan z < y iken f(z) < f(y) olur: f kesin artandir, dolayisiyla birebirdir.
Ortenlik: y € (c, d) verilsin,

y—c
d—c

z=a+(b—a)

alahm. 0 < Y= < 1 oldugundan x € (a, b)’dir ve yerine koyunca f(z) = y bulunur.

b)g:(—1,1) > R, g(x) = 7=757 olsun; | z | < 1oldugundan payda pozitiftir. Tersini bulmak i¢in A :

R — (—1,1), h(y) = H—L\yl tanimlayalim; | h(y) | = % < 1 oldugundan h gercekten (—1,1)’e
gider. Simdi iki bileskeyi hesaplayalim. | h(y) | = I_HL vel— | h(y) | = ﬁ oldugundan
y/A+1yl)
ghw) =7y =Y WER)
1/(1+]yl)

||
e

Benzer bigimde | g(x) | = vel+|g(z)|= ﬁ oldugundan

_ x
1|z

h(g(z)) A-fz)=2z (ze(=11)

Demek ki hog=1_,,) ve goh = Ig; yani h, g'nin ters fonksiyonudur. Teorem 5.5 geregi ters
fonksiyonu olan g birebir-értendir: (—1,1) ~ R.

Son olarak herhangi bir (a,b) agik aralig1 i¢in (a) sikkindan (a,b) ~ (—1, 1), (b) sikkindan (—1,1) ~
R; Onerme 14.1 ile (a, b) ~ R.

|

Uzunlugu ne kadar kiigiik olursa olsun her agik aralik, biitiin say1 dogrusuyla esgiiclidiir. “Buyiikluk”
kavramimiz uzunlukla ilgili degildir; yalnizca eslemeyle ilgilidir.

Sonlu ve Sonsuz Kimeler

Her n € Nigin
N, ={1,2,.,n}={keN:k<n}

yazalim. “Bir kiimenin n elemani var” demek, elemanlarini 1’den n’ye kadar numaralayabilmek, yani
kiimeyi N,, ile esleyebilmek demektir. Ancak bu tanimin anlamli olmasi i¢in ayni kiimenin hem N,, hem
de N,, (m # n) ile esgiiclii olamayacagini bilmemiz gerekir. Bunu garanti eden ilke, giinliik dildeki adiyla
“glvercin yuvast ilkesi’dir: n yuvaya n’den ¢ok giivercin ancak en az bir yuvaya iki giivercin koyarak
yerlestirilebilir.
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Lemma 14.1 (Giivercin Yuvasi flkesi). m,n € N olsun. N, den N, ’ye birebir bir fonksiyon varsam <
n’dir. Baska bir deyisle m > n ise N, "den N, ye hicbir fonksiyon birebir olamaz.

Ispat.

n iizerinden tiimevarimla (Teorem 9.1) su 6nermeyi ispatlayacagiz: “Her m € N ve her birebir f : N, —
N, icinm < n.”

Basglangic (n = 1): f : N, — {1} birebir olsun. m > 2 olsaydr f(1) = f(2) =1 olurdu; oysa 1 + 2,
bu birebirlikle celisir. O haldem =1 < 1.

Tiimevarim adimi: Onerme n icin dogru olsun; f : N, — N, ., birebir olsun. m =1 isem <n+1
zaten saglanir. m > 2 olsun. Amacimiz birebir birg : N,,_; — N, kurmaktir; ¢iinkii o zaman tiimevarim
varsayimim — 1 < n, yanim < n + 1 verir. Iki durum vardr.

* n+ 1degeri f(1),..., f(m — 1) arasinda yoksa: g = f |y __, alalim. DegerleriN, ., \ {n + 1} =N,
icindedir ve birebir fonksiyonun kisitlamas birebirdir.

* Birj < m — ligin f(j) = n + 1 ise: f birebir oldugundan béyle bir j tektir ve f(m) # n + 1'dir (m +
jlg:N,,_; = N, fonksiyonunu

NN OREY,
9i) = {f<m>,z' iy

ile tamimlayalim. i # j icin f(i) #n+1 ve f(m) # n+ 1 oldugundan g’nin biitiin degerleri N,,
icindedir. Birebirlik: i # i’ olsun. Ikisi de j 'den farklvysa g(i) = f(i) # f(i') = g(i’). Biri, diyelimi =
jiseg(j) = f(m)veg(i’) = f(i');i <m —1< m oldugundan f(i’) # f(m). Her durumda g(i) +
9(i").

Her iki durumda da birebir g : N, _; — N, bulundu; tiimevarim varsayimiyla m — 1 < n, dolayisiyla
m < n + 1. Timevarim ilkesiyle 6nerme hern icin dogrudur.
]

Artik “eleman sayis1” kavramini giivenle tanimlayabiliriz.

Tanim 14.2 (Sonlu ve Sonsuz Kiimeler). Bir A kiimesi, A = & ise ya da bir n € Ni¢in A ~ N, ise
sonlu (finite) kiimedir. A ~ N, durumunda “A’nin n eleman vardir” denir ve | A | = n yazilir; ayrica
| @ | = 0 alinur. Sonlu olmayan kiimeye sonsuz (infinite) kiime denir.

Sonu¢ 14.1 (Eleman Sayis1 Tektir). m,n € N icin N, ~ N, ise m = n’dir. Dolayisiyla sonlu bir
kiimenin eleman sayisi | A | iyi tanimhidir.

ispat.

f:N,, = N, birebir-orten olsun. f birebir oldugundan Lemma 14.1 ille m <mn; f1:N, - N, de
birebir oldugundan (Teorem 5.5)n < m. O haldem =n. A ~N,, ve A ~ N, ise Onerme 14.1ileN,,, ~
N,,, yani m = n olur; eleman say:s: tektir.

|

Sonuc 14.2 (Dogal Sayilar Kiimesi Sonsuzdur). N sonsuz bir kiimedir.

ispat.

N # @& acktir. Bir n € N igin f: N — N, birebir-orten olsaydi, N, ; C N oldugundan kisitlama
f :N,, .1 = N, birebir olurdu. Lemma 14.1 bu durumdan 4 1 < n verir; celiski.

]

Nn+1

Sonlu kiimelerin en temel 6zelligi, alt kiimelerinin de sonlu ve daha kii¢iik olmasidir.

Onerme 14.2 (Sonlu Kiimenin Alt Kiimesi Sonludur). A sonlu bir kiime ve B C A olsun. O zaman
B sonludur ve | B | < | A |’dw. Karsit tersiyle: sonsuz bir kiimeyi kapsayan her kiime sonsuzdur.

Ispat.
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Adim 1: N, ’nin her alt kiimesi sonludur. n iizerinden tiimevarim yapalim.n = 1 i¢in B C {1} ya
& ya da {1} = N, 'dir; ikisi de sonludur. Onerme n icin dogru olsun ve BC N, ., alahm. n+1 ¢ B
ise B C N, dir ve varsayimla sonludur. n+1 € B ise B = B\ {n+ 1} CN,, sonludur. B’ = & ise
B = {n + 1} ~ N,. Degilse bir k i¢in birebir-6rten g : B" — Ny, vardir; § : B — N, fonksiyonunu B’
iizerinde g ile, g(n + 1) = k + 1 ile tamimlayalim. g, B’ "yii N, 'ye birebir-orten gotiiriir ve yeni eleman
n + 1 yeni deger k + 1’e gider; dolayisiyla g birebir-értendir ve B ~ Ny | sonludur.

Adim 2: Genel durum. A = & ise B = & sonludur. A ~ N, olsun, f: A — N,, birebir-orten olsun.
f(B) CN,, Adim 1 geregi sonludur. Kisitlama f |5 : B — f(B) birebirdir (birebir fonksiyonun kisitla-
mast) ve goriintiisii iizerine ortendir; yani B ~ f(B). f(B) sonlu oldugundan B de sonludur.

Adim3:| B |<| A|.B=giseagk. B~ N, ve A~ N, olsun; p : N, = Bve f: A — N, birebir-
orten olsun. N, i BCA i) N,, bileskesi birebirdir; Lemma 14.1 ile k < n.

|

Bu 6nerme sayesinde N’yi kapsayan Z, Q ve R kiimelerinin sonsuz oldugunu hemen s6yleyebiliriz (Sonuc
14.2).

Sayilabilir Kiimeler

Sonsuz kiimeler arasinda en “evcil” olanlar, elemanlar: bir dizi halinde a4, a,, a, ... diye yazilabilenlerdir:
her elemana bir sira numarasi verilebilir, hicbir eleman atlanmaz. Bu tam olarak N ile esgiiclii olmak
demektir.

Tanim 14.3 (Sayilabilir ve Sayilamaz Kiimeler). A bir kiime olsun.

+ A ~ Nise A’ya sayilabilir sonsuz (countably infinite) kiime denir.
+ A sonlu ya da sayilabilir sonsuz ise A’ya sayilabilir (countable) kiime denir.
« Sayilabilir olmayan kiimeye sayilamaz (uncountable) kiime denir.

A sayilabilir sonsuz ve f : N — A birebir-orten ise a,, = f(n) yazarak A = {aq, ay, as, ...} elde ederiz;
burada a,,’ler birbirinden farklidir ve A’nin her eleman: listede tam bir kez gériiniir. “Sayilabilir” s6zctigi
buradan gelir: kiimenin elemanlar1 “sayilarak” bitirilemez ama “sayilmaya baglanabilir” ve her elemana
sira gelir.

Terim uyarisi

Bazi kitaplar “sayilabilir” s6zciiginii yalnizca N ile esgiiclii kiimeler igin kullanir ve bizim “sayilabilir”
dedigimize “en ¢ok sayilabilir” (at most countable) der. Bu notlarda sonlu kiimeler de sayilabilirdir;
N ile esgiiclii olanlar1 ayirt etmek istedigimizde agikca “sayilabilir sonsuz” diyecegiz.

flk teoremimiz, N'nin alt kiimelerinin daha kiiciik bir sonsuzluk iiretemeyecegini soyler. Ispatin anahtari
iyi siralama ilkesidir: alt kiimenin elemanlarini kiiciikten biiyiige siralayarak numaralariz.

Teorem 14.1 (Dogal Sayilarin Alt Kiimeleri Sayilabilirdir). N’nin her alt kiimesi sayilabilirdir. Ozel
olarak N’nin sonsuz her alt kiimesi N ile esgticliidiir.

ispat.

A C N olsun. A sonluysa tanim geregi sayilabilirdir. A sonsuz olsun; A ~ N gdsterecefiz.

Dizinin kurulusu. A #+ & oldugundan Teorem 9.2 geregi A’nin en kiigiik elemani vardir; a; = min A
diyelim. aq, ..., a,, secilmis olsun ve

An = A \ {(11, AAAR] a’n}

yazalim. Kurulus geregia, , € Ay, yaniay , & {a,,...,a;} oldugundan a,, ..., a,, birbirinden farklidir
vei > a; eslemesiyle {ay,...,a,} ~ N, sonludur. A, = & olsaydi A C {ay,...,a, } olur, Onerme 14.2
geregi A sonlu olurdu; demek ki A,, # & vea, ., = min A, tamimlanabilir. Béylece A’nin elemanlarin-
dan olusan bir (a,,) dizisi elde ettik; A, = A yazarsak hern i¢in a,, = min A, dir.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 160 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

14.3 Sayilabilir Kiimeler 161

Dizi kesin artandw. a, , € A, C A, _, vea, =minA,_; oldugundan a,, < a,_; ayricaa, , ¢
{ay,...,a,} oldugundan a,, ., # a,. O halde a,, < a,,,. Zincirleme uygulayincan < m = a,, < a,,
bulunur.

f(n) = a,, birebirdir. n # m ise, diyelimn < m, a,, < a,, oldugundan f(n) #+ f(m).

a,, > nesitsizligi. Timevarimla: a; € Noldugundana, > 1.a, > nisea, ; > a, > n,yania, ; >
n;nile a, ., dogal sayi oldugundan Onerme 9.3 (4) geregia, ., > n+ 1.

f ortendir. m € A olsun; m nin dizide gorindigiinii gosterelim. Aksini varsayalim: her k icin m # ay,.
O zaman ézel olarak m ¢ {ay, ...,a,, 1}, yanim € A, _;buradana,, = min A,, ; < m. Ote yandan
a,, > m. Demek ki a,, = m; bu, varsayimimizla ¢elisir. O halde herm € A bir a;, ’ye esittir.

Sonug olarak f : N — A birebir-ortendir ve A ~ N.

|

Sonuc¢ 14.3 (Sayilabilir Kiimenin Alt Kiimesi Sayilabilirdir). A sayilabilir ve B C A ise B de
sayilabilirdir.

ispat.

A sonluysa Onerme 14.2 geregi B sonlu, dolayisiyla sayilabilirdir. A ~ N olsun ve f : A — N birebir-
orten olsun. f(B) C N oldugundan Teorem 14.1 geregi f(B) sayuabilirdir. f |5 : B — f(B) birebir-érten
oldugundan B ~ f(B): f(B) sonluysa B sonlu, f(B) ~ N ise B ~ N'dir.

|

Bir kiimenin sayilabilir oldugunu gostermek icin her seferinde birebir-6rten bir esleme kurmak zahmet-
lidir. Asagidaki olciit isi ¢ok kolaylagtirir: kiimeyi N’ye birebir gobmmek ya da kiimeyi (tekrarlara izin
vererek) bir diziyle “kaplamak” yeterlidir.

Teorem 14.2 (Sayilabilirlik Olciitleri). A # & bir kiime olsun. Asagidakiler birbirine denktir:

1. A saydabilirdir.
2. Birebir bir f : A — N fonksiyonu vardr.
3. Orten bir g : N — A fonksiyonu vardur.

Ispat.

(1) = (2): A sonluysa bir n igin birebir-érten f : A — N, vardir; N,, C N oldugundan f, A’dan N’ye
birebir bir fonksiyondur. A ~ N ise birebir-érten esleme zaten birebirdir.

(2)= (1): f : A — N birebir olsun. f(A) C N, Teorem 14.1 geregi sayilabilirdir ve f : A — f(A) birebir-
orten oldugundan A ~ f(A). O halde A da saylabilirdir.

(2) = (3): f : A — N birebir olsun ve bir ay € A sabitleyelim. g : N — A fonksiyonunu séyle tanimla-
yalim:n € f(A) ise g(n), f(a) = n esitligini saglayan (birebirlik geregi tek olan) a elemani olsun; n ¢
f(A) ise g(n) = a, olsun. Her a € A i¢in g(f(a)) = a oldugundan g ortendir.

(3)= (2):9: N — Aortenolsun. Hera € Aiging 1 ({a}) = {n € N: g(n) = a} kiimesi értenlik geregi
bos degildir; Teorem 9.2 ile en kiiciik elemani vardwr. f(a) = min g~!({a}) tanimlayalim. f(a) = f(b) =
nise g(n) = a ve g(n) = b, yania = b; f birebirdir.

|

Olgiitiin giicii suradadir: bir kiimenin sayilabilir oldugunu gostermek igin, elemanlarimi tekrarl ve
diizensiz de olsa bir dizi halinde siralamak yeter. Tam sayilarla baglayalim: Z’yi “0,1, —1,2, -2, 3, -3, ...”
diye siralayabiliriz.

Teorem 14.3 (Tam Sayilar Sayilabilirdir). Z sayilabilir sonsuz bir kiimedir.

ispat.
f : N = Z fonksiyonunu

_ 5 n cift
Fn) = {—”—1,77, tek

2
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ile tamimlayalim; n ¢iftse n/2 € N, tekse (n —1)/2 € NU {0} oldugundan degerler gercekten Z dedir
(Tanim 11.2, Tanim 11.1). [k degerler f(1) =0, f(2) =1, f(3) = —1, f(4) = 2, f(5) = —2, ... bigimin-
dedir.

Birebirlik. f(n) = f(m) olsun. n ve m ikisi de ¢iftse n/2 = m/2, yani n = m; ikisi de tekse —(n —
1)/2 = —(m — 1)/2, yine n = m. Biri ¢ift, digeri tek olamaz: n ¢iftse f(n) =n/2>1>0> —(m —
1)/2 = f(m) olurdu.

Ortenlik. k € 7 verilsin. k > 1 ise n = 2k cift bir dogal sag/zdzr ve f(n)=k. k<0isen=1-—2k=
2(—k) + 1 tek bir dogal sayidir (—k > 0) ve f(n) = —(1_2# =k.

O halde f birebir-ortendir ve Z. ~ N.

|

Simdi bolum basindaki Galileo gézlemini kesinlestirelim: sonsuz kiimeler, kendi 6z alt kiimelerinden
biriyle esgiiclii olan kiimelerdir. Once her sonsuz kiimenin iginde “bir kopya N” bulundugunu gésterelim.

Onerme 14.3 (Her Sonsuz Kiime Sayilabilir Sonsuz Bir Alt Kiime Icerir). A sonsuz bir kiime ise
A’min N ile esgiiclii bir B C A alt kiimesi vardur.

Ispat.

A #+ & oldufundan bir a, € A secelim. ay, ..., a,, birbirinden farkli elemanlar olarak se¢ilmis olsun. A\
{ay,...,a,} = & olsaydi A = {a,,...,a,} olurdu ve elemanlar farkli oldugundan i — a, eslemesiyle
A ~N,,, yani A sonlu olurdu; demek ki bu kiime bos degildir ve icinden bir a,,, secebiliriz. Bu se¢im
@, i oncekilerden farkli kilar. Béylece n \— a,, kurali birebir bir ¢ : N — A fonksiyonu tanimlar. B =
o(N) = {aq, a4, ...} alahm; ¢ : N — B birebir-ortendir, yani B ~ N.

]

1 Sonsuz sayida segim

Yukaridaki ispatta a;, a, @, ... elemanlarini “sectik” ama se¢im igin belirli bir kural vermedik; sonsuz
coklukta boyle secim yapilabilecegi, kiime kuraminin secim aksiyomu (axiom of choice) ile giivence
altina alinir. Analizde bu aksiyom (¢ogu zaman farkinda olmadan) siirekli kullanilir; biz de kullana-
cagiz. Teorem 14.1 ispatinda ise se¢im gerekmedi: her adimda “en kii¢iik eleman” kuralini kullandik.

Teorem 14.4 (Dedekind: Sonsuzlugun Karakterizasyonu). Bir A kiimesi sonsuzdur ancak ve ancak
A, bir 6z alt kiimesiyle esgiicliidiir.

Ispat.
(= yénii) A sonsuz olsun. Onerme 14.3 geregi A icinde birbirinden farkli a,,a,, ... elemanlart vardir;
B ={a;,aq,...} olsun. C = A\ {a;} 6z alt kiimesini alahm ve f : A — C’yi
_Ja, 1,z =a, (bir neN igin)

fle) = {:r, r ¢ B
ile tanimlayalim. f’nin degerleri a, den farklidir, yani gercekten C'’ye gider. Birebirlik: B iizerinde a,,
a,, 1 birebirdir, A\ B uizerinde f birim fonksiyondur ve bu iki parcanin gorintileri (B \ {a,} ile A\ B)
ayniktir. Ortenlik: y € C ise yay ¢ B olup f(y) =y, yaday = a,, icinn > 2 olup f(a,_,) = y’'dir. O
halde A ~ C.
(< yonii) Karsit tersini gosterelim: A sonluysa hicbir 6z alt kiimesiyle esgiiclii degildir. A = &’nin 6z
alt kiimesi yoktur. | A | =n>1 ve C C A olsun; bira € A\ C segelim. Bir f : A — C' birebir-érten
eslemesi oldugunu varsayp celiski bulacagiz.
n=1ise A= {a} ve C = &; bos olmayan bir kiimeden bos kiimeye fonksiyon yoktur.n > 2 olsun. g :
A — N,, birebir-rten olsun ve o : N, = N, , g(a) ile n degerlerini birbiriyle degistiren, diger sayilari
sabit birakan fonksiyon olsun (g(a) = n ise o birimdir); o birebir-értendir. h = 0 o g : A — N, birebir-
ortendir ve h(a) = n’dir. h birebir-orten oldugundan h(A\ {a}) = N, \ {n} =N,,_y; yani h | 4 (4 :
A\ {a} — N,,_; birebir-drtendir. C C A\ {a} oldugundan
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S
NSabheo SN,

bileskesi birebirdir. Lemma 14.1 geregin < n — 1; ¢eliski.
|

Dedekind (1888) sonsuzlugu tam da bu 6zellikle tanimlamay1 6nermistir; teorem, bizim “sonlu degil”
tanimimizla Dedekind’in taniminin ¢akistigini séyler. Pratik yarar1 da vardir: bir kiitmenin sonsuz oldu-
gunu gostermek i¢in onu bir 6z alt kiimesine birebir-6rten eslemek yeter.

Kartezyen Carpim ve Birlesim

Sayilabilir kiimelerden yeni sayilabilir kiimeler iiretmenin iki yolu vardir: kartezyen carpim ve sayilabilir
birlesim. Ikisinin de anahtar1 N x N kiimesidir. {lk bakista bu kiime N’den “¢ok daha biiyiik” gériiniir:
sonsuz satir, her satirda sonsuz eleman. Satir satir saymaya kalkarsak ilk satir bile bitmez; hile, satirlar:
degil kosegenleri saymaktr.

Teorem 14.5 (N x N Sayilabilirdir). N x N~ N.

Ispat.
(m,n) € N x N ciftlerini d = m + n toplamina gore kosegenlere ayiralim: d-inci késegen (d > 2)

(1,d —1),(2,d — 2),....(d — 1,1)

ciftlerinden olusur; d — 1 tane c¢ift vardir. Kosegenleri d = 2,3,4, ... swrasiyla, her kisegeni de m =
1,2,...,d — 1 sirasiyla dolasalim. d-inci kosegenden once gelen ¢iftlerin sayisi

(d—2)(d—1)

Td)=1+2+..+(d—2)= >

(@>3), T()=0
olur (toplam formiilii igin bkz. Ornek 9.2; T'(d) dogal sayilarin toplami oldugundan bir tam sayidir). Buna
gore (m,n) ciftinin sira numarast

(m+n—2)(m+n—1)
2

m(m,n) =T(m+n)+m= +m

olsun. Ilk degerler:m(1,1) = 1;7(1,2) = 2,7(2,1) = 3;7(1,3) = 4,7(2,2) = 5,7(3,1) = 6;7(1,4) =
7, ...
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m+n==6

Sekil 14.1: N x N ¢iftlerim + n toplamina gore kosegenlere ayrilir; her kosegen yukaridan asagiya (m
artan sirada) numaralanir, sonra kesikli okla bir sonraki kisegene gegilir. Boylece her ¢ift tam bir sira
numarasi alir: 7(m, n) = T(m +n) + m.

7 : N x N — N fonksiyonunun birebir-6rten oldugunu gésterelim. Once T 'nin davranisini not edelim:
T(d+1)—T(d) =d—1>1 oldugundan T kesin artandiwr; ayrica d > 2 i¢cin T'(d) > d — 2°dir (d =
2 igin esitlik, d > 3 i¢in (d —1)/2 > 1).

Birebirlik. (m,n) # (m/,n’) olsun; d =m+n, d =m’ +n’ diyelim. d < d’ ise, m < d—1 oldu-
gundan

a(m,n) =T(d) +m < T(d) +(d—1) =T(d+1) < T(d') < T(d') +m’ = n(m’,n’)

d > d’ durumu simetriktir. d = d’ ise m # m’ olmak zorundadir (aksi halden =d —m =d’ —m’ =
n’ olurdu) ve m(m,n) — w(m’,n’) = m —m’ # 0. Her durumda w(m,n) # w(m’,n’).

Ortenlik. N € N verilsin. D ={d € N:d > 2,T(d) < N} kiimesini alahm. T(2) = 0 < N oldugun-
dan2 € D;d € Dised —2 < T(d) < N, yanid < N + 2, dolayisiyla D iistten sinirlidir. Teorem 11.2
geregi D’nin en biiyiik elemani d vardwr: T(d) < N ve d 4+ 1 ¢ D oldugundan T(d 4+ 1) > N. Simdi
m =N —T(d) alaim. m > 1 ve

m=N—-Td)<T(d+1)—T(d)=d—1

oldugundann = d —m > 1 bir dogal sayidir. Béylece (m,n) € N x Nvew(m,n) = T(d) + m = N.
|

Bu teoremin en sik kullanilan bi¢imi sudur.

Sonu¢ 14.4 (Sayilabilir Kiimelerin Carpimi Sayilabilirdir). A ve B sayuabilir kiimeler ise A x
B de sayilabilirdir. Daha genel olarak sonlu sayida sayiabilir kiimenin kartezyen ¢arpimi Ay x ... x A,
sayuabilirdir.
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ispat.
A veya B bossa A x B = & sonludur. Ikisi de bos defilse Teorem 14.2 ile birebir f : A — Nwveg: B —
N vardir. 7w, Teorem 14.5 ispatindaki esleme olmak tizere

F:AxB—N, F(a,b) =m(f(a)g(b))

tamimlayalim. F(a,b) = F(a’,b") ise 7 birebir oldugundan f(a) = f(a’) ve g(b) = g(b’), buradan a =
a’ ve b="b". F birebirdir; olgiit geregi A X B saylabilirdir. Genel durum k iizerinden tiimevarimla
gtkar: Ay X ... X Apq, (Ay X oo X Ay) X Ay ile esgiicliidiir (bir ((ay, ..., ay,), 0 q1) = (Qq, .0y Gppq)
eslemesiyle).

|

Teorem 14.6 (Sayilabilir Birlesim Teoremi). Hern € N icin A,, sayilabilir bir kiime olsun. O zaman
o0
A=[]4,
n=1

kiimesi de sayulabilirdir. Kisaca: sayilabilir coklukta sayilabilir kiimenin birlesimi sayilabilirdir.

Ispat.

Biitiin A, 'ler bossa A = & sonludur. Degilse bir x, € A sabitleyelim. Her n igin bir g,, : N — A, orten
fonksiyonu segelim: A,, + & ise Teorem 14.2 béyle bir g,, verir; A,, = @ ise g,, 'yi sabit x, degerli fonksiyon
olarak alahm (bu durumda g, 'nin degerleri A, ’de degil ama A’dadir; asagida yalmizca A’ya gitmesi
gerekecek). Simdi

G:NxN— A, G(n, k) =g, (k)

tanmimlayalim. G értendir: x € A ise birn icinx € A,,, bu A,, bos degildir ve g,, orten oldugundan bir
k icin x = g,,(k) = G(n, k). Teorem 14.5 ile birebir-érten birm : N x N — N vardir; Gon™' : N — A
orten fonksiyonlarin bileskesi olarak ortendir. Teorem 14.2 geregi A sayuabilirdir.

|

Ispatta her n icin bir g,, “sectik”; bu yine se¢im aksiyomunun (sayilabilir biciminin) kullanimidur.

Sonuc¢ 14.5 (Sonlu Birlesim). A, ..., A, sayilabilir ise A, U ...U A, sayilabilirdir. Ozel olarak iki
sayilabilir kiimenin birlesimi sayilabilirdir.

ispat.
n > kicin A,, = Ay, alalim. O zaman Uzozl A, = A, U...UA, olurve Teorem 14.6 uygulanir.
]

Bu araclarla rasyonel sayilarin sayilabilir oldugunu gostermek artik birkag¢ satirdir. Sonug ilk bakista
sagirticidir: Q say1 dogrusunda yogundur (Teorem 13.5), yani her aralikta sonsuz ¢oklukta rasyonel say1
vardir; yine de rasyonel sayilar bir dizi halinde siralanabilir.

Teorem 14.7 (Rasyonel Sayilar Sayilabilirdir). Q sayilabilir sonsuz bir kiimedir.

ispat.
Hern € N igin

B, = { T ome Z}
n
olsun. h,, : Z — B, h,,(m) = m/n fonksiyonu tanim geregi értendir (iistelik birebirdir: m/n =m’/n

isem =m’). Teorem 14.3 ile Z ~ N oldugundan bir ¢ : N — Z birebir-orten eslemesi vardir ve h,, o ¢ :
N — B, ortendir; Teorem 14.2 geregi her B,, sayilabilirdir.
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Simdi Q = UZOZI B, oldugunu gorelim. Her B,, C Q aciktir. Tersine x € Q ise Tamim 11.6 gerefi x =
m/n olacak bigimde m,n € Z, n # 0 vardir;n < 0 ise x = (—m)/(—n) yazarak payday pozitif alabi-
liriz. O halden € Nvex € B,,.

Teorem 14.6 geregi Q sayabilirdir. N C Q oldugundan Q sonsuzdur (Onerme 14.2); dolayisiyla sayuabilir
sonsuzdur.

]

Ikinci bir ispat: her rasyonel say1 sadelestirilmis tek bir p/q (¢ € N, p € Z, p ile g aralarinda asal) bigiminde
yazilir; = (p, q) kurali Q'yu Z x N igine birebir gémer, Sonuc 14.4 ve dlgiit geregi Q sayilabilirdir.

Bu iki teoremin ders verdigi sey sudur: yogunluk bir bityiikliik olciisii degildir. QQ dogruda her yere
yayilmigtir ama “sayica” N’den fazla degildir.

Ornek 14.3 (Rasyonel Uclu Araliklar). Uclari rasyonel olan acik araliklarin kiimesi
J=A{q9:p,q€Qp<q}
sayilabilir midir?

Cozim.

Evet. Q x Q, Sonug 14.4 geregi sayilabilirdir. (p,q) aralifim (p,q) € Q x Q swral ikilisine gotiiren
kural birebirdir: iki agik aralik esitse uglar1 esittir, ¢iinkii uglar araliktan geri okunabilir: sup(p, q) =
q’dur (g bir iist stnirdir ve her € > 0 icin max{p, ¢ — €} < q oldugundan Onerme 7.11 ile aralikta g —
¢’dan bitytik bir nokta bulunur; Teorem 10.1), benzer bi¢imde inf(p, g) = p’dir. O halde 7, Q x Q’nun
bir alt kiimesiyle esgii¢lidiir ve Sonuc 14.3 ile sayilabilirdir. Bu kiime topolojide sik kullanilir: her agik
kiime, rasyonel uclu araliklarin (sayilabilir ¢oklukta) birlesimi olarak yazilabilir.

|

Ornek 14.4 (Tam Katsayili Polinomlar). Katsayilar1 tam say1 olan biitiin polinomlarmn kiimesi 2
sayilabilir midir?

Cozim.

Bir polinomu katsay1 listesiyle 6zdeslestirelim: derecesi en ¢ok k olan tam katsayili ag + a2z + ... +
a,x* polinomu (ay,ay, ...,a;) € Z**! listesine karsilik gelir ve farkli listeler farkli polinomlar verir.
Bu polinomlarin kiimesi %, olsun; B, ~ Z**1. Teorem 14.3 ve Sonuc 14.4 geregi Z**' =Z x ... x Z
sayilabilirdir; dolayistyla her 5, sayilabilirdir. Her polinomun sonlu bir derecesi oldugundan

=)
k=1

ve Teorem 14.6 geregi P sayilabilirdir.
|

1 Cebirsel ve askin sayilar

Sifirdan farkli tam katsayili bir polinomun kékii olan reel sayiya cebirsel say1 denir; v/2 (22 — 2'nin
kokii), /5, %g ve biitiin rasyonel sayilar cebirseldir. Cebirden bilinen bir gercek, derecesi k olan
sifirdan farkli bir polinomun en ¢ok k kokii oldugudur. Sifirdan farkli polinomlar, sayilabilir oldugunu
gordiigiimiiz P kiimesinin (Ornek 14.4) bir alt kitmesidir; Sonuc 14.3 geregi bunlar da sayilabilir
cokluktadir ve her birinin kok kiimesi sonludur. (Sifir polinomunu disarida birakmak sarttir: onun
kok kitmesi R’nin tamamidir.) Buna gore cebirsel sayilar kiimesi, sayilabilir coklukta sonlu kiimenin
birlesimidir, yani Teorem 14.6 geregi sayilabilirdir. Hemen asagida R’nin sayilamaz oldugunu gére-
cegiz; o zaman cebirsel olmayan (agkin, transcendental) reel sayilarin var oldugu, istelik sayilamaz
coklukta oldugu sonucu ¢ikar. Cantor’un 1874 tarihli bu argiimani, tek bir askin say1 bile yazmadan
agkin sayilarm varligini ispatlar. (e ve 7’nin agkin oldugu ¢ok daha zor, ayr1 teoremlerdir.)
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Reel Sayilar Sayilamaz

Simdiye dek gérdigiimiiz sonsuz kiimelerin hepsi sayilabilir ¢ikti. Sayillamaz kiime gercekten var midir?
Cantor’un teoremi bu soruya evet der: reel sayilar bir dizi halinde siralanamaz. Ispatta tamlik aksiyomu-
nun sonuglarindan i¢ ice araliklar teoremini (Teorem 10.5) kullanacagiz; bu tesadif degildir, ¢iinkt Q ile
R’yi ayiran tam da tamliktir.

Teorem 14.8 (Cantor Teoremi: Reel Sayilar Sayilamaz). R sayilamaz bir kiimedir. Yani reel sayilar
birz,, x5, T, ... listesi hdalinde siralanamaz: her béyle liste icin listede bulunmayan bir reel say1 vardir.

ispat.
R’nin sayabilir oldugunu varsayalim. R # & oldugundan Teorem 14.2 geregi orten bir g : N — R vardir;
z,, = g(n) yazalim. O zaman her reel say: bir x,, 'dir:

R = {xl,x%xb’a }

Simdi kapaly araliklardan olusan, i¢ ige bir I; D I, D I D ... dizisini, hern i¢in z,, ¢ I, olacak bicimde
kuracagiz.
Kurulus. I} = [z, + 1,2, + 2] alalim; agtk¢a 4 ¢ I,. I, = [a,,,b,,] (a,, <b,,) kurulmus olsun. h =

b"T > 0 diyelim ve I, ’nin iki ug dicte birlik parcasina bakalim:

L=]a,,a,+h], R =[a,, + 2h,b,)]

Z,4q bu iki araligin ikisinde birden olamaz: olsaydi a,, +2h <z, < a, + h, yani h < 0 olurdu. O
haldex,, ., ¢ Lisel, = L, aksi halde I, ; = R alalim. Her iki durumda da I, , kapali ve sinirly bir
arabktin, I, C I, dir, uzunlugu pozitiftirvex,,  , ¢ I, dir.

Celiski. (I,,), kapali ve sinirli araliklarin i¢ ice bir dizisidir; Teorem 10.5 geregi

NL+o
n=1

Bu kesisimden bir x alalim. x bir reel say: oldugundan bir k € N icin x = x,’dir. Ama x € I, (kesisimin
elemani) ve z;, & I, (kurulus geregi); celiski. Demek ki R sayilabilir degildir.
|

1 Cantor’un kdsegen yéntemi

Aymni teoremin daha tinli bir ispati ondalik a¢ilimlarla yapilir. (0, 1)’in sayilabilir oldugunu, (0,1) =
{1, x5, ...} oldugunu varsayalim ve her z,,’yi ondalik a¢ilimiyla yazalim:
z, =0,d,,d,2d,3 .-

Yeni bir y = 0, e;e5€5... saywsiny, d,,,, # 5 ise e, =5, d,, =5 ise e, = 6 kuraliyla tanimlayalim.
y € (0,1)’dir ve her n i¢in n-inci basamag: z,,’ninkinden farklidir; y’nin agilimi yalmizca 5 ve 6
rakamlarini icerdiginden (0, 4999... = 0, 5000... tirtinden) ¢ift acilim sorunu da dogmaz. Dolayisiyla
y listede yoktur; celigski. Ondalik agilimlarin varligini ve tekligini hentiz ispatlamadigimiz igin biz i¢
ice araliklarla verilen ispati esas aldik; iki ispatin fikri aymidir: listedeki n-inci say1y1 n-inci adimda
disarida birakmak. Bu kosegen fikri, aligtirmalardaki (d) ve (e) siklarinda tam titizlikle karsimiza
¢ikacak.

Sonug 14.6 (Araliklar Sayilamaz). a < b olmak iizere (a,b) acik araligi sayilamazdir. Dolayisiyla [a, ),
[a,b), (a,b] ve genel olarak (a, b) yi kapsayan her kiime sayilamazdur.

Ispat.

Ornek 14.2 geregi (a,b) ~ R; v : (a,b) — R birebir-érten olsun. (a,b) sayuabilir olsaydi, bos olmadi-
Sindan Teorem 14.2 ile érten bir ¢ : N — (a,b) olurdu ve 1p o p : N — R orten fonksiyonlarin bileskesi
olarak érten olurdu (Teorem 5.4); yine olciit geregi R sayilabilir olurdu. Bu Teorem 14.8 ile ¢elisir. Kapsayan
kiimeler icin: (a,b) C C ve C sayuabilir olsaydi Sonug 14.3 geregi (a, b) de sayabilir olurdu.

|
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Sonug 14.7 (Iirrasyonel Sayilar Sayilamaz). Irrasyonel sayilar kiimesi R \ Q sayilamazdiwr. Daha genel
olarak A C R sayulabilir ise R \ A sayilamazdr.

ispat.

A C R sayilabilir olsun ve R \ A’nin da sayiabilir oldugunu varsayalim. O zamanR = AU (R \ A) iki
sayilabilir kiimenin birlesimi olarak Sonuc 14.5 geregi sayabilir olurdu; bu Teorem 14.8 ile gelisir A = Q
almak (Teorem 14.7) irrasyonel sayuar (Tanim 13.1) i¢in sonucu verir.

|

Bu sonug, béliim bagindaki soruyu yamitlar: rasyoneller de irrasyoneller de yogun, ama irrasyoneller “ezici
cogunluk”tur. Say1 dogrusundan rastgele bir nokta se¢seniz, karsiniza ¢ikacak olan neredeyse kesinlikle
irrasyoneldir. Dikkat ¢ekici olan, bu sonucun tek bir irrasyonel say1y1 bile gostermeden elde edilebilme-
sidir: R sayilamaz, Q sayilabilir; o halde aradaki fark bos olamaz.

1 Kardinal sayilar ve siireklilik hipotezi

Cantor, eggiiclii kiimelere ayni kardinal say1y1 atar: N'nin (dolayisiyla Z, Q ve her sayilabilir sonsuz
kiimenin) kardinalitesi X, (“alef sifir”), R’nin (ve her aralifin) kardinalitesi ¢ (siireklilik, continuum)
ile gosterilir. A’dan B’ye birebir fonksiyon varsa | A | < | B | yazilir; Cantor-Schréder-Bernstein
teoremi | A | <| B|ve| B|<| A|ise A~ B oldugunu séyler (ispat1 bu dersin disindadir). Bu
béliimde X, < ¢ oldugunu ispatladik. Cantor’un “N ile ¢ arasinda bagka kardinal yoktur” bi¢cimindeki
siireklilik hipotezinin, kiime kuraminin olagan aksiyomlarindan ne ispatlanabilecegi (Godel, 1940)
ne de ciraitilebilecegi (Cohen, 1963) gosterilmistir. Aligtirmalardaki (e) sikki ise sonsuzlugun sonsuz
cesidi oldugunu gosterir: hicbir kiime kendi alt kiimeler kiimesiyle esgiiclii degildir.

Alistirmalar

Aligtirma 14.1 (Sayilabilir ve Sayi1lamaz Kiimeler).

a) N~ NU {0} oldugunu gésteriniz. Buradan N U {0} 1n sayilabilir sonsuz oldugu sonucunu ¢ikariniz.

b) f:NxN—=N, f(m,n) =2m"1(2n — 1) fonksiyonunun birebir-érten oldugunu gésteriniz. (Bu,
Teorem 14.5 i¢in ikinci bir ispattir.)

¢) [0,1] ~ (0,1) oldugunu gdsteriniz. Buradan [0, 1] ~ R sonucunu ¢ikariniz.

d) Terimleri O ve 1 olan biitiin dizilerin kiimesi {0,1}N = {s | s : N = {0, 1}} nin sayilamaz oldugunu
gosteriniz.

e) (Cantor) A herhangi bir kiime ve P(A) onun biitiin alt kiimelerinin kiimesi olsun. A’dan P(A)’ya
orten bir fonksiyon olmadigini gosteriniz. Buradan 2 (N)’nin sayilamaz oldugu sonucunu ¢ikariniz.

Coziim.

a) g: N— NU{0}, g(n) =n — 1 alalim; n = 1 i¢in g(1) = 0, n > 2 i¢in Onerme 9.3 (2) geregi n —
1 € N. Yani g gercekten N U {0}’a gider. n — 1 = m — 1 ise n = m; g birebirdir. ¥ € NU {0} ise k +
1 € Nveg(k+ 1) = k; g 6rtendir. O halde NU {0} ~ N, yani sayilabilir sonsuzdur.

b) Once bir hatirlatma: bir tam say1 hem cift hem tek olamaz (Onerme 11.2).

Birebirlik. f(m,n) = f(k,1), yani 2™ 1(2n — 1) = 2¥=1(2] — 1) olsun; simetri geregi m < k varsaya-
biliriz. 2™~ > 0 ile sadelestirip Teorem 11.3 uygulayinca

2n—1=2km(20—1)

bulunur. & > m olsaydi sag taraf 2 - ( 2k=m=1(2] — 1) ) biciminde cift, sol taraf tek olurdu; bu gzlemle
celigsir Ohdlde k =mve2n —1 =2/ —1,yanin = [.

Ortenlik. Olmayana ergi: f’nin gériintiisinde olmayan bir dogal say1 bulunsun. Teorem 9.2 geregi
béyle sayilarin en kiigiigii N vardir. Ny # 1, ¢iinkii 1 = 20 - 1 = f(1,1). N, tekse N, = 2n — 1 olacak
bicimde n = N‘);l € N vardir ve Ny = f(1,n); celigki. N, ciftse Ny = 2M ile M € N ve M < N;
Ny’ en kiiciikliigii geregi M = f(m,n) = 2™ 1(2n — 1) olacak m, n vardir, o zaman N, = 2™ (2n —
1) = f(m + 1, n); yine celigki. Demek ki f ortendir.
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c) [0, 1] ile (0, 1) yalnizca iki noktada, 0 ve 1’de ayrilir; bu iki noktay1 “ieriye sigdirmak” igin sayilabilir
bir alt kiimeyi bir adim kaydiracagiz (Hilbert’in oteli fikri). S = {0,1} U {1/n:n > 2} C [0,1]veT =
{1/n:n>2} C(0,1)olsun. F': [0,1] — (0,1)’i

1 1 1
FO =3 Fl=3 [B)=—5022, Fa)-s@¢s)
ile tamimlayalim. F', S’yi T’ye birebir-orten gétiiriir: 0 — 1/2, 1 — 1/3 ve 1/n + 1/(n + 2) kural
1/4,1/5, ... degerlerinin her birini tam bir kez alir. S disinda F' birim fonksiyondur ve [0,1]\ S =
(0,1) \ T"dir. Iki parcanin gériintiileri (7" ile (0,1) \ T') ayrik oldugundan F' birebirdir; goriintiileri
birlesince (0, 1)’in tamamu elde edildiginden F 6rtendir. O halde [0, 1] ~ (0, 1); Ornek 14.2 ve Onerme
14.1ile [0,1] ~ R.
d) {0, 1}’nin sayilabilir oldugunu varsayalim. Bos olmadigindan Teorem 14.2 ile érten bir n + s,
eslemesi, yani her dizinin bir s,, oldugu bir s, S5, S5, ... listesi vardir. Yeni bir ¢ : N — {0, 1} dizisini

t(n)=1-—s,(n) (n €N)

ile tanimlayalim; s, (n) € {0,1} oldugundan ¢(n) € {0, 1} dir. Her n icin ¢(n) # s, (n), dolayisiyla
t # s,,. Yani t listede yoktur; 6rtenlikle celigir. Demek ki {0, 1} sayilamazdir. (Bu, kdsegen yonteminin
en saf halidir: n-inci dizinin n-inci terimini degistirdik.)

e) F': A — P(A) herhangi bir fonksiyon olsun. Her a € A i¢in F'(a), A’nmn bir alt kiimesidir; a bu alt
kiimeye ait olabilir de olmayabilir de. Ait olmayanlar1 toplayalim:

B={acA:a¢ F(a)} € P(A)
F’nin 6rten oldugunu varsayalim; o zaman bir ay € A icin F'(ay) = B’dir. $imdi a; € B midir?

+ ay € Bise B’nin tanimu geregi ay ¢ F(a,) = B; celiski.
« ay & Biseay ¢ F(ay), yani ay tanim geregi B’nin elemanidir; ¢eligki.

Her iki durum da celiskili oldugundan F &rten olamaz. Ozel olarak N'den P(N)’ye érten fonksiyon
yoktur; P(N) # & oldugundan Teorem 14.2 geregi P(N) sayilamazdir. Ayni akil yiriitme A = R i¢in
P(R)’nin R’den “daha biiyiik” oldugunu verir: kardinal sayilarin sonu yoktur.

]

Reel sayilarin cebirsel ve siralama yapisini, tamligini ve biiytikligiinii tanidik. Bundan sonra say1 dogru-
suna bagka bir gozle, “yakinlik” goziiyle bakacagiz: bir noktanin ¢evresi, agik ve kapali kiimeler, y1gilma
noktalar1. Bu yolculuk Komsuluklar ve A¢ik Kiimeler boliimiiyle bagliyor.
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15.1

15. Komsuluklar ve Acik Kiimeler

Buraya kadar reel sayilarin cebirsel ve siralama yapisin inceledik: toplama, carpma, esitsizlikler, supre-
mum ve infimum. Bu bdlimden baglayarak t¢iincii bir yapiya geciyoruz: reel sayilarin topolojisi
(topology). Sézcik Yunanca topos (yer, konum) ve logos (bilim) kelimelerinden gelir; s6zlik anlamiyla
“yer bilimi” demektir. Geometri, nesnelerin ne kadar biiyiik olduguyla ilgilenir: uzunluk 6lcer, ac1 6lger.
Topoloji ise niteliksel sorular sorar: bir nokta bir kiimenin i¢inde mi, sinirinda mi, ondan ayrik mi?
Kiimenin noktalar1 birbirine “yapigik” mi, yoksa aralarinda bosluk var mi?

Bu sorular analiz i¢in hayati 6nemdedir. Lise yillarinda limit, tiirev ve stireklilik sezgiyle tanitilir: bir dizi
bir say1ya “yaklagir”, bir grafik “kopmadan” ¢izilir. Ne var ki sezgi, kesin bir matematik i¢in yeterli degildir;
kesin tanimlar gerekir. Reel sayilarin topolojisi tam olarak bu tanimlar1 kurmamiz1 saglayan cercevedir.
“Yaklagmak”, “yakin olmak”, “kopmamak” gibi sozlerin hepsi, bu bolimde tanimlayacagimiz komguluk
ve acik kiime kavramlariyla kesinlesecektir.

R iizerinde iki noktanin “yakinli1” mutlak degerle ol¢iiliir:  ile a arasindaki uzaklik | z — a | sayisidir.
Dolayisiyla buradaki bitiin topolojik kavramlar, Mutlak Deger bolimiinde 6grendigimiz esitsizliklere
dayanir. Bu fikirler 19. ytizyilin ortalarinda Bernard Bolzano (1781-1848), Karl Weierstrass (1815-1897)
ve Georg Cantor (1845-1918) tarafindan gelistirilmistir; yalmizca say1 dogrusunu degil, cok daha soyut
uzaylar1 da diizenleyen bir dile dontigmustiir.

Komsuluklar

“x sayis1 a’ya yakindir” demek tek bagina bir anlam tagimaz: ne kadar yakin? Yakinlig: 6lgen bir say1, bir
tolerans vermeliyiz. a’ya ¢’dan daha yakin olan sayilarin kiimesi, bu boliimiin temel yap1 tasidir.

Tanim 15.1 (Komsuluk (Ac¢ik Yuvar)). a € R ve € > 0 bir reel say1 olsun.
B(a,e)={z€eR:|z—a|<e}

kiimesine a merkezli ve € yaricaplt acik yuvar (open ball) ya da a’'nin e-komsulugu (neighborhood)
denir.

Mutlak deger esitsizligini acalim. Onerme 8.6 geregi
|lz—a|<ee —cec<z—a<esa—c<z<a+te
oldugundan, R iizerinde bir agik yuvar aslinda bir agik araliktir:
B(a,e) = (a—e,a+¢).

“Yuvar” s6zciigii, ayni tanimin diizlemde bir daireyi (dairenin i¢ini), uzayda ise i¢i dolu bir topu verdigini
hatirlatmak i¢in kullanilir; yalnizca yiizeyden ibaret olan kiireyi degil. Say1 dogrusunda yuvar, merkezi a
olan bir araliktan ibarettir.

Limit tanmimlarinda sik stk “a’ya yakin ama a’dan farkli” noktalarla ilgilenecegiz. Bunun i¢in merkezi
atilmis komsuluga ayri bir ad veriyoruz.

Tanim 15.2 (Delinmis Komsuluk). a € R ve € > 0 olsun. a'nin e-komgulugundan merkez noktanin
cikarilmasiyla elde edilen

B*(a,e) = B(a,e) \{a} ={z eR:0<|z—a| <€}
kiimesine a’nin delinmis komsulugu (punctured / deleted neighborhood) denir. Aralik gésterimiyle

B*(a,e) = (a—¢,a) U (a,a+¢).

0 < | z — a | kosulu tam olarak = # a demektir; tanimdaki tek fark budur.
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Esitsizlikte esitlige de izin verirsek u¢ noktalar kiimeye katilir.

Tanim 15.3 (Kapali Komsuluk (Kapali Yuvar)). a € R ve e > 0 olsun.
Bla,e]={z€R:|z—a|<e}=[a—¢€,a+¢]

kiimesine a merkezli ve € yaricapli kapali yuvar (closed ball) ya da a’'nin kapali komsulugu denir.

Uc kiime arasindaki iliski aciktir:
B*(a,e) C B(a,e) C Bla,¢].

B(a, €) O @ OoO— agik komsuluk

B*(a,e) — O===Om==Q— > delinmis komsuluk

a-& a a-+e
BJ[a, €] ® @ o > kapali komsuluk
a-¢ a a+eg

Sekil 15.1: Ayni merkez ve yarigapla iic komsuluk: B(a, €) = (a - ¢, a + ¢) agik araliktir; delinmis komguluk
B*(a, ¢) ayn1 araliktan merkez a'nin ¢ikarilmigidir; kapali komsuluk Bla, €] u¢ noktalar: da icerir. Dolu
nokta kiimeye ait, i¢ci bos nokta ait olmayan noktadir.

Yarigap1 bityiittiikce komguluk biiytr; bu basit gozlemi ileride sik kullanacagiz.
Onerme 15.1 (i¢ ice Komsuluklar). a € Rve0 < &; < &, olsun. O zaman

B(a,e,) C B(a,e,).
Ayni kapsama B* ve B[ -] i¢in de gecerlidir.

Ispat.

x € B(a,e,) herhangi bir eleman olsun. Tanim geregi | x — a | < &, ‘dir. Hipotezden &, < €5 oldu-
Fundan, siralamamin gegisliligiyle | x — a | < e, elde ederiz; bu da x € B(a,e,) demektir. x keyfi
oldugundan B(a,e,) C B(a,&,) dir.

Delinmis komsuluk i¢in aymi akil yiritme 0 < | z — a | < €, < &4 esitsizligiyle, kapali komsuluk icin
| £ —a | < e, < e, esitsizligiyle tekrarlanir.

|

Ornek 15.1 (Komsuluk Hesaplar1). Asagidaki kiimeleri aralik olarak yaziniz ve son giktaki iiyelik
sorusunu yanitlayiniz.

a) B(2,3)

b) B*(0,1)

¢) B[-1,3]

d) 2,7 ve 2,4 sayilar1 B(3, 1) kiimesine ait midir?

Coziim.

a) B(2,3) = (2—-2+ 3) =03

b) B*(0,1) = (—1,0) U (0,1); yani 0 < | z | < 1 kosulunu saglayan sayilar.
¢) B[—1,3] = [1— 3,1 + 3] = [—4,2].
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d)|2,7—-3]=0,3<0,5oldugundan 2,7 € B(3, %) Ote yandan | 2,4 —3 | = 0,6 > 0,5 oldugun-
dan 2,4 ¢ B(3, %)
| |

15.2 Acik Kiimeler

Bir kiimenin “i¢indeki” noktalarla “kenarindaki” noktalar arasinda sezgisel bir fark vardir. (0, 1) araliginda
% noktasini diisinelim: bu noktanin etrafina kiiciik bir giivenlik ¢cemberi cizebiliriz, 6rnegin (le %), ve
cemberin tamami kiimede kalir. Hatta 0,999 noktasi i¢in bile bu mimkiindir; sadece daha kiiciik bir
cember, 6rnegin B(0, 999, 0,0005) gerekir. Ama [0, 1] aralifindaki 0 noktasi i¢in ne kadar kiigiik ¢izersek
cizelim, cemberin sol yarisi kiimenin digina tasar. Her noktasinda giivenlik ¢cemberi ¢izilebilen kiimelere

6zel bir ad veriyoruz.
Tanim 15.4 (Acik Kiime). U C R olsun. U’nun her a noktasi i¢in B(a,e,) C U olacak bigimde bir
€, > 0 sayis1 bulunabiliyorsa U’ya a¢ik kitme (open set) denir. Sembollerle:

U agk < Va € UJe, > 0:B(a,e,) CU.

1 Tamimu dogru okumak

Yaricap: €, diye yazmamizin nedeni, yaricapin noktaya bagli olmasidir: her nokta icin ayr1 bir
yaricap secilebilir, tek bir €’un biitiin noktalara yetmesi gerekmez. Niceleyicilerin siras1 énemlidir:
once nokta verilir, sonra ona uygun yarigap bulunur.

Tanimin olumsuzlamasini Teorem 2.1 ile yazalim:

U ack degil & Ja € UVe > 0:B(a,e) € U.

Yani bir kitmenin a¢ik olmadigini gostermek icin, her komsulugu kiimenin digina tasan tek bir nokta
bulmak yeterlidir.

Adindan da beklendigi gibi agik araliklar acik kiimelerdir. Bu, bu bélimiin ilk gercek teoremidir ve
ispatindaki “en yakin uca olan uzaklig1 yaricap se¢” fikri defalarca karsimiza gikacaktir.

Onerme 15.2 (Agik Araliklar Aciktir). a,b € R vea < b olsun. (a,b) actk araligi bir acik kiimedir.
ispat.

z € (a,b) keyfi bir nokta olsun. Amacimiz, tamami aralifin icinde kalan bir x-komsulugu bulmaktir. x’in
iki uca olan uzakliklarina bakalim ve yarigap olarak bunlarin kiigiigiinii secelim (Tanim 7.4):

¢ = min{z — a,b — z}.

x € (a,b) oldugundan x > a vex < b; yaniz —a > 0 veb — x > 0, dolayisiylae > 0’dir.

€ =min{x - a, b - x}

x-a b-x=¢
O ¢ @ O >
a X - € X b=x+¢

B(x, €) c (a, b)

Sekil 15.2: (a,b) araliginin herx noktasi bir i¢ noktadir: x'in iki uca olan uzakliklarindan kiiciigii € alinirsa
B(x, £) komsulugu araligin icinde kalir. Ornekteb - x daha kiigiiktiir; komsuluk sag uctab'ye dayanir ama
onu icermez.
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Simdi B(z,€) C (a,b) oldugunu gésterelim. y € B(z, ) olsun; yani | y — x | < €. Onerme 8.6 ile
—e<y—r<e=r—ce<y<z+e.
Minimumun tamimindan € < x — a’dir; bu esitsizligi x — € > a biciminde yazarsak
a<lz—e<y
elde ederiz. Benzer bicimdee < b — z, yani x + € < b oldugundan
y<x+e<h

Sonug olarak a < y < b, yani y € (a,b) dir. y keyfi oldugundan B(z,c) C (a,b) bulunur. x de keyfi
segildiginden (a,b) agiktir.
|

Bu onerme sayesinde komsuluklarin kendileri de acik kiimedir; aksi halde “acik yuvar” adi yerini
bulmazdi.

Sonu¢ 15.1 (Komsuluklar Aciktir). Her a € R ve her ¢ > 0 i¢in B(a,e) = (a —&,a + €) acik bir
kiimedir.

ispat.

€ > 0 oldugundan a — € < a + €’dur; dolayisiyla B(a,€) = (a — €,a + €) bir agik araliktir ve Onerme
15.2 geregi aciktir.

|

Sinirsiz araliklar i¢in de ayni sonug gecerlidir; ispat daha da kisadir, ¢linkii yalnizca bir ug vardir.

Onerme 15.3 (Sinirsiz Ag¢ik Araliklar Aciktir). Her a,b € R icin (a,00) = {r € R:z > a} ve
(—00,b) = {x € R: x < b} kiimeleri agiktir.

Ispat.

x € (a,00) olsun; x > a oldugundan € = x — a > 0 alabiliriz. y € B(x,e) isey >z —e =z — (z —
a) = a, yaniy € (a, 00) dur. Béylece B(z,¢) C (a,00) bulunur ve (a, c0) agiktir.

(—o0,b) i¢in x < b olan bir x alp e =b—x > 0 secelim. y € B(x,¢) isey<z+e=0>b, yaniy €
(—o0, b)dir.

|

Simdi hem agik olan hem de agik olmayan kiimelere 6rnekler verelim; agik olmayan kiimelerde, yukaridaki
olumsuzlama bicimini kullanacagiz.

Ornek 15.2 (A¢ik Olan ve Olmayan Kiimeler). Asagidaki kiimelerin acik olup olmadigini belirleyiniz.
a) (0,2) ve (—v/2,4)

b) [a, b] kapali aralig1 (a < b)

¢) [a,b) yar1 acik aralig1 (a < b)

d) {a} tek noktali kiimesi

Coziim.

a) Her ikisi de acik araliktir (0 < 2 ve —v/2 < 4); Onerme 15.2 geregi aciktirlar.

b) Acik degildir. Ug nokta 2 = a’y1 ele alalim. Herhangi bir € > 0 i¢in a — £ sayisina bakalm: | (a —
5)—a|=§ < e oldugundan a — § € B(a,¢)’dur; ama a — § < a oldugundan bu say1 [a, b]'ye ait
degildir. Demek ki higbir € > 0 i¢in B(a,¢) C [a,b] saglanmaz. Kiimenin bir noktasinda giivenlik
cemberi cizilemediginden [a, b] agik degildir. (Ayni sorun b noktasinda da vardir; ama tek nokta yeter.)
¢) Acik degildir: a € [a, b) noktasinda (b) sikkindaki akil yiiriitme aynen gegerlidir; her e > 0 i¢ina —
5 € B(a,¢) \ [a,b).
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d) Agik degildir. Kiimenin tek noktasi a’dir. Herhangi bir ¢ > 0 i¢in a 4+ § € B(a,e) amaa+ § # a
oldugundan bu say1 {a}’da degildir. Dolayisiyla B(a,e) € {a}.

Ayni digtince daha genel bir sonug verir: bog olmayan hicbir sonlu kiime acik degildir. Gergekten A
sonluve a € Aise, B(a,¢) kiimesi a + §,a + 5,a + 7, ... gibi sonsuz coklukta farkli say1 icerir; sonlu
bir kiime bunlarin hepsini barindiramaz, dolayisiyla B(a,¢) € A.

n

Acik Kiimelerin Temel Ozellikleri

Acik kiimelerle kesisim ve birlesim islemleri yaptigimizda sonu¢ yine acik mi? Asagidaki teorem bu
soruyu yanitlar ve modern matematikte “topoloji” s6zciigiiniin tanimini olusturur: bir kiime tizerinde,
bu ti¢ 6zelligi saglayan bir alt kiime ailesine topoloji, ailenin iiyelerine de acik kiimeler denir.

Teorem 15.1 (Acik Kiimelerin Temel Ozellikleri). R’nin acik kiimeleri asagidaki ozellikleri saglar.

1. & ve R acgik kiimelerdir.
2. Sonlu ¢oklukta agik kiimenin kesisimi agiktir: Uy, ..., U,, acik ise U; N --- N U, agiktir.

3. Herhangi (sonlu ya da sonsuz) ¢oklukta acik kiimenin birlesimi aciktir: {Ui}iel acik kiimelerden olusan
bir aile ise | J,_, U; agiktur.

Ispat.

(1) Acik kiime tanmimi “her a € U igin...” diye bagslar. Bos kiimenin hi¢ elemani olmadigindan bu kosul
boslukla dogrudur (vacuously true): kosulu bozacak bir eleman yoktur. Dolayisiyla & agiktir.

R igin: herz € R ve here > 0 i¢in B(x, €), reel sayilardan olusan bir kiime oldugundan B(z,e) C R'dir.
Ornegine, = 1 segmek yeter.

2) Uy, ..., U, acik kiimeler ve U = ﬂ?:l U; olsun. U = & ise (1) geregi agiktir. U # & olsun ve x € U
keyfi bir nokta olsun. Kesisimin tanimi geregi her i = 1, ..., n i¢in x € U, dir. Her U; a¢ik oldugundan,
her i igin

B(:L‘, Ei) - U;
olacak bicimde bir ¢; > 0 vardir. Bu yarigaplarin en kiiciiginii alalim:
e =min{e;, €9, ..., &, }-

Sonlu ¢oklukta pozitif sayinin minimumu, bunlardan biridir; dolayisiyla € > 0°dir. (Bu adim ispatin
kalbidir; sonsuz ¢oklukta kiime olsaydi boyle bir pozitif minimum bulunmayabilirdi.) Her i i¢in € < g,
oldugundan (e = ¢, ise iki komsuluk aynmidir, e < ¢, ise Onerme 15.1 geregi)

B(z,e) C B(z,¢e;) CU; (t=1,..,n).

B(z,€) kiimesi biitiin U, lerin alt kiimesi oldugundan kesisimlerinin de alt kiimesidir: B(z,e) CU. x
keyfi oldugundan U agiktir.

(3){Ui},., acik kiimelerden olusan bir indisli aile (Tanim 3.8) ve U =, _, U; olsun. x € U keyfi olsun.
Birlesimin tanimi geregi x € U, = olacak bicimde en az bir iy € I indisi vardwr. U; —agik oldugundan
B(z,e) C U;, saglayan bir e > 0 vardwr. Bir ailenin her iiyesi birlesimin alt kiimesi oldugundan U; C
U’dur ve

B(z,e) C Ui0 CcU.

Boylece U agiktir. Burada indis kiimesinin sonlu ya da sonsuz olmasi hicbir rol oynamad: yalnizca x’i
iceren tek bir iiyeye ihtiya¢ duyduk.
|

Bu teorem, karmasik kiimelerin acik oldugunu tek tek noktalarda € aramadan gostermemizi saglar: kiime,
acik araliklarin birlesimi ya da sonlu sayida acik kiimenin kesisimi olarak yazilabiliyorsa agiktir. Ama
(2)‘deki “sonlu” sézcuigl vazgegilmezdir.
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Sonsuz ¢oklukta a¢ik kiitmenin kesisimi a¢ik olmayabilir

Hern € NiginU,, = (—%, %) acik araliklarini alalim. Iddia:

n=1
(-1, 1) (o) ' O
(-1/2,1/2) O ' O
(-1/3,1/3) O Q)
(-1/4, 1/4) OO
n (-1/n, 1/n) = {0}
kesisim } @ f >
-1 0 1

Sekil 15.3: (-1/n, 1/n) acik araliklar1 0 etrafinda daralir; hepsinin ortak noktas1 yalnizca 0'dir. Sonsuz
coklukta agik kiimenin kesisimi olan {0} acik degildir: 0'm hicbir komgulugu tek noktali bir kiimeye
s1gmaz.

Gercekten, her n icin —% <0< % oldugundan 0 bitiin U,, lere aittir. Tersine,  # 0 olsun; o zaman
| | > 0°dir ve Sonug 12.2 geregi nlo < | z | olacak bicimde bir ny € N vardwr. Oysa U,, = B(0, nlo)
n%) kosulunu saglar; demek ki x ¢ U,, ve z kesisime ait degildir.
Kesisim yalmizca {0} kiimesidir.

Oysa Ornek 15.2 (d) geregi tek noktali kiime agik degildir. Demek ki sonsuz coklukta acik kiimenin
kesisimi agik olmak zorunda degildir. Ispatta neyin bozulduguna dikkat edin: 0 noktasi igin U,, "lerdeki

yarigaplar €,, = % alinabilir, ama bunlarin pozitif bir minimumu yoktur; yaricaplar 0’a “iner”.

kiimesinin elemanlar1 | z | <

Teoremin (3) sikkinin hemen bir sonucu olarak delinmis komsuluklar da agiktr.

Sonug 15.2 (Delinmis Komsuluklar Agiktir). Hera € R ve here > 0 icin delinmis komsuluk B*(a, €)
acik bir kiimedir.

Ispat.
Tanim 15.2 geregi

B*(a,e) = (a—¢,a)U(a,a+¢)

olupe > 0 oldugundana — e < a < a + € dur; yani sagdaki iki kiime birer agik araliktir ve Onerme 15.2
geregi agiktir. Teorem 15.1 (3) ile bunlarin birlesimi de agiktir.
|

Ayni yontemle daha ilging kiimelerin de a¢ik oldugu goriiliir.

Ornek 15.3 (Sonlu Bir Kiimenin Tiimleyeni A¢iktir). F = {a4, a,, ..., a,, } sonlu bir kiime olsun.
a) R\ F kiimesinin agik oldugunu gosteriniz.

b) U agik bir kiime ise U \ F kiimesinin de agik oldugunu gésteriniz.

Coziim.
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a) Once tek bir noktanin tiimleyenine bakalim. Her i igin
R\ {a;} = (=00,4;) U (a;,0)

olup sag taraftaki iki sinirsiz aralik Onerme 15.3 geregi agiktir; birlesimleri Teorem 15.1 (3) ile aciktur.
Simdi De Morgan kuralini (Teorem 3.3) uygulayalim:

n

R\F =&\ o = [ J®\ {a)

i=1

Sag taraf, sonlu ¢oklukta a¢ik kiimenin kesigimidir; Teorem 15.1 (2) geregi aciktir.

b) Kiime farkinin tanimi geregi U \ F = U N (R \ F)’dir. U hipotez geregi, R \ F ise (a) sikki geregi
aciktir; iki acik kiimenin kesigimi Teorem 15.1 (2) ile agiktir.

Somut bir 6rnek: (0,1) \ {3} = (0,3) U (3, 1) agiktir. Bu, 3 merkezli } yaricapl delinmis komsuluk-
tan bagka bir sey degildir.

|

Ic Nokta ve Bir Kiimenin I¢i

Acik kiime tamimindaki “etrafina giivenlik cemberi ¢izilebilen nokta” fikrini, kiimenin agik olup olmama-
sindan bagimsiz olarak, tek tek noktalar i¢in de kullanabiliriz. Béylece her kiimenin “gercekten iceride”
olan noktalarini ayirt edebiliriz.

Tanim 15.5 (i¢ Nokta). A C Rvea € A olsun. B(a,e) C A olacak bicimde bir € > 0 varsa a’ya A’nin
bir i¢ noktasi (interior point) denir.

Tanim 15.6 (Bir Kiimenin I¢i). A C R olsun. A’nn biitiin i¢ noktalarmin kiimesine A’nin ici (interior)
denir ve A° ile gosterilir:

A*={a€ A:3e>0,B(a,c) C A}.

Bu dille acik kiime tanimi tek ctimleye iner: U agciktir ancak ve ancak U’nun her noktast i¢ noktaysa.
Asagidaki 6nerme bu gozlemi ve A° kiimesinin temel 6zelliklerini bir arada verir.

Onerme 15.4 (Bir Kiimenin I¢inin Temel Ozellikleri). A C R olsun.

1. A° C A

2. A° agik bir kiimedir.

3. A agiktir ancak ve ancak A = A°.

4. U C A acik bir kiitme ise U C A°’dir. Yani A°, A’nin iginde kalan en biiyiik acik kiimedir.

ispat.

(1) I¢ nokta tanimi geregi ic noktalar A’nin elemanidur.

(2)a € A° olsun. Tamim geregi B(a, ) C A olacak bigimde bire > 0 vardir. B(a, ) ‘un her noktasinin da
A’nin i¢ noktast oldugunu gésterecefiz; bu, B(a,e) C A° demek olacak ve A°’nin acik oldugunu verecek.
y € B(a,¢) olsun. Sonug 15.1 geregi B(a, ) agiktir; dolayisiyla B(y,d) C B(a,¢) saglayan bir § > 0
vardwr. O halde B(y, ) C B(a,e) C A, yaniy bir i¢ noktadir:y € A°. Béylece B(a,e) C A° bulunur ve
A° agiktir.

(3) (=) A agik olsun. (1) ile A° C A. Tersinea € A ise, A agik oldugundan B(a,€) C A saglayan bire >
0 vardir; yani a i¢ noktadwr ve a € A°. Dolayisiyla A = A°.

(=)A= A° ise (2) geregi A aciktir.

(4) U C A agik veu € U olsun. U agik oldugundan B(u,e) C U C A olacak bigimde bir € > 0 vardwr;
yani u, A’nin bir i¢ noktasidir: u € A°. Boylece U C A°. “En biiyiik” ifadesi bunun ozetidir: A° agiktir,
A’nin i¢indedir ve A’nin icindeki her acik kiimeyi kapsar.

]
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Ornek 15.4 (I¢ Hesaplar1). Asagidaki kiimelerin igini bulunuz.
a) [a,b] (@ < b)

b) Q
c) Z

Coziim.

a) [a,b]° = (a,b). Gergekten (a,b) C [a,b] acik oldugundan Onerme 15.4 (4) ile (a,b) C [a,b]°. Ote
yandan a ve b i¢ nokta degildir: Ornek 15.2 (b)‘de gordiigiimiiz gibi a’nin her komsulugu [a, b]'nin
disina tasar; b icin de b + § sayis1 aynu isi goriir. [a, b]'nin a ve b disindaki noktalar1 zaten (a, b)’dedir.
Dolayisiyla [a, b]° = (a, b).

b) Q° = &. ¢ € Q ve € > 0 herhangi olsun. Teorem 13.6 geregi (¢ — €, g + €) aralifinda bir irrasyonel
say1 t vardir; t € B(gq, ) ama t ¢ Q. Dolayisiyla hicbir komguluk Q’nun i¢inde kalmaz; ¢ i¢ nokta
degildir. ¢ keyfi oldugundan Q’nun hi¢ i¢ noktas: yoktur. Ozellikle Onerme 15.4 (3) geregi Q acik
degildir.

)L =@.n € Zvee > 0olsun.n + Silen + 5 ! sayilarmdan kugugunuy diyelim;y —n = mm{ 5 2
oldugundan 0 <y —n < ¢, yani y € B(n,¢); ayrican <y <n + < n+ 1 oldugundan y bir tam
say1 degildir (ardigik iki tam say1 arasinda tam say1 yoktur; Lemma 11 1). Demek ki B(n,e) € Z ven
i¢ nokta degildir.

|

Alistirmalar

Alistirma 15.1 (Komsuluklar ve Ac¢ik Kiimeler).

a) Kapali komguluk Bla, €]’un a¢ik olmadigini gosteriniz.

b) A= {z € R:2? > 1} kiimesinin acik oldugunu gésteriniz.

c) ﬂ;o: L (—%,1 + %) kesisimini hesaplayiniz. Sonug agitk midir?

d) Her acik kiimenin acik araliklarin birlesimi olarak yazilabilecegini gosteriniz.

e) A,B C Rigin (AN B)* = A° N B° oldugunu gosteriniz.

Cozim.

a) Bla, ] = [a — ¢, a + €] bir kapali araliktir ve a — € < a + €’dur. Ornek 15.2 (b) geregi kapali aralik-
lar agik degildir: @ — € ucunun her §-komsulugu, a — € — g gibi kiimeye ait olmayan sayilar icerir.

b) Once kiimeyi araliklarla yazalm. 22 > 1< 22 —1> 0 < (z — 1)(z + 1) > 0; carpimun pozitif
olmasi icin iki ¢arpan aym isaretli olmalidir (siralama aksiyomlarinin igaret kurallari, Bolim 7.1).
z—1>0ve z+1>0 birlikte z > 1 demektir; z —1 < 0 ve x + 1 < 0 birlikte z < —1 demektir.
Dolayistyla

A= (—00,—1)U (1, 00).

Her iki par¢a Onerme 15.3 geregi aciktir ve birlesimleri Teorem 15 1 (3) ile aciktir.
c) Iddia: kesisim [0, 1] kapali araligidir. z € [0, 1] ise her n i¢in —+ < 0<z<1<1+4= ,yama: butun
araliklara aittir. Tersme z ¢ [0,1] olsun. x <O ise | z | = —zx >0 oldugundan Sonug 12.2 ile n— <

—z, yam T < — saglayan bir n vardlr ve x, ng-inci araliga ait degildir. ¢ > lise x — 1 > 0 ve aym
sonugla o <T— 1 yanix > 1+ —0 olan bir n, vardir. Her iki durumda z kesisimin digindadir. Sonug

[0, 1]°dir Ve Ornek 15.2 (b) geregi acik degildir: sonsuz kesisimin agiklig1 bozduguna bir 6rnek daha.
d) U agik olsun. Her a € U i¢in B(a,¢,) C U olacak bicimde bir £, > 0 secelim. Iddia:

U= U B(a,e,).

acU

(D) Her B(a,¢,), Unun alt kiimesi oldugundan birlesimleri de U’nun alt kiimesidir. (C) a € U ise
a € B(a,e,) (cinki | a —a | =0 < ¢g,), dolayisiyla a birlesime aittir. Her B(a,¢,) bir acik aralik
oldugundan U, acik araliklarin birlegimidir. (Tersi zaten Teorem 15.1 (3)‘te gosterilmisti: acik araliklarin
her birlesimi agiktir. Demek ki R’nin acik kiimeleri tam olarak acik araliklarin birlesimleridir.)
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e) Once basit bir gozlem: X C Y ise X° C Y*’dir; ¢linkii B(z,¢) C X ise B(z,¢) C Y'dir.

() ANB C A ve AN B C B oldugundan goézlemle (AN B)° C A° ve (AN B)° C B°; yani (AN
By C A°n B

(D) A° ve B°, Onerme 15.4 (2) geregi aciktir; kesisimleri Teorem 15.1 (2) ile aciktir. Ayrica Onerme 15.4
(1)ile A° N B° C AN B.Demek ki A° N B°, A N B’nin icinde kalan bir acik kiimedir; Onerme 15.4 (4)
geregi A°N B° C (AN B)".

|

Acik kiimeler, “her noktasinin etrafinda nefes alacak yer olan” kiimelerdir. Bir sonraki béliimde bunlarmn
tumleyenlerini, yani kapali kiimeleri inceleyecegiz ve “kapali” sézctigiiniin “a¢ik olmayan” anlamina
gelmedigini gorecegiz: Kapali Kiimeler.
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16.1

16. Kapal1 Kiimeler

Onceki boliimde “her noktasinin etrafinda giivenlik cemberi cizilebilen” kiimeleri, yani agik kiimeleri
tanidik. Bu bolimde onlarin tiimleyenlerine bakiyoruz: kapali kiimeler. Kapali kiimeler, ileride gorece-
gimiz gibi, “limitlerini igeren” kiimelerdir; bir dizi kapali bir kiimenin i¢inde ilerliyorsa limiti de o kiimede
kalir. Bu 6zellik, analizde kapali kiimeleri agik kiimeler kadar 6nemli kilar.

Ancak bastan bir uyar: gerekir. Giinliik dilde bir kap1 ya acgiktir ya kapali; tigiincti bir secenek yoktur.

Matematikte “kapali”, “acik olmayan” anlamina gelmez. Bir kiime hem agik hem kapali olabilir; ne acik
ne kapali da olabilir. Bu bélimde her iki tiire de 6rnek gorecegiz.

Kapali Kiime Tanim1

Acik kiimeyi noktalar {izerinden tanimlamigtik: her noktanin etrafinda kiimede kalan bir komguluk vardir.
Kapali kiimeyi ise dogrudan tanimlamak yerine, titmleyeni izerinden tanimliyoruz. Sezgi sudur: kapal
bir kiime “kenarimn:” da icerir, bu yiizden kiimenin digindaki her noktanin etrafinda kiimeye hi¢ degmeyen
bir bogsluk vardr.

Tanim 16.1 (Kapali Kiime). F' C R olsun. F’nin tiimleyeni R \ F' (kisaca F°) R’de agik bir kiime ise
F’ye kapal1 kiime (closed set) denir.

Tanimi dogrudan noktalarla okuyalim: F' kapalidir ancak ve ancak F’nin disindaki her a noktasiin, F'
ile hic kesismeyen bir komgulugu varsa. Yani kiimenin digindaki noktalar, kiimeden “belli bir uzaklikta”
durur; kilmeye sonsuz yakin olup da ona ait olmayan nokta yoktur.

Tiimleyenin tiimleyeni kiimenin kendisidir: z € R\ (R\ A) < 2z ¢ R\ A < z € A. Bu yiizden acgiklik
ve kapalilik birbirinin aynasidir.

Onerme 16.1 (Tiimleyen ve Aciklik--Kapalilik). A C R olsun.

1. A agiktir ancak ve ancak R\ A kapalidir.
2. A kapalidir ancak ve ancak R \ A agiktir.

ispat.

(2), kapali kiime taniminin kendisidir.

(1) B =R\ A diyelim; yukaridaki gozlemle R\ B = A’dir. Tanima gore B kapalidir ancak ve ancak
R\ B agiksa; yani ancak ve ancak A agiksa.

|
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Kapali, acik olmayan demek degildir

Bir A kiimesi i¢in iki bagimsiz soru vardir: “A agik m1?” ve “R \ A agik m1?” Her sorunun iki yaniti
oldugundan dort olasilik vardir:

Aackm? R\ Aagkmi? Sonug Ornek
evet evet hem acgik hem kapali &, R
evet hayir acik, kapali degil (0,1)
hayir evet kapali, acik degil [0, 1]
hayir hayir ne agik ne kapali [0,1),Q

Bu bolim boyunca tablodaki orneklerin her birini ispatlayacagiz. Bir kiimenin acik olmadigini
gostermek onun kapali oldugunu gostermez; kapalilik igin tiimleyene ayrica bakmak gerekir.

Temel Ornekler

Kapali oldugunu gostermek istedigimiz bir kiimenin tiimleyenini acik araliklarin birlesimi olarak yazabi-
liyorsak is bitmistir; ¢iinkii Teorem 15.1 (3) geregi agik araliklarin her birlesimi aciktir.

Ornek 16.1 (Kapali Araliklar Kapalidir). a,b € R, a < bve € > 0 olsun. Asagidaki kiimelerin kapali
oldugunu gosteriniz.

a) [a,d]
b) [a,00) ve (—o0, b]
¢) Kapali komsuluk Bja, €]

Cozim.
a) Tamleyeni yazalim. Bir z reel sayisi [a, b]'ye ait degilse ya x < a yadaz > b’dir (iiclem yasasi); tersi
de dogrudur. Dolayisiyla

R\ [a,b] = (—o0,a) U (b, 00).

Sagdaki iki smirsiz aralik Onerme 15.3 geregi aciktir ve birlesimleri Teorem 15.1 (3) geregi aciktir.
Tiimleyeni agik oldugundan [a, b] kapalidir.

b) R\ [a,00) = (—o00,a) ve R\ (—o00,b] = (b, 00); her ikisi de Onerme 15.3 geregi aciktir.

c) Tanim 15.3 geregi Bla,e] = [a — €, a + €] bir kapali araliktir; (a) sikkiyla kapalidir. “Kapali yuvar”
ad1 boylece hak edilmis olur.

|

Ornek 16.2 (Tek Noktali Kiimeler Kapalidir). Her a € R icin {a} kiimesinin kapali oldugunu goste-
riniz.

Cozim.
Timleyen

R \ {a} = (—OO, a) U (a’7 OO)

kiimesidir: = # a ise iiglem yasasiyla ya z < a ya da z > o’dir. 1ki siursiz agik araligin birlesimi
Onerme 15.3 ve Teorem 15.1 (3) geregi aciktir. Dolayisiyla {a} kapalidir.

Ote yandan 6nceki bsliimde (Ornek 15.2 (d)) {a}’nin acik olmadigini gérmiistiik: tek noktali kiime,
tablodaki “kapali ama agik degil” satirina bir 6rnektir.

n

Sonlu kiimelerin kapali oldugu, biraz sonra ispatlayacagimiz ana teoremin bir sonucudur; oraya geliyoruz.
Once sonsuz ama “seyrek” bir kiimeye bakalim: tam sayilar.
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Ornek 16.3 (Tam Sayilar Kiimesi Kapalidir). Z kiimesinin kapali oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Iddia:
R\Z=|J(n,n+1).

nez

Bu esitligi iki yonli kapsama ile ispatlayalim.

(C) x € R\ Z olsun. Teorem 12.3 geregi p < z < p + 1 olacak bicimde bir p € Z vardir. z tam say1
olmadifindan z +# p; dolayisiylap < x < p+ 1, yani z € (p,p + 1) ve z birlesime aittir.

(D) z € (n,n+1) olsun; n € Z i¢cin n < < n + 1 kogulunu saglayan bir tam say1 yoktur (Lemma
11.1). Demek ki z ¢ Z, yaniz € R\ Z.

Boylece R \ Z, acik araliklarin birlesimidir; Onerme 15.2 ve Teorem 15.1 (3) geregi agiktir. Dolayistyla
Z kapalidir.

Z acik degildir: hicbir tam say: i¢ nokta degildir, ¢linkii n’nin her komsulugu n ile n + 1 arasinda bir
say1 igerir (Ornek 15.4 (c)). Yani Z da “kapali ama acik degil” satirina girer.

|

Simdi tablonun son satirina, yani ne agik ne kapali kiimelere bakalim. Bunlar i¢in iki seyi ayri ayri
gostermek gerekir: kiimede giivenlik ¢emberi cizilemeyen bir nokta ve tiimleyende giivenlik ¢cemberi
cizilemeyen bir nokta.

Ornek 16.4 (Ne Acik Ne Kapali Kiimeler). Asagidaki kiimelerin ne acik ne kapali oldugunu gésteriniz.
a) [a,b) yari agik aralig1 (a < b)

b) Q rasyonel sayilar kiimesi

Cozim.

a) Acik degil. a € [a,b) noktasini alalim. Her € > 0 icin a — § € B(a,¢) ama a — § < a oldugundan
bu say1 [a, b)’de degildir. Demek ki B(a, ) € [a,b).

Kapali degil. Timleyen R \ [a,b) = (—00, a) U [b, 00) kiimesidir; bunun acik olmadigini gostermeliyiz.
b noktasi tiimleyendedir. € > 0 verilsin ve ¢ = min{e, b — a} > 0 olmak iizere y = b — § alalm. | y —
b | =% < e oldugundan y € B(b,e)’dur. Ayrica § < %% < b — a oldugundan y > a ve y < b; yani
y € [a,b), dolayisiyla y tiimleyende degildir. Béylece b’nin hicbir komsulugu tiimleyende kalmaz;
tiimleyen agik degildir ve [a, b) kapali degildir.

(a, b] i¢in aym akil yiiriitme uglar degistirilerek tekrarlanur.

b) Acgik degil. ¢ € Q ve & > 0 olsun. Teorem 13.6 geregi (¢ — &, ¢ + €) araliginda bir irrasyonel say1 ¢
vardir. t € B(q,€) ama t ¢ Q; dolayisiyla B(q, e) € Q. Higbir rasyonel say1 i¢ nokta degildir.

Kapali degil. Timleyen, irrasyonel sayilar kiimesi R \ Q’dur. ¢ irrasyonel ve € > 0 olsun. Teorem 13.5
geregi (t — &,t + ¢) aralifinda bir rasyonel say1 g vardir; ¢ € B(t,¢) ama ¢ ¢ R\ Q. Dolayisiyla R \
Q acik degildir ve Q kapali degildir.

Ayni iki adim, rolleri degistirilerek, irrasyonel sayilar kiimesinin de ne acik ne kapali oldugunu verir.
Rasyoneller ile irrasyoneller say1 dogrusunda o kadar ic igedir ki hi¢biri digerinden bir komsuluk kadar
bile ayrilamaz.

|

Kapali Kiimelerin Temel Ozellikleri

Acik kiimelerin ti¢ temel 6zelligi (Teorem 15.1), De Morgan kurallar1 araciligiyla kapali kiimelere aktarilir.
Ama aktarimda kesisim ile birlesim yer degistirir: acik kiimelerde sonlu kesisim ve keyfi birlesim
serbestken, kapali kiimelerde keyfi kesisim ve sonlu birlesim serbesttir.

Teorem 16.1 (Kapali Kiimelerin Temel Ozellikleri). R nin kapali kiimeleri asagidaki ézellikleri saglar.
1. & ve R kapali kiimelerdir.

2. Herhangi (sonlu ya da sonsuz) coklukta kapali kiimenin kesisimi kapalidir: {F;}ie[ kapal: kiimelerden
olusan bir aile ise ﬂid E; kapalidir.
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3. Sonlu ¢oklukta kapali kiimenin birlesimi kapalidir: F}, ..., F,, kapaliise F{ U --- U F,, kapalidir.

ispat.
Ispat boyunca indisli aileler igin De Morgan kurallarint (Teorem 3.3) kullanacagiz:

R\UAi:m(R\Ai)a R\DAi:U(R\Ai)‘

(1) R\ & = R veR agik oldugundan (Teorem 15.1 (1)) & kapalidir. R\ R = & ve & acik oldugundan R
kapalidir. Boylece & ve R hem agik hem kapalidir.
(2) {E},_; kapal kimelerden olusan bir aile ve ' = (1), _, F; olsun. F’nin tiimleyenine bakalim; De

Morgan ile
R\F=R\[F = | JR\E).
iel i€l

Her F, kapali oldugundan her R\ F, agiktir. Agik kiimelerin keyfi birlesimi agik oldugundan (Teorem
15.1(3)) sag taraf aciktir. Tiimleyeni acik olan F' kapalidir.
(3) E, ..., F, kapalive K = UZ:1 E;, olsun. De Morgan ile

n

R\K=R\|JF=[|R\E).

k=1 k=1

Her R\ F, agiktir ve sonlu ¢oklukta agik kiimenin kesisimi agik oldugundan (Teorem 15.1 (2)) sag taraf
agiktir. Dolayisiyla K kapalidr.
|

Bu teorem, kapali kiimeleri pargalara ayirarak tanimamizi saglar: kapali araliklarin ve noktalarin sonlu
birlesimleri, kapali kiimelerin (istedigimiz kadar cok) kesisimleri hep kapaldir. {lk sonug, erteledigimiz
sonlu kiimelerdir.

Sonug 16.1 (Sonlu Kiimeler Kapalidir). Her sonlu A C R kiimesi kapaldur.

Ispat.
A = & ise Teorem 16.1 (1) ile kapalidir. A = {a,, a,, ..., a,, } bos olmayan sonlu bir kiime olsun. O zaman

A={a;}U{a}U--U{a,}

bigiminde, sonlu ¢oklukta tek noktali kiimenin birlesimidir. Ornek 16.2 geregi her {a,, } kapalidir ve Teorem
16.1 (3) ile sonlu birlesimleri de kapalidir.
|

Teoremin (3) sikkindaki “sonlu” sozcigi, tipk: agik kiimelerdeki sonlu kesigim gibi, vazgecilmezdir.
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16.3 Kapali Kiimelerin Temel Ozellikleri 185

Sonsuz ¢oklukta kapali kiitmenin birlesimi kapali olmayabilir

Her n € N icin F, = [-1+ 1,1 — 1] kapah araliklarii alalm (F = [0,0] = {0}, F, = [—3, 3],
B =[-2,2),.) lddia;

fj[ 1+—1—1} — (-1,1).

n=1 n

[-1/2, 1/2] ° °
[-2/3, 2/3] ° °
[-3/4, 3/4] ° °
[-4/5, 4/5] ° °

U[-1+1/n,1-1/n] = (-1, 1)
birlesim O ; OoO—
-1 0 1

Sekil 16.1: [-1 + 1/n, 1 — 1/n] kapali araliklar1 bityiiyerek (-1, 1)'i doldurur; u¢ noktalar -1 ve 1 hicbir
araliga girmez. Sonsuz ¢oklukta kapali kiimenin birlesimi olan (-1, 1) kapali degildir.

(C) Her migin —1 < —14 1 ve 1 — 1 <1 oldugundan F, C (—1,1)dir; dolayisiyla birlesim de
(—1,1)’in igindedir.

(2) # € (—1,1) olsun; 0 zaman | z | < 1, yani 1 — | z | > 0°dir. Sonug 12.2 geregi == <1— | z |
<1-— nio demektir; Onerme 8.6 ile —1 + e <zr<l-—

olacak bi¢cimde bir n
nio, yaniz € F, . Boylece z birlesime aittir.

Birlesim (—1, 1) a¢ik aralifidir; u¢ noktalar —1 ve 1’e istenildigi kadar yaklasilir ama hicbir F,, onlar1
icermez. (—1,1) kapali degildir: tiimleyeni (— —1] [1 oo) kiimesindeki 1 noktasini alalim.
€ > 0 verilsin ve ¢ = min{e, 1} olmak {izere y—1|=§ <eoldugundan y €
B(l,e),ama + < y < 1 oldugundan y € (—1,1), yani y tumleyende degildir. 1’in hi¢bir komsulugu
timleyende kalmaz; timleyen acik degildir. Sonsuz ¢oklukta kapali kiitmenin birlesimi kapali olmak
zorunda degildir.

Bu érnek, onceki bolimdeki [)(—2, ) = {0} 6rneginin tam aynasidir: orada acik kiimelerin sonsuz

n’n
kesisimi kapali bir kiime vermisti, burada kapali kiimelerin sonsuz birlesimi agik bir kiime veriyor.

Buna kargilik kesisimde hicbir kisitlama yoktur; bunu somut bir hesapla gorelim.

Ornek 16.5 (Kapali Kiimelerin Sonsuz Kesigimi). (1°° [0,1+ ;] kesisimini hesaplaymiz ve sonu-
cun kapali oldugunu dogrulayimiz.

Cozim.

Iddia: kesisim [0, 1]'dir.

D)z e[0,1]isehernicin0 <z <1<1+ %; yani « her araliga aittir.

(C) z kesisime ait olsun. Ozellikle (n = 1 igin) z € [0, 2] oldugundan z > 0’dir. z > 1 oldugunu varsa-
yalim; o zaman £ — 1 > 0 ve Sonug 12.2 ile —0 <z—1 yaniz >1 —|— = olan bir n, vardir. Bu, = ¢
0,1+ ] demektir; ¢eliski. Dolayisiyla z < 1ve z € [0,1].

Sonug [O 1] kapali araligidir ve Ornek 16.1 geregi kapalidir. Bu, Teorem 16.1 (2) ile uyumludur: kapali
kiimelerin sonsuz kesisimi kapali ¢itkmak zorundaydu.

|
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Ne Acik Ne Kapal1 Bir Kiime

Simdiye kadarki orneklerde kiimelerin “kenar” noktalar1 belliydi. Asagidaki kiime iki farkli parcadan
olusur ve her parca ayr1 bir sorun ¢ikarir. Bu 6rnek, aciklik ve kapalilig1 tiimleyen {izerinden nasil incele-
yecegimizi biitiin ayrintisiyla gosterir.

Ornek 16.6 (Ne A¢ik Ne Kapali Bir Kiime). A = [0,1) U {2} kiimesi a¢ik midir? Kapali midir?

Cozim.

Agitk mi? Hayir. 0 € A noktasina bakalim. Herhangi bir € > 0 icin B(0,¢) = (—¢,¢) komsulugunun
sol yaris1 negatif sayilardan olusur; 6rnegin —£ € B(0,¢) ama —5 ¢ A. Dolayisiyla 0, A’nin i¢ noktasi
degildir ve A agik degildir. (Ayni1 sonuca 2 noktasindan da varilabilir: 2'nin her komsulugu, 2 + § gibi
A’ya ait olmayan sayilar igerir.)

Kapalr mi? Hayir. Timleyeni yazalim:

R\ A= (—00,0) U[L,2) U (2, 00).

Bu kiimenin agik olmadigini gostermeliyiz. 1 noktas: tiimleyendedir. € > 0 verilsin; ¢ = min{e, 1}
olmak iizere y = 1 — £ sayisina bakalm. | y — 1 | = £ < € oldugundan y € B(1,¢); ayrica 0 < 1 <
y < 1oldugundany € [0,1) C A, yani y tiimleyende degildir. 1’in sagindaki sayilar A’da degildir ama
1’e yeterince yakin solundaki sayilar A’dadir; bu yiizden 1’in hi¢bir komsulugu tiimleyenin i¢inde
kalmaz. Tumleyen a¢ik degildir; dolayisiyla A kapali degildir.

B(1,€) n A + @ ama 1 ¢ A: kapali degil

B(0, £) ¢ A: acik degil ) A=[0,1)u {2}

]
1

o O o
0 1 2

Sekil 16.2: A = [0, 1) u {2} kiimesi acik degildir: 0 kiimeye aittir ama her komsulugu sola, kiimenin
digina tagar. Kapali da degildir: 1 kiimeye ait olmadig1 halde her komsulugu [0, 1) parcasindan noktalar
icerir, yani timleyen ac¢ik degildir.

Sonug. A ne agik ne kapalidir. Kiimenin 0 ucu acikligi, 1 ucu (kiimeye ait olmadig: halde kiimenin ona
“yapistig1r” nokta) kapalilig1 bozar. {2} parcast ise tek bagina kapalidir ama agikligi yine bozar.
|

Hem Acik Hem Kapali Kiimeler

Tablomuzun ilk satirinda @& ve R vardi. Bagka 6rnek var mi? Yanit hayirdir ve bunun nedeni, reel say:
dogrusunun “tek parca” olmasidir: R’yi iki bos olmayan acik kiimeye bolmek miimkiin degildir. Ispat,
tamlik aksiyomunun supremum bi¢imine dayanir.

Teorem 16.2 (Hem Acik Hem Kapali Kiimeler). R’nin hem acik hem kapali olan alt kiimeleri yalnizca
& ve Rdir.

Ispat.

A C R hem agik hem kapali olsun ve A + @&, A # R oldugunu varsayarak ¢eliski arayalim. O zaman
A’da bir a noktast ve A’nin disinda bir b noktasi vardir. Gerekirse A ile R\ A’nin rollerini degistirerek
a < b varsayabiliriz: b < a ise R \ A kiimesini ele aliriz; o da hem agik hem kapalidir (Onerme 16.1), b
onun bir noktasi, a ise disinda bir noktadir ve b < a’dr.

S=AnNja,b={recA:a<z<b}
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kiimesini ele alahm. a € S oldugundan S # @’dir ve b, S’nin bir st simndw. Tamhk aksiyomu
(Boliim 10.4) geregi s = sup S vardir ve a < s < b’dir (Tanim 10.4: a € S oldugundan a < s; b ist sinir
oldugundan s < b). s noktasi ya A’dadir ya da degildir; her iki durumda celiski bulacagiz.

Durum 1: s € A. b ¢ A oldugundan s # b, yani s < b'dir. A agik oldugundan B(s,e) C A olacak
bi¢imde bir e > 0 vardir. ¢ = min{e, b — s} > 0 olmak iizerey = s + § alalm. | y — s | = § < € oldu-
Jundany € B(s,e) C A;ayrnicaa < s <y < s+ (b—s) = b oldugundan y € [a,b]. Demek kiy € S
vey > s = sup S. Bu, s’nin iist sinir olmasiyla celisir.

Durum2:s ¢ A.Ozamans € R\ A’dirve A kapali oldugundanR \ A agiktir: B(s,e) C R\ A olacak
bicimde bir € > 0 vardir. Ote yandan Teorem 10.1 geregi s — € < x < s olan bir x € S vardwr. Bu x igin
|z —s | <e yanixz € B(s,¢€); dolayisiylax ¢ A. Amaz € S C A. Celiski.

Her iki durum da geliskiye gotirdigiinden varsayimimiz yanhstir: A = & ya da A = R olmalidwr.

|

i Baglantililik

Teorem g6yle de okunabilir R=U UV, UNV =@ ve U,V agik ise U ya da V bostur. (Gercekten
U =R\ V oldugundan U hem ag¢ik hem kapalidir.) Bu 6zellige baglantililik (connectedness) denir;
say1 dogrusunun “kopuk” olmadigini soyler. Ara deger teoremi (Teorem 35.2) bu 6zelligin siirekli
fonksiyonlara yansimasidir.

Sirali bir cisim olarak Q bu 6zelligi tasimaz: U :\/{q €Q:qg< \/5} ve V = {q €EQ:q> \/5}
kiimeleri Q’yu iki bos olmayan parcaya béler ve v2 ¢ Q oldugundan (Teorem 13.3) her rasyonel
say1 bu ikisinden tam birine diiser. Ustelik iki parca da Q icinde “aciktir”: ¢ € U i¢ine = v/2 — ¢ >
0 alinirsa B(q,€) komgulugundaki biitiin rasyonel sayilar yine U’dadir; V' igin benzer. Yukaridaki
ispatta bu ayrismay1 engelleyen sey, Q’da gecerli olmayan tamlik aksiyomudur.

Alistirmalar

Aligtirma 16.1 (Kapali Kiimeler).

a) A= {% :n € N} kiimesinin kapali olmadigim gbsteriniz.

b) AU {0} kiimesinin kapali oldugunu gosteriniz.

¢) F kapalive U acik ise F' \ U’nun kapali, U \ F’nin acik oldugunu gésteriniz.
d) N kiimesinin kapali oldugunu gosteriniz.

e) {z € R:z? < 2} kiimesinin kapaly, {z € R : 2? < 2} kiimesinin acik oldugunu gésteriniz.

Coziim.

a) Tumleyenin ac¢ik olmadiini gosterecegiz. 0 ¢ A (¢inki % > 0), yani 0 € R\ A. € > 0 herhangi
olsun. Sonug 12.2 geregi nio < € olan bir ny € N vardir; o halde n%) € B(0,¢) ve n%) € A. Yani 0’
hi¢bir komsulugu R \ A’nin icinde kalmaz; tiimleyen agik degildir ve A kapali degildir. (0, kiimeye
ait olmadig1 halde kiimenin “yapisti1” noktadir; bir sonraki boliimde bu tiir noktalara yigilma noktasi
diyecegiz.)

b) C = AU {0} diyelim. Iddia:

R\ C = (—00,0) U (1,00) U U( L 1).

—
fiy=ct n+1ln

(©)z ¢ Colsun. x < Oise z € (—00,0); x > lise z € (1,00). Geriye 0 < z < 1 durumu kalir (z #
0, ¢linkii 0 € C). t = 2 > 1 olsun ve Teorem 12.3 ile n < t < n+ 1 olan tam say1 n = |t]’yi alalim;
t > 1 oldugundan n > 1, yanin € N. Esitsizlikleri tersine ¢evirirsek n+L1 <z < % x ¢ A oldugundan
T+ %; dolayisiyla z € (%_H, %)

(D) Sagdaki kiimelerin higbiri C’nin elemani igermez. (—o0, 0) ve (1, 00) i¢in bu agiktir, ¢iinkii C' C
[0, 1]. % € (n+_1, %) olsaydi, pozitif sayilarda ters alma siralamay: ¢evirdiginden, n <m <n +1

olurdu; Onerme 9.3 geregi ardisik iki dogal say1 arasinda dogal say1 yoktur. 0 da bu araliklarda degildir.
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188 Boliim 16. Kapali Kiimeler

Boylece R \ C, acik araliklarin birlegimidir ve Teorem 15.1 (3) ile agiktir; C' kapalidir. (a) ile birlikte:
A’ya tek bir nokta eklemek onu kapali yapmustir.

¢)F\U = FnN(R\U)dur. Fkapalidir; U a¢ik oldugundan Onerme 16.1ile R \ U kapaldur. Iki kapalt
kiimenin kesigimi Teorem 16.1 (2) geregi kapalidir.

U\F=UnN(R\F)dir. U aciktir; F kapali oldugundan R \ F agiktir. iki acik kiimenin kesisimi
Teorem 15.1 (2) geregi aciktr.

d) iddia:

R\N = (—00,1) U | J(n,n+1).

neN

Gergekten z ¢ N ise ya x < I'dir ya da « > 1 ve x ¢ Z’dir (¢inkil 1’den kiiciikk olmayan bir tam
say1 pozitiftir, yani dogal sayidir; Tanim 11.1); ikinci durumda, Ornek 16.3 icindeki akil yiiriitmeyle,
x € (|z],|z] +1) ve |z| > 1 bir dogal sayidir. Tersine (—oo, 1)’de dogal say1 yoktur (1 = min N) ve
(n,n + 1) araliklarinda tam say1, dolayisiyla dogal say1 yoktur (Lemma 11.1). Sag taraf acik araliklarin
birlesimi oldugundan agiktir; N kapalidir.

Daha kisa bir yol: N =ZN[1,00)’dur; Z (Ornek 16.3) ve [1,00) (Ornek 16.1) kapali oldugundan
kesigimleri Teorem 16.1 (2) ile kapalidir.

e) Teorem 13.1 geregi /2 vardir. Negatif olmayan u, v sayilar1 icin gecerli olan u < v < u? < v?
denkligini kullanacagiz; u¢ durumlar dahil gerekcesi sudur. (=) u = v ise kareler de esittir; u = 0 <
v ise Onerme 7.12 (1) geregi u? = 0 < v?; 0 < u < v ise ayn1 dnermenin (4) maddesi geregi u? < v2.
(<) Karsit tersini gosterelim: v < u olsun; v = 0 ise v > 0 oldugundan (1) ile v = 0 < u2, v > 0 ise
(4) ile v?> < u?; her iki durumda da u? < v? degildir. Simdi bu denkligiu = | = |, v = /2 icin yazalim:
2?2 = |z |? ve (v/2)? = 2 oldugundan 22 < 2 & | z | < v/2 elde edilir. Tanim 15.3 ile

{mER:xQSQ}z{m:Mc\S\/i}zB[O,\/E]:[—\/i\/ﬁ],

ve bu kiime Ornek 16.1 geregi kapahdir. Benzer bicimde (ayn1 denkligi bu kez u = v/2, v = | z | icin
yazip iki yani olumsuzlarsak 22 < 2 < | z | < v/2 bulunur)

{J:E]R:a:2<2}:{m:|m|<\/§}:B(O,\/§)=(—\/§,\/§)

bir acik araliktir ve Onerme 15.2 geregi agiktir.
u

Kapal1 kiimelerin disindaki noktalar kiimeden uzak durur; ama kiimenin diginda olup kiimeye “yapisan”
noktalar da vardir: {%} kiimesi i¢in O gibi. Bir sonraki béliimde bu noktalari, yani y1g1lma noktalarim
tanimlayacak ve kapali kiimelerin tam olarak “yigilma noktalarm igeren kiimeler” oldugunu gorecegiz:
Yig1lma Noktalari, Kapanis ve Yogun Kiimeler.
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17.1

17. Yigilma Noktalari, Kapanis ve Yogun
Kiimeler

Onceki iki boliimde acik ve kapali kiimeleri tanidik: agik kiimeler her noktasinin etrafinda bir “giivenlik
komsulugu” barindirir, kapali kiimeler ise tiimleyeni acik olan kiimelerdir. Bu béliimde kapali kiimelere
bambagka bir yénden bakacagiz: bir kitmenin elemanlarinin nerelerde “y1gildigini” inceleyecegiz. Ornegin
{17 %, %, } kiimesinin elemanlar1 0’1n etrafinda sikigir ama 0 kiimeye ait degildir; iste bu 0 noktasi
kiimenin bir yigilma noktasidir. Yigilma noktalari, analizde limit kavraminin kiime dilindeki karsiligidir:
dizilerin limiti, fonksiyonlarin limiti ve stireklilik hep bu kavram tizerine kurulur.

Bu boéliimde sunlar1 6grenecegiz: yigilma noktasi ve sonsuz eleman 6zelligi; mitkemmel kiime ve izole
nokta; degme noktasi ve kapanis; “kapali kiime, biitiin yigilma noktalarini iceren kiitmedir” karakterizas-
yonu; yogun kiimeler; sinirli bir kitmenin supremumunun ya kiimeye ait ya da bir yigilma noktasi oldugu;
ve son olarak sonsuz ve sinirli her kiimenin en az bir yigilma noktas: bulundugunu séyleyen Bolzano-
Weierstrass teoremi.

Yigilma Noktalar:

Bir noktanin bir kiimeye “yakin” olmasi yigilma icin yeterli degildir; noktanin hemen dibinde kiimenin
baska elemanlar1 da bulunmalidir. Ornegin 2 sayis1 {2} kiimesine elbette yakindir (kiimenin elemanidir)
ama etrafinda kiimenin bagka hi¢bir eleman: yoktur. Buna karsilik 0, {1/n : n € N} kiimesinin eleman:
olmadig1 halde kiimenin elemanlariyla her yandan kusatilmigtir. Tanimi bu ikinci durumu yakalayacak
bicimde kuruyoruz; B(a, €) ve B*(a, €) gosterimleri i¢in bkz. Tanim 15.1 ve Tamm 15.2.

Tanim 17.1 (Yigilma Noktasi). A C R bir kiime ve a € R bir nokta olsun. a’nin her komsulugu A’nin
a’dan farkli en az bir elemanini igeriyorsa, yani her € > 0 icin

B*(a,e) N A+ &, agik yazimla ((a—ega+e)\{a} )NA+ @

ise a’ya A kiimesinin bir yigilma noktasi (accumulation point, limit point) denir. A’nin biitiin y1gilma
noktalarinin kiimesi A’ ile gosterilir.

Tanimi niceleyicilerle yazalim:
acA =Ve>03dz, € A:0< |z, —a|<e.
Olumsuzlamasi da ayni derecede dnemlidir:
a¢ A< 3 >0:B(a,e) NA=g,

yani a¢’'min, A’nin a disindaki higbir elemanini icermeyen bir komgulugu vardir. Bir noktanin yigilma
noktas1 olmadigini gostermek igin boyle tek bir € bulmak yeter.

1 Yigilma noktasi kiimeye ait olmak zorunda degildir

Tanmimda a € A sart1 yoktur: agagida gorecegimiz gibi a ve b sayilari (a, b) acik araliinin yigilma
noktalaridir ama araliga ait degildir. Ote yandan a € A olmasi da a € A’ igin yeterli degildir: A =
{2}i¢in2 € Aama B*(2,1) N A = & oldugundan 2 ¢ A’. Dolayisiyla genel olarak ne A C A’ ne de
A’ C A gegerlidir; bu iki kapsamanin ne zaman saglandigi bu boliimiin ana sorularindan biridir.

Tanimdaki “en az bir eleman” s6zii aslinda ¢ok daha giiclii bir sonug gizler.

Teorem 17.1 (Sonsuz Eleman Ozelligi). A C R vea € R olsun. a € A’ olmast icin gerek ve yeter kosul,
a’nin her e-komsulugunun A’nin sonsuz ¢oklukta elemanini icermesidir.
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190 Boliim 17. Yig1lma Noktalari, Kapanis ve Yogun Kiimeler

ispat.
(= yonii)a € A’ vee > 0 keyfi olsun. Olmayana ergi ile (a — €, a + €) N A kiimesinin sonlu oldugunu
varsayalim. O zaman bu kiimenin alt kiimesi olan

S={reAd:0<|z—a|<e}

de sonludur. a € A’ oldufundan tamimi bu € icin uygularsak S # @ bulunur; S = {y;,Yg, s Y}
yazalim. Simdi

d=min{|y;, —a|,|ys—a|,...| yp —a [}

alahm. Her | y; — a | pozitiftir ve sonlu tane sayinin minimumu alindigindan § > 0; ayrica her | y; —
a | < € oldugundan é < e. Iddia: B*(a,§) N A = &. Gergekten,x € Ave0 < | z —a | < & olsaydi, § <
€ geregix € S, yani bir j icinx = y; olurdu; ama | y; — a | > 0 oldugundan bu, | x — a | < ¢ ile celisir.
Demek ki a’nin §-komsulugu A’min a’dan farkl hicbir elemanini icermiyor; bu da a € A’ varsayimiyla
celisir. O halde (a — €,a + ) N A sonsuzdur.

(<= yonii) a’nin her e-komsulugu A’nin sonsuz ¢oklukta elemanini igeriyorsa, bu elemanlardan a ¢ikaril-
diginda geriye yine sonsuz ¢oklukta (6zellikle en az bir) eleman kalwr. Yani B*(a,e) N A #+ B vea € A’.
|

Teorem iki yonde ige yarar: bir noktanin yigilma noktasi oldugunu gostermek i¢in “her komsulukta sonsuz
eleman” bulmak yeter; yigilma noktas1 olmadigini gostermek icinse “yalnizca sonlu tane eleman igeren”
tek bir komguluk bulmak yeter.

Sonug 17.1 (Sonlu Kiimenin Yigilma Noktas1 Yoktur). A C R sonlu bir kiimeyse A’ = &.

Ispat.

a € A’ olsaydi, Teorem 17.1 geregi (a — 1,a + 1) komsulugu A’nin sonsuz ¢oklukta elemanini igerirdi.
Oysa A sonludur; sonlu bir kiimenin sonsuz alt kiimesi olamaz. Celiski. Oyleyse hicbir a yigilma noktast
degildir: A’ = &.

]

Orneklere gecmeden 6nce sik kullanacagimiz basit bir gozlem:

Onerme 17.1 (Yigilma Noktalar:1 Kapsamayi1 Korur). AC BCRise A’ C B'.

ispat.

a € A’ vee > 0 olsun. Tanim geregi 0 < | x — a | < € olan bir x € A vardw. A C B oldugundan x €
B; dolayisiyla B*(a,€) N B #+ @. € keyfi oldugundan a € B’'.

|

Ornek 17.1 (Agik Araligin Yigilma Noktalar1). a < b olsun. (a,b)’ = [a, b] oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Ispat1 iic adimda yapacagiz: araligin i¢ noktalari, uc noktalar1 ve disindaki noktalar.

Adim 1: Araligin her noktas1 yigilma noktasidir. z € (a,b) ve e > 0 keyfi olsun. Ug pozitif saymin
en kiigiigini alalim:

c=min{z—a,b—z,e} >0, y=x+§.
¢ <b— 2z oldugundan y < = + IFTz < b; ayrica y > = > a. Dolayisiyla y € (a, b). Ote yandan 0 <
|y—x | =§ <e, yaniy € B*(x,¢). Boylece B*(x,¢) N (a,b) # @ ve x € (a,b)’. (Ayn1 bicimde x —
¢/2 de bu komgulukta ve araliktadir; yani 2’in iki yaninda da araligin elemanlar1 vardur.)
Adim 2: U¢ noktalar yigi1lma noktasidir. € > 0 verilsin. d = min{b —a,e} >0 ve y=a+ g
alahm. d < b — a oldugundan a <y < a+ %% <b, yani y € (a,b); ayrica 0< |y —a |=% <e.
Demek ki a’nin her komgulugu araligin a’dan farkli bir elemanini igerir: a € (a,b)’. b i¢in aym akil
ylriitme y = b — % ile yapilir. Dikkat: @ ve b yigilma noktasidir ama araligin elemani degildir.
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17.1 Yigilma Noktalar1 191

Adim 3: Araligin disindaki noktalar yigilma noktas: degildir. x > b olsun ve e =2z —b >0
alalim. O zaman

(x—e,x+¢€)=(b,2z —b)

komgulugunun her eleman1 b’den biiyiiktiir, dolayisiyla (a,b)’ye ait degildir: B*(z,e) N (a,b) = &
ve z ¢ (a,b). £ < a durumunda € = g — z alinir; (x — ¢,z + ¢€) = (22 — a,a) komsulugunun her
elemani a’dan kiiciiktiir, yine aralikla kesismez.

Ug adimu birlestirirsek (a,b)’ = [a, b].

|

Adim 1'deki fikir her acik kiimede ¢aligir:

Onerme 17.2 (Acik Kiimenin Her Noktas1 Yigilma Noktasidir). A C R bos olmayan bir acik
kiimeyse A C A’.

ispat.

x € A olsun. A agik oldugundan (Tanim 15.4) (x — €,z + €) C A olacak bigimde bire > 0 vardir. Ornek
17.1 geregiz, (x — €, x + €) agtk araliginin bir yiilma noktasidir; bu aralik A’nin alt kiimesi oldugundan
Onerme 17.1ilex € A’.

|

Ornek 17.2 (Kapali Araligin Yigilma Noktalar1). a < b icin [a,b]” = [a, b] oldugunu gésteriniz.

Cozim.
(a,b) C [a,b] oldugundan Onerme 17.1 ve Ornek 17.1 ile

[a7b] = (aab)/ - [avb]/'

Ters kapsama icin z ¢ [a,b] olsun; z >byadaz<a. z>bisee=xz—bicin (z—¢e,x+¢)=
(b, 2z — b) aralif1 [a, b] ile kesismez (her elemani b’den bityiiktiir); # < a durumu benzerdir. Dolayisiyla
x ¢ [a,b]’. Sonug: [a,b]” = [a, b].

|

Ornek 17.3 (Tam Sayilarin Yigilma Noktas1 Yoktur). Z’ = & oldugunu gosteriniz.

Coziim.

a € R keyfi olsun; iki durum vardur.

Durum 1:a € Z.€ = 3 alahm. (a — %, a + 1) arahigindaki bir m tam says1 | m —a | < 3 < 1 saglar;
iki farkli tam sayinin farki en az 1 oldugundan m = a. (Gergekten m # a olsaydi m — a ile —(m — a)
sifirdan farkli birer tam say1 olurdu (Onerme 11.1), dolayisiyla | m — a | pozitif bir tam say1 olurdu;
Lemma 11.1 (1) geregi ise pozitif her tam say1 1’den kiicitk degildir.) Yani bu komguluk ¢ diginda tam
say1 icermez: B, %) NZ=gvea ¢ Z.

Durum 2: a ¢ 7. Teorem 12.3 geregi p < a < p + 1 olan bir p € Z vardir; a ¢ Z oldugundan aslinda
p<a<p+l.e=min{a—p,p+1—a} > 0alalim. Ozaman(a —e,a+¢) C (p,p+ 1) ve (p,p +
1) acik araliginda hi¢ tam say1 yoktur (Lemma 11.1; énceki béliimde Ornek 16.3 iginde de kullanmistik:
p < m < p+ 1 olan bir m tam sayis1 olsaydi m — p, 0 ile 1 arasinda bir tam say1 olurdu). Dolayisiyla
bu komsuluk Z ile kesismez ve a ¢ Z’.

Her iki durumda da a ¢ Z’; a keyfi oldugundan Z’ = &.

n

Bu 6rnek, sonsuz bir kiimenin de yi1gilma noktasinin olmayabilecegini gosterir; Sonu¢ 17.1 sonucunun
karsit1 dogru degildir.

Ornek 17.4 (Bir Bolii n Kiimesinin Yigilma Noktalar1). A = {1 :n € N} olsun. A’ = {0} oldugunu
gosteriniz.
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Cozim.
Adim 1: 0 bir y131lma noktasidir. € > 0 verilsin. Arsimet 6zelligi (Sonu¢ 12.2) geregi % < € olan bir
N € Nvardir. Her n > N i¢in

1

0< N<E

SERS

<

oldugundan 2 € (—¢,¢) ve L 5 0. Yani 0’1n her komsulugu A’nin sonsuz ¢oklukta (6zellikle en az bir)
elemanini igerir: 0 € A’.
Adim 2: Bagka yigilma noktasi yoktur. x # 0 olsun.

« x < 0isee =—z > 0alalm; (z — e,z + €) = (2, 0) aralifinin her eleman: negatiftir, oysa A’nin
biitiin elemanlar1 pozitiftir. Komguluk A ile kesismez, ¢ A’.

« x> 0isee = 5 alahm. % € (%, 37””) olmasi i¢in en azindan % > 3,yanin < % olmalidir. Bu esitsizligi
saglayan yalnizca sonlu tane dogal say1 vardir. Dolayisiyla 2’in bu komsulugu A’nin en ¢ok sonlu

tane elemanini icerir ve Teorem 17.1 geregiz ¢ A’.

(-¢, €) icinde sonsuz ¢oklukta 1/n var

B(1/3, 8) n A = {1/3}: sonlu

— —————Qummmmoeo © o ) *—»
0 1/3 1/2 1
0: yigilma noktasi, 0 € A A ={1/n:n€N}

Sekil 17.1: A = {1/n} kiimesinin noktalar1 0'a yigilir: 0'in her (-¢, €) komsulugu, ne kadar dar olursa

olsun, sonsuz ¢oklukta 1/n icerir; bu yiizden 0 kiimeye ait olmasa da yigilma noktasidir. 1/3 gibi bir

noktanin yeterince kiicitk komsulugu ise kiimeden yalnizca kendisini igerir; kiimenin hicbir noktasi
y1g1lma noktasi degildir.

Sonug olarak A’ = {0}. Ozellikle A'nin kendi elemanlarindan hicbiri (1, 1, %, ...) yigilma noktas1
degildir; tek yigilma noktasi olan 0 ise kiimeye ait degildir.
|

Miikkemmel Kiimeler ve izole Noktalar

A’ = A esitliginin saglandigi kiimeler 6zel bir ad alir. Bu egitlik iki sey sdyler: A’ C A, yani kiime biitiin
yigilma noktalarini icerir; A C A’, yani kiimenin “tek bagina duran”, etrafinda kiimeden bagka eleman
bulunmayan hicbir noktas: yoktur.

Tanim 17.2 (Mitkemmel Kiime). A C Ricin A’ = A ise A’ya mitkemmel kiime (perfect set) denir.

Ornek 17.2 geregi her [a, b] kapali araligt milkemmeldir. R de mitkemmeldir: R” C R apacik, R C R’ ise
Onerme 17.2'dan gelir. Buna karsilik (a, b) mitkemmel degildir, ¢iinkii (a, b)” = [a, b] # (a,b); Zve {1/n}
de miikemmel degildir, ¢iinkii Z' = & ve {1/n}’ = {0}.

Bir kiimenin yigilma noktasi olmayan elemanlari, kiimenin “tek bagina duran” noktalaridir.

Tanim 17.3 (izole Nokta). A C R ve a € A olsun. a ¢ A’ ise a’ya A'nin bir izole noktasi (isolated
point; ayrik nokta) denir.

Onerme 17.3 (Izole Nokta Olgiitii). a € A olsun. a’nin A’nin izole noktast olmast icin gerek ve yeter
kosul,
(a—¢e,a+e)NA={a}

olacak bigimde bir e > 0 bulunmasidir. Sozle: a, kendi bir komsulugunda A’nin tek elemanidr.
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ispat.

a ¢ A’ olmasi, olumsuzlama geregi, B*(a,e) N A = & olan bire > 0 bulunmasina denktir. a € A oldu-
gundan (a —e,a+¢) N A= ( B*(a,e) N A ) U{a} yazilabilir; dolayisiyla B*(a,e) N A = @ ile (a —
g,a+¢e)NA={a} ayni seydir.

|

Ornek 17.5 (Bir Aralik ve Bir Tek Nokta). A = (0,2)U {3} olsun. A’ kiimesini ve A’nimn izole
noktalarini bulunuz.

Cozim.

[0,2] C A":(0,2) C A oldugundan Onerme 17.1 ve Ornek 17.1 ile [0,2] = (0,2)" C A’.

3 izole noktadur: e = 1 icin (3, 7) N A = {3}, ciinkii bu aralik (0, 2) ile kesismez. Onerme 17.3 geregi
3 izole noktadir; 6zellikle 3 ¢ A’.

Baska y1g1lma noktas1 yoktur: = ¢ [0, 2] ve z # 3 olsun.

« 2 < 0:e = —z i¢in (2z,0) komsulugunun elemanlar1 negatiftir, A ile kesismez.
c2<z<3e=min{r—2,3—z}icin(z—e,z4+¢) C (2,3)ve (2,3)NA=2.
« > 3:e =2z — 3icin (3,22 — 3) komsulugunun elemanlar1 3’ten biiyiiktiir, A ile kesismez.

Her durumda = ¢ A’. Sonug: A’ = [0, 2] ve A’nin tek izole noktas: 3’tiir.

A =(0,2) u {3} B(3, €) n A = {3}: 3 izole nokta
A O ; O @ >
0 1 2 3

yigilma noktalarr: A" = [0, 2]
o o .
1 2 3

A’ ®
0

Sekil 17.2: Ustte A = (0, 2) u {3}: 3 noktasinin kiimeyle kesisimi yalnizca kendisi olan bir komsulugu
vardir, yani 3 izole noktadir. Altta yi1gi1lma noktalari kiimesi A" = [0, 2]: 0 ve 2 kiimeye ait olmadig1 halde
yigilma noktasidir, 3 ise kiimeye ait oldugu hélde degildir.

Dikkat edelim: 3 € Aama 3 ¢ A’;0,2 € A’ ama 0,2 ¢ A. Yani Ane A C A’ nede A’ C A saglar.
| ]

Ornek 17.6 (Dogal Sayilarin Her Noktasi Izoledir). N’'nin her elemanimin izole nokta oldugunu ve
N’ = & oldugunu gosteriniz.

Coziim.

a €N vee=3olsun. (a— 3,a+ 3) arahgindaki bir m dogal sayis1 | m —a | <1 saglar; NC Z
oldugundan Ornek 17.3'daki gerekce aynen gecerlidir (iki farkli tam sayinin farki en az 1°dir), dolay1-
stylam = a. Yani (a — 3,a + 3) NN = {a} ve Onerme 17.3 geregi a izole noktadr.

N’ = @ icin: N C Z oldugundan Onerme 17.1ile N’ C Z' = & (Ornek 17.3).

|
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1 Bir kiimenin her noktas1 ya y1gilma noktasidir ya izole noktadir

a € A olsun. Ya a € A”dir ya da degildir; ikinci durumda tanim geregi a izole noktadir. Yani A’nin
elemanlari iki ayrik simifa ayrilir: AN A’ (kiimeye ait yigilma noktalar1) ve A\ A’ (izole noktalar).
Ornegin (0,2) U {3} kiimesinde (0, 2)’nin noktalar1 birinci, 3 ikinci siniftadir; N°de her nokta izoledir;
[a, b]’de hi¢bir nokta izole degildir.

Degme Noktalar1 ve Kapanisg

Yigilma noktas: tamiminda “a’dan farkll” sartin1 kaldirirsak daha gevsek bir kavram elde ederiz: ¢’nin
her komgulugu A ile kesissin, kesisimde a’nin kendisinin bulunmasi da sayilsin. Boyle noktalar kiimeye
“deger”: kiimeye ya aittirler ya da kiimenin elemanlariyla istenildigi kadar yaklagilabilir.

Tanim 17.4 (Degme Noktas1). A C R ve a € R olsun. a’nin her komsulugu A’nin en az bir elemanim
igeriyorsa, yani her € > 0 icin

Bla,e)NA=(a—¢c,a+e)NA+ T

ise a’ya A’nin bir degme noktasi (closure point, adherent point; kapanis noktasi) denir.

Onerme 17.4 (Degme Noktalarinin Temel (")zellikleri). A C R olsun.

1. A’nin her elemani A’nin degme noktasidir.
2. A’nin her yigilma noktasi A’nin degme noktasidir.
3. a, A’min degme noktasiysa vea ¢ Aisea € A’.

ispat.

(1)a € Aise here > 0igina € (a —e,a + &) N A; kesisim bos degildir.

(2)a € A’ ise here > 0 i¢in B*(a,e) N A #+ &; B*(a,e) C B(a,¢) oldugundan B(a,e) N A + &.

(3) € > 0 verilsin. a degme noktast oldugundan bir x € (a —e,a+¢e)NA vardr a ¢ A vex € A
oldugundan x # a; yani0 < | x — a | < &. Dolayisiyla B*(a,e) N A+ G vea € A’

|

Bir kiimeye, ona “degen” biitiin noktalar1 eklersek kiimeyi digariya karsi kapatmus oluruz; ortaya ¢ikan
kiimeye kapams diyoruz.

Tanmim 17.5 (Kapamis). A C R olsun. A’nin biitiin degme noktalarinin kiimesine A'nin kapanisi
(closure) denir ve A ile gosterilir. Bu gdsterimle

acAsVe>0:(a—c,a+e)NA+ g

Olumsuzlamas:: a ¢ A olmas i¢in gerek ve yeter kosul (a — €,a +€) N A = & olan bir ¢ > 0 bulunma-
sidir; yani a’nin A’dan tamamen uzak duran bir komsulugu vardir.

Teorem 17.2 (Kapanis, Kiime ile Yigi1lma Noktalarinin Birlesimidir). Her A C R i¢in
A=AUA.

Ispat.

(C)z € Aolsun.x € Aisex € AU A’ ve is biter. z ¢ A ise, © degme noktast oldugundan Onerme 17.4
(3) geregiz € A’; yinex € AUA".

(2D)xz € AU A’ olsun.x € Aise Onerme 17.4(1),x € A’ ise Onerme 17.4(2) geregix bir degme noktasidir;
yanir € A

|
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Bu teorem sayesinde bir kiimenin kapanigini bulmak icin yigilma noktalarim bulmak yeter: A, A’ya
eksik y1g1lma noktalarini ekleyerek elde edilir. $imdi kapanis ile kapalilik (Tanim 16.1) arasidaki iliskiyi
kuruyoruz.

Teorem 17.3 (Kapali Kiimeler ve Kapanis). A C R olsun.

1. A kapalhdir ancak ve ancak A = A
2. A daima kapali bir kiimedir.

Ispat.

(1), = yonii: A kapali olsun; yani R \ A actkti. A C A kapsamast Onerme 17.4 (1)'den gelir; A C A
oldugunu gosterelim. x € A olsun ve olmayana ergi ile x ¢ A varsayalim. O zaman © € R\ A ve bu
kiime agik oldugundan (x — €,z + €) C R\ A olacak bigimde bire > 0 vardir. Bu, (x —e,x + )N A =
& demektir; oysax € A oldugundan bu kesisim bos olamaz. Celiski; demek ki x € A.

(1), < yonii: A = A olsun. R \ A’min acik oldugunu gosterelim. z € R\ A olsun. A = A oldugundan

x ¢ A; kapanis tanimimin olumsuzlamasi geregi (x — e,x + €) N A = & olan bire > 0 vardw, yani (z —
g,z +¢) C R\ A x keyfi oldugundan R \ A agiktir ve A kapahdir

_(_2) (1) geregi A=A oldugunu gostermek yeter. A C A kapsamasi Onerme 17.4 (1) den gelir. Tersine x €
A vee > 0 olsun. z, A’nin degme noktast oldugundan | y — x | < § olan biry € A vardir. y de A'nin
degme noktasi oldugundan | z —y | < § olan bir z € A vardwr. Uggen esitsizligiyle (Teorem 8.2)

|e—z|<|z—yl+ly—a|<s+;=¢

< Y Y 5795~

yaniz € (x — &,z + €) N A. € keyfi oldugundan = € A. Bb'ylecej:ZveZ kapalidir.
]

Teorem, kapali kiimelerin Tanim 16.1 ile verilen “timleyeni a¢ik” tanimini ¢ok daha kullanisgh bir 6l¢iite
gevirir:

Sonug 17.2 (Kapali Kiime Biitiin Yigilma Noktalarini igerir). A C R olsun.

1. A kapalidir ancak ve ancak A’ C A; yani A biitiin y1§ilma noktalarini igerir.
2. Ozel olarak A’ = & ise A kapalidwr.

Ispat.

(1) Teorem 17.3 (1) ve Teorem 17.2 ile: A kapali<> A = A = AU A’. Ote yandan AU A’ = A esitligi tam
olarak A’ C A demektir (birlesim A’y biiyiitmiiyorsa A’ 'nin her elemani zaten A’dadur; tersine A C A
ise AUA = A).

(2) A’ = @ ise A C A apagik saglanir; (1) geregi A kapalidir.

|

Bu sonugla 6nceki boliimdeki bazi kapalilik ispatlar: tek satira iner: Z' = & ve N’ = & oldugundan Z
ve N kapalidir; sonlu kiimeler kapalidir (Sonug 17.1); [a, b]” = [a, b] oldugundan [a, b] kapalidir. Tersine,
(a, b) kapal degildir, ¢iinkii y1g1lma noktasi a’y1 igermez.

Onerme 17.5 (Kapanisin Temel Ozellikleri). A, B C R olsun.

1. ACA
2 ACBise ACB. _
3. F kapalive A C F ise A C F. Yani A, A’y1 iceren en kii¢itk kapali kitmedir.

Ispat.

(1) Onerme 17.4 (1).

(2) z€A vee>0 olsun. (x—e,x4+e)NA+ @ ve AC B oldugundan (x —e,z+¢)N B+ &;
dolayisiyla x € B.

(3) A C Fise(2)ile A C F; F kapali oldugundan Teorem 17.3 (1) geregi F = F. Oyleyse A C F. Ayrica
A kendisi kapalidir (Teorem 17.3 (2)) ve A y1 icerir; dolayisiyla Ayt iceren kapali kiimelerin en kiiciigiidiir.
|
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Ornek 17.7 (Bir Bolii n Kiimesinin Kapanmis1). A = {1 : n € N} kiimesinin kapanisin1 bulunuz; A
kapali midir?

Cozim.
Ornek 17.4 geregi A’ = {0}. Teorem 17.2 ile

Z:AUA’:{%:nEN}U{O}.

0€ A’ ama0 ¢ Aoldugundan A’ ¢ A; Sonuc 17.2 geregi A kapah degildir. Kapanisi A = A U {0} ise
kapalidir (Teorem 17.3 (2)). Dikkat: bu kiime sonsuz tane tek noktali kapali kiimenin birlegimidir; 6nceki
boliimdeki sonlu birlesim teoremi (Teorem 16.1 (3)) burada ise yaramaz. Orada kapaliligy, tiimleyeni agik
araliklarin birlesimi olarak yazarak epeyce ugrasla gostermistik (Alistirma 16.1 (b)); y1gi1lma noktalar:
ayni sonucu tek satirda verir.

|

Ornek 17.8 (A¢ik Araligin Kapanis1). a < bigin (a,b) = [a, b] oldugunu iki yolla gésteriniz.

Cozim.
Birinci yol: Ornek 17.1 geregi (a,b)” = [a, b]; Teorem 17.2 ile

(a,b) = (a,b) Ua,b] = [a,b].
Ikinci yol: [a, b] kapalidir ve (a,b) C [a, b]; Onerme 17.5 (3) geregi (a,b) C [a,b]. Ote yandan a ve b
degme noktalaridir: her € > 0 i¢in (@ — €, a + €) aralif1 a + min{b — a,e}/2 € (a, b) noktasim icerir
(benzer bigimde b i¢in). (a, b) nin noktalar1 zaten kapanigtadir. Béylece [a, b] C (a, b) ve esitlik saglanir.
|

Yogun Kiimeler

Bir kiimenin kapanigi biitiin say1 dogrusuysa, kiimenin elemanlar1 her yere “yeterince yakin” demektir;
her reel sayiya kiimeden istenildigi kadar yaklasilabilir.

Tanim 17.6 (Yogun Kiime). A C R olsun. A = R ise A’ya R’de yogun (dense) kiime denir.

Bolim 13'te yogunlugu siralama diliyle tanimlamigtik (Tanim 13.3): iki reel say1 arasinda kiimeden bir
eleman bulunmast. fki tanimin ayni seyi séyledigini gorelim.

Onerme 17.6 (Yogunlugun Denk Bicimleri). A C R icin asagidakiler denktir:
1. A =R; yani A yogundur.

2. Herx € Rvehere > 0igin| x —y | < € olan biry € A vardwr.
3. a < bolan hera,b € R icina <y < b olan biry € A vardir; yani A, Tamim 13.3 anlaminda yogundur.

Ispat.

(1) = (2): A =R demek, her x € R’nin degme noktasi olmasi demektir; bu da tanim geregi her € > 0
icin(x —e,x+¢e)NA+# G, yani|  —y | < € olan biry € A bulunmasi demektir.

(2)= (3):a < b verilsin. z = “TH’ vee = b*T“ > 0 alalim. (2) geregi| x — y | < € olan biry € A vardir;
bux —e <y <zx+e, yania < y < b demektir.

3) = (2): x € R vee >0 verilsin. )i a=x—¢e<b=uz+c¢ icin uygularsak x —e < y < x + ¢,
yani| x —y | < € olan biry € A buluruz.

|

Ornek 17.9 (Rasyonel ve irrasyonel Sayilar Yogundur). Q = R ve R\ Q = R oldugunu gésteriniz.

Coziim.

Acik Matematik - acik-matematik.com 196 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

17.5

17.4 Yogun Kiimeler 197

Teorem 13.5 geregi a < b olan her iki reel say1 arasinda bir rasyonel say1 vardir; bu, Onerme 17.6 (3)
kosuludur. Dolayisiyla Q@ = R. Ayni bicimde Teorem 13.6, her (a, b) arahginda bir irrasyonel say1 verir;
oyleyse R\ Q = R.

Bu 6rnek 6nceki bolimdeki bir gézlemi de agiklar: Q # Q oldugundan Teorem 17.3 geregi Q kapali
degildir.

|

Sonug 17.3 (Yogun Kitmenin Her Reel Say1 Yigilma Noktasidir). A C R yogunsa A" = R.

Ispat.

x € Rvee > 0 keyfi olsun. Onerme 17.6 (3)% a = z, b = x + € i¢in uygularsak © < y < = + ¢ olan bir
y € Abuluruz. Buy icin0 < |y —z | =y —z < g; yaniy € B*(x,¢) N A. € keyfi oldugundanx € A’;
x keyfi oldugundan A’ = R.

|

Ozellikle Q" = R ve (R \ Q)" = R. Kars1 6rnek olarak Z yogun degildir: Z = ZUZ' = Z # R. Benzer
bicimde [0, 1] de yogun degildir, ¢iinkii kapalidir ve kendisine egit olan kapanigi R degildir.

Supremum, Infimum ve Yigilma Noktalari

Tamlik aksiyomunun (B6lim 10.4) verdigi supremum, kiimeye ait olmadiginda nerede durur? Yamit:
kiimenin tam “kiyisinda”, yani bir y1gilma noktas: olarak.

Teorem 17.4 (Kitmeye Ait Olmayan Supremum Yigilma Noktasidir). A C R bos olmayan bir kiime
olsun.

1. A istten ssmirlivesup A ¢ A isesup A € A’.
2. Aalttan ssmrliveinf A ¢ A iseinf A € A’.

Ispat.

(1) s = sup A ve s ¢ A olsun. € > 0 keyfi olsun. Supremumun e-karakterizasyonu (Teorem 10.1) geregi
s—e <a<solanbira € Avardir.s ¢ Avea € A oldugundana +# s; dolayisiylas — e < a < s, yani
a € (s—e,s+¢)vea+ s. Boylece B*(s,e) N A #+ @. € keyfi oldugundan s € A’.

(2)t =inf A vet ¢ A olsun. e > 0 verilsin. Infimumun e-karakterizasyonu (Teorem 10.2) geregit < a <
t + € olan bira € A vardir. t ¢ A oldugundan a # t, yanit < a < t + €; dolayisiyla a € B*(t,e) N A.
Oyleyset € A’.

|

Sonu¢ 17.4 (Supremum ve Infimum Kapamistadir). A C R bos olmayan bir kiime olsun. A iistten
simirliysasup A € A; alttan simirliysainf A € A.

ispat.

s =sup A olsun. s € A ise s € A (Onerme 17.5 (1)). s ¢ A ise Teorem 17.4 geregi s € A’ C A (Teorem
17.2). Infimum icin aym akil yiiriitme gecerlidir.

|

Sonug 17.5 (Kapali ve Sinirli Kitmenin Maksimumu ve Minimumu Vardir). A C R bos olmayan,
kapali ve sinirly bir kiime olsun. O zaman A’nin en buyiik elemani (maksimumu) ve en kiigiik elemani
(minimumu) vardir: sup A = max A € A veinf A = min A € A.

ispat.

A bos degil ve iistten sinirl oldugundan tamlik aksiyomu (Boliim 10.4) geregi s = sup A vardir. Sonuc
17.4 ile s € A; A kapali oldugundan Teorem 17.3 (1) ile A = A, yani s € A. A’nin elemani olan bir iist
sinir tamim geregi maksimumdur (Tanim 10.3): s = max A. Infimum igin:t = inf A € A = A, dolayisiyla
t = min A.
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Bu sonug ileride ¢ok is gorecek: Weierstrass’in ekstremum teoreminde siirekli bir fonksiyonun kapali
sinirh araliktaki goriintii kiimesinin kapali ve siirli oldugu gosterilip maksimum ve minimumun varlig:
buradan ¢ikarilir. Hipotezlerin gerekliligine dikkat: (0, 1) sinirli ama kapali degil, maksimumu yok; [0, o)
kapali ama smirli degil, maksimumu yok.

Ornek 17.10 (Bir Bolii 2n Kiimesi). A = {% in € N} = {%, ;11, %, } olsun. sup 4, inf A, A’ ve A
kiimelerini bulunuz; A’nin maksimumu ve minimumu var midir?

Coziim.

Sinarlar. Her n € N i¢in 0 < ﬁ < % ; dolayisiyla A alttan 0, listten % ile smirhdir. % eAn=1)ve
iist stur oldugundan sup A = max A = 1.

Infimum. inf A = 0 oldugunu gésterelim. 0 bir alt smirdir. € > 0 verilsin; Sonuc 12.2 geregi % < 2e
olan bir N € N vardir, yani ﬁ < €. Demek ki 0 + ¢’dan kiiciik bir eleman vardir ve Teorem 10.2 geregi
infA = 0.0 ¢ A oldugundan (elemanlarin hepsi pozitif) A’nin minimumu yoktur.

Yigilma noktalari. inf A =0 ¢ A oldugundan Teorem 17.4 (2) ile 0 € A’. Bagka yigilma noktas:
olmadig1 Ornek 17.4'daki gibi gériiliir: x < 0 ise (2z,0) komsulugu A ile kesismez; z > 0 ise (%, %””)
komsulugunda % > 2, yanin < % olan sonlu tane eleman vardir. Dolayisiyla A" = {0}.

Kapanis. Teorem 17.2 ile

Z:Auﬂnz{%?neN}um}

0 ¢ A oldugundan A kapal degildir; A ise kapali ve smirlidir, minimumu 0, maksimumu 1°dir — tam
Sonug 17.5'in soyledigi gibi.
]

Bolzano—Weierstrass Teoremi

Simdiye kadar gordiik ki sonlu kiimelerin yigilma noktasi yoktur; Z gibi sonsuz ama “daginik” kiimelerin
de yoktur. Peki sonsuz bir kiime sinirli bir araliga sikigtirilirsa ne olur? Sonsuz ¢oklukta nokta sonlu
uzunlukta bir araliga konulunca bir yerde y1g1lmak zorundadir. Bu sezgiyi kesinlestiren teorem, analizin
en 6nemli sonuclarindan biridir; ispati, tamlig1 tasiyan i¢ ige araliklar teoremine (Teorem 10.5) dayanur.

Teorem 17.5 (Bolzano--Weierstrass Teoremi (Kiime Siiriimii)). R ’nin sonsuz ve sinirli her alt kiime-
sinin en az bir yigilma noktasi vardr.

Ispat.

A C R sonsuz ve simirli olsun. Siirli oldugundan (Tanim 10.2) A’min bir alt sitnirt m ve bir iist siniri
m’ vardir; M = max{| m |,| m’ |} + 1 dersek her x € A icin —M <m <x <m' <M, yani A C
[—M, M] olur. I, = [—M, M| diyelim; I, A’nin sonsuz ¢oklukta elemanini icerir (hepsini icerir).

Ikiye bolme. I, ’i orta noktasindan iki kapal araliga bolelim: [—M , 0] ve [0, M. Bu iki parcadan en az biri
A’nin sonsuz ¢oklukta elemaninu icerir; ¢iinkii her ikisi de yalnizca sonlu tane eleman icerseydi, birlesimleri
I, de yalnizca sonlu tane eleman icerirdi (iki sonlu kiimenin birlesimi sonludur). Sonsuz ¢oklukta eleman
iceren parcay: (ikisi de 6yleyse soldakini) I, olarak segelim. 1,’yi de ikiye boliip A’nin sonsuz ¢oklukta
elemanini iceren parcasini I3 olarak secelim ve boyle devam edelim. Tiimevarimla kapall araliklardan
olusan bir

LD2LD2L D

dizisi elde ederiz; her I,,, A’nin sonsuz ¢oklukta elemanini icerir ve uzunlugu her adimda yarilandigindan

2M

PAEE-Y

Ortak nokta. I¢ ice araliklar teoremi (Teorem 10.5) geregi biitiin I, "lere ait bir c noktasi vardir:c € ﬂn I,.
c bir yigilma noktasudir. ¢ > 0 verilsin. Hern € N icin 2" > n’dirrn =1 i¢cin 2° = 1, n > 2 icin
Bernoulli esitsizligi (Teorem 9.5) ile 2™ = (1 + 1) > 1 + (n — 1) = n. Dolayistyla
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2M  _ 2M

—
Arsimet ozelligi (Sonug 12.1) geregi n > % olan bir n segebiliriz; bun i¢in | I, | < e.c € I, ve I, nin
uzunlugu e ’dan kiigiik oldugundan I, 'nin her x noktasi| x —c | < | I, | < ¢ saglar; yani

I, C(c—e,c+e).

I,, A’nin sonsuz ¢oklukta elemanini icerdiginden (¢ — €, ¢ + €) de A’nin sonsuz ¢oklukta elemanini igerir.
Teorem 17.1 geregic € A’.
|

Iki hipotez de gereklidir

“Sonsuz” sart1 kaldirllamaz: sonlu kiimelerin yigilma noktasi yoktur (Sonug¢ 17.1). “Sturli” sart1 da
kaldirilamaz: N sonsuzdur ama N’ = & (Ornek 17.6). Ote yandan teorem y1gilma noktasinin kiimeye
ait oldugunu sdylemez: {1/n : n € N} sonsuz ve siurhdir, tek yigilma noktas: olan 0 kiimeye ait
degildir. Yigilma noktasi tek de olmak zorunda degildir: @ N (0,1) kiimesinin yigilma noktalar
kiimesi [0, 1]’dir (bkz. aligtirmalar).

1 Tarihce ve devami

Teorem ilk kez 1817°de Bohemyali matematikg¢i ve filozof Bernard Bolzano (1781-1848) tarafindan
ispatlandi; sonra Karl Weierstrass (1815-1897) tarafindan yeniden kegfedilip Berlin’deki derslerinde
analizin temel tas1 héline getirildi, bu ylizden her iki ismi tasir. Teoremin ispatindaki ikiye bélme
yontemi, bir sonraki bolimde Heine—Borel teoreminin ispatinda da karsimiza ¢ikacaktir. Dizilerle
calismaya bagladigimizda teoremin dizi siirimiinii (Teorem 24.5: her sinirli dizinin yakinsak bir alt
dizisi vardir) ispatlayacak ve iki stiriimiin birbirine denk oldugunu gérecegiz: Alt Diziler ve Bolzano-
Weierstrass Teoremi.

Alistirmalar

Alistirma 17.1 (Ylgllma Noktas1 ve Kapanis Alistirmalari).

a) A={(— : n € N} kiimesi i¢in A’ ve A kiimelerini bulunuz. A’nin izole noktalar1 hangile-
ridir?

b) A=Qn(0,1)igin A’ ve A kiimelerini bulunuz. A acik mdir, kapali midir?
¢) Her A C R igin A’ kiimesinin kapali oldufunu gésteriniz.
d) Her A, B C Ricin (AU B)’ = A’ U B’ ve AU B = AU B oldugunu gésteriniz.

e) F C R sonlu bir kiime olsun. Her A C R icin (A \ F')’ = A’ oldugunu gésteriniz. Yani bir kiimeden
sonlu tane nokta ¢ikarmak y1gilma noktalarini degistirmez.

Coziim.

a) Cift n = 2k icin elemanlar 1 + 5 k, tek n = 2k — 1 i¢in —1 + 57— bicimindedir.

1 € A’: e > 0 verilsin; Sonug 12.2 ile 2_k < € olan k vardir (ve tum daha buytik k’lar icin de saglanir).
Bu Klar icin 0 < [(1+55) — 1| = 5z < & dolaylslyla 1 in her komgulugu A’nin sonsuz ¢oklukta
elemanini igerir ve 1 € A’. Ayni bicimde |( 1+ 5= 1) | = 2k 7 <eile—1€ A"

Baska yigilma noktasi yoktur: x ¢ {—1,1} olsun ve € = %mln{| x—1|,]z+1]|}>0alaim. (z—
g, + ¢) komgulugu (1 —e,1+ E) ve (—1—¢,—1 + ¢) komsuluklarryla kesismez. A'nin 1+ 5 bici-
mindeki elemanlarindan yalmzca 55 = & yanik < 5 olanlar (sonlu tane) (1 — €, 1 + ) un disindadur;
benzer bicimde —1 + 5 k 7 bicimindekilerin de sonlu tanesi (—1 — &, —1 + £)’un digindadir. Dolay1-
styla ’in komgulugu A’nin en ¢ok sonlu tane elemanini igerir ve Teorem 17.1 geregi xz ¢ A’.

Sonuc: A’ = {—1,1} ve A= AU{-1,1}. 1 ve —1 kiimeye ait degildir (1 + 2= # 1, —1 + 515 #
—1); dolayisiyla A N A’ = @& ve A’nin her elemani izole noktadur.
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b) A" =[0,1]: 2 € [0,1] ve € > 0 olsun. z < 1 ise (z,2 +¢) N (0,1) = (z, min{x + £,1}) bos olma-
yan bir agik araliktir ve Teorem 13.5 geregi bir g rasyonel sayis1 igerir; bu g i¢cin g € Ave 0 < | ¢ —
z|<ex=1lise(l—¢,1)N(0,1) = (max{l —e,0},1) bos olmayan acik araliginda bir rasyonel ¢
secilir; yineg € Ave0 < | ¢— 1| < . Bdylece [0,1] C A’. Tersine = ¢ [0, 1] ise Ornek 17.2’daki gibi
2’in [0, 1] ile (dolayisiyla A ile) kesismeyen bir komsulugu vardir; z ¢ A’. Oyleyse A’ = [0,1] ve A =
AU[0,1] =10,1].

Acik degildir: ¢ € A igin her (¢ — €, ¢ + €) komsulugu Teorem 13.6 geregi bir irrasyonel say1 icerir; bu
say1 A’ya ait degildir, dolayisiyla hicbir komsuluk A’nin icinde kalmaz. Kapali degildir:0 € A’ ama 0 ¢
A; Sonug 17.2.

¢) Sonug 17.2 geregi (A’)" C A’ oldugunu gostermek yeter. z € (A’) vee > 0olsun. 0 < |y —z | <
€ olan bir y € A’ vardir. Simdi

d=min{|y—z|,e—|y—=x|}>0
alalim. y € A’ oldugundan 0 < | 2 — y | < 6 olan bir 2z € A vardir. Uggen esitsizligiyle
lz—z|<|z—y|[+|y—z|<d+|y—z|<e,
ve ters Ui¢gen esitsizligiyle (Sonug 8.3)
lz—z|2]y—az|—|z—y|[>|y—a|-620,

yani z # z. Boylece z € B*(x,¢) N A; € keyfi oldugundan z € A’. Demek ki (A")’ C A’ ve A’ kapa-
lidir.

d) (AUB)Y DA UB: AC AUB ve BC AU B oldugundan Onerme 17.1 ile A" C (AU B)’ ve
B’ C (AUB).

(AUB)' C A’ U B’: Karst tersini gosterelim: z ¢ A" U B’ olsun. z ¢ A’ oldugundan B*(z,&;) N
A= @olane; > 0,z ¢ B’ oldugundan B*(z,e,) N B = & olan €5 > 0 vardir. € = min{e;,e,} > 0
icin B*(z, ) hem B*(x,¢;)’in hem B*(x, €,) nin alt kiimesidir; dolayisiyla

B*(z,e)N(AUB) = ( B*(z,e)NA)U(B*(z,e)NB)=gU@ =g,

yaniz ¢ (AU B)".
Kapanis: Teorem 17.2 ve ilk kisim ile

AUB=(AUB)U(AUB) =(AUA)U(BUB')=AUB.

e) A\ F C Aoldugundan Onerme 17.1ile (A \ F')’ C A’. Tersine x € A’ ve ¢ > 0 olsun. Teorem 17.1
geregi (z — €,z + €) komsulugu A’nin sonsuz ¢oklukta elemanini igerir. Bunlardan F’ye ait olanlar
(en ¢ok sonlu tane) ve x’in kendisi ¢ikarildiginda geriye yine sonsuz ¢oklukta eleman kalir; bunlar
A\ F’ye aittir ve z’ten farklidir. Dolayisiyla B*(z,e) N (A\ F) # @ ve z € (A\ F)’. Boylece (A \
F)y =A"

|

Yigilma noktalar1 bize kapali kiimelerin gercek dogasini gosterdi: kapali kiime, kendi yigilma noktalarin-
dan hicbirini disarida birakmayan kiimedir. Bolzano-Weierstrass teoremi ise “kapali ve sinirly” ikilisinin
ne kadar giclii olduguna ilk isarettir. Bir sonraki bélimde bu ikiliyi bambagka bir kavramla, acik ortiilerle
tanimlanan kompaktlikla egleyen Heine-Borel teoremini ispatlayacagiz: Kompaktlik ve Heine-Borel
Teoremi.
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18.1

18. Kompaktlik ve Heine-Borel Teoremi

Sonlu kiimelerle ¢alismak kolaydir: sonlu bir kiimenin en biiyiik eleman: vardir, sonlu tane pozitif sayinin
en kii¢iigii yine pozitiftir. Sonsuz kiimelerde bu kolayliklar kaybolur; (0, 1) aralifinin en biyiik eleman:
yoktur, {1/n} kiimesinin pozitif elemanlarinin en kii¢iigii de yoktur. Bu béliimde, sonsuz olmasina rag-
men “sonlu gibi yonetilebilen” kiimeleri taniyacagiz: kompakt kitmeler. Tanim, kiimeyi acik kiimelerle
ortme fikrine dayanir ve ilk bakigta soyut goriiniir; ama Heine-Borel teoremi bu soyut tanimin R’de son
derece somut bir karsilig1 oldugunu gosterir: kompakt kiitmeler tam olarak kapali ve sinirli kiimelerdir.
Bu boliimde sunlar1 6grenecegiz: agik 6rtii, sonlu alt 6rtii ve kompakt kiime tanimlari; kompakt kiimelerin
sinirli ve kapali oldugu; kompakt kiitmenin kapali alt kiimelerinin ve kompakt kiimelerin sonlu birlesim-
lerinin kompakt oldugu; Heine-Borel teoreminin, 6nceki boliimiin ikiye bolme yontemiyle tam ispati.

Acik Ortiiler

Bir kiimeyi “6rtmek”, onu tamamen igine alan bagka kiimeler bulmak demektir; tipk: bir masay1 birkag
ortityle kaplamak gibi. Ortiiler acik kiimelerden olustugunda ve kiimeyi sonlu tane &rtii parcasiyla
kaplamak miimkiin oldugunda ilging seyler olur. Indisli aileler icin Tanim 3.8 gésterimini kullaniyoruz.

Tanim 18.1 (Acik Ortii ve Sonlu Alt Ortil). A C R bir kiime ve {Ui},., acik kiimelerden olusan bir
aile olsun. A bu ailenin birlesimi i¢inde kaliyorsa, yani

AclJu

el

ise {U;},_, ailesine A'nmin bir acik drtiisii (open cover) denir.
Aileden secilen sonlu tane kiime, diyelim U; , U , ..., U; ,hala A’y1 értiiyorsa, yani

ACU, VU, U-UT;

ise bu sonlu aileye A’nin (verilen 6rtiiden secilmis) bir sonlu alt ortiisii (finite subcover) denir.

1 Ortii parcalari kiimenin icinde kalmak zorunda degildir

Ortiideki U, kiimelerinin A’nin alt kiimesi olmas1 gerekmez; énemli olan birlesimlerinin A’y1 icer-
mesidir. Ayrica sonlu alt 6rtii, yeni kiimeler icat ederek degil, verilen ailenin i¢cinden se¢im yaparak
olugturulur. Bir kiimenin pek ¢ok farkli a¢ik értiisii vardir; en basiti tek elemanli {R} ailesidir.

Ornek 18.1 (Sonlu Alt Ortiisit Olmayan Bir Ortii). A = (0,1) olsun. n > 2 i¢in U, = (1,1) alahm.
{U,}, ., ailesinin A'nin bir acik értiisii oldugunu, ama bu értiiniin sonlu alt értiisiiniin bulunmadigini

gosteriniz.

Cozim.
Acik értiidiir. Her U, bir acik araliktir, dolayisiyla agiktir (Onerme 15.2). Birlesimin (0, 1)’i érttiigiini
gorelim: x € (0,1) olsun. Arsimet 6zelligi (Sonuc 12.2) geregi + < x olan bir n € N vardir; z < 1

n

oldugundan bu n igin % < 1, yanin > 2. Boylece x € (%, 1) = U,,. Oyleyse

0,1 ¢ JU,

n>2

(Aslinda her U,, C (0, 1) oldugundan birlegim tam olarak (0, 1)’e esittir.)
Sonlu alt ortiisii yoktur. Aileden sonlu tane kime se¢elim: U,, , U, ,...,U, . N = max{ny,...,n;}
olsun. n < N igin % < % oldugundan U,, C U,y; yani araliklar i¢ icedir ve secilenlerin birlesimi
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|
U, U-UU, =Uy= (N’ 1)

olur. Ama ﬁ € (0, 1) noktas1 bu birlesimde degildir, ¢iinkii ﬁ < % Demek ki hangi sonlu alt aileyi
secersek secelim (0, 1/N] parcasi agikta kalir; sonlu alt ortit yoktur.

(0, 1/6] ortiilmeden kalir

U, = (1/2,1) O O

U, =(1/3,1) O O

U, =(1/4,1) O O

U, = (1/5,1) O O

U, =(1/6, 1) O O
A=(,1) —O : ' O—>

0 1/6 1/2 1

Sekil 18.1: U, = (1/n, 1) araliklar1 A = (0, 1)'in bir acik ortiisiidiir: her x € (0, 1) yeterince biyiik n igin
Uy,'ye diiser. Ama sonlu tanesi, 6rnegin U, ..., Us, yalnizca (1/6, 1)'i 6rter; 0'a yakin (0, 1/6] parcasi hep
acikta kalir. (0, 1) kompakt degildir.

Acikta kalan kisim hep 0’a yakindir: 0 araligin kiimeye ait olmayan y1g1lma noktasidir ve ortii parcalar:
ona ancak “sonsuz adimda” ulasabilmektedir.
]

Ornek 18.2 (Kapali Aralik I¢in Bir Orti). [0, 1] kapal araligini ele alalim ve

o= (i b}o{ () merd

ailesini diiginelim. V’nin [0, 1]’in bir agik 6rtiisii oldugunu gosteriniz ve bir sonlu alt értii bulunuz.

Cozim.
Ailenin her elemani agik araliktir, dolayisiyla agiktir. 0 € (—1, %)’tir. x € (0,1] ise Sonug 12.2 geregi
% < z olan bir n vardir ve x < 1 < 2 oldugundan = € (%, 2). Boylece V bir agik ortidir.
Sonlu alt értii icin iki kiime yeter: (—1, 1) ve (3, 2). Gergekten ¢ < 1 oldugundan
1 1

_) U (_72> = <_172) 2 [O’ 1]

—1
(=1, ) U (g

Bu iki 6rnegin farkia dikkat edelim. (0, 1) i¢in sonlu alt értiisii olmayan bir értii bulduk; [0, 1] i¢in ise
sectigimiz ortiiniin sonlu alt drtiisit vardi. Ama [0, 1)'in her acik értiisiiniin sonlu alt értiisii var midir?
Bu sorunun yanit1 bu béliimiin ana teoremidir. Once kavrama ad verelim.

Tanim 18.2 (Kompakt Kitme). K C R olsun. K’nin her acik 6rtisiiniin bir sonlu alt ortiisii varsa
K’ye kompakt kiime (compact set) denir.
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© Kompaktlig1 gostermek ile ciiriitmek arasindaki asimetri

Bir kiitmenin kompakt olmadigin1 gostermek igin sonlu alt 6rtiisit bulunmayan tek bir acik 6rti
bulmak yeter; Ornek 18.1 tam olarak bunu yapar ve (0, 1)’in kompakt olmadigini kanitlar. Kompakt
oldugunu gostermek icinse verilebilecek biitiin acik drtiilerle basa ¢ikmak gerekir; Ornek 18.2 bu
yiizden [0, 1]’in kompakt oldugunu kanitlamaz, yalnizca tek bir értiiyii inceler. Kompaktlik taniminin
gict de tam buradadir: sonsuz bir kiimeyi sonlu tane “par¢a” ile yonetmemize izin verir.

Onerme 18.1 (Sonlu Kiimeler Kompakttir). R’nin her sonlu alt kiimesi (bos kiime dahil) kompakttir.

ispat.
A={ay,ay,...,a,} ve {U;},_,. A'min herhangi bir acik ortiisii olsun. Her a; birlesimin eleman: oldu-
gundana; € U olan biri; € I vardir. O zaman U , ..., U; ~sonlu ailesi A’y1 orter ACU, U-UT;

Bos kume icin drtiilecek nokta yoktur: Ortiide en az bzr kiime varsa herhangi birini segmek yeter; drtii
ailesinin kendisi bossa (I = &) hi¢ kiime segmeyen bos alt aile de isi goriir, ¢iinkii bos ailenin birlesimi
@ dir ve @ C & ’dir.

|

Ornek 18.3 (Kompakt Olmayan Kiimeler). R ve N kiimelerinin kompakt olmadigini gosteriniz.

Coziim.

R:n € Ni¢in U,, = (—n, n) alalim. Her € Ri¢in Sonuc 12.1 geregin > | = | olan bir n vardir ve z €
(—n,n); dolayisiyla {U,, } bir ac¢ik ortiidiir. Sonlu tane Up,s s Uy, segilirse, N = maxn; icin araliklar
i¢ ice oldugundan birlesim (—N, N)’dir ve N sayis1 drtiilmez. Sonlu alt 6rtii yoktur.

N: n € Nigin V, = (n— 3,n+ %) alalm. Her n € V,, oldugundan {V,} bir acik 6rtiidiir; ama V],

n

aralif1 n’den baska dogal say1 icermez (iki farkli dogal sayinin farki en az 1’dir). Sonlu tane V,, , ..., V,,_
secilirse, indisler arasinda olmayan bir dogal say1 (6rnegin max n; + 1) értiilmez. Sonlu alt 6rtii yoktur.
|

Kompaktlig1 dogrudan tanimdan géstermenin nasil bir sey oldugunu da gorelim.

Ornek 18.4 (Bir Bolii n Kiimesi Sifirla Birlikte Kompakttir). K = {0} U {2 : n € N} kiimesinin
kompakt oldugunu tanimdan yola ¢gikarak gosteriniz.

Cozim.

{Ui}, ;> K nin herhangi bir acik értiisii olsun. 0 € K oldugundan 0 € U olan bir iy € I vardir. U;_
acik oldugundan (—e 5) C U;, olan bir £ > 0 vardir. Sonug 12.2 geregl < eolanbir N € N se(;ehm
Hern > N1<;1n0< < N <€ yani

1
EE(—&,&)QUZ-O (n > N).

Demek ki tek bir U kume51 0’1 ve l lerin “sonsuz kuyrugunu” blrden orter. Geriye yalnizca sonlu
tane nokta kalir: 1
O zaman

, 2, .. N— Her b1r1 Ortiiniin bir elemanindadir; = E U diyelim (1 <n < N —1).

Ui07 U:il? UiZ’ ey U

IN-1

ailesi K’yi 6rten sonlu bir alt értiidiir. Ortii keyfi oldugundan K kompakttir.
|

Ispattaki kilit nokta, 0’1n kiimeye ait olmastydi: 0'1 6rten agik kiime, ona yigilan biitiin noktalar1 da yutar.
0 kitmeden ¢ikarilirsa bu avantaj kaybolur; {1/n : n € N} kiimesinin kompakt olmadigini aligtirmalarda
gorecegiz.
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Kompakt Kiimelerin Ozellikleri

Kompaktligin somut sonuglaria geciyoruz. ilk iki teorem, kompakt kiimelerin sinirli ve kapali olmak
zorunda oldugunu soyler.

Teorem 18.1 (Kompakt Kitmeler Sinirhidir). K C R kompaktsa K simirhdr.

Ispat.

nié N i¢cin U, = (—n,n) agik araliklarnini alahm. Ornek 18.3'de gordiigiimiiz gibi Un U,, = R; dolay-
siyla K CJ U, ve{U,} _, K nin bir aqik ortisidiir. K kompakt oldugundan bu ortiiniin bir sonlu
alt ortisii vardr: K C U, U--UU, . N =max{ny,..,ng} olsun. n < N icin (—n,n) C (=N, N)
oldugundan

KCU, U-UU, C(—N,N).
1 k

Yani her x € K i¢cin —N < & < N: N bir tist stmir, —N bir alt stnirdwr ve K sinwrlidir (Tanim 10.2).

Bir uzlagim: Tanim 10.2 bos olmayan kiimeler i¢in yazilmisti. K = & halinde “her x € K i¢cin —N <
x < N7 kosulu boslukla dogru oldugundan (her reel sayi bos kiimenin hem alt hem iist siniridir), bundan
boyle bos kiimeyi de sinirli sayiyoruz. Bu uzlasim sayesinde yukaridaki teorem ve Teorem 18.5, K =
& icin de oldugu gibi gecerlidir.

|

Teorem 18.2 (Kompakt Kiimeler Kapalidir). K C R kompaktsa K kapalidir.

Ispat.

K = ¢ ise K kapalidir (tiimleyeni R agiktir); K #+ & olsun. R\ K ’nin agik oldugunu gosterecegiz. a €
R\ K keyfi olsun.

Ayirma adimi. Herx € K icinx # o’dir; e, = %;a‘ > 0 alalim. B(x,¢,,) ve B(a,¢,) komsuluklar
ayriktir: bir y her ikisine de ait olsayds, iicgen esitsizligiyle (Teorem 8.2)

lz—al<|z—yl+|ly—a|<e,+e,=|z—al

celiskisi cikard.
Ortii ve sonlu alt ortii. Her v € K kendi komsulugu B(z,¢,)’in elemant oldugundan { B(x, €t
ailesi K ’'nin bir acik ortisidiir. K kompakt oldugundan sonlu tane komsuluk yeter:

K C B(zy,e,) U--UB(z,,¢€,), €j = &g,
a’min givenli komsulugu. 6 = min{e,, ...,e,} alalim; sonlu tane pozitif sayinin minimumu oldu-
gundan § > 0. Iddia: B(a,8) N K = &. Gergekten, y € B(a,d8) N K olsaydi, y € K oldugundan bir j
iciny € B(z;,¢;) olurdu; ayrica 6 < ¢; oldugundan y € B(a,d) C B(a,¢;). Yaniy, ayrik olduklarin:
gosterdigimiz B(z;, ;) ve B(a, €;) komsuluklarinin ortak elemant olurdu — celiski.
Demek ki B(a,0) C R\ K. a keyfi oldugundan R \ K agiktir ve K kapalidir (Tanim 16.1).
|

Ispatin 6zii sudur: sonsuz tane “ayirma yaricapi” €,’in en kiiciigii sifir olabilirdi; kompaktlik sayesinde
yalnizca sonlu tanesine ihtiya¢ duyduk ve sonlu tane pozitif sayimin minimumu pozitiftir. Kompaktlhigin
“sonsuzu sonlu gibi yonetme” giicii tam olarak budur.

Sonug 18.1 (Kompakt Olmama Olgiitleri). A C R olsun.

1. A suirl degilse kompakt degildir.
2. A kapali degilse kompakt degildir.

ispat.

(1), Teorem 18.1'nin; (2), Teorem 18.2'nin karsit tersidir.
|
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Bu élciitlerle pek ¢ok kiime aninda elenir: [0, 00) ve Z siursiz oldugundan; (0,1], {1/n: n € N} ve QN
[0, 1] kapali olmadigindan kompakt degildir. Kapali olmadiklarini Sonug 17.2 ile gériirtiz: ilk ikisi i¢in
0, ti¢lincisii i¢in %= kumeye ait olmayan bir yigilma noktasidir (irrasyonel saymin her komsulugunda
[0,1)'den rasyoneller vardir, Teorem 13.5).

Sonug 18.2 (Kompakt Kiitmenin Maksimumu ve Minimumu Vardir). K C R bos olmayan kompakt
bir kiimeyse max K ve min K vardr.

Ispat.
Teorem 18.1 ve Teorem 18.2 geregi K kapali ve stnirlidir; Sonug 17.5 sonucu uygulanir.
|

Simdi kompakt kiimelerden yeni kompakt kiimeler iiretmenin iki yolunu gorelim.

Teorem 18.3 (Kompakt Kiimenin Kapali Alt Kiimesi Kompakttir). K C R kompakt ve FF C K
kapaly ise F' kompakttir.

ispat.

{Ui},.p» F'nin bir agik ortiisii olsun. F' kapal oldugundan V =R\ F' agiktir. Aileye V"yi ekleyelim:
{Ui},c; Y{V}. Bu yeni aile R 'nin tamamni érter, ¢iinkii bir nokta ya Fdedir (o zaman bir U, 'dedir) ya
da degildir (o zaman V dedir). Ozellikle K ’yi orter. K kompakt oldugundan sonlu bir alt értii vardur:

KCU, U-~UlU;, UV

(V' secilmemis olabilir; se¢ilmisse béyle yazalim). F C K oldugundan F de bu birlesimin igindedir.
Ama F NV = @; yani F"’nin hicbir noktasi V 'de degildir. Dolayisiyla F’nin her noktasi U, , ..., U; “den
birindedir:

FCU, U-UT; .

Bu, verilen ortiiden secilmis bir sonlu alt értiidiir. Ortii keyfi oldugundan F kompakttir.
|

Teorem 18.4 (Kompakt Kiimelerin Sonlu Birlesimi Kompakttir). K, K,,...,K,, CR kompakt
kiimelerse K = K; U Ky, U --- U K, kompakttir.

Ispat.

{Ui}id, K ’nin bir agik ortiisii olsun. Her K; C K oldugundan ayn aile her K 'nin de agik ortisidiir. K ;
kompakt oldugundan K;’yi érten sonlu bir alt aile F; segebiliriz (j = 1,...,n). F = F U U F, ailesi
sonlu tane sonlu ailenin birlesimi oldugundan sonludur ve her K ;’yi, dolayisiyla K ’yi orter. Boylece K 'nin
her acik ortiistiniin sonlu alt ortiisii vardir.

|

Sonsuz birlesim kompakt olmayabilir

Teoremdeki “sonlu” sart1 kaldirilamaz. Her {n} tek noktali kiimesi kompakttir (Onerme 18.1), ama
U, en{n} =N kompakt degildir (Ornek 18.3). Benzer bicimde her [1,1] kapah araligi (Heine-
Borel teoremiyle gorecegimiz gibi) kompakttir, ama birlesimleri (0, 1] kapali olmadigindan kompakt
degildir.

Heine-Borel Teoremi

Kompakt kiimelerin kapali ve siurli oldugunu gordiik. Sasirtict olan, bunun tersinin de dogru olmasidir:
R’de kapali ve sinirli olmak kompaktlik icin yeterlidir. Ispat, Bolzano-Weierstrass teoreminin (Teorem
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17.5) ispatindaki ikiye bolme yontemini kullanir ve yine i¢ ice araliklar teoremine (Teorem 10.5), yani
tamliga dayamnir.

Teorem 18.5 (Heine--Borel Teoremi). K C R olsun. K kompakttir ancak ve ancak K kapali ve sinir-
hdir

Ispat.

(= yonii) K kompaktsa Teorem 18.1 geregi sinirly, Teorem 18.2 geregi kapalidir.

(< yonii) K kapali ve sinirli olsun. K = & ise Onerme 18.1 geregi kompakttir; K # & olsun. Olmayana
ergiile K 'nin kompakt olmadigini varsayalim: sonlu alt ortiisii bulunmayan bir{Ui}Z_EI agik ortiisii vardir
(K # & oldugundan I #+ &). Bu ortilyii ispat boyunca sabit tutuyoruz.

Terim. Bir J kapali araligina, K N J kesisimi ortiiniin sonlu tane elemaniyla ortillemiyorsa koti,
ortiilebiliyorsa iyi diyelim. Su gozlem onemlidir: K N J = & ise J iyidir (bos kiime herhangi tek bir U,
ile ortuliir); dolayisiyla her kétii aralik K ile kesigir.

Baslangic. K simirly oldugundan bir alt sinirt m ve bir iist ssninm” vardir; M = max{| m |,| m’ |} +
1 dersek K C [—M, M] olur. I, = [—M, M] diyelim. K N I; = K sonlu tane U ile értillemediginden I,
kotiidiir.

Ikiye bolme. I, i orta noktasindan iki kapal araliga bélelim: [— M , 0] ve [0, M. Bu iki yaridan en az biri
kotidiir. Ciinkii ikisi de iyi olsaydi, K N [—M, 0] sonlu tane, K N [0, M| sonlu tane U ile értiiliir; bu iki
sonlu ailenin birlesimi sonludur ve

KNl =(KN[-M0)U(Kn[0,M))

kiimesini orterdi — I, ’in kotiligiyle celiski. Kotii olan yariy: (ikisi de kotiiyse soldakini) I, olarak secelim.
Ayni islemi I, "ye uygulaywp kotii bir yanisini I olarak segelim ve boyle devam edelim. Tiimevarimla, her
biri kotii olan i¢ ice kapali araliklar elde ederiz:

2M
n—1"

L2L2L 2~ | |=

her In sonlu tane Ul. ile ortiilemez, uzunluk 2M/2+ !

I, = [-M, M] ° i °
L, ® i °
I, ° e
I, e O
|
IS .: ® I5 c UiO
: f O-‘-Oﬁ—aﬂ—+—>
i0
-M 0 a M

Sekil 18.2: Tkiye bélme: [-M, M] sonlu tane U ile értillemiyorsa iki yarisindan en az biri de ortiilemez; bu
yari se¢ilip yeniden boliiniir. Daralan 1, araliklarinin ortak noktasi a, ortiideki bir U, agik araligina diiser;
uzunlugu sifira giden I, bir yerden sonra bu tek aralifin igine girer, yani tek bir U; ile ortiiliir: celiski.

Ortak nokta. I¢ ice araliklar teoremi (Teorem 10.5) geregi biitiin I, 'lere ait bir a noktast vardir. Ayrica
araliklarin uzunlugu istenildigi kadar kiigiiliir: her n € N icin 2"~ > n’dir (n = 1 i¢in apagik, n > 2
iin Bernoulli esitsizligi (Teorem 9.5)ile (1 + 1)"~* > 1+ (n — 1) = n), dolayisiyla | I, | < 22 ; verilen
here > 0 icin Arsimet ozelligi (Sonug 12.1) ilen > 2M secilirse | I,, | < € olur.

a € K. Olmayanaergiilea ¢ K varsayalim. Her I, kotii oldugundan K ile kesisir; z,, € K N I, secelim.
a ¢ K vex, € K oldugundan x,, + a. € > 0 verilsin ve | I, | < € olacak bicimde n segilsin. a ve x,,
aymi I, aralyginda olduklarindan | z,, —a | < | I, | < & yani0 < | z,, — a | < €. € keyfi oldugundan
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a, K ’nin bir yigilma noktasidir: a € K'. K kapali oldugundan Sonug 17.2 geregi K’ C K, yania € K
— varsayimimizla geliski. Oyleyse a € K.

Celiski. a € K oldugundan ortiniin bir elemani a’y1 icerir: a € U; . U; = acik oldugundan (a—e,a+
g) C U;, olan bir e > 0 vardwr. Simdi | I,, | < € olacak bicimde n segelim. a € I, ve I,,'nin uzunlugu
e dan kiigiik oldugundan I, ’'nin her x noktasi| ¢ —a | < | I, | < € saglar; yani

I, C(a—ea+e)CU, .

Dolayisiyla K NI, C U; : kesisim, ortiniin tek bir elemaniyla ortilmiistir. Bu, I, 'nin iyi olmas
demektir; oysa I,, kotii se¢ilmisti. Celiski.

Demek ki varsayimimiz yanhistir: K 'nin her agik ortiisiiniin sonlu alt ortiisii vardir, yani K kompakttir.
|

Teoremin degeri sudur: kompaktligi tanimdan gostermek her 6rtiiyle ugrasmayi gerektirirken, kapalilik
ve stnurlilik genellikle birkag satirda denetlenir. Artik [a, b] kapali araliklarinin, sonlu kiimelerin, {0} U
{1/n} gibi kiimelerin kompakt oldugunu tek ciimleyle soyleyebiliriz.

Ornek 18.5 (Hangileri Kompakt). Asagidaki kiimelerin kompakt olup olmadigini belirleyiniz.
a) [a,b] (@ < b)ve[0,1]U[2,3]

b) {reR:2? <2} ve{z eR:2? <2}

o) [0,1) U {2}

d) Qn{o,1]

e) {0yu{t:neN}

Coziim.

a) [a,b] kapalidir ve | z | <max{| a |,| b |} ile smirhdir; Teorem 18.5 geregi kompakttir. [0,1] U
[2, 3] iki kapali kiimenin birlesimi olarak kapalidir (Teorem 16.1) ve [0, 3] icinde kaldigindan smnirlidir;
kompakttir. (Ayni sonu¢ Teorem 18.4’den de ¢ikar.)

b) V2 sayis1 Teorem 13.1 ile vardir ve kareler pozitif sayilarda siralamayi korur (Onerme 7.12 (4));
dolayisiyla 22 < 2 < | | < v/2 ve birinci kiime [—+/2, v/2] kapal araligidir: kompakttir. ikinci kiime
(—v/2,V/2) acik arahigidir; v/2 kiimeye ait olmayan bir yigilma noktasi oldugundan (Ornek 17.1) kiime
kapal1 degildir ve Sonuc 18.1 geregi kompakt degildir.

¢) Ornek 16.6 geregi [0, 1) U {2} kapali degildir (1 kiimeye ait olmayan bir y1g1lma noktasidir). Kompakt
degildir.

d)Qn[0,1] = [0, 1) dir (her z € [0, 1]’e rasyonellerle istenildigi kadar yaklasilir, Teorem 13.5); 6rnegin
%ﬁ € [0, 1] irrasyoneldir (Onerme 13.3 (2)), kapanista olup kiimede degildir. Dolayisiyla kiime kapalt
degildir (Teorem 17.3) ve kompakt degildir. Sinirli olmak yetmez.

e) K = {0} U{1/n : n € N} kiimesi [0, 1] i¢inde kaldigindan sinirlidir. Kapali oldugunu timleyenini
yazarak gorelim:

R\ K = (—o00,0) U (1,00) U U( ! 1).

=
neN n+1l'n

Gergekten, z ¢ K iseyaz < 0,yaz > 1,yada0 < z < 1 ve x hi¢bir %’ye esit degildir; son durumda

%H <z < % olan bir n € N vardir: Arsimet 6zelligiyle % < z olan dogal sayilar vardur, iyi sua}ama

ilkesiyle (Teorem 9.2) en kiicigiinii m alahm; z < 1 oldugundan m > 2'dir. n = m — 1 alalm: 5 =
L < ; 6te yandan m en kiigiik oldugundan X > z, ve z hicbir +’ye esit olmadigindan + > z. Sag
m > . n =% % Y€ €8 g n - oag
taraf acik araliklarin birlesimidir; Onerme 15.2 ve Teorem 15.1 geregi agiktir. Dolayisiyla K kapalidir
(Tanim 16.1) ve Heine-Borel ile kompakttir; bu, Ornek 18.4'taki dogrudan ispatla uyumludur.

Sonug 18.3 (Kompakt Kiimelerin Kesisimi Kompakttir). {Ki}i€ ; kompakt kiimelerden olusan bos
olmayan bir aile ise ﬂie[ K, kompakttir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 207 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

208 Boliim 18. Kompaktlik ve Heine-Borel Teoremi

Ispat.

Her K; kapalidir (Teorem 18.2); kapali kiimelerin herhangi bir ailesinin kesisimi kapalidir (Teorem 16.1).
Kesisim, ailenin herhangi bir K; —elemamimin alt kiimesidir ve K; simirl oldugundan (Teorem 18.1)
kesisim de sinirlidir. (Kesisim bos olabilir; Teorem 18.1'nin ardindan benimsedigimiz uzlasim geregi bos
kiime sinirlidir, ayrica Teorem 16.1 (1) geregi kapalidir.) Kapali ve sinirli olan kesisim Teorem 18.5 geregi
kompakttir.

]

1 Tarihce

Teorem, Alman matematikci Eduard Heine (1821-1881) ile Fransiz matematikci Emile Borel (1871~
1956)‘in adlarini tagir. Heine, 1872’de kapali aralikta siirekli fonksiyonlarin diizgiin siirekli oldugunu
gosterirken orti fikrini 6rtitk bicimde kullandi; Borel, 1895'te teoremi sayilabilir ortiler icin agikca
ifade edip ispatlad; keyfi ortiilere genelleme Henri Lebesgue (1875-1941) ile geldi. Bu yiizden teoreme
bazen Heine-Borel-Lebesgue teoremi de denir.

1 Dizisel kompaktlik ve devami

Kompaktligin t¢iincii bir ytizii daha vardir: K icindeki her dizinin, limiti yine K’de olan yakinsak
bir alt dizisi varsa K’ye dizisel kompakt denir. Diziler béliimiinde, Heine-Borel ve Bolzano-
Weierstrass teoremlerini birlestirerek R’de {i¢ kosulun denk oldugunu ispatlayacagiz: kompakt <
dizisel kompakt < kapali ve sinirli (Tarum 24.3 ve Teorem 24.8; bkz. Alt Diziler ve Bolzano-Weierst-
rass Teoremi). Kompaktligin asil giicii ise sireklilik bolimiinde ortaya ¢ikar: kompakt bir kiimenin
stirekli goriintiisti kompakttir (Teorem 35.5) ve bu, stirekli fonksiyonlarin kapal aralikta maksimum
ve minimum almasinin nedenidir (Teorem 35.4).

18.4 Alistirmalar

Alistirma 18.1 (Kompaktlik Aligtirmalarr).
a) (0, 1] kiimesinin kompakt olmadigini, sonlu alt értiisit bulunmayan bir agik értii gostererek kanitla-
yiniz.

b) A= {% ‘n € N} kiimesinin kompakt olmadigini, Heine-Borel teoremini kullanmadan, dogrudan
tamimdan kanitlayiniz.

c) K kompakt ve F' kapaliise K N F’nin kompakt oldugunu iki yolla gdsteriniz: Heine-Borel teoremiyle
ve Teorem 18.3 ile.

d) (Cantor kesisim teoremi) K; O K, DO K5 D --- bos olmayan kompakt kiimelerse ﬂneN K, # & oldu-

gunu gosteriniz.

K, = [1,1] ve L, = [n,n + 1] kiimelerinin her birinin kompakt oldugunu, ama U, K. ve U, L,

birlesimlerinin kompakt olmadigim gésteriniz.

e

~

Cozim.

a) n € N icin U, = (1,2) alahm. Her U, aciktir. z € (0,1] i¢in Sonug 12.2 geregi = < z olan n
vardir ve £ <1 < 2 oldugundan z € U,; dolaysiyla {U,,} bir acik ortiidiir. Sonlu tane U, , ..., U,
segilirse, N = max n; icin araliklar i¢ ice oldugundan birlesim Uy = (%, 2)’dir; ﬁ € (0, 1] noktast
bu birlesimde degildir. Sonlu alt 6rtii yoktur; (0, 1] kompakt degildir.

b) Her --’yi, A'nin bagka hicbir elemanini icermeyen bir agik aralikla 6rtelim:

1 1 1

€ U,, oldugundan {Un}neN, A’nin bir acik értiistidiir. Ote yandan n > 2 i¢in % € U,, olmasi %_H <

<ﬁ,yanin—l<k<n+1,yanik:ndemektir;U1iginde%>%©k<2@k:1.Demek

=3 =
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kiU,NA= {%} her drtii parcast A'nin yalnizca bir elemanint icerir. Sonlu tane U,, , ..., U, segilirse,
indisler arasinda olmayan bir m i¢in % ortillmez. Sonlu alt ortii yoktur; A kompakt degildir. (Tabii
Heine-Borel ile de goriiliir: 0 € A’ ama 0 ¢ A, A kapal degildir.)

c) Heine—Borel ile: K kompakt oldugundan kapali ve sinirlidir. K N F iki kapali kiimenin kesisimi
olarak kapalidir (Teorem 16.1) ve K nin alt kiimesi olarak sinirhidir. Teorem 18.5 geregi kompakttur.
Alt kiime teoremiyle: K N F, kapali bir kiimedir ve K nin alt kiimesidir; Teorem 18.3 geregi kompakttir.
d) Olmayana ergi ile ﬂn K, = & varsayalim. Her K, kapali oldugundan (Teorem 18.2) V, = R\ K,

aciktir. De Morgan kuraliyla (Teorem 3.3)
UV, =R\K,=R\g=R.

Dolayisiyla {V, }, K;’in bir agik értiisiidiir. K; kompakt oldugundan sonlu bir alt 6rtii vardir: K; C
Vo, U UV, .N =maxn;olsun. Kimeler K; 2 K, 2 - biciminde azaldigindan tiimleyenleri artar:
n < Nigin V,, C Vy. Boylece

KlgVN:R\KN.

Ama Ky # @&; bir z € K alalm. Ky C K; oldugundan z € K; C R\ Ky, yani z ¢ K — celiski.
Oyleyse N, K, + 2.

Bu sonug, i¢ ice araliklar teoreminin (Teorem 10.5) genis bir genellemesidir: aralik yerine herhangi
kapali ve sinurli kiimeler alinabilir. “Kompakt” sart1 gereklidir: (0,1/n) acgik araliklar1 ve [n, co) kapali
ama simirsiz kiimeleri i¢ ice ve bos olmayan olmalarina ragmen bog kesigime sahiptir.

e)Her K, = [1,1] ve L,, = [n,n + 1] kapal araliktir; Teorem 18.5 geregi kompakttir.

U, K = (0,1]: her z € (0, 1] icin L' < 2 olan n vardir (Arsimet), dolayisiyla z € K,,; tersine her
K,, C (0,1]. (0,1] kapal degildir (0 kiimeye ait olmayan bir y1gilma noktasidir), dolayisiyla kompakt
degildir (a sikki da bunu dogrudan gosterir).

U, Ln = [1,00): her z > 1 icin n = [z] almrsa n < z < n + 1 (Teorem 12.3), yani z € L,,. [1,00)
smursizdir; Sonug 18.1 geregi kompakt degildir.

|

Kompaktlik, reel sayilarin topolojisine ayirdigimiz dért boliimiin doruk noktasidir: komsuluklarla basla-
y1p acik ve kapali kiimelerden, yigilma noktalari ve kapanigtan gecerek “sonsuzu sonlu gibi yoneten”
kiimelere ulastik. Bundan sonra sahneye diziler ¢ikiyor. Bu bélimiin kavramlar: orada yeniden karsimiza
cikacak: kapali kiimeler dizi limitleriyle, kompakt kiimeler yakinsak alt dizilerle karakterize edilecek.
Dizilerin tanimi, sinirlhilig1 ve monotonluguyla basliyoruz: Diziler: Tanim, Sinirlilik ve Monotonluk.
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19.1

19. Diziler: Tanim, Sinirlilik ve
Monotonluk

Buraya kadar reel sayilarin yapisini (aksiyomlar, tamlik, Arsimet 6zelligi) ve say1 dogrusunun topolojisini
(actk ve kapali kiimeler, yigilma noktalari, kompaktlik) inceledik. Simdi analizin asil konusuna, limit
kavramina yaklasiyoruz. Limitin en yalin hali dizilerde ortaya ¢ikar: sonsuz bir say1 listesinin terimleri,
ilerledikge bir say1ya “yaklagir m1”?

Bu béliimde heniiz limitten sz etmeyecegiz. Once dizinin ne oldugunu kesin bicimde tanimlayacak,
ardindan dizilerin iki temel davranis 6zelligini inceleyecegiz: sinirlilik (terimler bir araligin icinde
kaliyor mu?) ve monotonluk (terimler hep ayni yonde mi ilerliyor?). Bu iki kavram, sonraki bliimlerde
yakinsakligin hem gerekli kosullarini hem de en giiclii yeter kogulunu (monoton yakinsaklik teoremi)
verecek.

Dizi Kavrami
Bir dizi, sezgisel olarak sonsuz ve sirali bir sayu listesidir:

1 1
R

Wl

1
727

Listede hangi saymin kacinci sirada oldugu 6nemlidir; yani her dogal sayiya (sira numarasina) bir reel
say1 karsilik gelir. “Her dogal say1ya bir reel say1 karsilik getirme” ise tam olarak bir fonksiyondur (Tanim
5.1). Tanim1 buna gore yapalim.

Tanim 19.1 (Dizi). Tanim kiimesi N, deger kiimesi R olan bir a : N — R fonksiyonuna reel say1 dizisi
(sequence of real numbers) ya da kisaca dizi denir.

+ n € Nigin a(n) degeri a,, ile gosterilir ve dizinin n-inci terimi (term) diye adlandirilir; n’ye bu terimin
indisi denir.

* a,’yin cinsinden veren formiile dizinin genel terimi (general term) denir.

+ Dizinin kendisi (a,, ),cn. kisaca (a,,) ya da terimleri siralanarak (aq, ay, as, ...) ile gésterilir.

+ {a,, : n € N} C R kiimesine dizinin goriintii kiimesi (range) ya da terimler kiimesi denir.

Gerektiginde indis 0’dan ya da baska bir k£ € Z tam sayisindan baslatilabilir; bu durumda (a,, ),,>, yazihr.
Asagidaki sonuglarin hepsi bu durumda da aynen gegerlidir.

Dizi ile goriintii kiimesi ayni sey degildir
(a,,) yazimi (yuvarlak ayrac) diziyi, {a,, : n € N} yazimu (kiime ayraci) goriintii kiimesini gosterir.
Dizide sira ve tekrar énemlidir, kiimede degildir. Ornegin a,, = (—1)" dizisi
(-1,1,-1,1,...)
bi¢iminde sonsuz terimlidir; ama goriintii kiimesi yalnizca iki elemanli {—1,1} kiimesidir. Ayni
bigimde sabit (5, 5, 5, ...) dizisinin gériintii kiimesi tek elemanli {5} kiimesidir. fleride “dizinin y1gilma

noktas1” ile “gériintii kiimesinin yigilma noktas1” arasindaki fark gibi ince ayrimlar tam olarak
buradan kaynaklanacak.

Bir dizi ¢ bicimde verilebilir:

=n?, a, = (—1)" gibi bir formiille.

1. Genel terimle: a,, = % a,
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2. 11k terimleri listeleyerek: (2,4, 6,8, ...) gibi. Bu yol kesin degildir: listeyi siirdiirmenin tek bir yolu
yoktur (1,2, 4,8, ... dizisi 2" olabilecegi gibi bagka bir kuralla da devam edebilir). Bu yiizden yalnizca
kural acike¢a anlagiliyorsa kullanilir.

3. Ozyinelemeyle: Ik terim(ler) verilir, sonraki her terim 6ncekiler cinsinden bir kuralla tanimlanir.
Bunu birazdan ayrica tanimlayacagz.

Ornek 19.1 (Temel Dizi Ornekleri). Asagidaki dizilerin ilk dért terimini ve goriintii kiimelerini
yaziniz.

a) a, =1
b) b, = (=1)"
o) ¢, =n?

d) Sabit dizi:d,, =5
e) Aritmetik dizi: a,d € R sabit olmak tizere e,, = a + (n — 1)d; 6zel olarak a = 3, d = 4.

n—1

f) Geometrik dizi: a, r € R sabit olmak tizere g,, = ar ; 0zel olarak a = 2, r = 3.

Cozim.

a) (1, %, %, }1, ) Goriintii kiimesi {% 'n € N}; bu kiime sonsuzdur, ¢iinkii n # m iken % + %’dir
(dizi birebirdir).

b) (—1,1,—1,1,...). Gériintii kiimesi {—1, 1}; yalnizca iki eleman.

c) (1,4,9,16, ...). Goriintii kiimesi tam kare dogal sayilar kiimesi {n? : n € N}.

d) (5,5,5,5,...). Gortintii kiimesi {5}. Her sabit dizi bdyledir: sonsuz terim, tek elemanl gériintii
kiimesi.

e) Aritmetik dizide ardigik terimlerin fark: sabittir: e, ; —e, =d.a = 3,d =4 i¢in (3,7,11,15, ...);
gorinti kimesi {3+ 4k : k € NU {0}}.

f) Geometrik dizide (a # 0, r # 0 iken) ardisik terimlerin orani sabittir: % =r.a=2,r=3i¢n
(2,6,18,54, ...); goriintii kiimesi {2 - 3 : k € NU {0} }. "

|

Bir diziyi gorsellestirmenin en kullanigl yolu, bir fonksiyon oldugunu hatirlayip grafigini ¢cizmektir: yatay
eksene indis n, disey eksene terim a,, konur. Grafik, stirekli bir egri degil, ayrik noktalardan olusur.
Ornek 19.2 (Bir Dizinin Grafigi). a, = (_Tll)n ve b, = 25 dizilerinin ilk bes terimini hesaplayip
grafiklerini yorumlayiniz.

Cozim.
Ik bes terim:
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19.1 Dizi Kavram 213

n a =(-1)"n n a =n/(n+1)

Sekil 19.1: Bir dizinin grafigi: yatay eksende indis n =1, 2, 3, ..., diigseyde terim a,. Solda (-1)"n isaret
degistirerek 0'a yaklasir; sagda n/(n + 1) artarak 1'e yaklagir ama 1'e hi¢ ulagmaz.

(a,,) dizisinin terimleri sifirmn bir sagina bir soluna diiger; ama sifira olan uzakliklar % giderek kiiciiliir.
Terimler isaret degistirerek 0’a “yaklagir”. (b,,) dizisinin terimleri ise hep ayni yonde, yukari dogru
ilerler ve 1'i hi¢ gecmeden 1’e “yaklasir”. Bu iki davramigi — yaklagmay: ve tek yonde ilerlemeyi — bu
boliimde ve bir sonrakinde kesin tanimlara doniistirecegiz.

|

Simdi diziyi vermenin ii¢iincii yolunu tanimlayalim. Sezgi sudur: bazen bir terimi dogrudan n’den hesap-
lamak yerine, bir nceki terimden (ya da 6nceki birkag terimden) tiretmek daha dogaldur.

Tanim 19.2 (Ozyineli Dizi). Ilk terimi (ya da ilk birka¢ terimi) verilen ve bundan sonraki her terimi
kendinden onceki terimler cinsinden bir kuralla belirlenen diziye 6zyineli dizi (recursively defined
sequence) denir. Terimleri birbirine baglayan kurala 6zyineleme bagintisi (recurrence relation) denir.
En sik rastlanan bi¢im, a,’in verildigi ve her n € N icin

Apy1 = f(a‘n)

kuralinin gecerli oldugu bir f fonksiyonuyla tanimlanan dizilerdir.

Boyle bir tanimin gercekten her n i¢in bir a,, degeri belirledigi, tiimevarim ilkesinden (Teorem 9.1) gelir:
a; tanimhdir ve a,, tammlysa a,,,; = f(a,,) de tammldir; dolayisiyla a,, her n € N i¢in tanimlidur.

Ornek 19.3 (Fibonacci Dizisi ve Bir Dogrusal Ozyineleme).

a) Fibonacci dizisi: F; = 1, F, = 1vehern € Ni¢in F, |, = F,, ; + F}, ile tanimlanur. Ik sekiz terimini
yaziniz.

b) a; =2 vehern € Nigin a,,,; = 2= olsun. Ilk dért terimi hesaplaymiz.

Cozim.
a) Her terim kendinden 6nceki iki terimin toplamudir:

F=1F=1F=2F=3F=5F=8F =13 F =21

Bu dizide iki baglangi¢ terimi gerekir; ¢inkii kural, iki 6nceki terime bakar.
b) Kurali art arda uygulayalim:

245 7 T+5 22 Z4ys5 67
(11:27 (12:—:— a3: [ — (14: —

3 3’

3 27
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Ondalik yaklasik degerler 2; 2, 333; 2,444; 2,481’dir. Terimler artiyor ve 2, 5’e yaklasiyor gibi gérii-
nityor. Bu gézlemi Monoton Yakinsaklik Teoremi ve e Sayisi boliimiinde ispata doéniistiirecegiz; bu
boliimde ise bu tiir dizilerin sinirlilik ve monotonlugunun nasil gosterildigini 6grenecegiz.

]

Sinirli Diziler

Bir dizinin terimleri sonsuz tane oldugu halde say1 dogrusunun sinirl bir parcasinda kalabilir (1/n, (—1)™)
ya da stir tanimadan biiyiiyebilir (n2). Bu ayrimi, kiimeler icin kurdugumuz smnirlilik kavramii (Tanim
10.2) dizinin gériinti kiimesine uygulayarak yapiyoruz.

Tanim 19.3 (Sinirh Dizi). (a,,) bir reel say1 dizisi olsun.

« Hern € Nigin a,, < M olacak bi¢imde bir M € R varsa (a,,) dizisine iistten sinirli (bounded above),
M’ye dizinin bir iist sinir1 denir.

+ Her n € Ni¢in m < q,, olacak bi¢imde bir m € R varsa (a,,) dizisine alttan sinirli (bounded below),
m’ye dizinin bir alt sinir1 denir.

« Hem ustten hem alttan sinirh diziye sinirli dizi (bounded sequence) denir.

Sinirli olmayan diziye sinirsiz denir.

Tanim, dogrudan goriintii kiimesine bakar: (a,,) dizisi simirhidir ancak ve ancak {a,, : n € N} kiimesi
Tanim 10.2 anlaminda simirliysa. Terimler kiimesi hi¢bir zaman bos olmadigindan, sinirh bir dizinin te-
rimler kiimesinin supremumu ve infimumu vardir (supremum i¢in tamlik aksiyomu, B6liim 10.4; infimum
i¢in Teorem 10.3); bunlar sup,, a,, ve inf,, a,, ile gosterilir.

Uygulamada simirlilign iki ayri esitsizlikle degil, tek bir mutlak deger esitsizligiyle gostermek daha
pratiktir.

Onerme 19.1 (Stirhiligin Mutlak Degerle ifadesi). (a,,) dizisi sitnirlidir ancak ve ancak hern € N icin

lan [ <M
olacak bigimde bir M > 0 sayisi vardir.

ispat.

(= yonit) (a,) sl olsun; her n i¢in m<a, <K olacak m,K € R vardr M =
max{| m |,| K |} + 1 alalim; M > 0’dwr. Teorem 8.1 (4) geregi— | m | < mve K < | K | oldugundan
her n icin

—M<—|m|<m<a, <K<|K|<M.

Béylece —M < a,, < M, ve Teorem 8.1 (7)ile| a,, | < M.

(< yonii) Hern igin | a,, | < M olsun. Teorem 8.1 (7) ile—M < a,, < M; yani —M bir alt sinir, M bir
tist stmirdir. Dizi sinirlidir.

||

Bu énerme sayesinde “sinirl’” demek, “bitiin terimler [—M, M| aralifinn i¢inde” demektir. Sinirsizlig
gostermek i¢inse bu ifadenin olumsuzlamasini kullaniriz.

i Sinirsiz dizi ne demektir?

Teorem 2.1ile “IM > 0Vn € N| a,, | < M” ifadesinin olumsuzlamasi sudur:

(a,) smirsizdir & VM >0 3IneN:|a, |> M.

Yani ne kadar biiyiik bir M secilirse secilsin, dizinin mutlak degerce M’yi asan en az bir terimi
vardir. Benzer bicimde (a,,) tistten siirsizdir ancak ve ancak her M € R i¢in a,, > M olan bir n
varsa. Dikkat: sinursizlik i¢in terimlerin “siirekli bitylimesi” gerekmez; tek tiik buyiik terimler yeter.
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Ornek 19.4 (Sinarh ve Sinirsiz Diziler). Asagidaki dizilerin sinirli olup olmadigini belirleyiniz.

a) a, = %
Q) ¢, =5
d) d, =n?

e) e, =(—1)"n

Cozim.

a)n > 1 oldugundan 0 < 1 < 1’dir: pozitiflik Onerme 7. 9 1le gelir; Gist siir iginn = 1 de =1,n>
T'deise0<1<n oldugundan Onerme 7.10 1le = a, | <1

b)Hernigin| (—1)" |=1< 1. DlZl smnirhdir.

c)0<n<n+1 oldugundan 0 < ;25 < 1y dizi smirhdirve | ¢, | < 1.

d) Alttan smirhdir: n? > 1. Ustten sinirh degildir: herhangi bir M > 0 verilsin. Sonuc 12.1 geregin >
M olan bir n € Nvardir; n > 1 oldugundan n? =n-n >n > M.Demek ki hicbir M iist sinir olamaz.
Dizi siursizdir.

e) Terimler —1, 2, —3, 4, ... bicimindedir. M > 0 verilsin; Sonug 12.1 ile ¥ > M olan bir k € N secelim.
k ciftse n = k, tekse n = k + 1 alalim; n ¢ift ve n > M oldugundan e,, = n > M. Ayni yolla n’yi tek
ve M’den biiyiik secersek e, = —n < —M. Dizi ne iistten ne alttan sinirhdir.

|

Sinirl bir dizinin terimler kiimesi i¢in supremum ve infimum hesabi, B6liim 10°da 6grendigimiz olciitlerle
yapilir. Bir 6rnekle hatirlayalim.

Ornek 19.5 (Bir Dizinin Supremumu ve Infimumu). ¢, = el
lerini bulunuz; dizinin en biiyiik ve en kiigiik terimi var midir?

dizisi i¢in inf,, ¢,, ve sup,, ¢,, deger-

Coziim.
Terimler 1 5 3, 4,. blglmmdedlr ¢, =1-— 1 ya2111§1 isleri kolayla§t1r1r
Infimum. n. > 1 i¢in —5 < 3 i dolaylslyla C > 5 = Cq. Yam 5 hem alt sinirdir hem de kiimenin
elemanidir: inf, ¢, = mln Ch=7% L (Tanim 10. 3)
Supremum. Her n icin ¢, < 1 oldugundan 1 b1r st siurdir. Teorem 10.1 ile 1 = supn ¢,, oldugunu
gosterelim: € > 0 Verllsm Sonug 12.2 geregi .— < € olacak bir n € N vardir (6nce L r<e olan k bulup
n = kalmir; — < ~ L < ¢). Bun icin

¢, =1— ] 1—¢

Her iki kosul saglandi: sup,, ¢,, = 1. Ama 1 hicbir terime esit degildir; dizinin en biiytik terimi (maksi-
mumu) yoktur.
|

Smirlilik, yakinsaklikla yakindan ilgilidir: bir sonraki béliimde her yakinsak dizinin sinirh oldugunu
(Teorem 20.2), ama sinirl her dizinin yakinsak olmadigini (yine (—1)™!) gorecegiz.

Monoton Diziler

Dizinin ikinci temel davranis 6zelligi, terimlerin yoniidiir. 1/n dizisi hep kiigiiliir, n/(n + 1) hep biiyiir,
(—1)™/n ise bir ileri bir geri gider. Hep ayn1 yonde ilerleyen dizilere monoton diyecegiz.

Tanim 19.4 (Monoton Dizi). (a,,) bir reel say1 dizisi olsun. n < m olan her n,m € N indis ¢ifti i¢in

. a, < a,, ise (a,,) dizisine artan (increasing),
a, > a,, ise azalan (decreasing),

a,, < a,, ise kesin artan (strictly increasing),
a, > a,, ise kesin azalan (strictly decreasing)

Ll e
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dizi denir. Bu dért kogsuldan herhangi birini saglayan diziye monoton (monotonic), (3) ya da (4)ii saglayan
diziye kesin monoton (strictly monotonic) dizi denir.

1 Adlandirma tizerine

Bu tanimda “artan”, egitlige izin verir: a,, < a,,,. Bazi kitaplar buna “azalmayan” (non-decreasing) der
ve “artan” sozctigiini bizim “kesin artan” dedigimiz kavram i¢in kullanir. Biz bu derste yukaridaki
adlandirmayi kullaniyoruz; bagka bir kitap okurken hangi anlamin kastedildigine dikkat edin. Bu
adlandirmayla:

+ Kesin artan her dizi artandir; kesin azalan her dizi azalandir (¢inki a,, < a,, ise a,, < a,,).
« Sabit dizi hem artan hem azalandir; ama kesin monoton degildir.
+ Kesin artan bir dizi birebirdir: n # m iken a,, # a,,.

Tanimdaki kosul, biitiin indis ciftleri tizerinde konusur; bu, dogrudan denetlemesi gii¢ bir kosuldur. Neyse
ki yalnizca ardisik terimlere bakmak yeterlidir.

Onerme 19.2 (Ardisik Terim Testi). (a,,) bir dizi olsun.

1. (a,,) artandir ancak ve ancak hern € N icina,, < a,,,; ise.

2. (a,,) azalandir ancak ve ancak hern € N icina,, > a,,_; ise.

3. (a,,) kesin artandir ancak ve ancak hern € N i¢in a,, < a,,,, ise.
4. (a,,) kesin azalandir ancak ve ancak hern € N i¢in a,, > a,,,, ise.

ispat.
(1) (= yonii) Dizi artan olsun. Her n i¢inn < n + 1 oldugundan tamm geregia, < a,,_ ;.
(= yonit) Her n icin a,, < a,,; olsun.n € N sabit tutalim ve

P(k):a, < a,p

onermesinin her k € N icin dogru oldugunu timevarimla (Teorem 9.1) gosterelim. P(1), hipotezin kendi-
sidir. P(k) dogruolsun:a,, < a,,_ . Hipotezin + k indisine uygularsak a,, , ;, < a,, ;.1 olur. Siralamanin
gecislilik ozelligiyle (Boliim 7.1)

Ap, S Opip < Qs

yani P(k + 1) dogrudur. Demek ki P(k) her k icin dogrudur.

Simdin < m olan herhangi bir indis ¢ifti alalim. Onerme 9.3 (4) geregi k = m — n bir dogal sayidir. P(k)
geregia, < a,.; = a,,.Dizi artandr.

(2) Her z,y € R icin x < y < —y < —z''tir: kesin esitsizlik hali Onerme 7.3'dir (x < y & —y < —z),
esitlik hali ise x = y < —y = —x olmasindan ¢ikar. Dolayisiyla (a,,) azalandir ancak ve ancak (—a,,)
artansa. (—a,,) dizisine (1) uygulamak yeter: her n i¢in —a,, < —a,, ., olmasi, her n icin a,, > a,_
olmasiyla denktir.

(3) ve (4) (1) ve (2)‘nin ispatlan, < yerine < (ve > yerine >) yazilarak kelimesi kelimesine tekrarlanir;
ciinkii kesin esitsizlik de gecislidir: a,, < @, ve Gy, 1, < Qp gy iS€a, < Qpipq-

|

Bu 6nerme, monotonluk ispatlarinin tamaminin dayandig: sonugctur: sonsuz ¢coklukta indis ¢ifti yerine tek
bir n i¢in a,, ile a,, ;i karsilastirmak yeter. Karsilastirmanin iki standart yolu vardir.

Sonug 19.1 (Fark ve Oran Testi). (a,,) bir dizi olsun.

1. Fark testi. Hern icin a,, ; — a, > 0 ise dizi artan, < 0 ise azalandir. Esitsizlik kesinse (> 0 ya da < 0)
dizi kesin artan ya da kesin azalandr.

2. Oran testi. Dizinin biitiin terimleri pozitif olsun (a,, > 0). Her n i¢in a;” > 1 ise dizi artan, < 1 ise

azalandr. Esitsizlik kesinse dizi kesin artan ya da kesin azalandir.

Her iki testte de kosullar yalnizca yeterli degil, ayni zamanda gereklidir.

ispat.
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1. Siralamanin toplamayla uyumu (O3, Bolim 7.1) ile a,, < a, ., < 0 <a, ., —a, (= yoniinde iki
yana —a,,, <= yéniinde iki yana a,, eklenir); esitlik durumua,, = a, ., < a, 1 — a,, = 0 ise agiktir. Ikisi
birliktea,, < a,,, < 0<a,,, —a, verir Sonug¢ Onerme 19.2 ile gelir.

2.a, > O oldugundan Onerme 7.9 lle = > 0°dwr. Bir e§ztszzllgzn lkl yanmini pozitif bir sayiyla carpmak
yonii korur (04). a,, < a, ., e§lt31zlzglnz a ile carpinca 1 < 221 tersine 1 < ”:1 esitsizligini a,, ile

carpinca a,, < a,,_, elde edilir. Yani

a
n+1

a, <a,, & > 1.
aTL

Diger ii¢ durum ayni bigimdedir. Sonug yine Onerme 19.2 ile gelir.
]

Oran testi yalnizca pozitif terimli diziler igindir

Terimler negatifse esitsizligin yonii tersine doner; terimler isaret degistiriyorsa oran hicbir sey
séylemez. Ornegin a,, = (—1)" icin oran hep —1’dir ve dizi monoton degildir. Emin olmadiginiz
durumlarda fark testine déniin: fark testinin 6n kosulu yoktur.

Ornek 19.6 (Bir Bélii n Dizisi Kesin Azalandir). a, = % dizisinin kesin azalan oldugunu gésteriniz.

Coziim.
Onerme 19.2 (4) geregi her n i(;in a,,1 < a,, yani n+1 < = oldugunu gostermek yeter. n <n +1

esitsizliginin iki yanini pozitif —-— o say1s1yla carpalim (Onerme 7.9 ve O4):

n+1)
n < n+1 N 1 < 1
n(n+1) nn+1) n+1 "~ n
Ayni sonug fark testiyle de goriilir: a,, , ; —a, = n;ﬂ - % = —m <0.

Ornek 19.7 (n Bolii n Art1 Bir Dizisi Kesin Artandir). ¢, = ;%5 dizisinin kesin artan oldugunu
gosteriniz.

Coziim.
Fark testini kullanalim:
n+1 n (n+1)2—-nn+2) n2+2n+1-n?—2n 1
C —Cc, = — = = = .
T T 42 41 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

Pay ve payda pozitif oldugundan fark her n icin pozitiftir; Sonuc 19.1 ile dizi kesin artandir. Ornek 19.4
(c) ile birlikte: (c,,) hem kesin artan hem smirlidir. Ornek 19.2 grafiginde gordiigiimiiz “hep yukari,
ama 1’i gecmeden” davranisi tam olarak budur.

|

Ornek 19.8 (Oran Testiyle Monotonluk).
a) a, = % dizisinin azalan oldugunu, n > 2 icin kesin azalan oldugunu gosteriniz.
b) b, = 5% dizisinin azalan oldugunu gosteriniz.

Cozim.
a) Biitain terimler pozitiftir. Oran:

n+1
Upy1 2 n! 2
a

n (n—l—l)!.Q_” n+1
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n>1icin n+ 12> 2, yani niﬂ <1; Sonug 19.1 ile dizi azalandir. Esitlik yalnizca n = 1’de olur

(ag =a9=2); n>2 igin %H < 1, dolayisiyla ay > ag > ay > - kesin azalandwr. Ik terimler:
4 2 4
2, 2, 3)3) 75
b) Terimler pozitiftir. Oran:
byyr n+1 2" n4+1 1 1
b, 2" n  2n 2 20

n

n > 1 icin ﬁ < % dolayisiyla oran < 1’dir; dizi azalandir. Yine esitlik yalnizca n = 1’de (b; = by, =
%), sonrasi kesin azalandir.

Her iki dizide de oran testi, faktoriyel ve tstel ifadelerin sadelesmesi sayesinde fark testinden ¢ok
daha kisa bir yol verdi. Genel kural: toplam ve fark iceren dizilerde fark testi, carpim, kuvvet ve
faktoriyel iceren dizilerde oran testi daha elverislidir.

|

Monoton olmadigini gostermek igin tek bir “bozulma” yeter; ¢iinkti Tanim 19.4’deki her kogul, biitiin indis
ciftleri tizerinde bir tiimel 6nermedir ve tek bir karsit érnekle ctrtitiilir.

Ornek 19.9 (Monoton Olmayan Diziler).

a) a, = n + (—1)™ dizisinin monoton olmadigin gésteriniz.

b) b, = =Y dizisinin monoton olmadigini gosteriniz.
n n

Cozim.

a) Ik terimler: a; = 0, a5 = 3, a3 = 2, a4, = 5, a5 = 4. a; < a, oldugundan dizi azalan degildir; a, >
ag oldugundan artan da degildir. Monoton degildir. (Dizinin “genel egilimi” bityiimek olsa da, tanim
her adimda ayn1 yo6nil ister.)

b) by = —1,by = 3, b3 = —1.b; < by ve by > b: dizi ne artan ne azalandir. Buna karsilik | b, | = 1
dizisi kesin azalandir; monotonluk mutlak deger alinca degisebilir.
]

Ozyineli dizilerde genel terim elimizde olmadigindan fark ve orani dogrudan hesaplayamayiz; bunun
yerine siirhilik ve monotonluk tiimevarimla gosterilir. Bu, ilerideki boliimlerde sik kullanacagimiz bir
tekniktir; simdi bir 6rnekle 6grenelim.

Ornek 19.10 (Ozyineli Dizide Tiimevarimla Sinirlilik ve Monotonluk). a; = 1 ve her n € N i¢cin
Gpy1 = %+ 1olsun. (a,,) dizisinin iistten 2 ile siurh ve kesin artan oldugunu gosteriniz.

Cozim.

[k terimler: 1, %, ;71, %, ... Terimler bityiiyor ve 2’nin altinda kaliyor gibi; bunu ispatlayalim.

Sinirlibk. P(n) : a,, < 2 onermesini timevarimla gosterelim. P(1): a; =1 < 2, dogru. P(n) dogru
olsun, yani a,, < 2. O zaman

a 2
an+1:7"—|—1<§+1:2,
yani P(n 4 1) dogrudur. Teorem 9.1 ile her n i¢in a,, < 2. Ayrica ayni yolla a,, > 0 oldugu da goriiliir
(@, =1>0vea, >0=a,,, >1>0);dizi sinirhdir.

Monotonluk. Fark testi i¢in 6zyineleme bagintisini kullanalim:

2 —
an+1_an:a7n+1_an:1_a n

—n
2 2

Az dnce a,, < 2 oldugunu gosterdik; dolayisiyla2 —a,, > Ovea,  ; —a, > 0.Sonuc 19.1 ile dizi kesin
artandir.

Dikkat edin: monotonluk ispati, sinirhilik ispatina dayandi. Ozyineli dizilerde bu iki adim ¢ogu zaman
birbirine baglidir ve 6nce sinirin bulunmasi gerekir. Bu dizinin gergekten 2’ye yakinsadifi, Monoton
Yakinsaklik Teoremi ve e Sayist bolumiindeki monoton yakinsaklik teoremi (artan ve iistten sinirl
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19.3 Monoton Diziler 219

her dizi yakinsar) ve orada 6zyineli diziler i¢in gosterecegimiz “bagmtida limite gegme” yontemiyle
gorilecektir.
|

Monoton diziler i¢in smirliligin yarisi bedavadir: artan bir dizinin en kii¢iik terimi, azalan bir dizinin en
biiytik terimi ilk terimidir.
Onerme 19.3 (Monoton Diziler Bir Yandan Sinirlidir).

1. Artan her dizi alttan sinirlidir; a4 bir alt sinirdir. Dolayisiyla artan bir dizi sitnirlidir ancak ve ancak iistten
sinirliysa.

2. Azalan her dizi iistten stnirlidir; aq bir iist stnirdir. Dolayisiyla azalan bir dizi sinirlidir ancak ve ancak
alttan simirliysa.

Ispat.

1. (a,,) artan olsun. n =1 i¢in a; < aq agtktir; n > 1 igin 1 < n oldugundan Tanmim 19.4 ile a; < a,,.
Demek ki aq bir alt sinirdir. Dizi zaten alttan sinirly oldugundan, sinirli olmasi icin gerek ve yeter kosul
tstten stnwrli olmasidwr (Tanim 19.3).

2. Ayniispat < yerine > ile tekrarlanir:n > 1 icina,, < a;.

]

© Monotonlugu géstermenin ii¢ yolu

Bir dizinin monoton oldugunu gostermek i¢in Onerme 19.2 geregi yalnizca a,, ile a,,,;’i karsilas-
tirmak yeter. Bunun i¢in:

1. Fark: a,, — a,, hesaplanir ve isareti belirlenir (her dizi i¢cin gecerli; toplam/fark iceren dizilerde
elverigli).

2. Oran: Terimler pozitifse ~

;: hesaplanip 1 ile karsilagtirilir (carpim, kuvvet, faktoriyel iceren

dizilerde elverisli).
3. Tiumevarim: Ozyineli dizilerde énce uygun bir sinir tiimevarimla bulunur, sonra a,, ,; — a,,’nin
isareti bu sinirdan ¢ikarilir.

Bir de su gozlem sik ige yarar: kimi diziler ilk birka¢ terimden sonra monoton olur (“bir yerden sonra
monoton”). Yakinsaklik dizinin bagindaki sonlu sayida terime bagli olmadigindan, ileride bu da yeterli
olacaktr.

Peki monoton ve siurlt bir dizi hakkinda ne soyleyebiliriz? Sezgi agiktir: hep yukari giden ama bir
tavani agamayan bir dizi “sikisip” bir sayiya yaklagmak zorundadir. Bu sezgi dogrudur, ispati tamlik
aksiyomuna dayanir ve monoton yakinsaklik teoremi adiyla Teorem 23.1 olarak karsimiza ¢ikacak.
Once “yaklagmak” sdzciigiinii kesinlestirmeliyiz; bu da bir sonraki béliimiin konusu.

Alistirmalar

Alistirma 19.1 (Diziler Uzerine Alistirmalar).

a) a, = 2::31 dizisinin ilk ti¢ terimini yazimiz; dizinin siurli ve kesin artan oldugunu gésteriniz.
—_ n n e e 9 - . ..
b) b, = (=1)" 57 dizisinin simirh oldugunu, ama monoton olmadigini gosteriniz.
n s e . . - . . -, . . . .
c) ¢, = % dizisinin monoton olmadigini, ama n > 2 i¢in azalan oldugunu gésteriniz. Dizi sinirli midir?

d) Fibonacci dizisi (E},) icin her n € N’de F,, > 1 oldugunu, dizinin artan oldugunu ve n > 2 i¢in F, >
n — 1 saglandigini timevarimla gésteriniz. Buradan dizinin tstten sinirsiz oldugunu ¢ikarmniz.

e) d, = g—j dizisinin ilk bes terimini hesaplayiniz ve dizinin n > 3 i¢in kesin azalan oldugunu gésteriniz.

Cozim.
_1 _ 3 _5
a)‘h-zaaz—gaag—g-
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220 Boélium 19. Diziler: Tanim, Sinirlilik ve Monotonluk

Swinirlilik. Pay ve payda pozitif oldugundan a,, > 0. Ustten: 2n — 1 < 2n + 6 = 2(n + 3) oldugundan
a,, < 2.Boylece 0 < a,, < 2; dizi sinirhdur.
Monotonluk. Fark testi:

2n+1 2n—1 (n+1)n+3)—2n—1)(n+4)
Qpyq — Qp = — =
T T 44 n+3 (n+3)(n+4)

Pay1 acalim: (2n + 1)(n + 3) = 2n? + Tn + 3 ve (2n — 1)(n + 4) = 2n? + Tn — 4; fark 7’dir. Demek
ki
7

g =— S
TR e

ve Sonuc 19.1 ile dizi kesin artandir.
b) | b -+ < 1 oldugundan Onerme 19.1 ile dizi smuirhdur. Ilk ii¢ terim by = —3, by = 2, by =

—3’tiir. by < b, oldugundan azalan degil, b, > bs oldugundan artan degildir; dizi monoton degildir.
c) Terimler pozitiftir; oran

n‘_

Coy1 3" ml 3

c, (n+1)! 3 n41

n = 1 i¢in oran % >1,yanicy =3 < ¢y = %; n = 2 igin oran 1, yani c3 = ¢, = %; n > 3 icin oran
< 1. Dizi, ¢; < ¢y oldugundan azalan degildir; ¢c5 = % >cy = % oldugundan artan da degildir. Yani
monoton degildir. Ama n > 2 icin <2 < 1 oldugundan (c,,),,>, azalandir ve n > 3’ten itibaren kesin
azalandir. Siirhilik: ¢, > 0 ven > 2nigin cn <y =3, aynicac; =3 < 5 dolayisiyla 0 < ¢, < § ve
dizi siurlidir.

dF >1 iki terime birden bakan bir tiimevarimla: E=FK=1>1F >1vek, ,>1lisel, ,
F,. .+ F, >2>1.(Burada P(n) olarak “F,, > 1ve F,, ; > 1” alimp Teorem 9.1 uygulanir.)

n
Artanlik. Herni¢in F, o — F,,, = F,, > 1 > O;ayrica Fy — F} = 0 > 0.Yaniher nicin F, ; — F,
0 ve Sonug 19.1 ile dizi artandir (kesin artan degildir: /; = F;; ama n > 2 i¢in kesin artandur).
F,>n—1M2>2).n=2:F=12>1n2>2i¢n dogru olsun: F,, > n —1. O zaman F, , = F, +
F,_1>(n—1)+1=n;cunki F,_; > 1. Tumevarimla her n > 2 i¢in dogrudur.

Smrsizlik. M > 0 verilsin. Sonuc 12.1 ile n > M + 1 olan bir n € N vardir; n > 2’dir ve F,, > n —
1 > M. Higbir M st sinir olamaz; dizi tistten sinirsizdir.

e)d, = %, dy =1,ds = %, dy=1,d5 = g—g Dizi 6nce artip sonra azaliyor; dy < dg > d, oldugundan
monoton degildir. Oran:

>

dpy _ (412 20 (n4 1)

d, 2+l "hZ T op2

Bu oranin 1’den kiiciik olmast igin (n + 1)? < 2n?, yani n? +2n+1 < 2n?, yani n? —2n—1> 0
gerekir.n23iginn2—2n—1:n(n—2)—123~1—1:2>O.Demekkin231gin%< 1
ve Sonug 19.1 ile (d,, ), >3 kesin azalandir. (Kontrol: d3 = % >dy=1>dg = g—g)

|

Dizilerin dilini ve iki temel davrams 6zelligini 6grendik. Simdi asil soruya geg¢iyoruz: bir dizinin terimleri
bir sayiya “yaklasir” derken tam olarak ne demek istiyoruz? Bunun kesin tanimi ve ilk sonuglar1 igin:
Dizilerde Yakinsaklik ve Limit.
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20.1

20. Dizilerde Yakinsaklik ve Limit

Onceki boliimde (le)n dizisinin terimlerinin 0’a, ;" dizisinin terimlerinin 1’e “yaklastigini” gozlemledik;
ama “yaklagmak” sozctigiini tanimlamadik. Bu béliimde analizin merkezi kavrami olan limiti diziler i¢in
kesin bicimde tanimliyoruz. Tanim, matematigin en iinli ifadelerinden biridir: “her & > 0 i¢in 6yle bir
n, vardir ki..” Bu ciimleyi okumayi, kullanmay1 ve olumsuzlamay1 6grenmek, analizin geri kalaninin
anahtaridir.

Tanimdan sonra ilk sonuglar1 kanitlayacagiz: limit varsa tektir; yakinsak her dizi sinirlidir; limit mutlak

degerle uyumludur. Ayrica bes temel 6rnek tizerinde tanimi adim adim ¢alistiracagiz.

Yakinsaklik Tanimi

% dizisini diisiinelim. “Terimler 0’a yaklasir” derken kastettigimiz sudur: hangi hata payi (toleransi)
secersek secelim, dizide yeterince ileri gidersek terimler 0’dan bu hata payindan daha az uzakta kalir. Hata
payina ¢, “yeterince ileri’nin bagladig1 yere n_ diyelim. Tanim tam olarak bunu soyler.

Tanim 20.1 (Dizinin Limiti ve Yakinsaklik). (a,,) bir reel say1 dizisi ve a € R olsun. Her € > 0 i¢in,
n > n, olan her n € N'de

|a,—al|<e

esitsizligini saglayan bir n, € N dogal sayis1 varsa (a,,) dizisi a sayisina yakinsar (converges) denir. Bu
durumda (a,,) dizisine yakinsak dizi (convergent sequence), a sayisina dizinin limiti (limit) denir ve

lim a, =a ya da a, — a (n— o)
n—oo

yazilir. Sembolik olarak:

lim a, =a<Ve>03In,eNVREN (n2n.=|a,—al<e).

n—oo

an
n,
]
------------------- A
[}
[}
]
2 it bl LBl Qoo oo e a=2
]
e O
g @@ 0 °° ¢
o |. a-¢
o |
° I
° :
]
]
a_ =2n/(n+1
| e n (n+1)
: n
1 5 10 15

Sekil 20.1: a, = 2n/(n + 1) dizisi 2'ye yakinsar. Verilen ¢ igin (2 - ¢ 2 + ¢) band1 taranmusgtir: n/'dan 6nceki
terimler bandin disinda kalabilir, ama n,'dan itibaren biitiin terimler bandin icindedir. Daha kii¢tik bir ¢
daha dar bir bant ve genellikle daha biiyiik bir n. demektir.
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222 Boliim 20. Dizilerde Yakinsaklik ve Limit

Tanimu iki agidan okuyalim.

+ Geometrik anlam. Onerme 8.6 geregi | a,, —a | < € esitsizligi a — e < a, < a+¢ ile, yani a, €
(a —€,a+ €) = B(a,¢) ile denktir (Tanim 15.1). Dizi a’ya yakinsar demek, a'nin her e-komsulugunun,
bir yerden sonra dizinin biitiin terimlerini icermesi demektir. Yukaridaki grafikte bu, a etrafindaki
yatay bandin n,’den sonraki biitiin noktalar1 yutmasi olarak gériiniir.

+ Mantiksal anlam. ¢ ne kadar kiiciik segilirse segilsin (bant ne kadar daraltilirsa daraltilsin), n,
indisinden sonraki biitiin terimler bandin i¢ine diismelidir. Bandin diginda yalnizca sonlu sayida terim
(ay,ay, ..., a,__;) kalabilir. Bant daraldik¢a n, biytir; yani disarida kalan terim sayis: artabilir, ama hep
sonlu kalir.

Niceleyicilerin sirasi tanimin 6ziidiir: 6nce € verilir, sonra ona bagli bir n, bulunur. n, yazimindaki alt
indis bu bagimlilig1 hatirlatir. Sira degisseydi (“dyle bir n, vardir ki her € i¢in..””) bambagka ve ¢ok daha
giiclii bir kosul elde edilirdi: o kosul, dizinin bir yerden sonra sabit a olmasini gerektirir.

1 Sifir dizisi

Limiti 0 olan diziye sifir dizisi (null sequence) denir. Her limit sorusu bir sifir dizisi sorusuna
cevrilebilir; ¢ciinkii tanimdaki esitsizlik yalnizca a,, — a farkina bakar.

Onerme 20.1 (Limitin Sifir Dizisine Indirgenmesi). (a,) bir dizi ve a € R olsun. Asagidakiler
birbirine denktir:

1 lim, ., a, = a,
2. lim,_,(a, —a) =0,
3 lim, , | a,—a]|=0.
ispat.
Ug ifadeyi de Tanim 20.1 ile agahm. € > 0 ven € N icin saglanmast istenen esitsizlikler sirasiyla
|a, —al|<e, | (@, —a)—0]<e¢, |la, —a|—0|<e
bicimindedir. | (a,, —a) — 0| = a,, — a | agiktir. Ugiinciisii i¢in Teorem 8.1 (1) geregi | a,, —a | >0
oldugundan || a,, —a || =| a, —a |'di Yani g esitsizlik ayn: esitsizliktir; biri icin ise yarayan n,
otekiler icin de ise yarar.

Simdi madalyonun 6teki yiizii: yakinsamayan diziler.

Tanim 20.2 (Iraksak Dizi). Hicbir a € R sayisina yakinsamayan diziye iraksak dizi (divergent
sequence) denir.

Iraksaklig1 gostermek i¢in tanimin olumsuzlamasina ihtiyacimiz var. Bunu dikkatle yazalim; ¢tinkii nice-
leyicili bir 6nermenin olumsuzlamas: sezgiyle degil, kuralla (Teorem 2.1) alinir.

Onerme 20.2 (Yakinsamamanin Sembolik ifadesi). (a,,) dizisi a € R sayisina yakinsamaz ancak ve
ancak

Je,>0YNeNIneN:n>N ve |a,—al|>e¢,.
Dolayisiyla (a,,) waksaktir ancak ve ancak bu kosul her a € R igin saglaniyorsa.

Ispat.

Tanmim 20.1'ndeki sembolik ifadeye Teorem 2.1'y1 adim adim uygulayalim: Ve yerine 3¢, In, yerine
VN, Vn yerine In gelir ve en ictekin > N = | a,, — a | < € gerektirmesinin olumsuzlamasi “n > N
ve | a,, —a | > &” olur (bir gerektirme yalnizca hipotezi dogru, sonucu yanlsken yanhstir; Tanim 1.7).
Iraksaklik, “her a i¢in yakinsamama” oldugundan ikinci ifade de tanimdan ¢ikar.

|
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Sézle: (a,,) dizisinin a’ya yakinsamamasi demek, dyle bir sabit hata pay1 €, bulunmas: demektir ki dizide
ne kadar ileri gidersek gidelim (N ne kadar biiyiik olursa olsun), a’dan en az ¢, uzakta kalan bir terim
(a,,,n > N) yine bulunur. Basgka bir deyisle, a’nin € ,-komsulugunun disinda sonsuz sayida terim vardur.

Limitin Tekligi

Tanim “bir limit” der; peki bir dizinin iki farkli limiti olabilir mi? Sezgi hayir der: terimler hem a’ya hem
de a’dan farkli bir b’ye keyfi yakinlikta kalamaz. Bunu ispatlayalim.

Teorem 20.1 (Limitin Tekligi). Yakinsak bir dizinin limiti tektir. Yanilim,,_,  a, = a velim,,_, a, =
b ise a = b'dir.

ispat.
Olmayana ergi yontemini kullanalim: (a,,) dizisi hem a’ya hem b’ye yakinsasin ve a #+ b olsun. Herhangi
bire > 0 verilsin; § > 0 oldugundan tanimi iki kez uygulayabiliriz.

1. lima,, = a oldugundan, n > n_ iken| a, —a | < § olan birn_ € N vardur.
2. lima,, = b oldugundan, n > n_ iken | a,, —b | < § olan birn, € N vardur.

n = max{n_,n.} alalim; bu n icin her iki esitsizlik de gecerlidir. a — b farkina a,,’yi ekleyip ¢ikararak
iicgen esitsizligini (Teorem 8.2) uygulayalim:

€

2:8.

la=bl=|(a—a)+(a,~b) | <[a—a,|+]a,—b|< -+
(Burada | a — a,, | = | a,, — a | esitligi Teorem 8.1 (3)ten gelir.) Boylece | a — b | < € elde ettik; vee >
0 keyfi oldugundan bu, her pozitif € i¢cin dogrudur.
Her pozitif sayidan kiiciik olan tek negatif olmayan sayi 0 dir: gercekten | a — b | > 0 olsaydie = | a —
b | secerek| a — b | < | a — b | celiskisine diiserdik. O hdlde | a — b | = 0 ve Teorem 8.1 (2) ilea = b. Bu,
a %+ b varsayumiyla celisir. Demek ki limit tektir.
|

Bu teorem, “lim,, ,  a,,” yazimini mesrulastirir: yakinsak bir dizi i¢in dizinin limiti diye tek bir sayidan

80z edebiliriz. Teorem olmasaydi lim a,, yazimi belirsiz kalirdi.

Tanimla Limit Hesaplama

Bir limiti tanimla géstermek, verilen her ¢ icin igse yarayan bir n_. bulmak demektir. Bunun bir regetesi
vardir; 6rneklere gegcmeden 6nce onu yazalim.

© ¢ verildiginde n_g nasil bulunur?

lima,, = a oldugunu tanimla gostermek igin:

1. Uzaklhig: sadelestir. | a,, — a | ifadesini hesapla ve miimkiin oldugunca sadelestir. Gerekirse onu
daha basit bir ifadeyle iistten sinirla: | a,, — a | < ¢, olacak, n cinsinden basit bir ¢,, bul (6rnegin
niﬂ < %) Amag, ikinci adimda ¢oziilebilecek bir esitsizlik elde etmektir.

2. Esitsizligi n icin ¢6z. ¢, < ¢ esitsizligini “n > (¢ ’a bagh bir say1)” bicimine getir.

3. n.’yise¢. Buldugun say1y1 asan bir dogal say1 al; varligi Sonuc 12.1 ile giivence altindadir ve somut
bir se¢im taban fonksiyonuyla (Tanim 12.1) verilir: say1z > Oise n, = |z| + 1 > z alir (|z] >
0 oldugundan bu gercekten bir dogal sayidir).

4. Dogrula. n > n_ olan her n i¢in zinciri yeniden yaz: | a,, —a | < ¢, < C,, <€ (Bu adim, ¢,,’nin
azalan olmasim kullanir; degilse dogrudan n > x’ten c,, < € ¢ikarilir.)

Tk ii¢ adim kagt tizerinde “coziim arama”, dérdiincii adim ise gercek ispattir. Sinavda ve yazili ispatta
dordiincii adimi atlamayin.

Ornek 20.1 (Bir Bolii n Dizisi). lim,_,, = = 0 oldugunu gbsteriniz.

Coziim.
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224 Boliim 20. Dizilerde Yakinsaklik ve Limit

€ > 0 verilsin. n > n, iken |- — 0
Uzaklik. n >0 oldugundan 1 -0
Cozum lceeon>1 - (iki yam posz ne ile (;arparak Onerme 7.9).

Segim. n = L J +1 alahm Tanim 12.1 geregi n, > ve n, > 1 oldugundan n, € N’dir. (B6yle bir
n, 'nin Varhgl dogrudan Sonuc 12.2 ile de gorulur)

Dogrulama n > n, olsun. Ornek 19.6 geregi L dizisi azalandir; dolayisiyla

< 6 olacak bir n, ariyoruz.

1
——0l==<—<e.
TL

n

S|

-

1—0o.

Tanmim sagland: lim,, , . =

Ornek 20.2 (Sabit Dizi). ¢ € R olsun. (c, ¢, c, ...) sabit dizisinin c’ye yakinsadigini gésteriniz.

Cozim.

a,, = c olsun. € > 0 verilsin. Her n i¢in | a,, —¢ | = | ¢ — ¢ | = 0 < &’dur; esitsizlik her indiste sag-
lanir. Dolayisiyla n, = 1 se¢mek yeter: n > 1 olan her n i¢in | a,, — ¢ | < &. Boylece lim,, , . c =c.
Bu 6rnekte n_, £’a bagli olmads; tanim buna izin verir, yalnizca “bagli olabilir” der.

]

Ornek 20.3 (ki n B6lii n Art1 Bir Dizisi). lim = 2 oldugunu gosteriniz.

My 0o n+1
Cozim.

€ > 0 verilsin.

Uzaklik. Paydalari esitleyelim:

2
n _2‘:
n+1

2n—2(n+1) B
n+1 o

2| 2
n+1| n+1

Ustten sinirlama. n + 1 > n oldugundan n%_l < % Daha basit olan % ile calisacagz.
Coziim. —<5©n>g

Secim. n, = |_ J—l—l 0 zaman n, >—

Dogrulama n > n, olsun. O zaman n > ,yam 2 < eve

2n 2 2
— = < —<e.
n—+1 n—+1 n

Demek ki lim 27— 9 Ornegin e = 0, 5 icin recete n, = [4| + 1 = 5 verir ve n > 5 olan biitiin
n—00 ntl g ¢ ¢

terimler (1,5;2,5) bandinin igindedir. Bélim bagindaki graflk de bu diziyi gosterir; orada € = 0,3
2 2

alinmis ve == < 0, 3 esitsizligi dogrudan ¢oziilerek n_. = 6 bulunmustur (recetedeki kaba sinir = ise
n,="17 Verlrdl ikisi de ige yarar, ¢tinkii n,_ tek deg11d1r)
|
Ornek 20.4 (Ustten Simirlayarak Limit). lim,,_, %L = 0 oldugunu gésteriniz.
Cozim.
Bu 6rnekte - 2 +1 < ¢ esitsizligini dogrudan n i¢in ¢6zmek zahmetlidir; sinirlama adimu isi kurtarir. n >

1iginn+1§n~|—n:2nven +1 > n? oldugundan

=< ===
n24+1 n?2 n

n+1 _n+1 2n_2
n?+1

€ > O verilsin ve n, = I_EJ + lolsun.n > n, i¢cinn > %, dolayisiyla
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20.3 Tanumla Limit Hesaplama 225

n+1
n2+1

‘ 2
-0l <—<e.
n

Boylece limit 0’dir. Sinurlama yaparken tek kural, “<” zincirinin dogru yoénde ilerlemesidir: uzaklhigi

biiyiiten ama daha basit bir ifadeye gegilir.
u

Ornek 20.5 (Bir Bolii n Ussii p Dizisi). p >0 bir rasyonel say1 olsun. lim # =0 oldugunu

gosteriniz. Ozel olarak lim,,_, \F =0 ve lim =0.

n—oo

n—00 n2

Cozim.

Pozitif sayilarin rasyonel kuvvetleri (Tanim 13.2) siralamay: korur: 0 < < y ve g > 0 rasyonel ise
9 < y?; g tam say1iken bu Teorem 11.3'nin, kesirli iis i¢in ise kok fonksiyonunun kesin artan olmasinin
sonucudur. Bu olguyu kullanacagz.

€ > 0 verilsin.

Uzaklik. n? > 0 oldugundan ’n—lp — O‘

Coziim. # <e<snP> % < n > ( ) ; son adimda iki yanin %-inci kuvveti alind1 ve kuvvetin
siralamay1 korumasi kullanildi.

Se¢im. Sonug 12.1ile n, > (%)1/]) olan bir n, € N secelim.

Dogrulama. n > n, ise n > (%)1/ : iki yamn p-inci kuvvetini alinca n? > 1 -, yani

1
Ol=—<e.
npb

npP

5

Ozel durumlar: p = 1 1(;1n f —0vep=2i 1g1n =5 — 0. Sonug her reel p > 0 icin de dogrudur; reel iis

tanimlandiginda (ve s1ralamay1 korudugu gosterlldlglnde) ayni ispat kelimesi kelimesine gegerli kalir.
Bu derste yalnizca rasyonel iisle caligsacagiz.
]

Simdi iraksak bir dizi. (—1)™ dizisi —1 ile 1 arasinda gidip gelir; hicbir sayiya yerlesmez. Bunu iki yontemle
gdsterecegiz; ikinci yéntem Onerme 20.2'nin dogrudan kullanimidar.

Ornek 20.6 (Eksi Bir Ussii n Dizisi Iraksaktir). a, = (—1)" dizisinin rraksak oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Birinci yol (olmayana ergi). DlZl yakinsak olsun ve limiti a olsun. Tanimda € = 5 alahm n>n,
olan her n igin | (—1)" —a | < 3 olan bir n_ vardur.

e n=2n_ciftve>ndir:|1—a|< 3.
. n—2n +1tekve>n/dirr|—1—a|=|1+a|<3.

Ucgen esitsizligiyle (Teorem 8.2)

1 1
2=|(I-a)+(1+a|<|l-al+]1+a|<+5=1

2 < 1 celigkisine ulastik. Demek ki dizi hicbir a’ya yakinsamaz; iraksaktur.
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226 Boliim 20. Dizilerde Yakinsaklik ve Limit

a
n
a_ =(-1)"
________________________ A e
1 ° ° ° ° ° o a+1?
a (aday)
ol a-1/2
tekn:a_ = -1, bandin disinda
-1 [ J ([ [ [ J [ J ([
n
1 5 10

Sekil 20.2: (-1)"dizisi hi¢bir a'ya yakinsamaz: ¢ = 1/2 alininca (a - 1/2, a + 1/2) bandinin genigligi 1'dir
ve 1ile -1'1 ayn1 anda iceremez. Hangi aday secilirse segilsin terimlerin sonsuz ¢ogu bandin diginda

kalir.

Grafigin soyledigi sudur: a nerede olursa olsun, % yaricapl bant 1 ile —1’in ikisini birden igeremez
(uzakliklar1 2°dir); dizi ise her iki degeri sonsuz kez ziyaret eder.

Ikinci yol (olumsuzlamayla). Onerme 20.2’y1 her a € R i¢in dogrulayalim; €, = 1 her a icin ise
yarar. N € N keyfi olsun.

+a>0isen=2N+12> N (tek) alalm: | a, —a |=|—1—a|=1+a>1.
« a<0isen=2N > N (¢ift) alalm: | a,, —a |=|1—a|=1—a> 1.

Her iki durumdan > N ve | a,, —a | > 1 = ¢,. Kosul her a i¢in saglandigindan dizi iraksaktir.
]

1 Tanim iizerine {ic not

1. Sonlu sayida terim 6nemsizdir. Yakinsaklik dizinin “kuyruguyla” ilgilidir: dizinin bagindaki
sonlu sayida terimi degistirmek, silmek ya da basa yeni terimler eklemek ne yakinsakligi ne de
limitin degerini degistirir. Ciinkli tanim yalnizca n > n, kosulunu saglayan sonsuz sayida terime
bakar; n_’yi yeterince biiytitmek degistirilen terimleri devre dis1 birakir. (Bu gézlem ileride Tanim
24.2 ve Teorem 24.3 ile kesinlesecek.)

2. n, €’a baghdir ve tek degildir. ¢ kiictilditkce (hata pay1 daraldikca) n, genellikle bityiir: dizide
daha ileri gitmek gerekir. Ote yandan bir n_ ise yariyorsa ondan biiyiik her dogal say1 da ise yarar;
bu yiizden “en kii¢iik” n_’yi bulmak gerekmez, herhangi biri yeter.

3. Limit bir reel say1 olmalidir. Tamimda a € R’dir. (1,2, 3, ...) gibi siirsizca bityiiyen bir dizi
higbir reel sayiya yakinsamaz; reel sayilarda wraksaktir. Bu tiir diziler i¢in “sonsuza iraksama”
kavrami ayrica tanimlanacaktir: Sonsuza Iraksayan Diziler ve Ozel Limitler.

20.4 Yakinsak Diziler Sinirlidir

Yakinsaklik ile onceki bélimde tanimladigimiz simirlilik arasindaki ilk bag sudur: bir dizi bir sayiya
yakinsiyorsa terimleri bir yerden sonra o saymin 1 yakinina sikisir; 6ncesinde ise yalnizca sonlu sayida
terim vardir ve sonlu bir kiitmenin en biuytigti bulunur.

Teorem 20.2 (Yakinsak Diziler Stnirlidir). Her yakinsak dizi sinirlidur.

ispat.
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20.4 Yakinsak Diziler Sinirlidir 227

(a,,) dizisi a sayisina yakinsasin. Tammda € = 1 alalim: n > n, olan hern igin | a,, — a | < 1 olan bir
n, € N vardir. Bun’ler igin ii¢gen esitsizligiyle (Teorem 8.2)

la, |=1(a,—a)+a|<[a,—al+]a|<1+]a].

Baoylece ny 'den sonraki biitiin terimler mutlak degerce 1 + | a |’y1 asmaz. Geriye kalan ay, a,, ..., a,, _;
terimleri sonlu sayidadir; sonlu bir say1 kiimesinin maksimumu vardwr (Tanim 7.4). O halde

M =max{| a, |,| a5 |, | ap,_y [,1+]a |}

alahm; M > 1+ | a | > 0°dir. (ny = 1 ise disarida kalan terim yoktur ve kiime yalmizca 1+ | a |'dan
olusur.)n < n, ise| a,, | kiimenin bir elemani oldugundan | a,, | < M;n >n, ise|a, | <1+]|a|<
M. Hern € Nigin| a,, | < M; Onerme 19.1 ile dizi sinirhdir.

]

Teorem, yakinsaklik i¢cin bir gerek kosul verir: sinirli olmayan bir dizi yakinsak olamaz. Karsit tersini
ayrica kaydedelim.

Sonug 20.1 (Sinirsiz Diziler Iraksaktir). Sinirli olmayan her dizi wraksaktir.

fspat.

Teorem 20.2'nin karsit tersidir: “yakinsak = sinirli” 6nermesi “sinirli degil = yakinsak degil” ile denktir
(Teorem 1.1).

|

Karsit1 dogru degildir

Sinirlt her dizi yakinsak degildir. (—1)™ dizisi sinirhdir (| (—1)™ | = 1), ama Ornek 20.6 geregi
raksaktir. Smirlilik, yakinsakligin gerek kosuludur; yeter kosulu degildir. Sinirliliga monotonluk
eklenince yeter kosul elde edilecektir (Teorem 23.1).

Ornek 20.7 (Sirsizliktan Iraksaklik). (n?) ve ( (=1)"n ) dizilerinin 1raksak oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Ornek 19.4 (d) ve (e)‘de bu iki dizinin siirsiz oldugunu Arsimet dzelligiyle géstermistik. Sonuc 20.1
geregi ikisi de wraksaktir.

Tkinci dizi 6greticidir: (—1)™n dizisi ne +oc’a “gider” (tek indislerde negatiftir) ne de bir say1ya yaklasir;
yine de siursiz oldugu icin 1raksaklig tek satirda gorilir. Tanimla ugragmaya gerek kalmadi.

|

Mutlak Deger ve Limit

Bir dizi a’ya yakinstyorsa terimlerinin mutlak degerleri | a |'ya yakinsar. Ispatin biitiin yiikiinii ters iiggen

esitsizligi tasr.

Teorem 20.3 (Mutlak Degerin Limiti). lim a,, = a iselim dir.

ispat.
e > 0 verilsin. a,, — a oldugundann > n_ iken | a,, — a | < € olan bir n_ vardw. Ters iicgen esitsizligi
(Sonug 8.3) her n igin

|la, [=lal|<]a,—a]

verir. Dolayisiylan > n, igin

[la, |=lal|<la,—a|<e
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228 Boliim 20. Dizilerde Yakinsaklik ve Limit

Bu, Tanim 20.1'nin (| a,, |) dizisi ve | a | sayist igin saglandigini séyler; aynin_ ise yarad.
|

Karsit1 genel olarak dogru degildir

| a,, | = | a | olmas1 a,, — a olmasini gerektirmez. a,, = (—1)" i¢in | a,, | = 1 — 1 olur; ama (a,,)
wraksaktir. Mutlak deger, isaret bilgisini siler; (| a,, |) dizisinin yakinsamasi, (a,,)’nin isaretinin
yerlesmesi hakkinda hicbir sey sdylemez. Tek istisna, limitin 0 olmasidir.

Onerme 20.3 (Sifir Limiti i¢in Denklik). lim,, ,. a, =0< lim, , | a, | =0.
ispat.
Hern icin|| a,, |—OJ(: |l an || =1ay | =|a,—0|dr(Teorem8.1(1)geregi| a,, | > 0 oldugundan
mutlak degerin mutlak degeri kendisidir). Yani iki dizi icin tanimdaki esitsizlikler aymidir; biri i¢in bulunan

n, oteki icin de gecerlidir. (= yonii ayrica Teorem 20.3'nin a = 0 6zel halidir.)
|

Bu kiiciik 6nerme pratikte ¢ok kullanighdir: isaret degistiren bir dizinin sifira gittigini gostermek icin
isareti atip mutlak degerle calisabiliriz.

Ornek 20.8 (Isaret Degistiren Bir Sifir Dizisi). lim,, , % = 0 oldugunu gosteriniz.
Coziim.
a, = % olsun. Teorem 8.1 (5) ve (6) ile
|a | — ‘(_l)n‘ _ l
" | n | n

Ornek 20.1 geregi + — 0, yani | a,, | — 0. Onerme 20.3 ile a,, — 0.

Dogrudan tanimla da gériilebilir: € > 0 i¢in n, = |1]| + 1 aliirsa n > n_ icin | a, —0 | =1 <e.
Ornek 19.2'ndeki ilk grafik bu diziyi gosterir: terimler 0'1n bir sagina bir soluna diigse de 0’a sikisirlar.
Ote yandan Ornek 19.9'de gordiigiimiiz gibi bu dizi monoton degildir; yakinsaklik monotonluk gerek-
tirmez.

]

Alistirmalar

Alistirma 20.1 (Yakinsaklik Uzerine Alistirmalar).

3n+2
n—00 n+1

a) Tanimi kullanarak lim = 3 oldugunu gosteriniz.

b) Tanimu kullanarak lim,, , 7% = 0 oldugunu gésteriniz.

¢) a, =1+ (—1)™ dizisinin 1raksak oldugunu gésteriniz.

d) Biitiin terimleri tam say1 olan bir (a,,) dizisi yakinsaksa dizinin bir yerden sonra sabit oldugunu, yani
n > N i¢in a,, = a olacak bir N € N bulundugunu gosteriniz.

e) lim, . (vn+1—+/n) = 0 oldugunu gdsteriniz.

Coziim.
a) € > 0 verilsin. Uzaklik:

3 2
n + _3‘:
n+1

3n+2—3n—3 1 1
= < -

n+1 n+1l n
n, = [%J + 1 alalim;n > n, i¢cinn > %, yani % < g ve dolayisiyla % — 3’ < % < €. Limit 3’tiir.

1
b) n? + 1 > n? oldugundan her n icin
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20.6 Alistirmalar 229

‘ n ‘_ n <n 1
T 241 a2 on

n?+1 -

e > Overilsin; n, = | 1| + 1 alimirsa n > n, icin o < % < €. Limit 0’dur.
¢) Terimler 0, 2, 0, 2, ... bicimindedir: n tekse a,, = 0, ¢iftse a,, = 2. Onerme 20.2'y1hera € Rigine, =
1 ile dogrulayalim. N € N keyfi olsun.

ca>lisen=2N+1> Nalam:|a, —a|=|0—a|=a>1.
ca<lisen=2N2>Nalalm:|q, —a|=|2—a|=2—a>1

Her durumda n > N ve | a,, — a | > 1. Dizi hi¢bir a’ya yakinsamaz; iraksaktir. (Alternatif: dizi bir a
sayisina yakinsasaydi, her n i¢in | (a,, —1) — (e —1) | =] a,
1 = (—1)" dizisi de a — 1’e yakinsards; bu, Ornek 20.6 ile celisir.)

d) (a,,) dizisi a’ya yakinsasin; tanimda e =  alalim: n > N iken | a,, — a | <  olan bir N vardir.n >
N olan herhangi bir n i¢in ticgen esitsizligiyle

0, —ay | = (@, ~a)+(@a—ay) | <] a,~al+]ay—a|<g+3=1
a,, — ay bir tam say1dir (Onerme 11.1). Mutlak degeri 1°’den kiigiik olan tek tam say10°dir: k € Z ve k #
0 ise k ya da —k pozitif bir tam say1, yani bir dogal sayidir ve Onerme 9.3 (1) geregi 1’den kiigiik olamaz;
dolayisiyla | k£ | > 1. O hélde a,, —ay =0, yani n > N i¢in a,, = ap. Dizi N’den sonra sabittir (ve
limiti @ = a,/ dir).
e) vn+1—+/n > 0’dir, ciinkii kok fonksiyonu kesin artandir. Eslenigiyle ¢arpip bolelim:

_ (Wn+1—yn)(WVn+1++yn) (n+1)— 1
n+l-vn= Vn+1+yn WT+\/_ Vntl+yn

Vn+1+4+n>n+n=2yn>+/noldugundan

1 1
iFl—vi—0=—o L
| | Vitl+yn Vo
€ > 0 verilsin. Ornek 20.5 (p = ) geregin > n, 1ken = < ¢ olan bir n,_ vardir; somut olarak n, =

| %] +1 almabilir, ¢cinkii n > % < /n> 1« \f <5 Bu nler icin [vn+1—/n| <

Limit 0’dur.
| |

Limit tanimini ve ilk sonuglarmi 6grendik; ama her limiti tanimla gostermek zahmetlidir. Bir sonraki
bolimde toplamin, ¢carpimin ve bolimin limitini terimlerin limitlerinden hesaplamayi, esitsizliklerin
limite nasil aktarildigini ve iki dizi arasina sikisan bir dizinin limitini bulmay1 6grenecegiz: Limitin
Cebirsel Ozellikleri ve Sikistirma Teoremi.
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21.1

21. Limitin Cebirsel Ozellikleri ve
Sikistirma Teoremi

Onceki bsliimde bir dizinin limitini e-n, diliyle tamimladik ve birkag limiti dogrudan tanimdan hesap-
ladik. Ama her limiti tanimdan hesaplamak, her toplami tek tek saymaya benzer: dogru ama yorucu. Bu
béliimde limiti bir “iglem” gibi kullanmay1 6grenecegiz. Yakinsak dizileri toplar, carpar, béler, kuvvetini
ya da kokiinti alirsak limit ne olur? Bir diziyi iki tanidik dizi arasina sikistirabilirsek limitini s6yleyebilir
miyiz? Bolimiin sonunda diziler dilini, daha 6nce kiimeler i¢in tanimladigimiz supremum, yogunluk,
kapalilik ve kapamnig kavramlarina da baglayacagiz: bu kavramlarin her birinin “dizisel” bir kargilig1 vardir.
Bolim boyunca (a,,), (b,) reel say1 dizileridir; “a,, — a” yazimi lim a,, = a anlammdadir (Tanim

n—o0 n
20.1).

Limitin Cebirsel Ozellikleri

Sezgi sudur: a,, terimleri a’ya, b,, terimleri b’ye “cok yakin” ise a,, + b,, de a + b’ye ¢ok yakin olmalidir.
Ayni sey carpim ve boliim icin de beklenir; ama ¢arpimda “yakinlik”in bityiik sayilarla carpilinca bityii-
mesi, bélimde ise paydanin sifira yaklagmamas: gibi teknik engeller vardir. Teorem bu engellerin nasil
asildigini gosterir.

Teorem 21.1 (Limit Aritmetigi). (a,,) ve (b,,) yakinsak diziler, lim, , a, =a velim, , b, =b
olsun. O zaman:

1. Toplam. (a,, +b,,) dizisi yakinsaktir ve lim,,_, (a, +b,) =a+0b.
2. Carpum. (a,b,,) dizisi yakinsaktir ve lim,,_, _(a,b,) = ab.
3. Bolitm. b # 0 ve hern i¢in b, # 0 ise 2> ) dizisi yakinsaktir velim,,_, , 7>

S

4. Skaler carpim. Her k € R icin (ka,,) dizisi yakinsaktir velim,,_, _(ka,,) = ka.

ispat.
1. Toplam. € > 0 verilsin. a,, — a oldugundan éyle birn, € N vardwr kin > nq i¢in| a,, —a | < €/2;
b, — b oldugundan éyle bir ny vardir kin > ng i¢in | b, —b | < £/2.n, = max{n,,ny} alahm.n >
n, i¢in iicgen esitsizligiyle (Teorem 8.2)

€

225.

(@ +b) = (@+b) | =] (a, =)+ (b, —b) [ < | ay—a|+]b,—b| <5+

2. Carpim. Once uzaklig, kontrol edebildigimiz iki parcaya aywralim. ab yerine ab,, ekleyip cikararak
|anbniab|=|anbniabn+abniab|g|bn H ania|+| CLH bnib‘ .

Sagdaki | b,, | ¢arpani n’ye baghdir; onu sabit bir sayiyla degistirmeliyiz. (b,)) yakinsak oldugundan
sturhidir (Teorem 20.2): hern igin | b,, | < M, olacak bir My > 0 vardir. M = max{M;, | a |} diyelim;
M > M; > 0°dir. Béylece her n igin

| a,b, —ab|<M|a,—al|+M]|b,—b].

Simdie > 0 verilsin.n > n, i¢in| a, —a | < 557 ven > ny icin| b, — b | < 55; olacak bicimden,,n,
segelim. n > n, = max{n,,ny} icin
€ €
b,—ab| <M -—+M - — =e.

| a’l’b n a | 2M + 2M €
3. Bélitm. Once i — % oldugunu gosterelim; sonra Z—: =a, - i yazip ¢arpim kuralini uygulariz.
Adim 1: Payda sifirdan uzak kalir. b # 0 oldugundane, = | b | /2 > 0 alabiliriz. b,, — b geregi éyle bir
ny vardirkin > nq icin| b, —b | < | b | /2. Ters iicgen esitsizligiyle (Sonu¢ 8.3)| b, | > |b|—|b, —
b | oldugundan, n > n, igin
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232 Boliim 21. Limitin Cebirsel Ozellikleri ve Sikistirma Teoremi

(o] _[b]
b, | >b|—— =—.
Yani belli bir yerden sonra b,, terimleri sifinn | b | /2 yarigaph komsulugunun disindadir; bu, 1/b,, 'nin
kontrolsiiz biiyiimesini engeller.

Adim 2: Uzaklig1 hesaplayalim. n > n, icin

1 1‘_ |b—bn|< |b,—b| 2 b —b|

by bl b [0l (ol /2) 6] [b[2 " '

(Ortadaki adimda | b,, | > | b | /2 oldugundan ﬁ < % kullanildy; b,, = b olan n’lerde iki taraf da
0°dir, bu yiizden < yazdik.) )

Adim 3: n,’yi secelim. € > 0 wverilsin. n > ng igin | b, —b | < % olacak bigcimde n, segelim. n >
max{n,ny} icin

.1 1 O _ 1 5 apn 1 _a
Demek ki b b Son olarak v = a,, B oldugundan carpim kuraliyla e Ay = g

4. Skaler carpim. k = 0 ise (k:zn) sabit sifir dizisidir ve limiti 0 = ka’dir. k # 0 olsun. € > 0 verilsin;

n>n,igin| a, —a | <e/|k|olacak bicimde n, secelim. O zamann > n_ igin
\kan—ka|:\k|\an—a|<|k\~%:s.

(Bu, carpim kuralinda b,, = k sabit dizisi alinarak da elde edilir.)

|

Bu teorem sayesinde limit hesab1 bir “cebir” olur: karmagik bir ifadenin limitini, parcalarinin limitinden
okuruz. Asagidaki sonuglar teoremin dogrudan uygulamalaridur.

Sonuc 21.1 (Limit Aritmetiginin Sonugclar1). a,, — a veb,, — b olsun. O zaman:

Herp € N icin a? — aP; ozel olarak a?. — a.
Herce Rigina, +c—+a+ec.

—a, — —a.

a, —b, »a—"0.

L N

Ispat.

1. p uzerinden timevarim (Teorem 9.1). p = 1 i¢in iddia varsayimin kendisidir. a2 — aP ise carpim
kuraliyla a?™' = a? - a,, — a? - a = aP*L.

2. Sabit (c) dizisinin limiti ¢ dir; toplam kurali uygulanir.

3. Skaler ¢arpum kuralinda k = —1 alimir.

4.a, — b, = a, + (—b,,) yazilir; 3 ve toplam kurali uygulanir.

|

© Rasyonel ifadelerde en yiiksek dereceli terime bélme

Pay ve paydast n’nin polinomu olan bir dizinin limiti hesaplanirken pay ve payda, paydadaki en
yiiksek dereceli terime boliiniir. Boylece ifade, limitleri bilinen =, #, ... dizilerinin (hepsi 0’a gider;
Ornek 20.1 ve Sonug 21.1) toplam, ¢arpim ve béliimlerine déniisiir; sonra Teorem 21.1 uygulanir.

Bolim kuralinin kosulunu (b # 0) unutmayin: paydanin limiti sifirsa bu kural ¢alismaz.

Ornek 21.1 (Rasyonel ifadelerin Limiti). Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

4n®42n
n—00 5n3+3n—1

: Tn—5
b) lim,,, . 5.5

a) lim
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Cozim.
a) Pay ve payday1 n®’e bélelim:
4n® + 2n 4+5

n

B3 +3n—1 b+ 5 — L

n3

# — 0 ve % — 0 oldugundan (Sonug 21.1, 1) skaler carpim ve toplam kurallariyla pay 4 + 0 = 4’e,
payda 5 + 0 — 0 = 5’e yakinsar. Payda limiti 5 # 0 oldugundan boliim kurali uygulanabilir:

. 4n3 + 2n 4
lim ————— = —.
n—oo 5nd +3n — 1 5

b) Paydadaki en yiiksek dereceli terim n?’dir. Pay ve payday1 n?’ye bélelim:

™ —5 T

3n2—2n 33—

3o :w|m

Pay 0 — 0 = 0’a, payda 3 — 0 = 3 # 0’a yakinsar. B6liim kuraliyla limit % = 0’dir.
|

Yakinsak ve Iraksak Dizilerin Toplami

Toplam, fark ve ¢arpim iglemleri yakinsak diziler arasinda limitle uyumludur. Peki dizilerden biri iraksaksa
(Tanmim 20.2) ne olur? Toplam i¢in kesin bir sey sdylenebilir.

Onerme 21.1 (Yakinsak Art1 Iraksak). (a,,) yakinsak, (b,,) wraksak bir dizi ise (a,, + b,,) toplam dizisi
wraksaktir.

ispat.
Olmayana ergi yontemiyle. (a,, + b,,) dizisinin yakinsak oldugunu varsayalim. Her n igin

bn = (a’n +bn) —ap

yazulabilir. Sag taraf, iki yakinsak dizinin farkidir; Sonug 21.1 (4) geregi yakinsaktir. O hélde (b,,) yakinsak
olmalidir. Bu, (b,,) nin raksak oldugu varsayimiyla celisir. Demek ki (a,, + b,,) yakinsak olamaz.
|

Bu 6nerme bir “iraksaklik testi” olarak da kullanilir: bir diziden yakinsak bir dizi ¢ikardigimizda wraksak
bir dizi kaliyorsa, dizinin kendisi wraksaktir. Olasi durumlari toplayalim:

(a,) (b,,) (a, +b,)

yakinsak yakinsak yakinsak (Teorem 21.1)
yakinsak 1raksak raksak (Onerme 21.1)

raksak raksak belirsiz: yakinsak da iraksak da olabilir
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Iraksak arti iraksak belirsizdir

a, =n? ve b, = —n? dizilerinin ikisi de rraksaktir (sinirsiz olduklarindan; Sonuc 20.1). Ama
toplamlari sabit (0) dizisidir ve yakinsaktir. Ote yandan a,, = n?, b, = n? alinirsa toplam 2n? yine
wraksaktir. Yani iki iraksak dizinin toplamu icin genel bir kural yoktur.

Carpim icin de benzer bir belirsizlik vardir: a,, = 0 yakinsak, b,, = (—1)™ 1raksaktir (Ornek 20.6),
ama carpimlar1 (0) yakinsaktir. Yakinsak carpi iraksak, ancak yakinsak dizinin limiti sifirdan
farkliysa kesinlikle iraksaktir: a,, — a # 0 ve (a,,b,,) yakinsak olsaydi, belli bir n,’dan sonra a,, #
0 olacagindan (Teorem 20.3 ile | a,, | — | @ | > 0) bu n’ler i¢in b, = (a,b,,)/a,, yazilir ve bolim
kurali (b,,) nin kuyrugunun, dolayisiyla kendisinin yakinsak oldugunu verirdi (sonlu sayida baglangic
terimi yakinsaklig1 etkilemez; bu adim ileride Teorem 24.3 ile ispatlanacaktir).

Sinirli Dizi ile Sifir Dizisinin Carpimi

Carpim kurali iki dizinin de yakinsak olmasini ister. Ama bir ¢arpan sifira gidiyorsa, diger carpanin
yakinsak olmasina gerek yoktur; smirli olmasi yeter. Bu, 6zellikle sin n, cosn, (—1)™ gibi yakinsamayan
ama sinirli kalan garpanlar iceren limitlerde ¢ok ise yarar.

Teorem 21.2 (Sinirh Dizi Carp Sifir Dizisi). lim,_,  a,, = 0 ve (b,,) siurl bir dizi ise (a,,b,,) yakin-

saktir velim,,_, _ a,b, = 0.

ispat.
(b,,) stmirl oldugundan (Tanim 19.3 ve Onerme 19.1) hern igin | b,, | < M olacak bir M > 0 vardir. ¢ >
0 verilsin. a,, — 0 oldugundan 6yle bir n_ vardir kin > n_ic¢in| a, —0 | = | a,, | < 5. Bun’ler i¢in

[ anby =01 =1la, [|b, |<la, |- M<— M=c.

Demek ki a,b, — 0.

]
Ornek 21.2 (Siniis Bolii n Dizisi). lim,,_,,, %2 = 0 oldugunu gésteriniz.
Cozim.
a, =1 ve b, =sinn alahm. 1 — 0’dir (Ornek 20.1) ve her n icin |sinn | < 1 oldugundan (sinn)

siirhdir. (sinn) dizisinin yakimsak olup olmadigini bilmiyoruz (aslinda yakinsak degildir; ama bunu
gostermek kolay degildir). Bu ytizden ¢arpim kuralina bagvuramayiz. Ama Teorem 21.2 tam bu durum
icindir:

sinn

1
lim = lim — -sinn =0.
n—oo N n—oo N

Limitlerde Siralama

Limit, esitsizlikleri korur mu? Her n i¢in a,, < b,, ise limitler i¢in de a < b olmasini bekleriz. Bu dogrudur;
ancak kesin esitsizligin limitte kesinligini yitirebilecegini goérecegiz.

Teorem 21.3 (Limitlerde Siralama). lim, , a, =a,lim, b, =bvehern € Nicina, <0, olsun.
O zamana < b.

ispat.
Olmayana ergi ile. a > b oldugunu varsayalim ve
a—b
E =
2

>0
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alahm. a,, — a oldugundan éyle bir ny vardir kin > nq i¢in | a,, — a | < €, dolayisiyla

a—b_a—l—b
2 2

a, >a—€=a—

b, — b oldugundan éyle bir ng vardir kin > ng icin | b,, — b | < €, dolayisiyla

a—b a+bd
b b =b = .
n < b+e + 2 9
n > max{ny,n,} alalim. Iki esitsizligi birlestirirsek
b, < ath <a
n 2 n’

yanib, < a,, olur. Bu, hern i¢in a,, < b, varsayimiyla celisir. Demek kia < b.
]

Sezgisel olarak: a > b olsaydi, a ve b’nin ortasindan gegen bir ¢izgi cekebilirdik; belli bir yerden sonra
a,,’ler ¢izginin tstiinde, b,,'ler altinda kalird1 ve siralama bozulurdu.

Kesin esitsizlik limitte korunmaz

Diziler arasindaki esitsizlik kesin (<) olsa bile limitler arasindaki esitsizlik yalnizca < bigiminde ¢ikar.
Ornegin a,=0veb, = % i¢in her n’de a,, < b, dir; ama lima,, = 0 = limb,,. Yani “a,, < b, =
a < b” yanlhstir; dogru olan “a,, < b,, = a < b’dir.

Teoremde diziler yerine sabitler alinirsa ¢ok kullanilan bir sonug elde edilir.

Sonug 21.2 (Limit ve Sabit Simirlar). a, — a olsun.

1. Hern ig¢ina,, > 0isea > 0.
2. a,f €Rvehernigina <a, < fisea < a < (. Baska bir deyisle, kapali bir [, B8] araliginda kalan
yakinsak bir dizinin limiti de bu araliktadur.

Ispat.

1. Teorem 21.3'y1 sabit (0) dizisi ile (a,,) dizisine uygulayalim: her n i¢in 0 < a,, ve sabit dizi 0’a
yakinsadigindan 0 < a.

2. Sabit (o) dizisi a’ya yakinsar; a < a,, oldugundan Teorem 21.3 ile a < a. Benzer bigimde a,, < 3 ve
sabit (B) dizisiyle a < B.

|

Siralama teoreminin bir bagka bi¢imi, bir diziyi sifira giden bir diziyle mutlak degerce karsilastirmaktur.
Bu sonucu sik sik kullanacagz.

Teorem 21.4 (Sifir Dizisiyle Karsilastirma). lim b, =0 ve her n € N icin | a,, | <| b, | ise

n—,oo 'n
lim, ,  a, =0.
ispat.
e > 0 verilsin. b,, — 0 oldugundan oyle bir n, vardirkin > n_ i¢cin| b, | =|b, —0 | <e. Aynin’ler

icin varsayim geregi
‘an_o‘:|an|é|bn|<5

Bu, tam olarak a,, — 0 demektir.
| |

Acik Matematik - acik-matematik.com 235 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

21.5

236 Boliim 21. Limitin Cebirsel Ozellikleri ve Sikistirma Teoremi

1 Kosulun belli bir yerden sonra saglanmast yeter

Siralama ve kargilagtirma teoremlerinde “her n i¢in” kosulu, “belli bir n,’dan sonraki her n i¢in”
biciminde gevsetilebilir. Ctinkii yakinsaklik yalnizca dizinin kuyruguna baghdir: sonlu sayida terimi
degistirmek limiti degistirmez (ileride Teorem 24.3 ile ispatlanacak; teoremi ny-kuyruklarina uygu-
lamak yeter). Ayni gevsetme asagidaki sikistirma teoremi icin de gegerlidir. Ayrica | a,, | < C'| b
(C > 0 sabit) bicimindeki bir karsilagtirma da yeter; ¢tinkit Cb,, — 0’dur.

n |

Kuvvet ve Kok Dizileri

Yakinsak bir dizinin kuvvetlerinin limitini Sonuc 21.1 ile zaten biliyoruz. Burada ayni sonucu, kok dizileri
icin de ise yarayan cebirsel bir 6zdeslikle yeniden kuracagiz. Kullanacagimiz 6zdeslik, her ¢, d € R ve
m € N i¢in gecerli olan

m—1
cm—dm=(c—d)(c™ P+ 2d+ -+ ed™ 2+ d™) = (c—d) Z em—1-kgk (1)
k=0

carpanlara ayirmasidir (Lemma 13.1; sag tarafi aginca ardigik terimler birbirini gétiiriir, yalnizca ¢™ ile
—d™ kalir). Sigma yaziminda k = 0 ve k = m — 1 terimleri ¢ 1d° ve c°d™~1 biciminde goriiniir; Tanim
11.5 0°°1 tanimsiz biraktigindan burada ¢® = d° = 1 uzlagimini kullaniyoruz (taban sifir olsa bile). Bu
bir kisaltmadan ibarettir: acik yazilista s6z konusu terimler zaten c™ ! ve d™ 1’dir, dolayisiyla 6zdeslik
her ¢,d € R ve m € N icin gegerlidir. Negatif olmayan bir sayinin m-inci kékiiniin var ve tek oldugunu
Teorem 13.2 ile biliyoruz; « > 0icin /™ = %/x, m-inci kuvveti z olan tek negatif olmayan say1dir. Kok
alma siralamayi korur: 0 < s < ¢ ise si/m < ¢1/m olur (aksi halde st/m > l/m > esitsizliginin m-inci
kuvveti alininca s > ¢ ¢ikard; negatif olmayan sayilarda kuvvet alma siralamay1 korur).

Teorem 21.5 (Kuvvet ve Kok Dizileri). m € N sabit olsun.

. I m_ m
1. Kuvvet.lim, . a, =aiselim, . a =a™.

2. Kok. Hern igina,, > 0 velim,, , _a, = aiselim, , . =w/a, = %/a.

ispat.
1. Kuvvet. (1) 6zdesliginde ¢ = a,,, d = a alalim:

m
n

|ay —a™ [=]a, —a]- ~

m—1
m—1—k k
E a, a
k=0

Sagdaki ikinci carpani sinirlayalim. (a,,) yakinsak oldugundan sinirhdir (Teorem 20.2): hern igin| a,, | <
M, olacak bir My > 0 vardir. M = max{M;, | a |} diyelim. Toplamin her teriminde | a/* 1 7*a* | <
M™ =k MF = M™1 oldugundan, genellestirilmis iicgen esitsizligiyle (Teorem 9.7)

m—1
E ay’rzﬁ,—l—kak
k=0

Béylece hern igin| a)* —a™ | < K| a,, —a |.a,, = a oldugundan K | a,, —a | = K -0 = 0 (skaler
carpim kurali ve Teorem 20.3). Teorem 21.4 geregia,’ —a™ — 0, yania," — a™ (Sonug 21.1, 2).

2. Kok. Oncea > 0 olduguna dikkat edelim: a,, > 0 oldugundan Sonu¢ 21.2 ile a > 0; dolayisiyla a
tanmimhdur. Iki durum vardur.

Durum a = 0. € > 0 verilsin. a,, — 0 vea,, > 0 oldugundan 6yle birn, vardir kin > n_ icin0 < a, <
e™. Kok alma siralamay: korudugundan bu n’ler icin

<mMm™1l=K.

0< %/a, < Vem =c¢,

yani| %/a, —0 | < . Demek ki v/a,, — 0= %/0.
Durum a > 0. z,, = %/a,, > 0vey = X/a > 0 yazahm. (1) 6zdesliginde c = x,,, d = y alirsak
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m—1

ap, —a= xZLn _ym = (mn _y> Z x'gz_l_kyk'
k=0

Toplamdaki her terim negatif degildir ve k = m — 1 terimi xJy™ ' = y™~1 > 0°dir (yukaridakic® = 1
uzlasimi geregi; a,, = 0 olan indislerde x,, = 0 olabilir); dolayisiyla
m—1

x;n—l—kyk > ym—l > 0.
k=0

Bu, toplamin alttan pozitif bir sabitle sinirli oldugunu soyler. Mutlak deger alip bu sabite bolersek her
n igin

| a, —al | a, —a|
|2, —y | = <1 <
Sag tara ,,},1 -l a, —a | — 0 oldugundan Teorem 21.4ilex, — vy — 0, yani ©/a, — “Ya.
g v n g n Y y n
]

Bu teorem, limit islemini kok isaretinin icine sokmamiza izin verir: lim \/a,, = 1/lim a,,. Ornegin

lim n+1:\/lim (1+l):\/I:1.
n

n—oo n n—oo

Sikistirma Teoremi

Bazen bir dizinin limitini dogrudan hesaplayamayiz ama diziyi, limitleri bilinen ve ayni sayiya giden iki
dizi arasina sikistirabiliriz. O zaman ortadaki dizinin de ayni limite gitmekten bagka caresi yoktur.

Teorem 21.6 (Sikistirma Teoremi). (a,,), (b,), (c,,) dizileri hern € N i¢in a,, < ¢,, <b,, esitsizlifini

saglasin. lim,,_,  a,, =lim,_, b, = L ise(c,,) dizisi de yakinsaktir velim,,_, ¢, = L.

Ispat.

€ > 0 verilsin. a,, — L oldugundan 6yle bir ny vardir kin > ny icin | a,, — L | < ¢, ézellikle L — e <
a,,.b, — L oldugundan dyle birn, vardirkin > n, icin| b,, — L | < ¢, ozellikleb, < L+e.n >n, =
max{ny,ny} icin varsayimla birlestirirsek

L—-e<a,<c,<b, <L+e¢,

yani| ¢, — L | < e. By, c,, — L demekiir.
|

Ispat (limit aritmetigiyle).

Esitsizlikten a,, ¢ikaralim:0 < ¢,, — a,, < b,, — a,,. Sonuc 21.1(4)ileb,, — a,, — L — L = 0; Teorem 21.4
ile ¢, — a,, — 0. O halde toplam kuraliyla c,, = (¢, —a,) +a, -0+ L = L.

n

Teoremin giici, (c,,) hakkinda hi¢bir yakinsaklik varsayimi yapmamasindadir: yakinsaklik, sikistirmanin
bir sonucudur. Dikkat: esitsizligin sonlu sayida 7 i¢in bozulmasi 6nemli degildir (yukaridaki nota bakiniz).

cosn
oo n

Ornek 21.3 (Kosiniis Bolii n Dizisi). lim,,

limitini hesaplayiniz.

Coziim.
Her n € Ni¢in —1 < cosn < 1’dir. Esitsizligin her tarafini pozitif n sayisia bolersek

1 cosn
- <
n n

<

S|
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an
\
! ‘\ a_ = (cosn)/n
\
.\
\
< I/n
N
\\\
o T O - e -
_______ ° a
’ ® a0t e 2
® e _--——-~
//.'
s/ -1/n
/
/
/
_ )
! [}
n

Sekil 21.1: (cos n)/n dizisinin terimleri -1/n ile 1/n arasinda kalir. Iki zarf da 0'a gittiginden aradaki dizi
0'a sikigir; terimlerin isaretinin diizensiz olmasi sonucu degistirmez.

lim,,_, (—%) =0velim,_, % = 0 oldugundan (Ornek 20.1 ve skaler ¢arpim kurali) Teorem 21.6
geregi

lim S0 — .

n—oo n

(Ayn1 sonug Teorem 21.2 ile de elde edilir: £ — 0 ve (cosn) smirhdir.)
]

Sinir dizilerinin limitleri farkliysa sikistirma calismaz

a, <c, <b, olsa bile lima,, # limb,, ise ortadaki dizi yakinsak olmayabilir. Ornegin a,, = —1,
b, =1vec, =(—1)"icin —1 < (—1)™ < 1 esitsizligi her zaman dogrudur; ama smnir dizilerinin
limitleri —1 # 1 farklidir ve ortadaki ((—1)™) dizisi iraksaktir (Ornek 20.6). Sikistirma teoreminde
iki siir dizisinin ayni limite gitmesi vazgecilmezdir.

Sikistirma teoremi, terim sayisi n ile artan toplamlarin limitini bulmakta 6zellikle etkilidir.
Ornek 21.4 (Terim Sayis1 Artan Bir Toplam). Genel terimi

c_z”: R S R
"=tk 2+l Vn? 42 vn?Z+n

1

olan dizinin limitini bulunuz.

Coziim.
Toplamda n terim vardir ve bunlarin en biuytugi k£ = 1, en kiigigti kK = n olan terimdir (k buytdiikce
payda buyiir). Her terimi en kii¢iik terimle ve en biiyiik terimle karsilagtirirsak

1 1

Virin o 1

Sinir dizilerinin limitlerini hesaplayalim. Pay ve payday1 n = v'n?’ye bélerek
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n _ 1 n _ 1
Y T S UV

1+ % — 1vel+ L — 1oldugundan Teorem 21.5 (kék, m = 2) ile karekékleri v/1 = 1’e gider; boliim

n2

kuraliyla iki sinir dizisi de 1’e yakinsar. Teorem 21.6 geregi lim,,_, ¢, = 1.
]

Supremum ve Infimumun Dizilerle Karakterizasyonu

I XT)

Supremum, “kiimenin ulasabildigi ama gecemedigi” sayidir (Tanim 10.4). Teorem 10.1 bunu ¢ diliyle
soyler: L = sup A ise L’nin her e-komsulugunda A’dan bir eleman vardir. Ayni diigiinceyi diziyle ifade
edelim: € = 1/n alip her n i¢in bir eleman secersek, L’ye yakinsayan bir A-dizisi elde ederiz.

Teorem 21.7 (Supremumun Dizilerle Karakterizasyonu). A C R bos olmayan, iistten sinirl bir kiime
ve L € R olsun. sup A = L olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, su ikisinin birlikte saglanmasidir:

1. L, A’nn bir iist ssminidir (herx € A icinx < L);
2. A iginde L’ye yakinsayan bir dizi vardir:lim,,_,  a,, = L olacak bicimde (a,,), her a,, € A.

Bu durumda dizi elbette her n icin a,, < L kosulunu da saglar.

ispat.
(=)sup A = L olsun. Supremum bir iist sinir oldugundan 1 saglanir. 2 igin Teorem 10.1u kullanalim: her
e > 0i¢in L — e < a olacak bir a € A vardir. Hern € N igine = 1/n alip

1
L—-——<a,<L
n

saglayan bir a,, € A secelim (sagdaki esitsizlik L’nin iist stnir olmasindan). L — % — L (Ornek 20.1 ve
Sonug 21.1) ve sabit (L) dizisi L’ye gittiginden Teorem 21.6 ile a,, — L.

(<) 1 ve 2 saglansin. L bir iist sinirdir; en kiigiik iist sinir oldugunu gostermek icin L den kiigiik hicbir
saywn iist sinir olamayacagini gorelim. L' < L olsun vee = L — L’ > 0 alalim. a,, — L oldugundan
oyle birn vardirki| a,, — L | < €, dolayisiyla

a,>L—e=1L".

a,, € A oldugundan L', A’min iist sinirt degildir. Demek ki dist sinirlarin en kiigiigii L dir: sup A = L.
|

Yalnizca a_n < L kosulu yetmez

Teoremin 1. kogulu “L, kiitmenin st sinir1” der; yalnizca dizinin terimlerinin L’yi agsmamasi (a,, <
L) yetmez. Ornegin A = [0,2] ve L =1 alahm. a,, = 1 — % € A dizisi 1’e yakinsar ve a,, < 1’dir;
ama sup A = 2 # 1. Sorun, 1’in A’nun st sinirt olmamasidir.

Infimum icin tamamen simetrik bir sonug gecerlidir.

Teorem 21.8 (Infimumun Dizilerle Karakterizasyonu). A C R bos olmayan, alttan sinirli bir kiime
ve M € R olsun. inf A = M olmasi icin gerek ve yeter kosul, M ’nin A’nin bir alt siniri olmasi ve A iginde
M ’ye yakinsayan bir (a,,) dizisinin bulunmasidr.

Ispat.

(=)inf A = M olsun; M bir alt sinirdir. Teorem 10.2 geregi her n i¢cin M < a,, < M + % saglayan bir
a,, € A segilebilir. M + % — M oldugundan Teorem 21.6 ile a,, — M.

(<) M alt ssmir ve a,, = M, a,, € A olsun. M’ > M herhangi bir sayi olsun; e = M’ — M > 0 igin
dyle birn vardir ki | a,, — M | < g, dolayisiyla a,, < M +e=M'. a,, € A oldugundan M’ alt simir
degildir. O halde M, alt sinirlarin en biyugidir: inf A = M.

|
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Ornek 21.5 (Infimumu Diziyle Bulma). A = {QH—ZL tm,n € Njn < m} kiimesi i¢in inf A = 0 oldu-
gunu gosteriniz.

Coziim.
A’nin her eleman pozitiftir; dolayisiyla 0 bir alt sinirdir ve A bos degildir (6rnegin m = 2, n = 1 i¢in
4 € A). Teorem 21.8 geregi A i¢inde 0’a yakinsayan bir dizi bulmak yeter.
Her n € Nicin m = n + 1 secelim; n < m saglandigindan
2(n+1) 2 2

W=Tm Tptmed
2 5 0ve % — 0 oldugundan toplam kuraliyla a,, — 0. O halde inf A = 0.

Not: 0 ¢ A oldugundan bu kiime bir minimuma sahip degildir; infimum kiimeye ait olmayabilir.
|

Yogunluk, Kapalilik ve Kapanisin Dizilerle Karakterizasyonu

Topoloji bélimlerinde komsuluklarla tanimladigimz kavramlarin her biri, “bir dizinin limiti olmak”
diliyle yeniden ifade edilebilir. Anahtar gézlem hep aynidir: bir  noktasimin her komgulugu A ile kesisi-
yorsa, € = 1/n komguluklarindan birer eleman secerek z’e yakinsayan bir A-dizisi kurabiliriz.

1 Kapanis ve degme noktasi

A kapangi (Tanim 17.5), A’mn biitiin degme noktalarinin (Tanim 17.4) kiimesidir: z € A olmas,
2’in her komsulugunun (Tanim 15.1) A ile kesismesi demektir. Teorem 17.2 geregi A = A U A”*diir;
burada A’ yigilma noktalarinin kiimesidir (Tanim 17.1). Gergekten x € A ise her komgulugu z’i
icerdiginden A ile kesigir; z ¢ A ise komguluklarinin A ile kesismesi, delinmis komguluklarinin
kesigsmesiyle ayn seydir ve bu x € A" demektir.

Teorem 21.9 (Yogunlugun Dizilerle Karakterizasyonu). A C R olsun. A’ninR’de yogun olmasi (A =
R; Tanim 17.6) igin gerek ve yeter kosul, her reel sayinin A icinden bir dizinin limiti olmasidir:
vz € R,3(a,),( Vn,a, €A) ve lim a, =z
n—oo
ispat_. .
(=) A =R olsun ve x € R alalim. x € A oldugundan yukaridaki not geregi «’in her komsulugu A ile
kesisir. Her n € N i¢in

(x—l,m+l> NA#o

n n

oldugundan bu kesisimden bir a,, segelim. O zaman hern i¢in| a,, —x | < 2.1 — 0 oldugundan Teorem
21.4ilea, —x — 0, yania, — .

(<) Her reel sayi A dan bir dizinin limiti olsun. x € R alalim; A i¢inde a,, — x olacak bir (a,,) vardir. x’in
herhangi bir (x — €,z + €) komsulugunu alalim. Limit tanimi geregi 6yle bir n vardir ki | a,, —z | <
€, yania, € (x —e,x +¢) N A. Demek ki x’in her komsulugu A ile kesisir; z € A. = keyfi oldugundan
A=R.

]

Sonug 21.3 (Her Reel Say1 Rasyonel Bir Dizinin Limitidir). Herx € R i¢inlim,_,__ g, = x olacak
bicimde rasyonel terimli bir (q,,) dizisi vardir. Ayni sey irrasyonel terimli diziler i¢in de gecerlidir.

Ispat.

Hern € N igin x — % <z+ % oldugundan Teorem 13.5 geregi bu iki say1 arasinda bir q,, € Q vardr.
O zaman | ¢, —x | < % — 0; Teorem 21.4 ile q,, — z. Irrasyonel dizi igin Teorem 13.6 aymi bigimde
kullamilir.
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Ornegin v/2 sayisina yakinsayan rasyonel dizi olarak ondalik agilimin kesilmis hallerini alabiliriz:
1;1,4;1,41; 1,414; ...

Simdi kapali kiimelere gecelim. Sezgi: kapali bir kiime “sinirimi icerir”; dolayisiyla icindeki bir dizi bir
noktaya yaklagiyorsa o nokta da kiimede olmalidir. Bu sezgi tam olarak dogrudur ve kapalilig1 karak-
terize eder.

Teorem 21.10 (Kapaliligin Dizilerle Karakterizasyonu). A C R olsun. A’nin kapali olmasi (Tanim
16.1) igin gerek ve yeter kosul, A icindeki her yakinsak dizinin limitinin de A’da olmasidir:
A kapah@(V(an),(Vn,a" €A) ve lim a, :a=>a€A).
n—oo
ispat.
(=) A kapali olsun; (a,,), A iginde bir dizi ve a,, — a olsun. a ¢ A oldugunu varsayalim. O zaman a €

R\ A’dir. A kapali oldugundan tiimleyeni R\ A agiktir (Tanim 16.1); agik kiime tanimi (Tanim 15.4)
geregi a’nin tiimleyende kalan bir komsulugu vardir:

(a—e,a+¢) CR\ A olacak bigimde ¢ > 0.

Ote yandan a,, — a oldugundan bu ¢ icin 6yle birn vardir ki | a,, —a | < €, yania,, € (a —¢,a+ €).
Ama a,, € A’dir; A’nin bir elemani R \ A’da olamaz. Celigki. Demek kia € A.

(<) A icindeki her yakinsak dizinin limiti A’da olsun. A’min kapali olmadigini varsayalim. O zaman R \
A agik degildir; yani 6yle bir b € R\ A vardir ki b’nin hi¢bir komsulugu R \ A’nin i¢inde kalmaz. Bu,
b’nin her komsulugunun A ile kesistigi anlamina gelir. Ozel olarak hern € N igin

1 1
- — — A .
(b n,b+n)m * &

buradan bir a,, secelim. Her n igin a,, € A ve | a, —b | < % oldugundan Teorem 21.4 ile a,, — b.
Varsayim geregi bu dizinin limiti A’da olmalidir: b € A. Ama b € R\ A se¢mistik. Celiski. Demek ki A
kapalidir.

|

Bu teorem, bir kiimenin kapali oldugunu géstermenin en pratik yolunu verir: kitmedeki keyfi bir yakinsak
dizi alinir ve limitinin kiimede kaldig1 gosterilir. Kapali olmadigini gostermek icinse limiti kiimeden kagan
tek bir dizi yeter.

Ornek 21.6 (Dizisel Olgiitle Kapalilik).

a) [0, 1] kapali araliginin kapali bir kiime oldugunu dizisel dl¢iitle gosteriniz.

b) (0, 1] kiimesinin kapali olmadigin1 gosteriniz.

Cozim.

a) (a,,), [0, 1] icinde yakinsak bir dizi ve a,, — @ olsun. Her n i¢in 0 < a,, < 1 oldugundan Sonug 21.2
ile0 < a < 1,yania € [0,1]. Teorem 21.10 geregi [0, 1] kapalidir. (Aynu akil yiiriitme her [« 3] kapali
aralif icin gecerlidir.)

b) a,, = % dizisinin her terimi (0, 1] i¢indedir ve a,, — 0 (Ornek 20.1). Ama 0 ¢ (0, 1]. Kiimedeki bir
yakmsak dizinin limiti kitmenin digina diistiigiinden Teorem 21.10 geregi (0, 1] kapali degildir.

|

Son olarak kapanisg: bir kiimeye “dizilerle ulagilabilen” noktalarin kiimesi tam olarak kapanistir.

Teorem 21.11 (Kapamisin Dizilerle Karakterizasyonu). A CR ve a € R olsun. a € A olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul, A i¢inde a’ya yakinsayan bir dizinin bulunmasidr:
aEZ@H(an),(Vn,an €A) ve lima, =a.
n—oo
ispat. o
(=) a € A olsun. Yukaridaki not geregi a’nin her komsulugu A ile kesisir. Her n icin (a — %, a+ %) N
A kiimesinden bir a,, secelim; | a,, —a | < = oldugundan Teorem 21.4 ile a,, — a.
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(<) A iginde a,, — a olacak bir dizi olsun. € > 0 keyfi olsun. Limit tanimi geregi 6yle birn vardirkia,, €
(a—e¢,a+e¢);a, € A oldugundan (a —€,a+¢) N A # @. Yani a’min her komsulugu A ile kesisir; a
bir degme noktasidir ve a € A.

|

Sonuc 21.4 (Yigilma Noktalarinin Dizilerle Karakterizasyonu). a € R sayisinin A’nin bir yigilma
noktast olmas igin gerek ve yeter kosul, A\ {a} icinde a’ya yakinsayan bir dizinin bulunmasidir. Bagka bir
deyisle: terimleri A’da, a’dan farkl ve a’ya yakinsayan bir (a,,) dizisi vardir.

ispat.

a’nmin A’min yigilma noktast olmasi (Tamim 17.1), a’min her delinmis komsulugunun (Tanim 15.2) A
ile kesismesi, yani her komsulugunun A\ {a} ile kesismesi demektir. Bu da yukaridaki not geregi a €
A\ {a} olmasina denktir. Teorem 21.11"yi A\ {a} kiimesine uygularsak iddia ¢ikar.

|

Bu sonug, ileride fonksiyon limitinin dizisel 6l¢iitiinde (Teorem 28.1) temel rol oynayacak: bir noktada
limit sorabilmek icin o noktaya tanim kiimesinden, noktanin kendisine ugramadan yaklasan bir dizi
gerekir.

Alistirmalar

Alistirma 21.1 (Limit Islemleri ve Sikistirma).

3n?—n+1
n—oo  2n245

b) lim,, (\/ n?+mn— n) limitini hesaplayniz.

(=1)"n
n—00 n2+41

a) lim limitini hesaplayiniz.

¢) lim = 0 oldugunu gosteriniz.

d) lim,_, ZZ: L n++k = 0 oldugunu sikistirma teoremiyle gésteriniz.

e) A= {nLH :n €N } kimesi i¢in sup A = 1 oldugunu diziler yardimiyla gésteriniz ve A’nin kapalt
olmadigini agiklayiniz.

Cozim.
a) Pay ve payday1 n?’ye bolelim:
3n2 —n+1 3—2+ 55
m2+5 245

Pay 3 — 0+ 0 = 3’¢, payda 2 + 0 = 2 # 0’a yakinsar. Teorem 21.1 (b6liim) ile limit %’dir.
b) vVn? +n —n ifadesi “co — 00” goériiniimiindedir; dogrudan limit alamayiz. Eslenigiyle carpip
bélelim:

ST W) (VP dn) ) n
n?+n—n= = - .
vnZ4+n+n vn2i+n+n  vVni4+n+n

Pay ve payday1 n’ye bolelim (n = v/n? oldugundan kokiin icine n? olarak girer):
n _ 1
vn2+n+n 1_}_%_,_1'
1+ % — 1 oldugundan Teorem 21.5 ile 4/1 + % — 1; payda 1 + 1 = 2 # 0’a gider. Béliim kuraliyla

lim (\/mfn> = l

n—0o0 2

¢)a, = 2= veb, = (—1)" yazalm. (b,) smirldir (| b,, | = 1). Pay ve payday1 n?’ye bélerek

n n2+1 n
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1

10

L= =0
1

Teorem 21.2 geregi a,,b,, = C 211 — 0. (Alternatif: ‘ 2+1 ‘ =g <= L — 0 ve Teorem 21.4.)

d) Toplamda n terim vardir; her terim pozitiftir ve en biiyiigii £ = 1 olan terimdir. Dolayisiyla

Z 1 1 n 1
0< <n- < —5=-—.
; k= i+l n? n
e) Her n icin =5 < 1 oldugundan 1, A’nin bir st s1n1r1d1r A bos degildir. a,, = ;25 € A dizisi i¢in
pay ve paydayl n ye bolerek
1 ., 1
a, = —_—

To1+L 140

Teorem 21.7'nin iki kosulu da saglandigindan sup A = 1.

A’nin kapali olmadifini gérmek igin ayni diziyi kullanalim: (a,, ), A i¢inde yakinsak bir dizidir ve limiti
U'dir. Ama 1 ¢ A; ¢iinkii 25 = 1 esitligi n = n + 1 gerektirir ve hicbir dogal say1 icin saglanmaz.
Kiimedeki bir yakinsak dlzmln limiti kiimenin diginda kaldigindan Teorem 21.10 geregi A kapali
degildir.

Ashnda A = AU {1}dir. Teorem 21.11 ile 1 € A. Ote yandan z # 1 olan hicbir z, A’mn yigilma
noktasi degildir: > 1 ise (1 2z —1) komgulugu A’dan hi¢ eleman icermez (biitiin elemanlar 1’den
ku(;uktur) x < lise § = 5% alalim; = 1— —= elemanmm (z — §, z + §) i¢cinde olmas1 i¢in 1 —

+1 n+1
n—+1 <z4+d= 1+”” , yani n + 1 < = gerekir; bu yalnizca sonlu sayida n i¢in miimkiindiir. Yigilma
noktasinin her kom§ulugu sonsuz goklukta eleman icerdiginden (Teorem 17.1) x yigilma noktasi
olamaz.

Bu boliimde limit hesabinin ara¢ kutusunu doldurduk: cebirsel kurallar, siralama, kék alma ve sikigtirma.
Ama biitiin bu araclar limitin bir reel say1 oldugu durumlar icindir. n, n2, 2" gibi sinirsiz bityiiyen diziler
i¢in “limit +o00’dur” demek ne anlama gelir, bu sonsuz limitlerle nasil hesap yapilir ve {/n, a™, Z—: gibi sik
karsilasilan dizilerin limitleri nedir? Sonraki boliim bu sorulara ayrilmigtir: Sonsuza Iraksayan Diziler ve
Ozel Limitler.

Acik Matematik - acik-matematik.com 243 CC BY-NC-SA 4.0


sonsuz-limitler-ve-ozel-limitler.qmd
sonsuz-limitler-ve-ozel-limitler.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

244 Boliim 21. Limitin Cebirsel Ozellikleri ve Sikistirma Teoremi

Acik Matematik - acik-matematik.com 244 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

221

22. Sonsuza Iraksayan Diziler ve Ozel
Limitler

Simdiye kadar “limit” dedigimizde hep bir reel sayiyr kastettik (Tanmim 20.1). Oysa 1,23, ... ya da
1,4,9, 16, ... gibi diziler hicbir reel say1ya yakinsamaz; ama davraniglari da (—1)™ gibi “kararsiz” degildir:
terimler tek bir yénde, sinirsizca biiyiir. Bu boliimde 6énce bu davranisa bir ad verecegiz — “dizi +00’a
wraksar” — ve sonsuz limitlerle hangi islemlerin giivenle yapilabildigini, hangilerinin belirsiz kaldigim
gorecegiz.

Béliimiin ikinci yarisi, analizde tekrar tekrar karsimiza cikacak birkag &zel limite ayrilmistir: {/a — 1,
/n—1,] al| <1ligina™ — 0, oran testi ve n?, b", n!, n™ dizilerinin biiyiime hizlarinin kargilagtirilmast.
Bu limitlerin ispatlarinda iki eski dostumuz siirekli ig baginda olacak: Bernoulli esitsizligi (Teorem 9.5) ve
sikistirma teoremi (Teorem 21.6).

Sonsuza Iraksama

Sezgi sudur: a,, = n? dizisinin terimleri, hangi tavani secersek secelim, bir yerden sonra o tavani asar ve
bir daha altina inmez. Yakinsaklik tanimindaki “e dar bandi” yerine burada “M yiiksek tavam” vardur.

Tanim 22.1 (Sonsuza Iraksama). (a,,) bir reel sayi dizisi olsun.

1. Her M > 0 reel sayist icin 6yle bir n,,; € N varsa ki n > n,, olan her n icin a,, > M saglaniyorsa,
(a,,) dizisi +00’a wraksar (diverges to +00) denir ve

lim a, =400« VM >0,3ny, EN,VREN, (n2>ny =a, > M)

n—oo
yazilir.

2. Her M > 0 reel sayis1 i¢in 6yle bir n,; € N varsa ki n > n,, olan her n i¢in a,, < —M saglaniyorsa,
(a,,) dizisi —oo’a 1wraksar denir ve
lim an:—oo®VM>0,EInM€N,Vn€N,(nZnM:>an<—M)
n—oo

yazilir.
Bu iki durumda dizinin sonsuz limiti vardir denir; a,, — 400 ve a,, — —oo kisaltmalar1 da kullanilir.

Tanimi okuyalim: +o00’a wraksamak, “hangi M tavani verilirse verilsin, belli bir n,, indisinden sonra
biitiin terimlerin bu tavanin iistiinde kalmas1” demektir. Tavani ara sira asmak yetmez; asip iistte kalmak
gerekir. —M tavaninin altina inmek de simetrik bicimde —oo’a iraksamayi verir. Tanimda M > 0 yerine
“her M € R” de yazilabilirdi: M < 0i¢in M’ = 1 tavanina ait n,,, indisi igi gorir.

+00 ve —oo say1 degildir

+00 ve —0o0 birer reel say1 degildir; R'nin aksiyomlar: onlar i¢in gegerli degildir. “lim a,, = +00”
yazimi, sonsuza esit bir say1 buldugumuz anlamina gelmez; yalnizca dizinin sinirsiz bitytime davrani-
sin1 kodlayan bir kisaltmadir. Bu yiizden +00’a iraksayan bir dizi, Tanim 20.2 anlaminda iraksaktur:
reel bir limiti yoktur. Bunu hemen agagida ispatlayacagiz.

Onerme 22.1 (Sonsuza Iraksayan Dizi Stmirsizdir). lim,, ,  a,, = +oo ise (a,,) dstten sinirl degildir;
dolayisiyla yakinsak da degildir. Ote yandan (a,,) alttan sinirlidir. (—oo igin ifade simetriktir: dizi alttan
sinirsiz, istten simirlidir ve yakinsak degildir.)

ispat.
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K € R herhangi bir say olsun; K ’nin iist sinir olmadigim gosterelim. M = max{K,1} > 0 alalim.
Tanim geregi dyle bir nyy vardir ki a,, > M > K. Demek ki hicbir K iist sinir degildir; (a,,) istten
stursizdir (Tanum 19.3). Yakinsak diziler sinirly oldugundan (Teorem 20.2) (a,,) yakinsak olamaz.

Alttan stmirlilik igin tamimda M = 1 alalim: n > n, igin a,, > 1. Geriye kalan sonlu sayida terimi de
hesaba katarak m = min{al, Ay s Oy 1,5 1} diyelim; her n i¢in a,, > m’dir.

|

Onermenin karsit1 dogru degildir: sinirsiz her dizi +00’a iraksamaz. Bunu gérmek icin tanimin olumsuz-
lamasini yazalim (Teorem 2.1):

lim a, # +oo<3IM >0,VN €N, In > N,a, < M.

n—oo

Yani “6yle bir M tavani vardir ki dizide ne kadar ileri gidersek gidelim, tavanin altinda kalan bir terim
daha buluruz”

Ornek 22.1 (Sonsuza Iraksayan Diziler). Asagidaki dizilerin sonsuz limitlerini tanimdan gosteriniz.

a) lim, , . n =400

b) lim,_, . n? = +oo

¢) lim, , (—(2")) = —oo (dikkat: dizi —(2™)’dir, (—2)™ degil)

Cozim.

a) M > 0 verilsin. ny; = [ M| + 1 alalim (Tarum 12.1); | M| > 0 oldugundan n,; € N'dir ve Teorem
12.3 geregi M < |[M| +1=n,;. Ohalde n > n,, icinn > n,, > M.

b) M > 0 verilsin. v/ M sayis1 vardir (Teorem 13.2); ny, = |V M| + 1alahm. n > n,, icinn > VM >
0, ve pozitif sayilarda kare alma siralamay1 korudugundan (Onerme 7.12) n? > (vVM)? = M.

¢) Once 2™’nin n’den biiyiik oldugunu gérelim: Bernoulli esitsizligiyle (Teorem 9.5)
2"=(14+1)">14n-1>n.

M > Overilsinve ny; = | M| 4+ 1alalm. n > n,; i¢in 2" > n > ny, > M, dolayisiyla —(2") < —M
(Onerme 7.3). Tanim geregi —(2") — —oo0.
|

Ornek 22.2 (Sinirsiz Ama Sonsuza Gitmeyen Dizi).

an:

n,n tek ise
3, n cift ise

dizisinin smirsiz oldugunu, ama +00’a wraksamadigini gosteriniz.

Cozim.

Tek indisli terimler a; = 1,a3 = 3, a5 = 5, ... her tavan agar: K verildiginde n = 2|| K || + 3 tek
sayist i¢in a,, = n > K. Demek ki dizi Gistten sinirsizdir ve Teorem 20.2 geregi yakinsak degildir.
Buna karsin dizi +o0’a wraksamaz. Olumsuzlamadaki M olarak M = 4 alalim. Hangi N verilirse
verilsin, N’den buiyiik bir ¢ift say1 n secebiliriz (6rnegin n = 2N); bu n i¢in a,, = 3 < 4. Yani dizi 4
tavaninin iistiinde kalamaz: ¢ift indislerde hep 3’e geri déner.
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ay an=n2—>+oo 4y tekn:an=n,giftn:an=3
1
[ ]
1
|nM [ )
1
1 10
50 ! P °
1
1
| ° [ ]
1
1
25| M [ 5| M=4 ®
_____________ e ———— - r-r—-——H=-"F"FTY—Ff"T~FfTFTTTT T T T 77 —7—7—~
[ ] : o 0 o [ ] [ ] [ ] [ ]
it n:a_=
° ¢ : ® '
1
L4 ! n n
1 4 8 1 5 10

Sekil 22.1: Solda n® dizisi +oo'a 1raksar: her M icin bir ny vardir ve ondan sonraki biitiin terimler M'yi
asar. Sagdaki dizi sinirsizdir ama +oo'a gitmez: tek indisli terimler biiytirken c¢ift indisliler hep 3'te kalir,
dolayisiyla M = 4 ¢izgisinin iistiinde sonsuza dek kalinamaz.

Sekildeki iki panel farki 6zetler: n? dizisi M tavanmi n,,’den sonra bir daha altina inmemek iizere
agar; yukaridaki dizi ise tavan siirekli asip geri iner. Sonsuza wraksamak, “tek yonlii ve kalic1” bityiime
ister.

|

Buna gore bir dizi i¢in tam {i¢ olasilik vardir: yakinsar (reel limit), sonsuz limiti vardir (+-o0 ya da —oo)
ya da higbiri (6rnegin (—1)", ya da yukaridaki dizi). Son iki grup birlikte “iraksak” dizileri olugturur.
—oo ile ilgili her sonug, isaret degistirerek 4+-00’a indirgenebilir:

Onerme 22.2 (Eksi Sonsuz ve Isaret Degistirme). lim,, , _ a, = —oco olmast i¢in gerek ve yeter kosul
lim,_, . (—a,) = +oo olmasidir.
ispat.
M > 0 i¢in “a,, < —M”ile “—a,, > M ” aym esitsizliktir: Onerme 7.3 geregi (v < y < —y < —z denk-
liginde x = a,,, y = —M alinir) biri saglaniyorsa 6teki de saglanir. Dolayisiyla tanimin iki bigimi, ayni
n, indisleriyle saglanir.
|

Sonsuz Limitlerle Islemler

+00 bir say1 olmadigindan Teorem 21.1'ni sonsuz limitlere dogrudan uygulayamayiz. Ama bazi durum-
larda sonug yine de kesindir; bazilarinda ise “belirsiz” kalir. Kural sudur: sonsuzluklarin birbirini
destekledigi islemler giivenlidir; birbiriyle yaristig: islemler belirsizdir.

Teorem 22.1 (Sonsuz Limitlerde Toplam). (a,,) ve (b,,) reel say: dizileri olsun.
1 lima, = 400 velimb, = +oo iselim(a,, + b, ) = +oc.

2. lima, = —oo velimb, = —oo iselim(a,, + b,) = —occ.
3. lima,, = 400 ve (b,,) alttan simirly (6zel olarak: yakinsak) ise lim(a,, + b,,) = +o0.

ispat.
1. M > 0 verilsin. a,, — +oo oldugundan éyle bir ny vardwr ki n > n, icin a,, > M /2; b, — +0o0
oldugundan éyle bir ng vardir kin > ng icinb,, > M /2. ny; = max{n;,ny} alalim;n > n,, icin
M M
b, > —+— =M.
2. Onerme 22.2 geregi —a,, — +00 ve —b,, — +o00; 1'den —(a,, + b,,) = (—a,,) + (—b,,) — 400, yani
yine Onerme 22.2 ile a,, + b,, — —00.
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3. (b,,) alttan sinirly olsun: hern iginb,, > m olacak birm € R vardir (yakinsak bir dizi stnirlidir, Teorem
20.2; dolayisiyla alttan sinirlidir). M > 0 verilsin. M + | m | > 0 oldugundan 6yle bir n; vardir kin >
nyy icina, > M + | m |. Bun’ler igin

a, +b,>M+|m|+m>M,

ginkii | m | +m > 0°di.
|

Teorem, “0o + 00 = 00” ve “0o + (alttan sinirl) = co” kurallarinin kesin karsiigidir. Ugiincii maddede
(b,,)’nin smirl olmasi istenmez, alttan sinirl olmast yeter: (b,,) yukariya dogru serbestge biiyiiyebilir,
¢iinkii bu yalnizca toplami daha da buiytitiir. Ama “co — 00” i¢in bdyle bir kural yoktur.

oo — oo belirsizdir

lima, = +oo ve limb,, = —oo ise (a,, + b, ) hakkinda genel olarak hi¢bir sey séylenemez; sonug
ornege gore degisir:

ea,=n%b,=-n:a,+b,=n>—n=nn—1>n—1— +oo.

. =n,b, =-n*a,+b,=n—n*>— —o0.

=n,b, =—na,+b,=0—0.

an
a'fl
a'ﬂ/
a, =n+(-1)"b, = —n:a, + b, = (—1)" wraksaktir ve sonsuz limiti de yoktur (Ornek 20.6).

Bu tiir ifadelere belirsiz bi¢im (indeterminate form) denir; limiti bulmak icin ifadeyi cebirsel olarak
yeniden diizenlemek gerekir (6nceki bolimdeki vn? + n — n 6rnegini hatirlayin).

Teorem 22.2 (Sonsuz Limitlerde Carpim). lima, = 400 olsun.

1 limb, =b> 0 yadalimb, = +oo iselim(a,b, ) = +oo.
2. limb, =b < 0 yadalimb,, = —oo iselim(a,b,) = —oc.

ispat.

1. Iki durum vardur.

Durumlimb,, = b > 0.m = b/2 > 0 diyelim.b,, — b oldugundane = b/2 i¢in éyle birn, vardirkin >
ny igin| b, —b | < b/2, dolayisiyla b, > b —b/2 = m. Simdi M > 0 verilsin. a,, — +00 oldugundan
oyle bir ny vardir ki n > ny igin a,, > M /m (bu da a,, > 0 demektir). n > max{n,,ny} icin her iki
carpan pozitif oldugundan esitsizlikler ¢carpilabilir:

M
a,b, > M= M.
Durumlimb,, = +00. M > 0 verilsin.n > n, i¢ina,, > M ven > n, i¢cinb,, > 1 olacak bicimden,n,

segelim. n > max{ny,ny} icina,b, > M -1 =M.
2.limb,, = b < 0 ise lim(—b,) = —b > 0; limb,, = —oo ise Onerme 22.2 ile lim(—b,,) = +oco. Her iki

halde 1 geregi a,,(—b,) = —(a,b,,) = +00, yania,b, — —oc.
]
lima,, = —co i¢in de simetrik kurallar gegerlidir: a,, = —(—a,,) yazilip teorem (—a,,)’ye uygulanir.

Ornegin a,, — —oo ve b, — b > Oise a,,b,, — —00; a,, — —oo ve b, — —oo ise a,,b,, — +oc. (b, )’ nin
limiti varken teoremin disinda kalan tek durum, bu limitin sifir olmasidir.
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0 - oo belirsizdir

lima,, = +oo velimb, = 0ise (a,b,) icin genel kural yoktur:
«a,=n%b,=2La,b, =n— +oo.

. an—n,bnzélzgnbn:leo.

e a,=nb, = _n) a,b, = (—1)" wraksaktir.
«a,=mnb,=2a,b, =55

Sonsuzluk “bityiitmeye”, sifir “kiigiiltmeye” ¢aligir; hangisinin kazanacagi ifadeye baghdir.

Sonsuz limitle sifir limiti arasinda, terimler pozitifken ¢ok temiz bir iligki vardir: biri digerinin tersidir.

Teorem 22.3 (Pozitif Terimli Dizide Ters Alma). (a,,) pozitif terimli bir dizi olsun (her n i¢in a,, >
0). O zaman

1
lim a, = +0c0 & lim — =0.
n—oo n—oo a,,
ispat.
(=)a,, — 400 olsun. € > 0 verilsin; M = 1/ > 0 tavam igin 6yle bir ny; vardir kin > n,; icin a,, >
M = 1/e. Pozitif sayiarda ters alma siralamay: cevirdiginden (Onerme 7.10) bu n’ler igin

1
0< —<eg, yani

n

1
— = 0‘ <e.
Demek kil/a, — 0.

(<)1/a, — 0 olsun. M > 0 verilsin; e = 1/M > 0 igin 6yle bir n_ vardir kin > n_ icin|1/a,| < €.
a,, > 0 oldugundan bu, 0 < 1/a,, < 1/M demektir; ters alinca a,, > M. Demek ki a,, — +00.

|

Teorem iki yonde de kullanilir: sonsuza giden bir dizinin tersi sifira gider; pozitif terimli bir sifir dizisinin
tersi +o0o’a gider. Negatif terimli sifir dizisi icin tersi —oo’a gider (Onerme 22.2).

Isaret kosulu vazgecilmezdir

a,, — 0 ama terimlerin isareti degisiyorsa 1/a,, nin sonsuz limiti olmayabilir. Ornegin a,, = AN
0°dir; ama ai = (—1)"n dizisi bir bityiik pozitif, bir biiytik negatif deger alir: sinirsizdir, dolayisiyla

raksaktir, ama ne +o00’a ne de —oo’a gider.

Ornek 22.3 (Rasyonel Kuvvetler). p > 0 bir rasyonel say1 olsun. lim,, , . n? = +oo ve lim,,_, # =
0 oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Pozitif bir sayinin rasyonel kuvveti Tanim 13.2 ile tanimhidir ve pozitif sayilarda « = 2P (p > 0) sira-
lamay1 korur (Ornek 20.5’deki aciklama); ayrica > 0 icin Teorem 13.4 (3) geregi (:L'l/p)p = z(/P)p =
o’tir. M > 0 verilsin ve ny, = [MY?] 4 1 alalim. n > n,, icin n > M/ > 0; her iki tarafin p-inci
kuvvetini alirsak n? > (M'/P)P = M. Demek ki n? — +o0. Terimler pozitif oldugundan Teorem 22.3
geregi n—lp — 0.

(Dizilerde yakinsaklik bolimiinde 1/n? — 0 limitini tanimdan gdstermistik, Ornek 20.5; burada ayni
sonug ters alma teoreminden ¢ikiyor.)

]

Son olarak, siralama sonsuz limitlere de aktarilir: sonsuza giden bir dizinin iistiitndeki her dizi de sonsuza
gider.
Teorem 22.4 (Sonsuz Limitlerde Siralama). Hern € N icina, < b, olsun.

n —-"n

1 lima, = +ooiselimb, = +o0.
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2. limb, = —oo iselima,, = —o0.

ispat.

1. M > 0 verilsin. a,, — +o0 oldugundan 6yle bir ny; vardir kin > n,, icin a, > M. Ayni n’ler igin
varsayimla b, > a, > M. Demek kib,, — +o00.

2.-b, < —a,, ve Onerme 22.2 ile —b,, = +o0; 1 geregi —a, — 400, yani a, — —00.

]

Bu teorem, sonsuz limitler i¢cin “sikistirma”nin tek tarafli stiriimiidiir: alttan sonsuza itilen dizi sonsuza
gider. Yakmsak diziler i¢in oldugu gibi (6nceki bolimdeki not), a,, < b,, kosulunun yalmzca belli bir
indisten sonra saglanmasi yeter.

Ornek 22.4 (Siralamayla Sonsuz Limit). Asagidaki limitleri gésteriniz.
a) lim,_, . (n® 4+ n) = +o0
b) lim, . n! = +ocovelim, 2" = +oo

¢) lim, ,  +/n = +o0

Coziim.

a) Her n icinn < n? + nve limn = +oo (Ornek 22.1). Teorem 22.4 geregi n? + n — +oo.

b) Her n i¢in n! =1 2---n > n (carpimdaki diger ¢arpanlarin her biri > 1’dir) ve 2 > n (Bernoulli,
yukaridaki 6rnek). fkisi de n — +oo0 ile siralama teoreminden cikar.

¢) Her n icin n!/? = /n, Ornek 22.3'da p = 1/2 alinarak +oc’a gider. Dogrudan da gériilebilir: M >
0icinny, = [M?2| + 1 almirsa n > n,, icin n > M2, kék alma siralamay1 korudugundan /n > M.

|

Ornek 22.5 (Sonsuz Limit Hesab1). Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

2n2+1
n—00 n+3

n—00 (n - \/ﬁ)

Coziim.
a) Pay ve payda sonsuza gittiginden (“0o/o00” bicimi) bélitm kurali uygulanamaz. ifadeyi, sonsuza giden
bir ¢arpanla yakinsak bir ¢arpanin ¢arpimi olarak yazalim:

a) lim

b) lim

2n? +1 2n? +1 2+ 5
=n- =n- .
n+3 n2+3n 142
Ikinci carpan Teorem 21.1 ile % = 2 > (’a yakinsar; ilk ¢arpan +o00’a gider. Teorem 22.2 (1) geregi

limit +o0’dur.

b) n — /1 bir “co — 00” bigimidir. Carpanlara ayiralim: n — /n = /n (v/n — 1). /n — 400 (Ornek
22.4) ve v/n — 1 — +o00 (Teorem 22.1 (3), sabit —1 dizisi alttan sinirhidir). Teorem 22.2 (1) ile carpim
+o0’a gider.

|

Ozel Limitler

Bu kesimde, ileride seriler ve fonksiyonlar incelenirken sik stk bagvuracagimiz birkag limiti tek tek
ispatlayacagiz. Hepsinde ortak strateji sudur: ilgilendigimiz diziyi 1 4+ b,, yada (1 + b,,)™ bi¢iminde yazip
b,,’yi Bernoulli esitsizligi veya binom acilimiyla (Teorem 9.6) sikistirmak.

Hatirlatma: a > 0 ve n € Nicin a'/™ = {/a, n-inci kuvveti a olan tek pozitif sayidir (Teorem 13.2, Tanim
13.2). Pozitif sayilarda kék alma ve kuvvet alma siralamayi korur: 0 < s < t ise s/ < t1/™ ve s™ < "
(Teorem 11.3 (4); kok i¢in 6nceki boliimde Teorem 21.5'den 6nce verdigimiz gerekge).
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22.3 Ozel Limitler 251

22.3.1 n-inci Kok Dizileri

Teorem 22.5 (Sabit Sayinin n-inci Kokii). a > 0 bir reel say ise

lim a =1.

n—oo

ispat.

Durum a > 1. Once a'/™ > 1 oldugunu gorelim: a'/™ < 1 olsaydi, kuvvet alma siralamay: korudu-
gundan a = (a*/™)" < 1™ =1 olurdu; celiski. O halde b, = a*/™ — 1 > 0 yazabiliriz. a'/™" =1 +1b,,
esitliginin n-inci kuvvetini alip Bernoulli esitsizligini (Teorem 9.5, b,, > 0 > —1) uygularsak

=(1+4+b,)">1+nb,.
Buradan nb,, < a — 1, yani

a—1
< .

n —

0<b
n

a—l

= (a—1) - = — 0(Ornek 20.1 ve skaler carpim) ve sabit 0 dizisi 0’a gittiginden Teorem 21.6 ileb,, —
0. Dolaylszyla toplam kurahylaa*/™ =1+b, - 1+0=1.

Durum0<a <1.b=1/a> 1 diyelim (Onerme 7.10). (bl/n)" — % = a oldugundan pozitif kokiin

tekligiyle a*/™ = 5ibY/™ — 1 4 0; boliim kuraliyla (Teorem 21.1)
1 1
lim /"= —— =~ =1.
n—00 lim,,_, b/ 1
|

Ornegin /2 — 1 ve {/1/2 — 1. Sezgi: n bityiidiikce n-inci kok alma, 1°den farkl her pozitif sayiy: 1’e
dogru “ezer”. Ayn1 ezme, taban sabit olmasa da caligir; yeter ki taban siurl kalsin.

Teorem 22.6 (Sinirli Dizinin n-inci Kokii). (a,,) sinirli ve negatif olmayan terimli bir dizi ise

lim (1 +a,)Y" =1.

n—oo

ispat.
(a,,) strli oldugundan hern i¢in 0 < a,, < M olacak bir M > 0 vardir. O zaman

1<1+a,<1+ M.
Kok alma siralamayi korudugundan hern igin
1=1"Y" < (14a,)"Y™ < 1+ M)/,

Sol taraf sabit 1 dizisidir; sag taraf Teorem 22.5 geregi (1 + M > 0) 1’e yakinsar. Teorem 21.6 ile (1 +
a,)/™ = 1.
]

Simdi taban da n ile bityiisiin: {/n. Bu dizi 1,v/2 ~ 1,414, /3 ~ 1,442, V/4 ~ 1,414, ... bicimindedir;
biiytiyen n’nin etkisini n-inci kok alma yine yener.

Teorem 22.7 (n Sayisinin n-inci Kokit).

lim /n=1.

n—oo
ispat.
n > 1 icin n'/™ > 1dir (aksi halde n = (n*/™)" < 1 olurdu); b, = Yn —1 >0 yazalim. Bernoulli
esitsizlifi burada yetmez: n = (1+b,)" > 1+ nb,, yalnizca b,y <1 —1/n verir, bu da sifira gitmez.
Binom teoreminin (Teorem 9.6) ikinci dereceli terimini kullanacagiz. n > 2 icin
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n=(1+bn)":1+(?)bn—}—(Z)bi+...+b;t:1+nbn+"(”*1)

b2 e B2,

Sagdaki biitiin terimler negatif olmadigindan (b,, > 0), yalnizca (g)bi terimini tutup Otekileri atarsak
esitsizlik yonii korunur:

nzwbi.

n22 2 icin n(n — 1)/2 > 0 oldugundan bélerek b2 < —2= bulunur. n > 2 icin n — 1 > %, dolayistyla

= < %’dir; kok alma siralamay korudugundan

0<b, <i/==-—"—2 (n>2).

n=1i¢ndeb; =1—1=0 <2 oldugundan esitsizlik her n € N i¢in gecerlidir. % — 0 (Ornek 20.1)
oldugundan Teorem 21.5 (kék, m = 2) ile \/g = \/Lﬁ — /0 = 0, skaler carpim kuraliyla da \/lﬁ — 0; sol
taraf sabit 0’dwr. Teorem 21.6 ile b,, — 0 ve toplam kuralyla {/n=1+b, — 1.

|

Bu limitin tipik kullanim, kék i¢indeki ifadeyi “baskin” terimiyle sikigtirmaktir.
Ornek 22.6 (Kok I¢ini Sikistirma). Asagidaki limitleri hesaplayimiz.

a) lim,_, (2" + 5™)¥/

b) lim,, ,., V/nZ+n

Cozim.
a) Baskin terim 5™ dir. Her n igin

5" < 2" 45" <H5" 45" =2-5".
n-inci kék alma siralamayi korur; (57)Y/" = 5 ve (2 - 57)1/* = 21/ . 5 oldugundan
5< (2" + 5™ < 5. 21/n,

Teorem 22.5 ile 21/™ — 1, dolayisiyla sag taraf 5 - 1 = 5’e gider; sol taraf sabit 5’tir. Teorem 21.6 geregi
limit 5°tir. (Genel olarak a, b > 0 icin (a™ 4 b™)*/™ — max{a, b}; ayni akil yiiriitme.)
b)n > licinn < n? +n < 2n%. Kok alinca

Yn< Vn2+n< W( Vn)?.

Teorem 22.7 ile \"/FL — 1, Teorem 22.5 ile {‘/5 — 1; carpim kuraliyla sag taraf 1 - 12 =1% gider. Sikis-
tirma teoremiyle limit 1’dir.
| ]

22.3.2 Geometrik Dizi

a™ bicimindeki dizilere geometrik dizi denir. Davraniglari a’'nin 1’e ve —1’e gore konumuna baglhdir;
temel durum | a | < 1’dir.

Teorem 22.8 (Geometrik Dizinin Limiti). a € Rve| a | < 1ise

lim a™ = 0.
n—o0

ispat.
a = 0 ise dizi sabit 0°dir ve limiti 0°dir. a # 0 olsun. 0 < | a | < 1 oldugundan ﬁ > 1 (Onerme 7.10);

dolayisiyla ﬁ = 14 h olacak bir h > 0 vardiwr. Bernoulli esitsizligiyle (Teorem 9.5)
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1

lal

= (14 h)" > 1+ nh > nh.

Pozitif sayilarda ters alma siralamayr cevirdiginden (Onerme 7.10; 0 < nh <1/ | a |™ esitsizliginin
tersleri alinir)

0clapet 11
a — == -
nh h n
Sag taraf & - 0 = 0’a gider (Ornek 20.1 ve skaler carpim kural); Teorem 21.6 ile | a |* = | a™ | — 0. Bir
dizinin mutlak degerinin 0’a gitmesi, dizinin 0’a gitmesiyle ayni seydir: [ a™ —0 [ =[ a" | = || a" | -
0 | oldugundan iki dizi icin limit tanimindaki esitsizlik aynidir (Onerme 20.3). Demek ki a™ — 0.
|

Sonug¢ 22.1 (Geometrik Dizinin Dért Durumu). a € R olsun.

1 |a|<1liselima™=0.

2. a=1iselima™ = 1.

3. a>1liselima™ = +oo0.

4. a < —1 ise (a™) wraksaktir ve sonsuz limiti de yoktur.

Ispat.

1. Teorem 22.8.

2. 1™ =1 sabit dizisidir.

3.a>1ise0<1/a<1;1geregi(1/a)" =1/a™ — 0. (a™) pozitif terimli oldugundan Teorem 22.3 ile
a™ — +oo.

4.a = —1 igin ((—1)™) dizisinin wraksakhgin biliyoruz (Ornek 20.6); terimleri +1 oldugundan sinurhdir
ve Onerme 22.1 geregi sonsuz limiti olamaz. a < —1 olsun. | a | > 1 oldugundan 3ile| a™ | = | a |* —
~+00; yani (a™) sinirsizdir ve Teorem 20.2 geregi yakinsak degildir. Sonsuz limiti de yoktur: ¢ift indislerde
a?! = (a?)* > 0, tek indislerde a®**1 = a - a®* < 0’dir. M = 1 tavani icin, hangi N verilirse verilsin,
tek sayiolan birn > N segilirsea™ < 0 < 1 olur; olumsuzlama geregia™ — 400 olamaz. Benzer bigimde
(M = 1wveciftn > N i¢ina™ > 0> —1)a"™ — —oo da olamaz.

|

Oran Testi

Geometrik dizide ardigik terimlerin orani sabittir: a”*!/a™ = a. Oran sabit olmasa bile limiti 1’den
kiiciikse dizi geometrik bir diziyle “Ustten kusatilir” ve sifira gider; limit 1’den bitytikse dizi geometrik bir
diziyle “alttan itilir” ve sonsuza kagar.

Ani1
an

= L olsun.

Teorem 22.9 (Diziler i¢cin Oran Testi). (a,,) sifirdan farkl terimli bir dizi ve lim,,

1. L <1liselima, =0.
2. L > 1 ise (ya da oranin mutlak degeri +00’a wraksiyorsa) lim| a,, | = +o0; ézel olarak (a,,) wraksaktir.
3. L =1 ise test sonug vermez.

ispat.
1. L < r < 1 olacak birr segelim (6rneginr = (L + 1)/2; Onerme 7.11).¢ = r — L > 0 igin limit tanim1
geregi 6yle bir N vardir kin > N igin

Apy1

<L+e=r, yani |a,,|<r|a,]|.

a‘n
Bu esitsizligi ardi ardina uygulayalim:

lanyg [ <rlayl|, lanso [ <7 layp [ <r?|ay |,
Tiimevarimla (Teorem 9.1) her k € N icin | an_, | <% | ay | bulunur; n = N + k yazarsak n > N

icin
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|an|<r"‘N|aN\:|aJ]\\;|-r”:Cr", C’zlaN|>0.
r
0 < r <1 oldugundan Teorem 22.8 ile r™ — 0, dolayisiyla Cr™ — 0. n > N ic¢in | a,, | < | Cr™ |
oldugundan Teorem 21.4 (kosulun belli bir indisten sonra saglanmasi yeter) geregi a,, — 0.
2.1 < r < L olacak bir r segelim (L = 400 ise r = 2 alalim). Oramin limiti L isec = L —r > 0 igin,
~+o00’a wraksiyorsa M = r tavani icin, 6yle bir N vardir kin > N icin

a
L > p yani | an,, | > a, |-

n

Ayni tiimevarimlan > N igin

a
la, |5 [ay =0, =115
r > 1 oldugundan Sonug 22.1 (3) ile r™ — +o00; sabit C > 0 dizisiyle carpim Teorem 22.2 geregi Cr™ —

+00.n > N icin Cr™ < | a,, | oldugundan Teorem 22.4 ile (kosulun belli bir indisten sonra saglanmast

yeter)| a,, | = +o00. O halde (| a,, ) dolayisiyla (a,,) simirsizdir ve Teorem 20. deregi wraksaktr.

3. U¢ ornek yeter. a,, = n i¢in oran "L — 1 ve dizi +00’a gider; a,, = + - igin oran 15 — 1 ve dizi0’a
gider; a,, = 1 i¢cin oran 1 ve dizi 1’e gzder Yani L = 1 iken her sey olabzlzr

|

Oran testi, terimleri ¢carpim ve faktériyel iceren dizilerde ¢ok kullamighdir; ¢iinkii a,, |, /a,, oraninda ortak
carpanlar sadelesir. Bir sonraki kesimdeki biiytime hiz1 sonuclarinda bunu gorecegiz.

Bityiime Hizlarinin Karsilastirilmasi

n biytirken n? (kuvvet), b™ (istel, b > 1), n! (faktoriyel) ve n™ dizilerinin hepsi +o00’a gider. Ama hizlar
cok farklidir: her biri bir 6ncekini “ezer”. Bunu, oranin sifira gitmesiyle 6lgeriz.

Teorem 22.10 (Biiyitme Hizlarr).

1. p > 0 rasyonel ve b > 1 reel say ise lim,,_, ™ 2= = 0. (Ustel, kuvvetten hizl bityiir.)

2. Herbe R lgzn lim,,_, % = 0. (Faktoriyel, iistelden hizli biiyiir.)
3. lim,,_, . 2 n" = 0. (n", faktoriyelden hizli biiyiir.)

Ispat.
la, = Z—: > 0 diyelim ve oran testini uygulayalim:

ap  (n+D1P b 1(n+1)1’_ 1<1+ 1)1’
a B Y R N G - '

n

b

n

(1 + ) — 1 oldug unu gorelim.p =r/s (r,s € N) yazalim. 1 —|— -1 oldugrundan Teorem 21.5 (kok,
=s)ile (1 + ) — 1Y/5 =1, sonra ayni teorem (kuvvet, m = r) ile (1 + ) /s — 1" = 1. Dola-
ylszyla oran 11) 1= ye yakinsar. b > 1 oldugundan L = 1/b < 1; Teorem 22.9 (1) ilea,, — 0.
2. b =0 ise dizi sablt 0’dwr. b # 0 olsun. Arsimet ozellifi (Sonug 12.1) gerefik > | b | olacak birkeN
secip sabitleyelim. n > k icin ¢arpimi ikiye bolelim:
(o™ _[bf* 6] b |b]

nl k' k+1 k+2 n’

Lol
J

b _[bl |b|"‘_|b|k BN (N b
< <m %) = \{%) (&) =0 =7 <O

————
=:C

Sagdakin — k ¢carpanin her biri L&l (j > k + 1) bicimindedir ve < LBl b <1 saglar. Dolayisiyla

C sabzttlr ve Teorem 22.8 ile g™ — 0; sag taraf 0’a gider. n > k icin gecerli olan bu szklgtlrmadan Teorem
216 ile | ‘ — 0. Son olarak n! > 0 oldugundan ’b ’ Lo ‘ “dir; Onerme 20. Sgeregl — 0.
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22.3 Ozel Limitler 255

3.nl=1-2-nven™ =n-n-n (n carpan) oldugundan

ciinkii her k < n igin % < 17dir. % — 0 oldugundan Teorem 21.6 ile limit O’dir.
| ]

Ispat (2 icin oran testiyle).
b+# 0 icina, = %; alahm:

ot ol b
T+ Jor n+l

an+1
a

— 0.

n

Oramin limiti L = 0 < 1 oldugundan Teorem 22.9 (1) ile a,, — 0.
|

1 Bilyiime hiyerarsisi

Teoremi bir zincir halinde 6zetleyebiliriz: b > 1 ve p > 0 i¢in
n? K" L n!lKn?,

burada “z,, << yn yazimi z,,/y,, — 0 anlamindadir. Teorem 22.3 geregi her oran ters cevrilince
+o0’a glder 2= — 400, b,i — 400, 2 T — +00. Zincirin en soluna, logaritma tanimlandiktan sonra
Inn « nP de eklenecektlr Teoremde p’nin rasyonel alinmasi yalmizca reel kuvvetleri heniiz tanim-
lamamis olmamizdandir; reel p > 0 icin de sonug aynidir (6rnegin p’den biiytik bir dogal say1 ¢ i¢in
nP < nd kargilagtirmasiyla).

22.3.5 Bir Art1 Kiiciik Bir Sayinin n-inci Kuvveti

(1+b,,)™ bicimindeki diziler analizde merkezi bir yer tutar: b, = 1/n i¢in dizi e sayisina yakinsar
(Teorem 23.3; bir sonraki boliim). Bu limitin 1’den farkli ¢ikmasinin nedeni, nb,, = 1 ¢arpiminin sifira
gitmemesidir. nb,, — 0 ise kuvvet, tabandaki sapmay1 “yakalayamaz” ve dizi 1’e gider.

Teorem 22.11 (Bir Art1 b\_n Ussiin). Hern € N i¢inb,, > 0 velim,,_,,  nb, = 0 ise

lim (1+b,)" =

n—oo

Ispat.
Alt sinir. b, > 0 > —1 oldugundan Bernoulli esitsizligi (Teorem 9.5) ile her n igin

(1+0b,)" >1+nb, >1.

Ust sinur. nb,, — 0 oldugundan oyle bir N vardir kin > N i¢innb, < 1; bun’lericin0 <b, < % <1,
yani —b,, > —1°dir. Bernoulli esitsizligini x = —b,, ile uygularsak

(1-0b,)">1—nb, >0 (n> N).

Ote yandan (1 +b,))(1 —b,)) = 1 — b2 < 1 oldugundan ven > N i¢in1 — b,, > 0 oldugundan (sol taraf
negatif degildir), iki tarafin n-inci kuvvetini alarak

(1+4b,)"(1-0b,)"<1 (n>N).
(1 —1,,)™ > 0 oldugundan bélebiliriz; ardindan (1 —b,))™ > 1 — nb,, > 0 esitsizlifinin tersini aliriz:

1 1

A+b)" < G55 < T,

(n>N).
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256 Boliim 22. Sonsuza Iraksayan Diziler ve Ozel Limitler

Sikistirma. n > N icin

1
1<(1+45,)" < .

nb,, — 0 oldugundan1 — nb,, — 1 # 0 ve boliim kuraliyla (Teorem 21.1) sag taraf% = 1’e yakinsar. Sol
taraf sabit 1°dir. Teorem 21.6 (kosul n > N igin saglanir, bu yeter) geregi (1 + b,,)™ — 1.
|

Ornek 22.7 (Kuvvetin Yakalayamadig1 Sapma).

a) lim,_, (1+ #)n = 1 oldugunu gosteriniz.

b) lim,,_, (1 + #ﬁ) limitini hesaplayiniz.

a)b, = % >0venb, = % — 0. Teorem 22.11 geregi limit 1°dir.

=1 >0ve nb,, = \/Lﬁ — 0 (Ornek 22.3, p = 1/2). Aym teoremle limit 1°dir.
Karsilagtirma icin: b,, = % alinirsanb, = 1 + 0 ve teorem uygulanamaz; gercekten de (1 + %)" dizisi
T’e degil e ~ 2, 718 sayisina yakinsar (Teorem 23.3).

Ozet Tablo

Bu boliimde ispatlanan 6zel limitleri bir arada goérelim; ilerideki boliimlerde bu tabloya sik sik geri
donecegiz.

Limit Kosul Nerede
lim, , . {Va=1 a>0 Teorem 22.5
lim,, , . (1+a,)"" =1 (a,) smurly, a, >0 Teorem 22.6
lim, ,. . ¥/n=1 — Teorem 22.7
lim, , . a™=0 la] <1 Teorem 22.8
lim, . a"™ = +o00 a>1 Sonug 22.1
lim, ,a, =0 lim| a,,,/a, | <1 Teorem 22.9
lim,,_, ., & =0 p > 0 rasyonel, b > 1 Teorem 22.10
lim,,_, % =0 beR Teorem 22.10
lim,_, % =0 — Teorem 22.10
lim, . (1+0b,)"=1 b, > 0,limnb, =0 Teorem 22.11
lim, . a, =+0c0 & a, >0 Teorem 22.3
lim,, o, o= =0

Sonsuz limitlerle igslemlerde ise akilda tutulacak olan, giivenli kurallar (co 4+ 00, 0o 4 (alttan sinirh), oo -
(pozitif), 1/0o0 = 0, siralama) ile belirsiz bigimlerin (co — oo, 0 - 0o, 00/00) ayrimudir.

Alistirmalar

Alistirma 22.1 (Sonsuz Limitler ve Ozel Limitler).

n3—5n?
n—oo  n+4l

b) lim, ,. ¥/3" + n = 3 oldugunu gdsteriniz.

a) lim = 400 oldugunu gosteriniz.
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22.5 Aligtirmalar 257

. 29n o .. .. . n
c) lim, "3—3 = 0 oldugunu goésteriniz ve buradan lim,, , 737 = 400 sonucunu ¢ikariniz.
d) lim,, ., (1+ -%)" limitini hesaplayimiz.

(-1)"n?
n+1

T y e y
€) a, = ;' dizisinin +o0’a waksadiging; b,, = dizisinin ise iraksak oldugunu ama ne +00’a ne

de —oo’a gittigini gosteriniz.

Coziim.
a) Ifadeyi sonsuza giden bir carpanla yakinsak bir carpanin carpimi olarak yazalim:

n® —5n? n*—51.  n—5 1-3

O O T PR

Sagdaki kesir Teorem 21.1 ile % =1 > 0’a yakinsar; n> — +o0 (Ornek 22.1). Teorem 22.2 (1) geregi
limit +o0’dur.
b) Bernoulli esitsizligiyle 3™ = (1 + 2)™ > 1 + 2n > n; dolayisiyla her n icin

<" +n<I"+3"=2-3"

n-inci kék alinca 3 < /3" + n < 3- ¥/2. Teorem 22.5 ile /2 — 1; sag taraf 3’e gider, sol taraf sabit
3’tiir. Teorem 21.6 geregi limit 3’tiir.

c)a, = ";3" > 0 i¢in oran testini uygulayalim:

Uy _ (n4 12270 3 :Z(”+1>2 :Z(l—i-l)z L2422

a, 3ntl n22» 3\ n 3 3 3

Teorem 22.9 (1)zile a,, — 0. Terimler pozitif oldugundan Teorem 22.3 geregi % = % — 4-00. (Ayn1
sonug a,, = (JW yazilip Teorem 22.10 (1) ile de elde edilir: b = 3/2 > 1, p = 2)
d)b, = % > 0venb, =2 — 0. Teorem 22.11 geregi limit 1'dir.
e)a, = n’fl =n-Jtg=n- ﬁ; ikinci carpan 1 > 0’a yakinsar, ilk carpan 4-o00’a gider. Teorem
22.21le a,, = +o00.
b, = (—1)"a,, i¢in | b,, | = a,, — +00; dolayisiyla (b,,) siursizdir ve Teorem 20.2 geregi wraksaktir.
+o00’a gitmedigini gormek i¢in olumsuzlamayi kullanalim: M = 1 alalim. Her N ig¢in n = 2N + 1
tek sayisi segersek b, = —a,, < 0 < 1= M; yani dizi 1 tavaninin tistinde kalamaz. Benzer bicimde

M =1vegiftn =2N icin b,, = a,, > 0 > —1 = —M; dizi —1 tabaninin altinda da kalamaz. O halde
(b,,) 'nin sonsuz limiti yoktur.
]

Bu boliimle birlikte, bir dizinin olasi biitiin davramiglarini adlandirmus olduk: yakinsama, +-00’a iraksama
ve bunlarin disinda kalan “kararsiz” iraksama. Ama hala 6nemli bir soru acik: bir dizinin limitini bilmeden,
hatta hesaplayamadan, yakinsak oldugunu nasil anlariz? {lk cevap monoton dizilerden gelir; artan ve
istten sinirl her dizi yakinsar, ve bu ilke bize e sayisini kazandirir: Monoton Yakinsaklik Teoremi ve e
Sayisi.
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23.1

23.2

23. Monoton Yakinsaklik Teoremi ve e
Sayisi

Simdiye kadar bir dizinin yakinsak oldugunu gostermek icin hep limitini 6nceden bilmemiz gerekti: €
verildi, | a,, — a | < ¢ esitsizligini saglayan n, aradik. Oysa ¢ogu zaman elimizde limit aday1 yoktur; dizi
bir 6zyineleme bagintisiyla verilmistir ya da genel terimi limitini tahmin etmeye elvermez. Bu béliimiin
ana teoremi tam bu boglugu doldurur: monoton ve sinirl bir dizi, limitini hi¢ bilmesek de yakinsaktur.
Teoremin arkasinda reel sayilarin tamlik aksiyomu (B6lim 10.4) vardir; bir anlamda bu teorem, tamlhigin
diziler dilindeki ilk buyiik meyvesidir.

Bu bolimde sunlar1 6grenecegiz: monoton yakinsaklik teoremi ve ispati; limitin smurlarla iliskisi ve
monoton dizilerde yakinsaklik 6l¢iitii; sinirsiz monoton dizilerin +00’a iraksamasi; analizin en iinli sabiti
olan e sayisinin (1 + %)n dizisiyle tanimi ve 2 < e < 3 smurlary; €®’in limit tanimi; son olarak 6zyineli
dizilerin limitlerini bulmanin ti¢ adimli yontemi.

Monoton Dizileri Hatirlayalim

Artan, azalan ve monoton dizi kavramlarini Diziler béliimiinde tanmimlamugtik (Tanim 19.4): (a,,) dizisi her
n < micin a,, < a,, saghyorsa artan, a,, > a,, saghyorsa azalan; esitsizlikler kesinse kesin artan ya
da kesin azalan denir. Bu dort durumdan biri gegerliyse dizi monotondur. Monotonlugu denetlemenin
pratik yolu ardisik terimleri karsilagtirmaktir (Onerme 19.2): her n i¢in a,, < a,, 4 ise dizi artan, a,, >
a,,. ise azalandir. Pozitif terimli dizilerde bu karsilastirma ¢ogu zaman il oranini 1 ile kiyaslayarak

n
a

n

yapilir.

1 Kiiciik bir 6rnek

a,, = = dizisi kesin azalandir: n < n 4 1 oldugundan 25 < 2’dir (Onerme 7.10). Bu dizinin alttan 0

ile sinirli oldugunu da biliyoruz. Asagidaki teorem, yalnizca bu iki bilgiden dizinin yakinsak oldugunu
cikaracak; tistelik limitin inf{1/n : n € N} = 0 oldugunu séyleyecek.

Monoton Yakinsaklik Teoremi

Artan bir dizi diistinelim. Terimler hep yukar1 gidiyor; eger bir tavan varsa, terimlerin bu tavanin altinda
“sikigip” bir yere y1gilmasi gerekir. Yigildiklar: yer, terimler kiimesinin en kiigiik tist sinir1 olmalidir: daha
asagida bir yer olamaz, ¢linkii terimler oraya kadar ¢ikiyor; daha yukarida da olamaz, ¢linkii supremum
zaten iist stnirdir. Bu sezgiyi tamlik aksiyomu kesinlestirir.

Teorem 23.1 (Monoton Yakinsaklik Teoremi). (a,,) bir reel say: dizisi olsun.
1. (a,,) artan ve istten simirliysa yakinsaktir ve

lim a,, =sup{a, : n € N}.

n—oo

2. (a,,) azalan ve alttan sinirliysa yakinsaktir ve

lim a, =inf{a, : n € N}.
n—oo
ispat.
(1) Artan durum. (a,) artan ve iistten sinirli olsun. Dizinin gériintii kiimesi A = {a,, : n € N} bos

degildir (a; € A) veiistten sinirlidir. Tamlik aksiyomu (Boliim 10.4) geregi A ’nin supremumu vardir; L =
sup A diyelim. Gosterecegimiz sey a,, — L oldugudur.
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260 Boliim 23. Monoton Yakinsaklik Teoremi ve e Sayis1

€ > 0 verilsin. L en kiigiik dist sinir oldugundan L — ¢ bir iist sinir degildir; Teorem 10.1 geregi A’nin L —
¢’dan biiyiik bir elemani vardir. Bu eleman dizinin bir terimidir: L — ¢ < a,, olacak bicimde birn_ € N
bulunur. )

Simdin > n, olsun. Dizi artan oldugundan A, < a,,; Ote yandan L bir iist sinir oldugundan a, < L <
L + €. Ikisini birlestirelim:

L-e<a, <a,<L<L+e¢ (n>n,).

Yanin > n_ icin| a,, — L | < e’dur. € keyfi oldugundan Tanim 20.1 geregilim a,, = L = sup A.

a
n
n,
|
r j
tst sinirlar |
I i
L=supfa }=1 |
____________ iy
(L-¢1] o @00 00 00 00
o ®
o I
0.5 ° :
|
|
|
an=1T1/n
|
o l
. n
1 5 10 15

Sekil 23.1: Artan ve iistten sinwirli dizi a, = 1 - 1/n: terimler kiimesinin supremumu L = 1'dir. Supremum
tanimi geregi (L - €, L] bandina diisen bir an. vardir; dizi arttigindan sonraki biitiin terimler de bu bantta
kalir. Bu, dizinin L'ye yakinsadigini gosterir.

(2) Azalan durum. (a,,) azalan ve alttan sinirli olsun. A = {a,, : n € N} bos degil ve alttan sinirlidir;
tamhik aksiyomunun infimum bigimi (Teorem 10.3) geregi £ = inf A vardiwr. € > 0 verilsin. Teorem 10.2
gerefi a, < {+ e olan bir n_ vardwr. n > n_ i¢in dizi azalan oldugundan a,, < a,,_, ve £ alt simir
oldugundan { < a,,. Boylece

l—e<t<a,<a, <l+e (n >n,),

yani| a, — £ | < e. Demek kilima,, = ¢ = inf A.
|

Teoremin giici suradadir: yakinsakligi gostermek icin limiti bilmek gerekmez; monotonluk ve sinirlilik
yeter. Ustelik limit hakkinda da bilgi verir: limit, terimler kiimesinin supremumu ya da infimumudur.
Buradan hemen kullanish bir sonug cikar.

Sonug 23.1 (Limit ile Terimler Arasindaki Siralama).

1. (a,,) artan ve ustten simirliysa, L = lim,_, _ a;, olmak iizere hern € N i¢in a,, < L’dir.
2. (a,,) azalan ve alttan simirliysa, £ = lim,,_, . a;, olmak iizere hern € N icin £ < a,, 'dir.

Dizi kesin monotonsa esitsizlikler de kesindir.

ispat.

(1) Teorem 23.1 geregi L = sup{a,, : k € N} dir ve supremum kiimenin bir iist siniridir; dolayisiyla her
n i¢in a,, < L. (2) ayni bigcimde, £ = inf{a,, : k € N} nin alt sinir olmasindan ¢ikar. Dizi kesin artansa
a, <a,, < Loldugundan a, < L’dir; kesin azalan durum benzerdir.

|
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23.2 Monoton Yakinsaklik Teoremi 261

Ornegin a,, = 1 — % dizisi artan ve limiti 1’dir; gercekten de biitiin terimler 0, %, %, %, ... sayilar1 1’den
kigiktir. a,, =1+ % dizisi ise azalan ve limiti 1’dir; terimleri 2, %, %, ... hep I’den buiytiktiir. Limit, artan

dizide terimlerin “tavani”, azalan dizide “tabani”dir.

Ornek 23.1 (Bir Bélii Kék n Dizisi). a, = \/Lﬁ dizisinin yakinsak oldugunu monoton yakinsaklik

teoremiyle gosteriniz ve limitini bulunuz.

Coziim.
Alttan simirli. Her n icin 4/ > 0, dolayisiyla \/Lﬁ > 0 (Onerme 7.9). Demek ki 0 bir alt sinirdir.
Azalan. Once 0 < z < y iken \/z < ,/y oldugunu gérelim: aksi halde \/z > ,/y > 0 olur, iki tarafin
karesi alininca z > y celiskisi ¢ikar. Buna gére n < n + 1 oldugundan \/n < v/n + 1 ve Onerme 7.10
ile
1 1
<—F==a

a = —— .
n+1 \/’I’L—-i-l \/ﬁ n

Dizj kesin azalandir.

Yakinsak. Teorem 23.1 geregi dizi yakinsaktir ve limiti £ = inf{1/y/n : n € N}'dir.

Limit. ¢ = 0 oldugunu gosterelim. 0 bir alt sinirdir, dolayisiyla £ > 0. £ > 0 olsaydi, Sonug 12.2 geregi
% < £? olan bir n bulunurdu; kék alarak (yukaridaki monotonluk dzelligiyle) \/L% < { elde edilirdi. Bu,

£'nin alt sir olmasiyla celisir. Oyleyse £ = 0, yani

1
lim — =0.
n—oo /N

Teoremin iki parcasim tek ciimlede toplayalim: siurlt bir dizi ya artan ya azalansa (yani monotonsa)
yakinsaktir. Dikkat: bunun tersi, yani “yakinsak = monoton”, yanlistir ((7711)" dizisi yakinsaktir ama
monoton degildir). Dogru olan, yakinsak dizilerin sinirli olmasidir; bunu monotonlukla birlestirince
asagidaki olciit cikar.

Sonug 23.2 (Sinirli ve Monoton Diziler Yakinsaktir). Sinirli ve monoton her dizi yakinsaktr.

ispat.

(a,,) smrli ve monoton olsun. Sinirli oldugundan hem iistten hem alttan simurhidwr (Tamum 19.3). Dizi
artansa Teorem 23.1'in (1) parcasi, azalansa (2) parcasit uygulanir; her iki durumda dizi yakinsaktir.

]

m > 0) ve 0 < a,, <1 oldugundan sinirlidir;

dolayisiyla yakinsaktir. Limiti, a,, = 1 — n+_1 yazilisindan 1 olarak okunur.

- o . _ n e . _ _
Ornegin a,, = ;75 dizisi artandir (@, —a,, =

Sonuc 23.3 (Monoton Dizilerde Yakinsaklik Olciitii). Monoton bir dizinin yakinsak olmast icin gerek
ve yeter kosul sinirli olmasidir.

ispat.

(a,,) monoton olsun. Yakinsaksa Teorem 20.2 geregi sinirlidir; bu yon monotonlugu kullanmaz bile. Tersine,
stnirliysa Sonug 23.2 geregi yakinsaktir.

]

Bu 6l¢iit monoton dizilerde isi ¢ok kolaylagtirir: yakinsaklik sorusu, “dizi sinirli m1?” sorusuna indirgenir.
Ancak monotonluk varsayimi vazgecilmezdir.
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Monotonluk kaldirilirsa sinirlilik yetmez
(0,1,0,1,...) dizisi, yani a,, = 1+(;1)”’ siurlidir ama yakinsak degildir: terimler 0 ile 1 arasinda gidip
gelir ve hi¢bir sayiya yaklagmaz. (Kesin gerekee: (a,,) yakinsasaydi Teorem 21.1 geregi 2a,, — 1 =
(—1)™ dizisi de yakinsardi; oysa bu dizi iraksaktir, bkz. Ornek 20.6.) Teorem bu diziye uygulanamaz,
¢tinkil dizi monoton degildir. Genel olarak “sinirli = yakinsak” yanligtir; dogru olan “sinirhi ve
monoton = yakinsak” ifadesidir.

Sinirsiz Monoton Diziler

Peki monoton bir dizi sinirli degilse ne olur? Artan bir dizinin tist sinir1 yoksa terimler her tavani agar;
dolayisiyla dizi +00’a iraksar (Tanim 22.1). Béylece monoton dizilerin davranigi tamamen belirlenmis olur.

Teorem 23.2 (Sinirsiz Monoton Diziler Sonsuza Iraksar).

1. Artan ve iistten simirli olmayan bir dizi +00’a raksar.
2. Azalan ve alttan sinirli olmayan bir dizi —oo’a wraksar.

Ispat.
(1) (a,,) artan ve istten simirli olmasin. M € R verilsin. Dizi dstten sinirly olmadigindan M bir iist sinir
degildir; yani a,, > M olan birny; € N vardir. Dizi artan oldugundan hern > n, icin

Up = 0y, > M.

M keyfi oldugundan, Tanim 22.1 geregilima, = +o00.

(2) (a,,) azalan ve alttan simirl olmasin. M € R verilsin. M bir alt sinir olmadigindan a,, < M olan
bir ny; vardir ve azalanhk geregi hern > ny; i¢in a,, < a,, =< M. Demek kilima,, = —ooc.

|

Ornegin a,, = n? dizisi artandir ve iistten sinirh degildir (her M icin Sonuc 12.1 geregi n > M olan bir
n vardir, o zaman n? > n > M); teorem geregi n? — 4+00. Benzer bicimde a, = —n azalan ve alttan
sinirsizdir; —n — —oo.

Sonug¢ 23.4 (Monoton Dizilerin Tam Siniflandirmasi).

1. Artan bir dizi ya yakinsaktwr ya da +00’a iraksar.
2. Azalan bir dizi ya yakinsaktir ya da —oo’a iraksar.

Dolayisityla monoton her dizinin genisletilmis anlamda limiti vardur: dizi simirlvysa limit bir reel sayi, sinirli
degilse +00 ya da —oo dur.

Ispat.

(a,,) artan olsun. Ustten sinirliysa Teorem 23.1 geregi yakinsaktur; iistten sinwrly degilse Teorem 23.2 geregi
+00’a waksar. Ugiincil bir secenek yoktur. Azalan durum simetriktir. Son ciimle icin: artan bir dizi alttan
zaten aq ile simirlidir, dolayisiyla “simirli” ile “iistten simrli” aymi seydir; azalan dizi iginse “sinirl” ile
“alttan sinurl” aynidir (Onerme 19.3).

]

Bu siniflandirma, monoton dizilerin diger dizilerden ne kadar “uslu” oldugunu gésterir: (—1)™ gibi salinan
diziler ne yakinsar ne de sonsuza gider; monoton bir dizi ise bu iki davranistan birini mutlaka sergiler.

e Sayisi

Monoton yakinsaklik teoreminin en iinlii uygulamasi, analizin en 6nemli sabitlerinden birinin tanimidir.
a, = (1 + %)n dizisini diistinelim. Taban 1’e yaklasirken iis sonsuza gider; 1*° bi¢cimindeki bu belirsiz-
likte dizinin ne yapacag: acik degildir. Ilk terimler 2, 2, 25, 2, 37, 2,44, ... diye yavasca biiyiir. Dizi artan
midir, bir tavani var midir? fkisine de “evet” yanit1 verebilirsek dizi yakinsar ve limitine bir ad verebiliriz.
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Teorem 23.3 (e Dizisi Artan ve Sinirhidir). a,, = (1 + %)n dizisi kesin artandir ve hern € N igina,, <
3’tiir. Dolayisiyla dizi yakinsaktir.

ispat.
Adim 1: Binom acilimi. Binom teoremi (Teorem 9.6) geregi

1\" ny 1
w=(1+3) =20
k> 1igin(}) = W oldugundan

(”}l_iuﬁ.”_yﬂ_k+1_}<1_lﬂﬁ_z)“1_E:l
k/nkF K n  n n Tk n n n )

k =0 vek =1 terimleri 1’e esittir. Boylece

n
k=0

Buradal < j < k—1 <n —1 oldugundan her ¢arpan 1 — % sayisi 0 ile 1 arasindadir.
Adim 2: Kesin artan. a,,_, i¢in ayni agihm

n+1
1

k—1 .
J
Gy =1+14 —||@— )
— k! oI n+1

verir. Iki acilimi terim terim kar§lla§t11jallm. 2<k<nolan herkvel < j < k—1 olan herj igin, j >
1 ven <n+1 oldugundan 5 < Z'dir; ayrica j <k—1<n—1<n oldugundan 1 — L > 0’d
Dolayisiyla

J
n+1

0<1—2 <1
n

Pozitif sayilarin ¢arpimi siralamay: korudugundan a,, | ’in k-inci terimi a,,’in k-inci teriminden biiyiik-
tir. Ustelik a,, , ’in agiiminda fazladan bir terim daha vardir: k = n + 1’e karsilik gelen terim, pozitif
sayilarin ¢carpimi oldugundan pozitiftir. Oyleyse a,, < a,,,+; dizi kesin artandur.

Adim 3: Ustten sinurli. (1) 'deki her carpan 1°den kiigiik oldugundan ¢arpim da 1’den kiigiiktiir; buradan

<1+1 Y 1—2 L 1 1
a, <1+ +;H_ +§+§+'"+H.

Simdik > 1 icin k! > 281 oldugunu tiimevarimla gorelim: k = 1 icin 1! = 1 = 20, k! > 251 ise (k +
D= (k+1)k! > 2281 =2k Oyleyse 5 < 2,6%1 ve geometrik toplam formiiliiyle

1 1
(1,5 <8

1
an§2+§+z+'"+2n71
Sonug. Dizi artan ve iistten 3 ile sinirlidir; Teorem 23.1 geregi yakinsaktir.
]

Artik limite bir ad verebiliriz.

Tanim 23.1 (e Sayis1 (Euler Sayisi)). (1 + %)n dizisinin limitine e sayis1 (Euler’s number) denir:

1 n
e = lim (1 + —) .
n—o00 n

Teorem 23.3 bu limitin var oldugunu garanti eder. e irrasyonel bir sayidir ve yaklagik degeri e =
2,71828... dir.
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264 Boliim 23. Monoton Yakinsaklik Teoremi ve e Sayis1

e’nin irrasyonel oldugunun ispat1 bu notlarin kapsami disindadir; ama e’nin nerede oldugunu teoremin
ispatindan kolayca okuyabiliriz.

Sonug 23.5 (e Sayisinin Simirlari). 2 < e < 3’tir.
Ispat.

a, = (1 + l)n olsun. Teorem 23.1 geregi e = sup{a,, : n € N} dir; dolayisiyla hern i¢in a,, < e (Sonug
02 1Y Brol o1 3)2 _ 9
23.1). Ozel olarak e > a, = (—) =3>2

. 2
Ust sinir i¢in Teorem 23.3'nin ispatindaki kestirimi bir adim inceltelim. k = 3 i¢in % = %’dlr; bu, kullan-
digimiz 2% = i stirindan kiigiiktiir. k > 4 icin % < 21% sinirini koruyarak
1 1 n 1 1 1 1 35
<24 -4+ = —— <24+ -+ -+ - =—
a, < +2+6+;2k—1 <2tgteti=4

elde ederiz (buradaki son toplam % + % + 4+ 273,1 = % — 2,},1 < i; n < 4 icin toplam bostur ve

esitsizlik yine dogrudur). Demek ki % biitiin terimlerin bir dist siniridir; supremum en kiigiik dist sinir
5 35

oldugundane < 2 < 3.

]

Ornek 23.2 (e Dizisinin ilk Terimleri). a, = (1+ %)n dizisinin ilk birkag terimini hesaplayiniz ve
Teorem 23.3'nin s6ylediklerini gozlemleyiniz.

Cozim.
Terimleri dogrudan hesaplayalim:

3\ 2 4\* 64 5\ 625
a; =2, a2:(§) = 2,25, a3=(§) = 5= ~ 2,370, a4:(1) = 5rp ~ 241,

7776

% = 3195 ~ 2,488, ay =1,1"" ~ 2,594, a1g0 ~ 2,705, ay000 ~ 2, T17.

Terimler gercekten artiyor; ama artig giderek yavagliyor ve hicbir terim 3’ gecmiyor. Terimler
yukaridan e & 2, 718 degeriyle “stkigmig” durumdadir: e, terimler kiimesinin supremumudur ve dizi
bu supremuma yavasga yaklagir.

a
n
3: tist sinir
e~2,718
o o 0 o ° 0 °
o
[ J
[ J
([ J
a =(1+1/n)"
2 o
n
1 5 10

Sekil 23.2: (1 + 1/n)"dizisi artar ve 3'd hi¢ ge¢mez; monoton yakinsaklik teoremi geregi bir limiti vardir.
Bu limit e ~ 2,718 sayisidir: dizi ona yavas yaklasir, n = 12'de bile heniiz 2,61 civarindadir.
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Yakinsama oldukga yavastir: bin terim sonra bile ancak iki ondalik basamak dogrudur. e’yi hesapla-
manin ¢ok daha hizli yollar1 vardir; 6rnegin ispattaki 2 + % + % + -+ toplamu1 e’ye ¢ok hizli yaklagr.
Bunu seriler konusunda goérecegiz.

|

Ustel Fonksiyonun Limit Tanimi

(1 + %)n dizisindeki 1’in yerine herhangi bir = reel sayisi1 konursa ne olur? Sonug yine yakinsak bir
dizidir.

1 Genellestirilmis e dizisi

Her z € R i 1(;1n 1 +Z 21 dizisi yaklnsaktlr 2 > 0 icin ispat Teorem 23.3'ninkiyle ayni diizendedir:

binom agihm (1 + ) =3 o 7T H (1 — —) verir, dizi artandur ve 37" 0 kl,c toplamu Gstten

sturlidir (k > 2z olan k’lardan 1t1baren Tortn < é ”l”c, oldugundan kuyruk bir geometrik toplamla
siirlanir). £ < 0 durumu biraz daha fazla ¢aba ister ve ispatim1 burada vermiyoruz; bu limit, ustel

fonksiyon incelenirken yeniden ele alinacaktir. Burada yalnizca sonucu kullanacagiz.

Tanim 23.2 (Ustel Fonksiyonun Limit Tanimi). Her z € R icin iistel fonksiyon (exponential
function) s6yle tanimlanir:
n
e = lim (1—|—£> .
n

n—o0

x = 1 i¢in bu tanim Tanim 23.1 ile 6rtiisiir; = 0 i¢in sabit 1 dizisinin limiti e® = 1°dir. Rasyonel z icin bu
tanimin Tanim 13.2 ile verilen kuvvetle uyustugu gosterilebilir; bu yiizden e® yazimi bir celiski yaratmaz.
Tanimu iki 6rnekte kullanalim.

Ornek 23.3 (Bir Eksi Bir Bélii n Dizisi). lim,_, . (1 — l)n = % oldugunu gosteriniz.

n

Coziim.
n > 2 i¢in terimi e’nin tanimindaki bigime dontustiirelim:

(1-3) = () = (nLll)” B (1+i+1)”

Payday, tissii n — 1 olacak bicimde ayiralim:

(1+-15) = (1+L1)”1 (1+—=).

b, = (1+ ﬁyhl diyelim (n > 2).b,, = a,,_, dir; yani (b,,) dizisi e dizisinin bir adim kaydirilmigidur:

by, = ay, b3 = a,, .... Bir dizinin ilk terimi atlhnca ya da 6ne bir terim eklenince limit degismez (Teorem

24 3); dolayisiyla b,, — e. Ikinci ¢arpan i¢in —=5 — 0 oldugundan (yine kaydirilmis 1/n dizisi) 1 +
5 — L. Limit aritmetigi (Teorem 21.1) ile

- 1\ . " 1
lim (l—i— ) =e-1l=ce, lim (1__> ——
n—0o0 n—1 n—o00 n e

Bolme kuralini kullanabildik ¢iinkii e # 0. Sonug, Tanim 23.2 ile de uyumludur: z = —1 i¢in e™! = %
]

Ornek 23.4 (Ustel Bicime Déniistiirme). lim,,_, . (1 — %)nw limitini bulunuz.

Coziim.
Ussii n ile 2’ye ayiralim ve tabani 1 4 £ bi¢iminde yazalim:
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266 Boliim 23. Monoton Yakinsaklik Teoremi ve e Sayis1

(2)" (52 (-2

—5/2>

Ik garpar% Tanim 23.2 geregi e ye yakinsar. ikinci carpan icin % — 0, dolayisiyla Teorem 21.1 ile
(1 — —n) — 12 = 1. Carpim kuraliyla

n—o00 2n

5 n+2
lim (1——) =e5/2.1=¢5/2,

23.5 Ozyineli Dizilerin Limiti

Bir dizi genel terimiyle degil de bir 6zyineleme bagintisi ile verilmisse (Tanim 19.2), 6rnegin a,, ,; =
2 + gibi, limitini tahmin etmek bile zor olabilir. Monoton yakinsaklik teoremi burada devreye girer:
dlle’lln monoton ve sinirh oldugunu (genellikle tiimevarimla) gosterip yakinsaklig1 garanti ederiz; sonra
bagmntinin iki yaninda limite gegerek limiti bulan bir denklem elde ederiz. Limite gecerken su basit ama
6nemli olguyu kullaniriz.

1 Kuyruk lemmast: bir adim kaydirma limiti degistirmez

(a,,) dizisi a’ya yakinsiyorsa (a,, . ;) dizisi de a’ya yakinsar. Sebebi basittir: (a,, ;) = (ay, as, ay, -..)
dizisi, (a,,)’in ilk terimi atilmig halidir; verilen ¢ i¢in (a,,)’de ise yarayan n, indisi (a,,, ) icin de ise
yarar. Bu olgu bir sonraki boliimde, “dizinin kuyrugu” kavramiyla birlikte tam olarak ispatlanacaktir
(Teorem 24.3). Buna gére a,_; = f(a,) bi¢cimindeki bir bagintida, f’nin limitle uyumlu oldugu
durumlarda (toplama, ¢arpma, bolme, kok alma gibi islemlerle kurulmusgsa) iki yanin limitini alarak
a = f(a) denklemine ulagiriz.

Once yakinsaklik, sonra denklem

a = f(a) denklemini ¢6zmek limitin var oldugu bilindiginde ise yarar.a; = 1, a,,; = 2a,, dizisini
diisiinelim: limite “gecersek” a = 2a, yani a = 0 ¢ikar. Oysa dizi (1, 2,4, 8, ...) sonsuza wraksar; 0 limit
degildir. Denklem yalnizca “eger limit varsa su olmali” der; varlif1 ayrica (monotonluk ve sinirlilikla)
gostermek gerekir.

© U¢ adiml yéntem

1. Smirhilik. Dizinin (genellikle limit adayinin kendisi olan) bir sinirin altinda ya da iistiinde kaldi-
g1 tiimevarimla gosterin. Limit adayini, a = f(a) denklemini 6nceden ¢6zerek bulabilirsiniz.

2. Monotonluk. a, ; — a,, farkinn isaretini ya da a,,,/a,, oranini inceleyin; cogu zaman yine
timevarim gerekir.

3. Limit. Teorem 23.1 ile yakinsaklig1 sonuca baglayin, bagintida limite gecin ve denklemi ¢oziin.
Birden cok kok cikarsa, sinirlilik ve siralama bilgisiyle (Teorem 21.3) dogru koki segin.

a,+5

Ornek 23.5 (Dogrusal Bir Ozyineleme). a; =2 ve a,,; =
oldugunu gosteriniz ve limitini bulunuz.

ile tanimlanan dizinin yakinsak

Coziim.

[k terimler: a; = 2, ay = % ~ 2,33, a3 = % 2,44. Dizi artiyor ve 2,5 civarina gidiyor gibi gorii-
niiyor.

Adim 1: Ustten sinirh. Iddia: her n i¢in a,, < 3.n = 1:a; = 2 < 3. a;, < 3 olsun; o0 zaman

ap+5 _3+5 8
Qpiq1 = k3 ST:§<3

Timevarim ilkesi (Teorem 9.1) geregi iddia her n i¢in dogrudur.
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23.5 Ozyineli Dizilerin Limiti 267

Adim 2: Artan. Iddia: her ni¢ina,, < a,,;.n=1:a; =2 < % = ay. 0}, < @y, olsun; her iki yana
5 ekleyip 3’e bolmek siralamayi korur:

a +5 ak +5
Apy1 = k3 < +§ = Qpyo-

Demek ki dizi kesin artandir.
Adim 3: Limit. Dizi artan ve iistten sinirli oldugundan Teorem 23.1 geregi yakinsaktir; limiti a olsun.

Kuyruk lemmasi geregia,,,; — ave limit aritmetigiile “”T% — “T% Limitin tekliginden (Teorem 20.1)
a+5 5
a= :>3a=a+5=>a:§.
S?nug: lima, = g (Adim 1°de sinir olarak 3 yerine limit aday: g de kullanilabilirdi: a;, < g = a5 <
5/245 _ 5
5 =32
|

a?+2
2a,,

Ornek 23.6 (Kék Ikiye Yakinsayan Bir Ozyineleme). a; =2vea, , = = %” + al ile tanim-

lanan dizinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve limitini bulunuz.

Coziim.
ik terimler: a; =2, ay = 2, ag = 1L ~ 1,4167, a, = 5% ~ 1,41422. Dizi hizla V2 ~ 1,41421
yaklasiyor gibidir.

2
Adim 1: Pozitif terimler ve alt simir. Her n icin a,, > 0: a; =2 > 0; a5, > 0 ise a;; = anT:Q

kesrinde pay ve payda pozitiftir, dolayisiyla a;,; > 0. Daha iyisi, her n i¢in a2 > 2’dir: a3 = 4 > 2 ve
genel olarak

2
5 _ ai +2 _a%+4ai+4—8ai_(a%—2)2
Up1 — 2= 2ay, —2= 4q?  4a2 T 0.
k k

Bu, bagimsiz olarak her k icin dogrudur (pay bir tam karedir). Ayni sonuca aritmetik—geometrik

2
ortalama esitsizliginden de ulagilir: Teorem 7.1'nin ab < (“TH’) bi¢iminde a = a;, ve b = % alalim;

2
0 zaman 2 = ay, - % < (%) =al 41 olur. Pozitif olup karesi 2’den kii¢iik olmayan bir say1
v/2’den kiigiik olamaz; demek ki her n icin a,, > /2. Dizi alttan siurhdr.

Adim 2: Azalan. Ardisik terimlerin fark:

a 1 a 1 a2 —2
e T T T

ciinkii pay Adim 1 geregi negatif degil, payda pozitiftir. Dolayisiyla a,, . ; < a,,; dizi azalandir.
Adim 3: Limit. Dizi azalan ve alttan sinirli oldugundan Teorem 23.1 geregi yakinsaktir; limiti a olsun.
Her n i¢in a,, > v/2 oldugundan Teorem 21.3 geregi a > v/2 > 0; 6zellikle a # 0 ve bagintida limite

gecerken bolme kurali kullanilabilir:

2
2
a:a2+ =202 = a2 + 2=a% = 2.
a

a > 0 oldugundan a = V/2'dir.

Bu 6zyineleme, v/2’yi hesaplamak i¢in Babillilerden beri kullanilan yontemdir ve her adimda dogru
basamak sayisi yaklagik ikiye katlanir.

|

Ornek 23.7 (I¢ ice Karekokler). a, = v2vea,, +1 = /2 + a,, ile tammlanan dizinin, yani

V2, V242, V2+V2+V2, .
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dizisinin yakinsak oldugunu gésteriniz ve limitini bulunuz.

Coziim.

Limit aday1. Limit a varsa a = /2 + a, yani a> —a —2 = (a — 2)(a + 1) = 0 olmalidir; terimler
pozitif oldugundan aday @ = 2’dir. Sinir olarak 2’yi deneyelim.

Adim 1: 0 < a,, <2.n=1:0<\/§<2(gﬁnkﬁ2<4).0<ak<2olsun.Ozaman2<2+ak<
4 ve karekokiin monotonluguyla (bkz. Ornek 23.1) V2 < /2 +a;, < V4 =2; yani 0 < a;,; < 2.
Ttmevarimla her n i¢in 0 < a,, < 2.

Adim 2: Artan. a,,,; > a,, oldugunu géstermek istiyoruz; iki yan da pozitif oldugundan bu, karelerin
kargilagtirilmasina denktir:

B> 2 4a, > al
<a?—a,—2<0<% (a,—2)(a,+1)<0

Adim 1 geregia, —2 < Ovea, + 1> 0, dolayisiyla carpim negatiftir. Demek kia,, ., > a,,; dizi kesin
artandir.

Adim 3: Limit. Artan ve ustten 2 ile sinirli olan dizi Teorem 23.1 geregi yakinsaktir; limiti a olsun.
2+ a,, — 2+ a ve karekok limitle uyumlu oldugundan (Teorem 21.5) a,,,; = /2 +a, = V2 +a.
Kuyruk lemmasiyla a = v/2 + a, yani (¢ — 2)(a + 1) = 0. a,, > 0 oldugundana > 0 (Teorem 21.3) ve
tek olas1 deger a = 2’dir:

lim a, = 2.
n—oo

Ug érnekte de ayni sablonu izledik: sinirlilik, monotonluk, limit denklemi. Sablon, genel terimini hic
bilmedigimiz dizilerde bile limiti tam olarak vermektedir; bu, monoton yakinsaklik teoreminin giindelik
hesaplardaki giicidiir.

Alistirmalar

Alistirma 23.1 (Monoton Diziler ve e Sayis1 Alistirmalari).

a) a, 3n+1

dizisinin monoton ve sinirli oldugunu gosteriniz; limitini bulunuz.

b) a; =3 ve a,.4 = i(an + E) ile tanimlanan dizinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve limitini
bulunuz.

c) s, =1+ 22 + 32 + 4 L dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

d) lim,,_,, (1+ %) ve hmn oo (”T“) limitlerini bulunuz.

e) (a,) artan, (b,) azalan, her n i¢in a,, <b,, ve b, — a,, — 0 olsun. Iki dizinin de yakinsak oldugunu

ve limitlerinin esit oldugunu gosteriniz.

Cozim.
a) Ardigik terimlerin farkini hesaplayalim:

3n+4 3n+1 @Bn+4)n+2)—Bn+1)(n+3) (Bn?+10n+8)—(3Bn*+10n+3)

5

n+3 n+2 (n+2)(n+3) N (n+2)(n+3) T (n+2)(n+3)

Dizi kesin artandir. Sirlilik igin terimi a,, 3(nn:22) =3— n—+2 biciminde yazalim: —= > 0 oldu-

gundana,, < 3; ayncaa > a1 g Artan ve tstten sinirli oldugundan Teorem 23.1 geregi yak1nsakt1r
Limit icin 0 < —5 < = ve > — 0 oldugundan (Ornek 20.1 ve Teorem 21.1) sikigtirma teoremiyle

n+2
(Teorem 21.6) =25 — 0 yine Teorem 21.11le

n+2

3 ayn1 zamanda terimler kiimesinin supremumudur; Sonug 23.1 ile uyumlu olarak higbir terim 3’e
ulasmaz.
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23.6 Alistirmalar 269

b) Bu, Ornek 23.6'nin 3 i¢in siiriimiidiir. Pozitiflik ve alt stnir: a; = 3 > 0;a;, > Oise aq = 1 (ak +

%) > 0. Ayrica

1 3)\? a?+6+9/a2 —12 1 31> (a2 —3)2
2 k k k
a i_))—_ a +_ ig— = —|la, — — =2 7 >0
k+1 4( k G/k) 4 4( k a’k:) 40’% ,

ve a% =9 > 3; dolayisiyla her n icin ai > 3,yania, > V3. Azalan:

a 3 a2 —3
U = ngy =0y — 5 — 5 - = — 20
n n

Limit: Azalan ve alttan smrli dizi yakinsaktir; limiti a > V3>0 (Teorem 21.3). Bagintida
limite gegince a = %(a + %), yani 2a% = a? + 3, a®> = 3; a > 0 oldugundan a = /3. ilk terimler
3,2,1,75,1,7321, ... bunu dogrular (v/3 ~ 1, 73205).
€) Spp1— S, = m > 0 oldugundan dizi kesin artandir. Ust sinir i¢in k > 2 iken k% > k(k — 1),
dolayisiyla

1 111

B Skk-1) k-1 &

Bu esitsizlikleri k = 2, ..., n i¢in toplarsak sag taraf ic ice sadelesir:
N | = 1 1 1
=1 — <1 — = =1 1—— 2.
=14 g < +;(k—1 )=t (1-2) <

Artan ve ustten 2 ile smurh olan (s,,) dizisi Teorem 23.1 geregi yakinsaktir. (Limitin degeri %2 ~
1, 645’tir; bunu Euler bulmustur ve ispati ¢cok daha ileri araclar ister. Burada yalnizca yakinsakligi
gosterdik.)

d) ilk limit icin tabani 1 + ¥ biciminde yazalim: 1 + % =1+ % Tanim 23.2 geregi

n—o0

lim (1—|—i> =el/2 = e
2n

n+2

Ikinci limit icin e =14 %, dolayisiyla

2\" 2\"
lim (n—i— ) = lim <1+—) = e2.
n—00 n n—o0 n
2

Ayni sonucun bir pargasina yalnizca Tanim 23.1 ile de ulagilabilir: n = 2m cift iken (1 + ﬁ)n =

[(1 + %)m] 2 oldugundan cift indisli terimler Teorem 21.1 geregi e?’ye yakinsar. Bu, dizinin yalnizca
bir alt dizisinin limitidir; alt dizilerin limiti ile dizinin kendi limiti arasindaki iliskiyi bir sonraki bolimde
inceleyecegiz (Teorem 24.1).
e) (b,,) azalan oldugundan her n i¢in b,, < b;, dolayisiyla a,, < b,, < b;: (a,,) artan ve iistten simrhdir,
Teorem 23.1 geregi bir a sayisina yakinsar. Benzer bicimde (a,,) artan oldugundan a; < a,, <b,,: (b,,)
azalan ve alttan sinirldir, bir b sayisina yakinsar. Limit aritmetigi ile

b—a= lim (b, —a,) =0,

n—oo

yani a = b. Ustelik Sonug 23.1 geregi her n icin a,, < a = b < b,,; ortak limit biitiin [a,,, b,,] aralikla-
rinda yer alir. Bu, i¢ ice araliklar teoreminin (Teorem 10.5) diziler diliyle yeniden ispatidir; bir sonraki
bolimde bu bakis acisimi ayrintili ele alacagiz.

Monoton yakinsaklik teoremi, tamlik aksiyomunun dizilere yansimasidir: monoton bir dizi ya bir reel
saylya yakinsar ya da sonsuza gider, arada kalmaz. Peki monoton olmayan diziler icin ne séylenebilir?
Smirli bir dizi yakinsamak zorunda degildir; ama icinden monoton (ve dolayisiyla yakinsak) bir parca
ayiklanabilir. Bu fikir bizi alt dizilere ve analizin temel taslarindan Bolzano-Weierstrass teoremine
gotiiriir: Alt Diziler ve Bolzano-Weierstrass Teoremi.
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24.1

24. Alt Diziler ve Bolzano—Weierstrass
Teoremi

Onceki béliimde monoton dizilerin ne kadar “uslu” oldugunu gordiik: sinirliysa yakinsar, degilse sonsuza
gider (Teorem 23.1, Teorem 23.2). Oysa ¢ogu dizi monoton degildir. (—1)™ dizisi sinirlidir ama yakinsamaz;
terimleri —1 ile 1 arasinda gidip gelir. Yine de bu dizinin i¢cinde diizenli parcalar saklidur: ¢ift indisli terimler
hep 1, tek indisli terimler hep —1’dir. Bir diziden bazi terimleri (siray1 bozmadan, sonsuz tane) segerek
elde edilen yeni diziye alt dizi denir ve bu boliimiin ana fikri sudur: her dizinin i¢inde monoton bir
alt dizi vardur; dizi sinirliysa bu alt dizi yakinsar. Bu, analizin en ¢ok kullanilan araglarindan biri olan
Bolzano-Weierstrass teoremidir.

Bu béliimde sunlar1 6grenecegiz: alt dizi tanimi ve n;, > k esitsizligi; yakinsak bir dizinin her alt dizisinin
ayni limite gittigi ve bunun wraksakligi gostermede nasil kullanildify; tek ve cift indisli alt dizilerle
yakinsaklik élciitii; dizinin kuyrugu ve lima,, = lima,,,; esitligi; monoton alt dizi teoremi ve Bolzano—
Weierstrass teoremi; siirsiz diziler igin karsiligy; i¢ ice araliklar teoreminin dizilerle ispati; son olarak
dizisel kompaktlik ve kompakthigin ti¢ denk bi¢imi.

Alt Diziler

(a,) = (aj,aq,0a3,...) dizisinden sonsuz tane terimi, soldan saga siray1 koruyarak secelim: 6rnegin
Gg, a5, Qg, A1y, ... Segilen terimler yeni bir dizi olusturur. Onemli olan iki seydir: secilen terim sayisi
sonsuzdur ve indisler kesin artar; yani geriye doniip daha 6nceki bir terimi alamayiz, ayni terimi iki kez
de kullanamayiz.

Tanim 24.1 (Alt Dizi). (a,,) bir reel say1 dizisi ve (n;,) ey kesin artan bir dogal say: dizisi olsun:
nq <TL2 <n3 < <nk <nk+1 < e

b, = a,,, ile tanimlanan (b;) dizisine (a,,) dizisinin bir alt dizisi (subsequence) denir ve genellikle (a,, )
ile gosterilir. Terimleri agik yazarsak

(@) = (Gnys Qs Qs oo Gy -o0).-

Tanimda iki dizi vardir: ana dizi (a,,) ve hangi terimlerin secildigini sdyleyen indis dizisi (n;,). Alt dizinin
k-nci1 terimi, ana dizinin ng-inci terimidir. Alt dizi de bir dizidir (Tanim 19.1), ¢iinkii &k U, kurali N°’den
R’ye bir fonksiyondur.

Sira korunur, sonsuz terim secilir

(ag,aq,ay4,as,...) bir alt dizi degildir: n; = 2 > 1 = n, oldugundan indisler kesin artan degildir.
(a1,aq1,0aq,...) de alt dizi degildir; ayni indis tekrar edilemez. (a,, aq, ..., a1o) sonlu listesi de alt dizi
degildir; alt dizi sonsuz sayida terim igerir. Buna karsilik (a,,) dizisinin kendisi bir alt dizidir: n;, = k
alinir.

Ornek 24.1 (Alt Dizi Ornekleri). Asagidaki dizilerin belirtilen alt dizilerini indis dizisiyle birlikte
yaziniz.

a) (a,,) herhangi bir dizi; tek indisli terimlerden olusan alt dizi.
b) (0,1,0,1,...) dizisinin sabit alt dizileri.
) (a,) = (1, %, %, ) dizisinin (%, %, %, ) alt dizisi.

Coziim.
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a) ny=2k—1 alalm: n;, =1<ny, =3<mn3=>5<-- kesin artandir. Alt dizi (aq;_;) =
(ay,as,as,...) olur. n, = 2k + 1 ile baglanirsa (ag, a5, a,, ...) elde edilir; bu da tek indisli terimlerin
bir alt dizisidir. Cift indisli terimler i¢in n;, = 2k alinir: (ay;,) = (a4, a4, ag, --.)-

b) a, = w dizisinde ¢ift indisli terimler 1, tek indisli terimler 0’dir. n, = 2k ile (aq) =
(1,1,1,...), n, = 2k — 1 ile (ag;,_1) = (0,0,0,...) sabit alt dizileridir. Bu iki alt dizi farkli sayilara
yakinsar; birazdan bunun ana dizinin 1raksak oldugunu kanitladigini gérecegiz.

c) b, = k+—4 = a4 oldugundan n;, = k4 4 alinir: n; =5 < ny, = 6 < ---. Bu alt dizi, ana dizinin ilk
dort terimi atilarak elde edilmistir; béyle alt dizilere birazdan “kuyruk” diyecegiz.

|

Alt dizilerle calisirken siirekli ihtiya¢ duyacagimiz basit bir gergek var: k-inc1 secilen terimin indisi en az
k’dir. Clinki ilk segilen indis en az 1, ondan kesin bilyiik olan ikincisi en az 2’dir ve bu boyle siirer.

Onerme 24.1 (Alt Dizi Indisleri En Az k'dir). (n,,) kesin artan bir dogal say: dizisi olsun. Her k € N
icinng > k’dir

ispat.

k iizerinden tiimevarim yapalim (Teorem 9.1).

Taban. n, bir dogal sayidir ve her dogal say: 1°den kiigiik degildir (Onerme 9.3); dolayisiylan, > 1.
Adim. ny, > k olsun. (ny,) kesin artan oldugundan n,_, > ny; iki dogal sayi arasinda kesin esitsizlik
varsa aralarindaki fark en az 1°dir (Onerme 9.3), yanin,,, > ny, + 1. Timevarim varsayimiylan;, | >
n,+1>k+1.

Boylece her k icinn;, > k.

|

Bu 6nermenin bir sonucu sudur: kK — oo iken n; — +o00; ¢iinkit M ne olursa olsun k£ > M olan her k
icin ng, > k > M olur (Sonug 12.1). Dolayisiyla bir alt dizinin limitine bakarken “k — c0” ile “n;, — c0”
ayni seyi soyler: alt dizi de ana dizi gibi sonsuza dogru ilerler, yalnizca bazi terimleri atlar.

Alt Dizilerin Yakinsaklig1

Bir dizi a’ya yakinsiyorsa terimleri bir yerden sonra a’nin istedigimiz kadar kiiciik komsuluguna girer. Alt
dizinin terimleri bu terimlerin arasindan segildigine gore alt dizi de ayni komsuluga girmek zorundadir.
Tek dikkat edilecek nokta, alt dizinin indislerinin yeterince biiyidiigiinden emin olmaktir; bunu Onerme
24.1 saglar.

Teorem 24.1 (Yakinsak Dizinin Her Alt Dizisi Ayn1 Limite Yakinsar). (a,,) dizisi a € R sayisina
yakinsityorsa her (ank) alt dizisi de a’ya yakinsar:

lim a, =a= lim a, =a.
n—00 k—oo K
Ayricalim a,, = 400 ise her alt dizinin limiti 400, lim a,, = —oo ise her alt dizinin limiti —oo dur.

ispat.
(a,) — a olsun ve (a,, ) herhangi bir alt dizi olsun. € > 0 verilsin. Limit tanimi (Tanim 20.1) geregi 6yle
birn, € N vardir ki

n>n.,=|a,—al|<e.

Simdi k > n_ olsun. Onerme 24.1 geregi n;, > k > n_; dolayisiyla n = ny, igin yukandaki gerektirme
uygulanir ve | a, —a | <e elde edilir. Demek ki her € > 0 icin, k > n, oldugunda | a,, —a|<e
saglamr; bu tam olarak limy,_, . a,, = a demektir. (Alt dizi icin ise yarayan indis, ana dizininkiyle ayn
n, 'dur.)

Sonsuz limit durumu ayni kalipla gider. lim a,, = +o0 olsun. M € R werilsin; Tanim 22.1 geregi n >
nyy igin a,, > M olacak bicimde bir ny; vardir. k > ny iginny, > k > nyy, dolayisiylaa,, > M. Yani
lima,, = +o0.—oco durumua, < M ile aymdur.

|
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Teoremin karsiti da dogrudur, ustelik ispati neredeyse hi¢ emek istemez: dizinin kendisi bir alt dizi
oldugundan, “her alt dizi a’ya yakinsar” ifadesi dizinin kendisinin de a’ya yakinsadigini icerir.

Sonug 24.1 (Yakinsakligin Alt Dizilerle Karakterizasyonu). Bir (a,,) dizisinin a € R sayisina yakin-
samast igin gerek ve yeter kosul, her alt dizisinin a’ya yakinsamasidir.

ispat.

(= yonii) Teorem 24.1. (< ydnii) Her alt dizi a’ya yakinsasin. ny, = k ile tamimlanan alt dizi (a,,)’in
kendisidir; dolayisiyla (a,,) — a.

]

Teoremin asil giicii olumsuz yondedir: bir dizinin iraksak oldugunu gostermek icin tanimla ugrasmak
yerine, uygun iki alt dizi bulmak yeter.

Sonug 24.2 (Alt Dizilerle Iraksaklik Ol¢iitii). (a,,) bir dizi olsun.

1. (a,,)’in farkh limitlere yakinsayan iki alt dizisi varsa (a,,) wraksaktir.
2. (a,,) in wraksak bir alt dizisi varsa (a,,) wraksaktir.

Ispat.

(1) (a,,) — pve(a,, ) — qolsun,p # q. (a,) bira sayisina yakinsasaydi Teorem 24.1 geregi her iki alt
dizi de a’ya yakinsardy; limitin tekliginden (Teorem 20.1) p = a = q olurdu. Bup # q ile gelisir. Demek ki
(a,,) yakinsak degildir (Tanim 20.2).

(2) (a,,) yakinsak olsaydi Teorem 24.1 geregi her alt dizisi yakinsak olurdu; wraksak bir alt dizinin varlig1
bununla celisir.

|

Ornek 24.2 (Alt Dizilerle Iraksaklik). Asagidaki dizilerin iraksak oldugunu alt diziler yardimiyla
gosteriniz.

a) a, = (_1)71

b) a, = (=1)"(1+3)
Coziim.
a) Cift indisli alt dizi (aq,) = (1,1, 1,...) sabit dizisidir ve 1’e yakinsar; tek indisli alt dizi (aq,_;) =
(—1,—1,—1,...) ise —1’e yakinsar. 1 # —1 oldugundan Sonug¢ 24.2 geregi (a,, ) rraksaktir. Bu, Ornek

20.6'ta € tanimuiyla iki kez gosterdigimiz iraksakligin cok daha kisa bir ti¢lincii ispatidir.
b) Cift indisler icin (—1)%* = 1, dolay1siyla

1
agp =145 = 1+0=1

(Ornek 20.1 ve Teorem 21.1; 57 <  oldugundan 5. — 0). Tek indisler i¢in (—1)*~! = —1, dolay1siyla

1
a2k71 = _<1+ Qk—l) — _1.

Iki alt dizi farkli limitlere gittiginden dizi iraksaktir. Grafikte cift indisli terimler yukaridan 1’e, tek
indisli terimler agagidan —1’e yaklasir; dizi iki ayr1 sayiya “yigilir” ama hicbirine yakinsamaz.
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a
n
°® ciftnta, =1+1/n—1
I .8 _ e __eo__e___o.
a, = (-1)"(1 + 1/n)

0

,1 ————————————————————————————— —_——— -
° e ) o
° [
) ° tekn:a =-(1+1/n)— -1
n
1 5 10

Sekil 24.1: (-1)%1 + 1/n) dizisi yakinsamaz, ama iki alt dizisi yakinsar: ¢ift indisli terimler (a,«) yukaridan
1'e, tek indisli terimler (a,c-,) asagidan —1'e gider. Farkl limitli iki alt dizi, dizinin kendisinin yakinsak
olamayacagini da gosterir.

Alt dizi teoremi olumlu yonde de is goriir: bilinen bir limitten yeniQIkimitler tiiretir. Ornegin (1 + %)n —
e oldugunu biliyoruz (Tanim 23.1); n;, = 2k alt dizisiicin (1 + 55)” — € olur, hesap gerekmez.

Tek ve Cift Indisli Alt Diziler

Yukaridaki 6rneklerde diziyi hep cift ve tek indisli iki parcaya ayirdik. Bu iki parca birlikte dizinin
biitiin terimlerini kapsadigindan, ikisi de ayni1 sayiya yakinsiyorsa dizinin kendisi de yakinsamalidir. Bu,
raksaklik ol¢iitiintin tam bir karakterizasyona dontismesidir.

Teorem 24.2 (Tek ve Cift indisli Alt Dizilerle Yakinsaklik). (a,,) dizisinin a € R sayisina yakinsa-
mast igin gerek ve yeter kosul, ¢ift indisli alt dizisi (a,,,) ile tek indisli alt dizisi (ay,, ) in her ikisinin de
a’ya yakinsamasidir.

ispat.
(= yénii) (a,) — a ise Teorem 24.1 geregi biitiin alt dizileri, 6zel olarak (as,,) ve (aq,_1), a’ya yakinsar.
(< yénii) lim a,,, = a velim a,,_, = a olsun. € > 0 verilsin. Iki limit tanimindan iki indis elde ederiz:

e oyle birn, € Nvardirkin > n, i¢in| a, —a | < ¢&;

e oyle birn. € Nvardirkin > n. i¢in| aq,_; —a | <e.

N = max{2n,, 2n. — 1} alahm (Tanim 7.4) ve n > N olsun. n ya cifttir ya tektir.

e n =2k cift ise 2k > N > 2n_, dolayisiyla k > n_; birinci kosuldan | a,, —a | =| a9, —a | < e.

en=2k—1 tek ise 2k —1> N >2n_ — 1, dolayisiyla k > n.; ikinci kosuldan |a, —a|=
| agp 1 —a|<e

Her iki durumda da| a
|

n, —a | <e.Demekkin > N igin| a, — a | < & ve Tanim 20.1 geregilim a,, = a.

Tek indisli alt diziyi (ag,,,,) = (as,as, ...) olarak almak da ayn1 sonucu verir; a, teriminin eksik olmasi
limiti etkilemez. Teoremin olumsuz yoni, wraksaklik géstermenin en pratik yoludur.
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Sonug 24.3 (Tek ve Cift Indislerle Iraksaklik Olgiitii). (a,,,) ve (ao, ;) alt dizileri farkl limitlere
yakinsiyorsa ya da bunlardan biri wraksaksa (a,,) dizisi iraksaktur.

ispat.
Farkl limitler durumu Sonuc 24.2 (1), waksak alt dizi durumu Sonuc 24.2 (2) ile ¢ikar.
|

Ornek 24.3 (Tek ve Cift Indisli Alt Dizilerle Inceleme). Asagidaki dizilerin yakinsak olup olmadigini
belirleyiniz.

Coziim.

a) n cift ise (—1)" =1 ve a, = 31 =2; n tek ise (—=1)" = —1 ve a, = 351 = 1. Yani (ay,) =
(2,2,2,...) = 2 ve (ay,_1) = (1,1,1,...) — 1. Limitler farkl (2 # 1) oldugundan Sonug 24.3 geregi
dizi wraksaktir.

b) Cift indisler icin a,), = (2k)? = 4k?. Bu alt dizi iistten sinirlt degildir: her M icin k > M secilirse
(Sonug 12.1) 4k? > k > M olur. Sinirsiz dizi yakinsak olamaz (Teorem 20.2), dolayistyla (ao, ) iraksaktir
ve Sonug 24.3 geregi (a,,) de iraksaktir. (Aslinda (a,y,) — +oove (ag, 1) = (—(2k — 1)?) — —oc’dur;
dizi sinirsizdir ama ne +o00’a ne —oo’a gider.)

€) ag = 57 — 0 ve ay,_; = —5p— — 0; her iki alt dizi de 0’a yakinsar. Teorem 24.2 geregi (a,,) —
0. Bu kez alt diziler yakinsaklig1 kanitladi.
]

Dizinin Kuyrugu
Bir dizinin yakinsakligi, basindaki sonlu sayida terime bagh degildir; 6nemli olan “sonsuza giderken” ne
oldugudur. ik % terimi atinca elde edilen alt diziye kuyruk diyecegiz.

Tanim 24.2 (Dizinin Kuyrugu). (a,),ey bir dizi ve k € N sabit olsun. n; = j + k indisleriyle elde
edilen

<an+k)neN = (ak+17 Apt2) A43) )

alt dizisine (a,,) dizisinin k-kuyrugu (k-tail) ya da kisaca kuyrugu (tail) denir. k-kuyruk, dizinin (k +
1)-inci teriminden itibaren biitiin terimlerini igerir.

Ornegin a,, = L dizisinin 4-kuyrugu (a,4) = (3, 8, 3, ---), I-kuyrugu (a, 1) = (3, 3, 1, ...) tir. Kuy-
ruk gercekten bir alt dizidir, ¢linkii n; = j + k kesin artan bir dogal say1 dizisidir. Kuyruk kavraminin
islevi su teoremdedir: dizi ile kuyrugu, yakinsaklik acisindan birbirinden ayirt edilemez.

Teorem 24.3 (Kuyruk ile Yakinsaklik iligkisi). (a,,) bir dizi olsun. Asagidakiler birbirine denktir:

1. (a,,) yakinsaktr.
2. Her k € N icin k-kuyrugu (a,, ) yakinsaktr.
3. Birk € N i¢in k-kuyrugu (a,,, ;) yakinsaktir.

Bu limitlerden biri varsa hepsi vardir ve esittir:

lim a, = lim a,_,.

ispat.

(1) = (2). (a,,) — a olsun. Her k icin (a,, ) bir alt dizidir; Teorem 24.1 geregi a’ya yakinsar.
(2) = (3). Her k icin dogru olan bir ifade, ézel olarak k = 1 i¢in dogrudur.
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(3) = (1). Birk icin b, = a,,;, dizisi bir a sayisina yakinsasin. € > 0 verilsin; limit tanimindan 6yle bir
n. vardir kin > n, icin| b, —a | <e, yani| a, , —a | <e. Simdin, =n_+ k alahm ve m > n/
olsun. O zaman m — k > n, vem — k € N’dir; dolayisiyla

‘a‘m_a’|:|a(m—k)+k_a‘:|bm—k_a|<8'

Demek ki m > n. icin | a,, —a | < ¢; bu (a,) — a demektir. Ana dizi icin gereken indis, kuyrugun-
kinden yalnizca k kadar biiyiiktiir.

Limitlerin esitligi. (1) = (2) adiminda kuyrugun limiti ana dizinin limiti o ¢ikty; (3) = (1) adiminda
ana dizinin limiti kuyrugun limiti a ¢ikti. Her iki yonde de limit aynidir.

|

Teorem, bir dizinin limiti i¢in “dizinin hangi terimden basladiginin® énemsiz oldugunu séyler: ilk bir
milyon terimi silmek ya da degistirmek limiti etkilemez. Aym akil yiiriitme sonsuz limitler icin de
gecerlidir: (a,,) = +00 ancak ve ancak bir (her) kuyrugu +o0’a wraksarsa. En ¢ok kullanilan 6zel durum
k = 1’dir.
Sonug 24.4 (Bir Adim Kaydirma Limiti Degistirmez). (a,,) yakinsak bir dizi ise (a,, ,,) de yakinsaktir
ve
lim a,,; = lim a,.
n—oo n—oo
ispat.
Teorem 24.3'te k = 1 alinir.
|

Bu goriiniiste basit esitlik, 6zyineli dizilerin limitini bulmanin anahtariydi: 6nceki boliimde a,,, ; = a"3+5

bagitisinin iki yaninda limite gegerken tam olarak bunu kullanmistik (Ornek 23.5). Orada “kuyruk
lemmas1” diye andigimiz olgu, artik tam olarak ispatlanmig durumdadar.

Ornek 24.4 (Bas1 Bozuk Bir Dizi). a; = 100, ay = —7, a3 =3 ve n > 4 igin a,, = % ile tamimlanan
dizinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve limitini bulunuz.

Coziim.

Dizinin 3-kuyrugu (@ny3) = (31 %, §--)» yanib, = 1= dizisidir. 0 < — < £ ve + — 0oldugundan
(Ornek 20.1) sikistirma teoremiyle (Teorem 21.6) b,, — 0. Kuyruk yakinsak oldugundan Teorem 24.3
geregi (a,,) de yakinsaktir ve lima,, = limb,, = 0. Ilk {i¢ terimin ne kadar “yanlig yerde” oldugunun
bir 6nemi yoktur.

|

Monoton Alt Diziler

Simdi bolimiin ana hedefine, Bolzano-Weierstrass teoremine hazirlaniyoruz. Temel fikir sudur: bir dizi
yakinsak olmasa bile, sinirliysa iginden yakinsak bir alt dizi ¢ikarilabilir. Bunun i¢in 6nce her diziden
monoton bir alt dizi ¢ikarilabilecegini gosterecegiz; sonra monoton yakinsaklik teoremi gerisini halle-
decek. Once basit bir gozlem.

Onerme 24.2 (Monoton Dizinin Alt Dizileri Monotondur). Artan bir dizinin her alt dizisi artandir;
azalan bir dizinin her alt dizisi azalandir. Ayni ifadeler “kesin artan” ve “kesin azalan” i¢in de gecerlidir.

ispat.

(a,,) artan ve (a,, ) bir alt dizisi olsun. k < 1 olan k,! € N alalim. Indis dizisi kesin artan oldugundan
ny, < mny; (a,) artan oldugundan (Tamim 19.4) a,, < a,, . Demek ki alt dizi artandir. Azalan ve kesin
durumlarda yalnizca esitsizligin yonii ya da tiri degisir.

|
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Asil teorem ¢ok daha sagirticidir: dizi ne kadar diizensiz olursa olsun, icinden monoton bir parca ayiklana-
bilir. Ispat, “zirve” fikrine dayanir: bir terim kendinden sonra gelen biitiin terimlerden kesin biiyiikse ona
zirve diyelim. Sonsuz tane zirve varsa zirveler azalan bir alt dizi olusturur; sonlu tane varsa, son zirveden
sonraki her terimin ilerisinde, yani daha biiyiik indisli terimler arasinda, kendinden kiiciik olmayan bir
terim bulunur ve bunlari zincirleyerek artan bir alt dizi kurariz.

Teorem 24.4 (Monoton Alt Dizi Teoremi). Her reel say: dizisinin monoton bir alt dizisi vardur.

fspat.
(a,,) bir dizi olsun. Bir n € N indisine, kendinden sonraki biitiin terimler a,, 'den kesin kiigiikse zirve
(peak) diyelim ve zirvelerin kiimesini

Z={n€eN:her m>n iin a,, <a,}

ile gosterelim. Z ya sonsuz ya sonludur; iki durumu ayri inceleyelim.

Durum 1: Z sonsuz. Sonsuz bir dogal say: kiimesinin elemanlari kiigitkten biiyiige siralanabilir: ny =
min Z (Teorem 9.2), ny = min(Z \ {n,}), genel olarak n; ; = min(Z \ {ny,...,n}). Z sonsuz oldu-
gundan her adimda geriye bos olmayan bir kiime kalir ve bu minimumlar vardwr. Kurulus geregi n, <
ny < ng < - kesin artandir: ny_ 1, ny, 'min minimumu olarak secildigi Z \ {n, ...,n;_, } kiimesinin de
bir elemamidir, dolayisiylany , > ny;ng, # ny, oldugundann, , > ny. Simdin,, € Z bir zirvedir ve
Ngy1 > Ny oldugundan zirve tamimi geregia,, < a,, . Boylece

O, > Qpy > Gy >

kesin azalan bir alt dizi elde ederiz.

a
n
zirve
2| @
~ _zirve
8- ~ _ Zzirve
s = <~ zirve
® i . zirve
° T@O-—
° @
1 o o °
[ ° °®
[ J
kesikli isin: sonraki biitiin terimler altinda kalir
n
1 5 10 15

Sekil 24.2: Bir terim, kendisinden sonra gelen biitiin terimlerden biiyiikse zirvedir; sekilde zirveler koyu,

her birinden saga c¢izilen kesikli isinin altinda kalan terimler ise acik renklidir. Zirveler sonsuz ¢oklukta

ise kendileri azalan bir alt dizi olusturur; bu, her dizinin monoton bir alt dizisi oldugunun ispatindaki ilk
durumdur.

Durum 2: Z sonlu (bos olabilir). Z bos degilse N = max Z, bogsa N = 0 olsun. Hern > N i¢inn ¢
Zdir.n ¢ Z olmasinin anlami, zirve kosulunun olumsuzlanmasidir (Teorem 2.1):

n ¢ Z < Oyle bir m >n vardir ki a,, > a,.

Yani N ’den sonraki her terimin ilerisinde, yani indisi ondan biiyiik olan terimler arasinda, ondan kiigiik
olmayan bir terim bulunur. Alt diziyi 6zyineli olarak kuralim. n; = N + 1 alalim; n; > N oldugundan
ny & Z, dolayisiyla a,, > a,, olacak bicimde bir ny > ny vardir. ny >ny > N oldugundan n, ¢ Z;
oyleyse a,,, > a,,, olacak bicimde bir ngy > ny vardir. Genel olarak n;, > N secilmisse ny, ¢ Z dir ve
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Un,,, = Gp, saglayan bir g, > ny, bulunur; bu yeni indis de N den biiyiiktiir, dolayisiyla siire¢ hig

durmaz. Béylece kesin artan bir (n;,) indis dizisi ve

anl S an2 S ans S e
artan bir alt dizi elde ederiz.

Her iki durumda da monoton bir alt dizi bulunmustur.

|

Teorem, “kaos”un i¢inden diizen ¢ikarir: hangi diziyi alirsaniz alin, terimlerinin sonsuz tanesi ya hep
yiikselir ya hep algalir. Ornegin (—1)™ igin biitiin ¢ift indisler zirvedir mi? a,;, = 1 ve sonraki cift terimler
de 1 oldugundan (kesin kiiciik degil) hayur; tek indisler de zirve degildir, ¢ciinkii —1°den sonra 1 gelir.
Bu dizide hig zirve yoktur: Z = @&, N = 0 ve n; = 1. Ispatin ikinci durumu a; = —1 ile baglayip a,, <
a,, < - biciminde, drnegin ny = 2,n3 = 4,n, = 6, ... secimiyle (—1,1,1, 1, ...) alt dizisini iiretir.

Bolzano—Weierstrass Teoremi

Monoton alt dizi teoremiyle monoton yakinsaklik teoremini birlestirince analizin en 6nemli sonuglarin-
dan biri neredeyse kendiliginden ¢ikar.

Teorem 24.5 (Bolzano--Weierstrass Teoremi (Dizi Siiritmit)). Sinirli her reel say: dizisinin yakinsak
bir alt dizisi vardr.

Ispat.

(a,,) sturl olsun: her n igin | a,, | < M olacak bigimde bir M > 0 vardwr (Tanim 19.3, Onerme 19.1).
Teorem 24.4 geregi(a,,) 'in monoton bir (a,, ) alt dizisi vardir. Bu alt dizinin terimleri ana dizinin terimleri
arasindan secildiginden her k icin | a,, | < M; yani alt dizi de sinirhdir. Stnirls ve monoton bir dizi
Teorem 23.1 geregi (bkz. Sonug 23.3) yakinsaktir. Demek ki (ank) yakinsak bir alt dizidir.

|

Teorem, sinirhilik ile yakinsaklik arasindaki képridir. “Sinirli = yakinsak” yanlistir; ama “sinirli = ya-
kinsak bir alt dizi var” her zaman dogrudur. ileride siireklilikle ilgili biiyiik teoremlerin (bir kapali aralikta
siirekli fonksiyonun en bityiik degerini almasi gibi) ispatlarinda bu teorem siirekli devreye girecektir.

Alt dizi tek degildir

Teorem yakinsak bir alt dizinin varligini soyler, tekligini degil. Farkli alt diziler farkli limitlere
gidebilir; nitekim (—1)™ dizisinde bir alt dizi 1’e, bir bagkasi1 —1’e yakinsar. Teorem, limitin ne oldugu
hakkinda da bir sey séylemez.

Ornek 24.5 (Bolzano--Weierstrass Teoreminin Uygulamalari).
a) a,, = sinn dizisinin yakinsak bir alt dizisi oldugunu gosteriniz.
b) a,, = (—1)™ dizisinin yakinsak alt dizilerini bulunuz.

¢) a,, = n dizisinin yakinsak alt dizisi var midir?

Coziim.

a) Her n icin —1 < sinn < 1, yani | a,, | < 1; dizi sinirhidir. Teorem 24.5 geregi yakinsak bir alt dizisi
vardir. Bu alt dizinin hangi terimlerden olustugunu ya da limitinin ne oldugunu bulmak hi¢ kolay
degildir (ashinda [—1, 1] araligindaki her say1 boyle bir alt dizinin limitidir; bunun ispati bu notlarin
kapsami disindadir); ama varligini biliyoruz. Teoremin tipik kullanimi budur: nesneyi géstermeden var
oldugunu kanitlamak.

b) Dizi sinirhdir (] a,, | = 1). Yakinsak alt dizilerini biliyoruz: (aq;) = (1,1,...) = 1 ve (aqy_1) =
(—1,—1,...) = —1. Genel olarak bir alt dizi ancak bir yerden sonra yalmzca ¢ift ya da yalnizca tek
indisler iceriyorsa yakinsar; aksi hilde hem 1’e hem —1’e giden alt-alt dizileri olur ve Sonuc 24.2 geregi
raksar.
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¢) Hay. (a,, ) = (n;,) herhangi bir alt dizi olsun; Onerme 24.1 geregi ny, > k, dolayisiyla alt dizi
istten sinirh degildir ve Teorem 20.2 geregi yakinsak olamaz. Bu, teoremdeki sinirhilik hipotezinin
vazgecilmez oldugunu gosterir.

|

Bolzano-Weierstrass teoremini daha 6nce kiimeler diliyle gérmiistiik (Teorem 17.5): sonsuz ve sinirli her
kiimenin bir y1g1lma noktas1 vardir. ki ifade birbirine denktir; her biri digerinden ¢ikar.

Onerme 24.3 (Kiime ve Dizi Siiriimlerinin Denkligi). Asagidaki iki ifade birbirine denktir:

1. (Kiime siiriimii) R nin sonsuz ve sinirli her alt kiimesinin bir yigilma noktasi vardr.
2. (Dizi siiriimii) Sinirly her reel say dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

Ispat.

(1) = (2). (a,,) strl bir dizi olsun ve A = {a,, : n € N} gorintii kiimesini alalim. A simirhdwr (Tanim
10.2). Iki durum vardr.

A sonlu ise sonsuz tane indis sonlu tane degere dagildigindan, en az bir c € A degeri sonsuz ¢okluktan
icin a,, = c saglar. Bu indisleri kiicitkten bityige n, < ny < - diye siralarsak (a,, ) = (c, ¢, ¢, ...) sabit
alt dizisi c’ye yakinsar.

A sonsuz ise (1) geregi A’nin bir ¢ yigilma noktasi vardir. Teorem 17.1 geregi ¢ ’nin her komsulugu A’nin
sonsuz ¢oklukta elemanini icerir; farkli elemanlar farkl indislere karsilik geldiginden her komsulukta
sonsuz ¢oklukta n indisi icin a,, bulunur. Alt diziyi adim adim kuralhm: | a,, —c | <1 olan bir n,
segelim. my, segilmisse, (¢ — ﬁ, c+ ﬁ) komsuluguna diisen sonsuz ¢oklukta indis arasindan n;, dan
biyiik bir ny,, secelim (sonsuz ¢oklukta indisin hepsi n;, ’dan kiiciik olamaz). Boylece kesin artan (n;,)
ve her k icin | a, —c|< 1 elde ederiz. 0 < | a,, —c|< + — 0 oldugundan sikistirma teoremiyle
(Teorem 21.6) a,, — c.

(2) = (1). A sonsuz ve stnirli olsun. Sonsuz bir kiimeden birbirinden farkl terimli bir dizi se¢ilebilir: a, €
A al, a, € A\ {a,} al ve boyle siirdiir. Bu 6zyineli se¢im hi¢bir adimda tikanmaz: a4, ..., a,, birbirinden
farkly olarak segilmisken A\ {aq, ...,a, } bos olsaydi A = {ay, ..., a, } olur, yani A sonlu olurdu (Tanim
14.2); oysa A sonsuzdur. (Bu dzyineli secim, Onerme 14.3 ile tipatip aymi kurulustur.) (a,,) dizisi A’da
kaldigindan simirlidir; (2) geregi yakinsak bir (ank) alt dizisi vardir, a,, — c olsun. c’nin A’'min yi§ilma
noktast oldugunu gosterelim (Tanim 17.1): € > 0 verilsin. Yakinsaklik geregi bir yerden sonra biitiin a,,
terimleri (c — €, ¢ + €) komsulugundadir; bu terimler birbirinden farkl oldugundan en ¢ok biri c ye esittir,
geri kalan sonsuz tanesi c¢’den farklidir ve A’dadir. Demek ki c’nin her delinmis komsulugu A ile kesisir;
¢ bir yigilma noktasidr.

|

Boylece Teorem 17.5 igin verdigimiz ikiye bolme ispati ile bu boliimdeki monoton alt dizi ispati, ayni
gercegin iki farkl yiiziidiir. Her ikisinin de kokiinde tamlik aksiyomu (Boliim 10.4) yatar.

Sinirsiz Diziler

Sinirh dizilerde yakinsak alt dizi bulduk. Sinirsiz dizilerde yakinsak alt dizi olmayabilir; ama sonsuza giden
monoton bir alt dizi her zaman vardir.

Teorem 24.6 (Sinirsiz Dizinin Sonsuza Giden Alt Dizisi). Sinirsiz her dizinin, limiti +00 ya da —oo
olan monoton bir alt dizisi vardir. Daha kesin olarak: iistten sinirli olmayan bir dizinin +o00’a iraksayan
kesin artan bir alt dizisi, alttan sinirli olmayan bir dizinin —oo’a raksayan kesin azalan bir alt dizisi vardir.

Ispat.

(a,,) sirsiz olsun; o zaman ya iistten ya alttan sinwrl degildir (Tanim 19.3). Ustten sinirli olmadigini
varsayalim; oteki durum simetriktir.

Ustten sinirl olmamak su demektir: her M € R icin a,, > M olan bir n vardir. Alt diziyi 6zyineli olarak
kuralim. M = 1 igin a,, >1 olan bir ny segelim. n;, segilmis olsun ve

M, = max{al,aQ, ey Oy s K+ 1}
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alalim (sonlu bir kiimenin maksimumu vardir). a,, > M, olan bir n vardir; bu n igin n > n,, olmalidir,
ciinkiin < ny, olsaydi a,, < M, olurdu. Bu indisi n;__, olarak alalim. Kurulus geregi

N1 > Ny, Uy, > My 2 a,,, Uy, > M 2 k+ 1.
Demek ki (n;) kesin artan, (a,, ) kesin artan ve her k icin a,, > k’dr (ilk terim i¢in a,, > 1).
Son olarak a,, — +00 oldugunu gorelim (Tanim 22.1): M € R verilsin. Sonug 12.1 geregi k), > M olan
birky; € Nvardirs k > kyy icina,, >k 2> ky > M. Oyleyselim,_, . a ap, = +o0.

Alttan simirly olmayan durumda Mk = mln{al, ey Oy, — (K + )} ile a,, < My secilir; a, <—k
ve a, — —oo elde edilir
]

Teorem 24.5 ile bu teorem birlesince su tam tablo ortaya ¢ikar: her dizinin, limiti bir reel say1 ya da 400
olan monoton bir alt dizisi vardir. Sinirli dizi reel limitli bir alt dizi, sinirsiz dizi sonsuz limitli bir alt dizi
verir. Ornegin a,, = n?(—1)" dizisinde (a,y,) = (4k?) — +o0o ve (ay,_;) — —oo’dur (Ornek 24.3).

I¢c ice Araliklar: Dizilerle Yeni Bir Ispat

Tamligin bir bagka yiizii olan i¢ ige araliklar teoremini (Teorem 10.5) supremum diliyle ispatlamistik.
Orada uzunluk kosulunu “her € > 0 icin b, —a,, < € olan bir n vardir” biciminde yazmak zorunda
kalmustik, ¢iinkii dizi limiti heniiz yoktu. Simdi teoremi dizi diliyle yeniden ifade edip monoton yakinsaklik
teoremiyle ispatlayabiliriz.

Teorem 24.7 (I¢ Ice Araliklar Teoremi (Dizi Siiriimi)). I, = [a,,,b,,] kapali ve sinirly araliklar i¢ ige
olsun: I, D I, 2O I3 D ---. O zaman

1 (a,) artan, (b,,) azalandir; ikisi de yakinsaktir ve a = lim a,, < limb,, = b olmak iizere

ﬂ = [a, b] # &;

2. aynicalim,,_, (b, — a,,) = 0 ise kesisim tek noktadur: ﬂ L =A{a}.

Ispat.
Monotonluk ve stmurhilik. I, C I, olmasiy, a,, < a, , < b, ; < b, demektir: sol uclar saga, sag
uglar sola kayar. Dolayisiyla (a,,) artan, (b,,) azalandir. Hern igina,, < b,, < b, oldugundan (a,,) iistten
by ile stmirlidir; benzer bigimde ay < a,, < b,, oldugundan (b,,) alttan a, ile sinirhdur.
Limitler. Teorem 23.1 geregi her iki dizi yakinsaktir:

azygirgoan = sup{a,, : n € N}, bzrggngobn = inf{b,, : n € N}.
Hern i¢in a,, < b,, oldugundan limitlerde siralama teoremiyle (Teorem 21.3) a < b.
Kesisim [a, b] dir. a bir supremum oldugundan her n igin a,, < a; b bir infimum oldugundan b < b,,
(Tanim 10.4). Dolayisiyla her n i¢in a,, < a < b < b,,, yani [a,b] C I,; buradan [a,b] C () 1,. Tersine
x € (1, olsun; hern igin a,, < x < b,,. O zaman z, {a,,} kiimesinin bir iist simiridir ve supremum en
kiiciik iist sinir oldugundan a < x; benzer bicimde x, {b,,} 'nin bir alt stmiridir ve x < b. Yani x € [a, b].
Iki kapsama birlikte () I, = [a, b] verir; a < b oldugundan bu kiime bos degildir.
Tek nokta. b, — a,, — 0 olsun. Limit aritmetigi (Teorem 21.1) ile b — a = lim(b,, — a,,) =0, yania =
bve(1, = [a,a] = {a}.

Bu ispat, Teorem 10.5'1n ispatiyla ayni iskelete sahiptir: orada a = sup{a,, } dogrudan tamlik aksiyomun-
dan alinmisgti, burada monoton yakinsaklik teoreminden geldi; ikisi aymi sayidir. Uzunluk kosullar1 da
denktir: (b, — a,,) azalan ve alttan 0 ile siuirh bir dizidir, dolayisiyla “her € igin bir n’de b,, — a,, < €”
demek, “b,, — a,, — 0” demektir.
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Araliklar kapali olmalidir

I, = (O, %) acik araliklari i¢ icedir ve uzunluklar: 0’a gider; ama kesisimleri bostur. Ger¢ekten z > 0
ise Sonug 12.2 geregi % < z olan bir n vardir ve x ¢ I,; z < 0 ise zaten hicbir I,’de degildir. Ispatin
neresi bozuldu? Sol uclar a,, = 0 ve a = 0’dir; ama 0 hicbir I,,’e ait degildir, ¢linkii araliklar uglarim

icermez. Kapalilik, limitin aralikta kalmasini garanti eden koguldur.

Ayni fikir araliklar yerine genel kapali ve siurl kiimeler i¢in de gecerlidir; bu kez Bolzano-Weierstrass
teoremi devreye girer.

Onerme 24.4 (i¢ Ice Kapali ve Sinirlhi Kiimeler). C; D C, D Cy D -+ bos olmayan, kapali ve sinirl
kimeler olsun. O zaman (" G, # @.

Ispat.

Her n i¢in C,, + & oldugundan bir x,, € C, secelim. Her n icin C,, C C, ve C| simurli oldugundan (x,,)
stnirly bir dizidir. Teorem 24.5 geregi yakinsak bir (z,, ) alt dizisi vardir; z,, — x olsun. x’in her C,,, 'de
oldugunu gosterelim. m € N sabit olsun. k > m i¢in n;, >k > m (Onerme 24.1), dolayisiyla T, €
C,, € G, Yani (z,, ) dizisinin m-kuyrugu tamamen C,,, icindedir ve Teorem 24.3 geregi x’e yakinsar.
C,,, kapali oldugundan Teorem 21.10 geregi x € C,,. m keyfi oldugundan x € (\C,,.

]

Dizisel Kompaktlik

Kompakt kiimeleri acik ortiilerle tanimlamigtik (Tanim 18.2) ve Heine-Borel teoremi (Teorem 18.5) bunla-
rin tam olarak kapali ve sinirli kiimeler oldugunu séylityordu. Bolzano-Weierstrass teoremi, kompaktligin
diziler diliyle tGi¢lincii bir tanimini olanakl kilar: bir kiimede kalan her dizinin, limiti yine o kiimede olan
yakinsak bir alt dizisi vardur.

Tanmim 24.3 (Dizisel Kompakt Kiime). K C R olsun. K icindeki her (z,,) dizisinin, limiti K ya ait
olan yakinsak bir alt dizisi varsa — yani her (z,,), z,, € K, dizisi icin z,, — ¢ ve ¢ € K olacak bicimde
bir (xnk) alt dizisi bulunuyorsa — K’ya dizisel kompakt (sequentially compact) denir.

Tarumda iki kosul i¢ icedir: yakinsak bir alt dizi olmali (bu, sinirhilikla ilgilidir) ve limiti kiimeden
ka¢mamali (bu, kapalilikla ilgilidir). Bos kiime, i¢inde hi¢ dizi olmadigindan dizisel kompakttir.

Ornek 24.6 (Dizisel Kompakt Olan ve Olmayan Kiimeler).

a) (0, 1] kitmesinin dizisel kompakt olmadiini gosteriniz.
b) N kiimesinin dizisel kompakt olmadigini gosteriniz.

¢) K = {1 :n e N} U{0} kiimesinin dizisel kompakt oldugunu gésteriniz.

Coziim.

a)x, = % dizisinin her terimi (0, 1] i¢indedir ve x,, — 0 (Ornek 20.1). Teorem 24.1 geregi her alt dizisi
de 0’a yakinsar; ama 0 ¢ (0, 1]. Demek ki bu dizinin limiti kitmede olan higbir alt dizisi yoktur; kiime
dizisel kompakt degildir. Sorun kapaliligin eksikligidir.

b) z,, = n dizisi N icindedir ve Ornek 24.5 (c) geregi higbir alt dizisi yakinsamaz. Kiime dizisel kompakt
degildir; bu kez sorun sinirsizliktir.

¢) (z,,), K icinde bir dizi olsun. 0 < z,, < 1 oldugundan dizi sinirlidir; Teorem 24.5 geregi yakinsak bir
(z,,,) alt dizisi vardwr, z,, — colsun. ¢ € K oldugunu gdsterelim. ¢ # O ise ¢ > 0°dur (terimler negatif
degil, Sonug 21.2). ¢’nin yalnizca sonlu tane % iceren kiigiik bir komgulugunu alalim: &€ = § icin % >
5 ancak m < % iken olur, sonlu tane m. Alt dizi bir yerden sonra bu komsulukta kaldigindan terimleri
sonlu bir kiime i¢inde dolagir; sonlu bir kiitmede kalan yakinsak bir dizi bir yerden sonra sabit olmak
zorundadir (aksi halde en az iki farkli deger sonsuz kez tekrar eder ve iki farkli limitli alt dizi verir),
dolayisiyla ¢ bu sonlu kiimenin, yani K nin bir elemanidir. ¢ = O ise 0 € K. Her durumda c € K; kiime
dizisel kompakttir.

|
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Orneklerdeki gézlemler genel bir teoreme déniisiir: dizisel kompaktlik, kompaktlik ve “kapali ve smirli”
olmak, R’de ayni seydir.

Teorem 24.8 (Kompakthigin U¢ Denk Bicimi). K C R olsun. Asagidakiler birbirine denktir:

1. K kompakttir (her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii vardir).
2. K dizisel kompakttir (K ’daki her dizinin, limiti K 'da olan yakinsak bir alt dizisi vardir).
3. K kapali ve sinirhidr.

Ispat.

(1) < (3). Bu tam olarak Heine—Borel teoremidir (Teorem 18.5).

(3) = (2). K kapal ve sinirli olsun; (z,,), K iginde bir dizi olsun. K simirli oldugundan (z,,) stmirl bir
dizidir; Teorem 24.5 geregi yakinsak bir (mnk) alt dizisi vardr, ©,, — c olsun. Alt dizinin biitiin terimleri
K’dadir ve K kapalidir; kapaliligin dizisel karakterizasyonu (Teorem 21.10) geregi c € K. Demek ki K
dizisel kompakttir.

(2) = (3). K dizisel kompakt olsun. K = & ise kapali ve sinirhidir; K + & olsun.

K sinirhdir. Aksini varsayalim: K sinirli olmasin. O zaman higbirn € N i¢in K C [—n, n| olamaz; yani
her n igin | z,, | > n olan bir x,, € K segebiliriz. (x,,), K icinde bir dizidir; dizisel kompaktlik geregi
yakinsak bir (z,, ) alt dizisi vardir. Ama \ Ty, | > ny, > k (Onerme 24.1), dolayisiyla alt dizi sinirsizdur:
her M igin k > M alinirsa | Ty, | > M. Suursiz bir dizi yakinsak olamaz (Teorem 20.2). Celiski; K
simirhdr.

K kapalidir. Teorem 21.10"yi kullanalim: (x,,), K icinde yakinsak bir dizi ve x,, — x olsun; x € K
gostermeliyiz. Dizisel kompaktlik geregi (x,,) in limiti K 'da olan bir (z,,, ) alt dizisi vardir: z,, — c €
K. Ote yandan (z,)) — = oldugundan Teorem 24.1 geregi &,, — x. Limitin tekli§inden (Teorem 20.1)
x = ¢ € K. Demek ki K ’daki her yakinsak dizinin limiti K ’dadir; K kapalidir.

Boylece (1) < (3) < (2) elde edilir.

|

Bu teorem, kompaktlik i¢in elimize ti¢ ayr1 arag¢ verir. Bir kimenin kompakt oldugunu gostermek igin
“kapali ve smirli” en kolayidir; kompaktligi kullanmak icinse dizisel bi¢im ¢ogu zaman en elverislisidir.
Nitekim siireklilik béliimlerinde “kompakt kiimede stirekli fonksiyon en biiyiik ve en kii¢iik degerini alir”
gibi teoremler, kiimeden bir dizi se¢ip yakinsak bir alt dizi ¢ikararak ispatlanacaktir. Ayrica Teorem 18.5'in
ispatinda kullandigimiz ikiye bélme y6ntemi ile bu boliimdeki i¢ ice araliklar teoremi arasindaki bag da
artik daha goriintrdiir: her ikisi de daralan kapali araliklarin ortak noktasin yakalar.

Alistirmalar

Alistirma 24.1 (Alt Diziler ve Bolzano--Weierstrass Alistirmalar).

a) a,, = (—1)" 15 dizisinin raksak oldugunu gésteriniz. Bu dizinin yakinsak alt dizilerinin limitleri
hangi sayilar olabilir?

b) (ay,). (ag,_1) ve (as,) alt dizilerinin ticii de yakinsaksa (a,,) dizisinin yakinsak oldugunu gdsteriniz.

¢) a, = cos(%F), yani (0,—1,0,1,0,—1,0,1,...) dizisinin yakinsak alt dizilerinin biitiin limitlerini
bulunuz ve dizinin 1raksak oldugunu gésteriniz.

d) (a,,) sinirh bir dizi olsun ve biitiin yakinsak alt dizileri ayni a sayisina yakinsasin. (a,,) — a oldugunu
gosteriniz. Sinirlilik hipotezi kaldirilirsa sonucun bozuldugunu bir 6rnekle gosteriniz.

e) [0,1] U {2} ve {2 : n € N} kiimelerinin dizisel kompakt olup olmadigin belirleyiniz.

Coziim.

a) Cift indisler icin aq), = #ﬁl =1- ﬁ — 1; tek indisler icin aqy,_; = —% =—-1+ ﬁ —-—1
(Teorem 21.1 ve % — 0). Limitler farkli oldugundan Sonug 24.3 geregi dizi iraksaktur.

Yakmsak bir (a,, ) alt dizisi alalm. Indisleri arasinda hem sonsuz tane ¢ift hem sonsuz tane tek say1
olsayds, cift indisli terimleri (a,,,)’in bir alt dizisi olarak 1’e, tek indisli terimleri —1’e yakinsayan iki
alt-alt dizi olustururdu; Sonug 24.2 geregi (ank) raksak olurdu. Demek ki indisler bir yerden sonra ya
hep cift ya hep tektir; o zaman alt dizinin bir kuyrugu (as,,)’in ya da (a,,,_; )’in alt dizisidir ve Teorem
24.1 ile Teorem 24.3 geregi limiti 1 ya da —1’dir. Olas1 limitler yalnizca 1 ve —1’dir; ikisi de gergeklesir.
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b) ay,, — p, a4, 1 — q Ve as,, — 7 olsun. (agq,) dizisine bakalim: 6n = 2(3n) oldugundan (ag,),
(as,,)’in k,, = 3n indisli alt dizisidir ve Teorem 24.1 geregi p’ye yakinsar; 6n = 3(2n) oldugundan ayni
dizi (ag,,)’in de alt dizisidir ve r’ye yakisar. Limitin tekliginden (Teorem 20.1) p = r. Simdi (ag,,_3)
dizisine bakalim: 6n — 3 = 3(2n — 1) oldugundan (as,,)’in bir alt dizisidir, limiti r; 6n — 3 = 2(3n —
1) — 1 oldugundan (a,,,_;)’in k,, = 3n — 1 indisli alt dizisidir, limiti . Yine teklikten ¢ = r. Béylece
p = ¢; tek ve ¢ift indisli alt diziler ayni limite yakinsadigindan Teorem 24.2 geregi (a,,) yakinsaktir
(limiti p).

¢) Dizi 4 periyotludur: ay;, =1, ay,_q =0, ay,_o = —1, ayp,_5 = 0. Bu dort alt dizi sabittir; limitleri 1,
0, —1, 0’dir. Yakinsak bir alt dizi, terimleri {—1, 0, 1} sonlu kiimesinde dolagtigindan bir yerden sonra
sabit olmalidir (iki farkli deger sonsuz kez tekrar etseydi iki farkli limitli alt-alt dizi ortaya cikardi);
dolayisiyla limiti —1, 0 ya da 1’dir ve ii¢ii de gergeklesir. (ay;,) — 1 ve (ayy_o) — —1 farkli limitlere
gittiginden Sonug 24.2 geregi dizi iraksaktir.

d) Olmayana ergi ile (a,,)’in a’ya yakinsamadigini varsayalim. Yakinsakligin olumsuzlamasi (Teorem
2.1): oyle bir €5 > 0 vardir ki her N i¢in | a,, — a | > £, olan bir n > N bulunur. Yani | a,, —a | > ¢,
esitsizligini saglayan sonsuz coklukta indis vardur; bunlar kiigiikten bityiige siralayip (a,,, ) alt dizisini
kuralim. Her k icin | a,, —a | > gy’dir. Bu alt dizi, smirh (a,,)’in alt dizisi olarak smurhidir; Teorem
24.5 geregi yakinsak bir (ankj ) alt dizisi vardwr, a,, — b olsun. (ankj ), (a,,)’in de bir alt dizisidir (kesin

J .0
artan indislerin kesin artan alt se¢imi yine kesin artandir), dolayisiyla hipotez geregi b = a. Ote yandan
| @, —a|> g, oldugundan mutlak degerin limiti (Teorem 20.3) ve siralama (Teorem 21.3) ile | b —
J

a | >ey >0, yanib # a. Celiski. Demek ki (a,,) — a.

Smurliik gereklidir: (1,1,1,2,1,3,1,4,...), yani aq,_; = 1 ve aq), = k dizisini alalim. Yakinsak bir
alt dizi, (aq;) = (k)’dan yalnizca sonlu tane terim igerebilir (sonsuz tane igerseydi sinirsiz olurdu),
dolayisiyla bir yerden sonra sabit 1°dir ve 1’e yakinsar. Biitiin yakinsak alt diziler 1’e gittigi halde dizi
smirsiz oldugundan yakinsak degildir (Teorem 20.2).

e) [0, 1] U {2} kiimesi kapalidir (iki kapali kiimenin birlesimi, Teorem 16.1) ve [0, 2] i¢inde kaldigindan
sinirlidir; Teorem 24.8 geregi dizisel kompakttir. Dogrudan da goriilebilir: kiitmedeki bir dizi ya sonsuz
kez 2 degerini alir (o zaman sabit 2 alt dizisi vardir) ya da bir kuyrugu [0, 1]’de kalir; ikinci durumda
Bolzano-Weierstrass yakinsak bir alt dizi verir ve 0 < a,, < 1 oldugundan limit [0, 1]'dedir (Sonuc
21.2).

{% :neN } kiimesi dizisel kompakt degildir: z,, = % dizisi kiimede kalir, 0’a yakinsar, dolayisiyla her
alt dizisi 0’a yakinsar (Teorem 24.1); ama 0 kiimeye ait degildir. Kiime siirlidir ama kapali degildir;
Ornek 24.6 (c)‘deki gibi 0 eklenince dizisel kompakt olur.

]

Bolzano-Weierstrass teoremi, sinirli bir dizinin yakinsamasa bile “bir yerlere y1gilmak” zorunda oldugunu
sOyler. Bir sonraki bélimde bu y1g1lma yerlerini kesin olarak tanimlayacak, bir dizinin y1g1lma noktala-
rin1 ve bunlarin en bityiigii ile en kii¢iigi olan tist limit ve alt limit kavramlarini inceleyecegiz: Dizilerin
Yigilma Noktalari, Ust Limit ve Alt Limit.
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25.1

25. Dizilerin Yig1lma Noktalari, Ust Limit
ve Alt Limit

Yakinsak bir dizinin biitiin terimleri sonunda tek bir sayinin ¢evresinde toplanir. Iraksak bir dizi ise boyle
tek bir sayiya sahip degildir; ama bu, terimlerin higbir yerde toplanmadigi anlamina gelmez. Ornegin
((—1)™) dizisinin limiti yoktur, fakat terimleri 1 ve —1 sayilarinin ¢evresinde “yigilir”. Alt Diziler ve
Bolzano-Weierstrass Teoremi boliimiinde siirli her dizinin yakinsak bir alt dizisi oldugunu gordiik; yani
sinirl bir dizi iraksak olsa bile en az bir “yigilma yeri” vardir.

Bu béliimde bu fikri kesinlestirecegiz. Once bir dizinin yigilma noktas1 kavramini tanimlayip bunun
“yakinsak alt dizinin limiti” ile aym1 sey oldugunu gésterecegiz. Sonra biitiin yigilma noktalarinin en
buytgi ve en kiiciigii olan tist limit (lim sup) ve alt limit (lim inf) kavramlarini inceleyecegiz. Bu iki
sayl, limit olmadiginda bile her dizi i¢cin anlamlidir ve dizinin “sonsuzdaki” davranigini iki sayiyla 6zetler:
dizi yakimsaktir ancak ve ancak iist limitiyle alt limiti ayni reel sayiysa.

Dizinin Yigilma Noktas1

Bir kiimenin yigilma noktasini (Tanim 17.1) kiimenin elemanlarinin bir noktaya “sonsuz yakindan”
sokulmasiyla tanimlamigtik. Dizilerde benzer fikri terimlerin indisleri tizerinden kuracagiz: bir a noktast,
dizinin terimleri a’nin her komguluguna sonsuz coklukta indisle giriyorsa dizinin bir yigilma nokta-
sidur.

Tanim 25.1 (Dizinin Yigilma Noktas1). (a,,) bir reel say1 dizisi ve @ € R olsun. Her € > O i¢in | a,, —
a | < € kosulunu saglayan sonsuz ¢oklukta n € N indisi varsa, a’ya (a,,) dizisinin bir yigilma noktas1
(accumulation point, cluster point) denir. Sembolik olarak:

Ve>0,YmeN,In>m:|a,—al|<e.

Dizinin biitiin y1g1lma noktalarinin kiimesini Y ile gosterecegiz.

Sembolik yazimimn “sonsuz ¢oklukta indis” ile ayn1 seyi soyledigine dikkat edelim: N’nin bir alt kiimesi
sonsuzdur ancak ve ancak tstten siurli degilse, yani her m i¢in m’den biiyiik ya da esit bir eleman igeri-
yorsa. (Ustten sinirlt bir dogal say1 kiimesi {1, 2, ..., m } nin alt kiimesidir; dolayisiyla sonludur.) Tanim
sunu soyler: hangi m indisinden sonrasina bakarsak bakalim, a’'nin e-komsuluguna (Tanim 15.1) diigen
bir terim daha buluruz.

Yigilma noktalarini dogrudan tanimla aramak zahmetlidir; neyse ki alt diziler isi kolaylastirir.

Teorem 25.1 (Yigilma Noktalarinin Alt Dizilerle Karakterizasyonu). (a,,) bir dizi ve a € R olsun.
a’min (a,,) dizisinin bir yigilma noktast olmast icin gerek ve yeter kosul, (a,,) 'nin a’ya yakinsayan bir (a,, )
alt dizisinin bulunmasidir:
a €Y < 3I(a, ) altdizisi, lim a, =a.
k k—o0 k

ispat.

(= yénit) a bir yigilma noktast olsun. Indisleri adim adim sececegiz.

Tamimdae = 1vem = 1 alalim:| a,, — a | < lolanbirn, > 1 vardir. Simdin, secilmis olsun. Tanimda

€= ﬁ vem = ny + lalalim:ng , >n,+1>mn; ve

1

[y 0l <377

olan bir ny,, indisi vardir. Béylece kesin artan bir (n,,) indis dizisi elde ettik; Tanim 24.1 geregi (a,, ),
(a,,) nin bir alt dizisidir ve kurulus geregi her k i¢in | a,, —a | < %, yani
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1 1
a— <ank<a+—

k k

saglanir. % — 0 oldugundan (Ornek 20.1) iki ugtaki diziler Teorem 21.1 geregi a’ya yakinsar; sikistirma
teoremi (Teorem 21.6) ilelim,_,  a,, = a.

(<= yonii) (a,,, ) alt dizisi a’ya yakinsasin. € > 0 vem € N verilsin;n > m ve | a,, —a | < € olan bir
n bulmahyz. Yakinsaklik tanimindan (Tanim 20.1) k > K iken | a,, —a | < ¢ olan bir K vardir. k =
max{K,m} alalim. Onerme 24.1 geregin,, > k > m’dir vek > K oldugundan| a,, —a | < e. Demek
kin = ny, aranan indistir. € ve m keyfi oldugundana € Y.

|

Bu teorem sayesinde “yigilma noktasi” ile “alt dizi limiti” sézciiklerini birbirinin yerine kullanabiliriz.
Ozellikle Bolzano-Weierstrass teoremi (Teorem 24.5) sdyle okunur: sinirlt her dizinin en az bir yigilma
noktasi vardir.

Onerme 25.1 (Yakinsak Dizinin Tek Yigilma Noktas1 Limitidir). (a,,) dizisi a sayisina yakinsiyorsa
dizinin tek yigilma noktasi a’dir: Y = {a}.

Ispat.

Dizinin kendisi (n,, = k secimiyle) kendi alt dizisidir ve a’ya yakinsar; Teorem 25.1ilea € Y. Simdi b €
Y olsun. Teorem 25.1 geregi b’ye yakinsayan bir (ank) alt dizisi vardwr. Ote yandan Teorem 24.1 geregi
yakinsak bir dizinin her alt dizisi ayni limite yakinsar; yani (ank) ayni zamanda a’ya yakinsar. Limitin
tekliginden (Teorem 20.1) b = a.

]

Limit ile y1g1lma noktas1 ayni sey degildir

Yakinsak bir dizinin tek y1g1lma noktas1 limitidir; ama bunun karsit1 dogru degildir. Bir dizinin yi1gilma
noktast oldugu halde limiti olmayabilir; tistelik bir dizinin birden ¢ok, hatta sonsuz ¢oklukta y1gilma
noktast olabilir. Asagidaki 6rnekler bunu gosteriyor.

Ornek 25.1 (Yigilma Noktas1 Ornekleri). Asagidaki dizilerin yigilma noktalarini bulalim.
a) a, = (—1)", yani (—1,1,—1,1,...).
b) a,, =n,yani(1,2,3,...).

c) Bloklar halinde yazilan (1, 1, %, 1, %, %, 1, %, %, }1, ) dizisi; k-inc1 blok 1, %, e % terimlerinden olusur.
Cozim.
a) Cift indisli alt dizi (aq,) = (1,1, 1, ...) sabit dizisi 1’e, tek indisli alt dizi (aq;,_;) = (—1,—1,...) ise
—1’e yakinsar; Teorem 25.1 ile 1,—1 € Y. Bagka yigilma noktasi yoktur: a ¢ {—1,1} olsun ve € =
min{| a—1|,] a+1 |} > 0 alalim. Dizinin her terimi ya 1 ya da —1 oldugundan her n icin | a,, —
a | > e; yani| a, —a | < € kogulunu saglayan hicbir indis yoktur. O halde Y = {—1,1}. Dizi rak-
saktir (Ornek 20.6) ama iki y1igilma noktas1 vardur.
b) Herhangi bir a € R alalim ve € = 1 segelim. | n —a | < 1 kosulu a — 1 < n < a + 1 demektir; bu
aralikta iistten a + 1 ile sinirh oldugundan sonlu tane dogal say1 vardir. Dolayisiyla kosulu saglayan
sonsuz ¢oklukta indis yoktur ve a y1g1lma noktasi degildir. Y = @’dir; bu, sinirsiz dizilerde mimkiindiir
(stnirh dizilerde Bolzano-Weierstrass geregi miimkiin degildir).
c) Sabit bir j € N alalim. % terimi k > j olan her blokta bir kez goriliir; bloklar sonsuz tane oldugundan
% degeri sonsuz ¢oklukta indiste alinir. Bu indislerden olusan alt dizi sabittir ve 3’ye yakinsar; demek
ki her j igin % ey.
0 da bir yigilma noktasidir: € > 0 verilsin; Sonu¢ 12.2 ile % < ¢ olan bir j secelim. % degeri sonsuz
coklukta indiste alindigindan | a,, —0 | = % < € esitsizligi sonsuz coklukta n i¢in saglanir. O halde
0eY.
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Bagka yigilma noktasi yoktur. a < 0 ise € = | a | i¢in hi¢bir terim (a — €,a + €) = (2a,0) araligina
dismez, ¢iinki biitiin terimler pozitiftir. @ > 1 ise € = ¢ — 1 i¢in (1, 2a — 1) araliginda terim yoktur

clinkii biitiin terimler 1°den kii¢iik ya da esittir. 0 < a < 1 ve a hicbir ye esit degilse, +1 <a < =
olanbir j € Nvard1r (= |_ J al1nab1hr Tamm 12.1).e = mm{a — ]41r1’ = — a} >0 segehm m > j +
licin % < j+1 <a—evem<j 1<;1n = > - > a + ¢ oldugundan hl(;blr terim (@ — €, a + €) aralifina

diismez. Sonug:

1
Y:{O}U{—.:jEN}.
J
Dizinin sonsuz ¢oklukta y1gilma noktas: vardir. Y kitmesinin kapali olduguna da dikkat edelim: {% :
je N} kiimesinin tek y1g1lma noktas1 0’dir (Yigilma Noktalari, Kapanis ve Yogun Kiimeler boliimiinde
gostermistik) ve 0 € Y~ dir; birazdan bunun genel bir olgu oldugunu gérecegiz.
|

1 Dizinin y1g1lma noktasi ile kiimenin y1gilma noktasi

Iki kavram birbirine yakindir ama ayni degildir. Bir kiimenin yigilma noktasi, kiimenin eleman-
larinin o noktanin cevresinde toplanmasiyla ilgilidir; bir dizinin yigilma noktasi ise indislerin o
noktay1 sonsuz kez ziyaret etmesiyle ilgilidir. ((—1)™) dizisinin y1gi1lma noktalar1 —1 ve 1’dir; oysa
dizinin gériinti kiimesi A = {—1, 1} sonlu oldugundan Sonug 17.1 geregi hi¢ yigilma noktas: yoktur.
Fark, ayni degerin sonsuz ¢oklukta indiste alinabilmesinden kaynaklanir. Asagidaki 6nerme iligkiyi
tam olarak acgikliyor.

Onerme 25.2 (Dizinin ve Goriintii Kiimesinin Yigilma Noktalar1). (a,,) bir dizi, A = {a,, : n € N}
goriintii kiimesi ve A’ bu kiimenin yigilma noktalari kiimesi olsun.

1. A’ CY: kiimenin her yigilma noktast dizinin de yigilma noktasidir.
2.z €Y iseyax € A yadax = a, esitlifi sonsuz cokluktan icin saglanir.

Ispat.

(1)x € A’ vee > 0 olsun. Teorem 17.1 geregi (x — €, x + €) komsulugu A’min sonsuz ¢oklukta elemanini
icerir. Farkly elemanlar farkl indislere karsilik geldiginden | a,, — x | < € kosulunu saglayan sonsuz
cokluktan vardir; yaniz € Y.

(2)z € Y olsun ve x’in yalnizca sonlu ¢oklukta indiste alindigini varsayalim. ¢ > 0 verilsin. | a,, —x | <
€ olan sonsuz ¢oklukta indis vardwr; bunlardan yalmizca sonlu tanesinde a,, = x olabilir. Demek ki a,, #
x ve| a, —x | <& olan bir n vardir: a,,, ©’in delinmis e-komsulugunda A’nin bir elemanidir. € keyfi
oldugundan Tanim 17.1 geregiz € A’.

|

Yigi1lma Noktalar: Kiimesi

Ornek (c)‘de gordiigiimiiz gibi y1g1lma noktalar1 kitmesi kendi y1gilma noktalarini da icerir. Bu genel bir
olgudur.

Teorem 25.2 (Yigi1lma Noktalar1 Kiimesi Kapalidir). Her (a,,) dizisi icin yigilma noktalari kiimesi Y
kapal bir kiimedir (Tanim 16.1).

ispat.

Kapaliligin dizisel karakterizasyonunu (Teorem 21.10) kullanalim: Y icindeki her yakinsak dizinin limiti-
nin yine'Y 'de oldugunu géostermek yeter. (Y = & ise bu kosul bos yere saglanir; zaten bos kiime kapalidir.)
(yx), Y 'de bir dizi ve y, — y olsun. y €Y oldugunu gorelim: ¢ >0 ve m € N wverilsin. y, — y
oldugundan | y; —y | < § olan bir K vardir. yi € Y oldugundan yigilma noktast tanimini 5 ve m ile
uygulayalim:n > m ve| a, —yg | < § olan bir n vardw. Ucgen esitsizligiyle (Teorem 8.2)
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3

225.

13
\an*ylé\an*yK|+|yK*y|<§+

Demek ki her € ve her m iginn > m,
| ]

a, —y | < e olan birn vardir:y €Y.

Yigilma noktalarimin ilk biyiik faydasini hemen gorelim: yakinsakligi, limiti 6nceden bilmeden denetle-
yebiliriz. (Y nin kapali olmasi ise birazdan iist ve alt limit tanimlanirken devreye girecek.)

Teorem 25.3 (Stmirhi Dizilerde Yakinsaklik Olgiitii). Sinurli bir (a,,) dizisinin yalnizca bir yigilma
noktast varsa dizi bu noktaya yakinsar.

ispat.
(a,,) smirli ve Y = {a} olsun. Olmayana ergi yontemiyle dizinin a’ya yakinsamadigini varsayalim.
Yakinsaklik taniminin olumsuzlamasi sudur:

Jeg >0,YNeN,In>N:|a,—al>c¢,.

Yani| a,, — a | > €, esitsizligini saglayan sonsuz ¢oklukta n vardir. Bu indislerden kesin artan bir (n;,)
dizisi secelim: once | a,, —a | > gy olan birny, sonra N =n; + lilen;,, >n,ve|a, —al=¢,
olan bir ny, 1. Boylece her terimi a’dan en az &, uzakta olan bir (a,, ) alt dizisi elde ederiz.

(a,,) sinirli oldugundan (ank) de sinirlidir; Bolzano—Weierstrass teoremi (Teorem 24.5) geregi yakinsak
bir (ankj) alt dizisi vardiw. Limitine b diyelim. Alt dizinin alt dizisi yine alt dizidir (kesin artan iki indis
dizisinin bileskesi kesin artandir); dolayisiyla Teorem 25.1ileb € Y.

Ote yandan her j icin | O, — 0 = ggdira,, — boldugundan Teorem 21.1 ve Teorem 20.3 ile

Ay, —
a | = | b—a |; limitlerde siralama (Teorem 21.3)ile | b — a | > &, > 0, yanib # a. Béylece Y 'de a’dan
farkly bir b elemani bulduk; bu, Y = {a} ile celisir. O halde a,, — a.

|

Teorem, Onerme 25.1 ile birlesince sunu verir: sinirh bir dizi yakinsaktir ancak ve ancak tek bir yigilma
noktasi varsa. Sinirhilik hipotezi kaldirilamaz.

Siurlilik sarttir

n tek ise a, = 1, n cift ise a,, = % + 1 olsun: (1,2,1,3,1,4,1,5,...). Tek indisli terimler sabit 1
oldugundan 1 € Y. a # licine = La—L1 alalim: tek indisli terimler a’dan | @ —1 | = 2¢ uzaktadur;

2
cift indisli terimlerden | a,, —a | < € olanlar § + 1 < a + ¢, yani n < 2(a + € — 1) saglar ve sonlu
tanedir. Demek ki Y = {1}. Ama dizi sinirsizdir; Teorem 20.2 geregi yakinsak olamaz. Tek y1ilma

noktasi vardir, limiti yoktur.

Monoton dizilerde durum c¢ok daha basittir.

Teorem 25.4 (Monoton Dizilerin Yigilma Noktalar1). Monoton bir dizinin (Tanim 19.4) en ¢ok bir
yigilma noktast vardir. Yigilma noktasi varsa dizi bu noktaya yakinsar.

ispat.

(a,,) monoton olsun. Iki durum vardur.

Dizi sinirli ise. Sonug 23.3 geregi dizi yakinsaktir; Onerme 25.1 ile tek yigilma noktas limitidir.

Dizi sinirli degil ise. Artan olsun (azalan durum aymidir). Artan bir dizi alttan a, ile sinirlidir; sinirsizsa
uistten sinirly degildir ve Teorem 23.2 geregi 400 ’a wraksar: her M € R icinn > n,, iken a,, > M olan bir
n s vardir. Boyle bir dizinin reel yigilma noktasi olamaz: a € R verilsin, M = a + 1 alalim.n > n,; icin
a, >a+1, yani| a, —a | > 1'dir; dolayisiyla | a,, —a | < 1 kosulunu yalnizeca n < n,; olan sonlu
tane indis saglayabilir. Y = & dir ve iddia bos yere dogrudur.

|
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Ust Limit ve Alt Limit

Iraksak bir dizinin limiti yoktur; ama sinirliysa yigilma noktalari vardir ve bunlarin “en buyigi” ile
“en ki¢iigii” dizinin sonsuzdaki davranigini 6zetler. Once yigilma noktalar: kiimesinin sinirli oldugunu
gorelim.

Lemma 25.1 (Stnirh Dizinin Yigilma Noktalar: Stmirhidir).  (a,,) sinwrh bir dizi olsun; Onerme 19.1
geregi hern icin —M < a,, < M olan bir M > 0 vardwr. O zamanY #+ @ veY C [—M, M| dir.

ispat.

Bolzano—Weierstrass teoremi (Teorem 24.5) yakinsak bir alt dizi verir; limiti Teorem 25.1 ile Y 'dedir,
dolayisiylaY + &.y € Y olsun; y’ye yakinsayan bir (ank) alt dizisi vardir. Her k i¢in —M < a,, < M
oldugundan limitlerde siralama (Teorem 21.3) ile —M < y < M.

|

Demek ki smurli bir dizi igin Y bog olmayan, sinirhi bir kiitmedir; Tamlik Aksiyomu (Béliim 10.4) geregi
supremumu ve infimumu vardir.

Tanim 25.2 (Ust Limit ve Alt Limit). (a,,) sinirl bir dizi ve Y y1gilma noktalar1 kiimesi olsun.

+ Y’nin supremumuna (a,,) dizisinin iist limiti (limit superior) denir:

L =limsupa, =supY = sup{a €R:3(a,,), klim Ay, = a}.

n—o00 —00

+ Y’nin infimumuna (a,,) dizisinin alt limiti (limit inferior) denir:

¢ =liminfa, = infY = inf{a eR: El(ank), klim a,, = a}.

n—oo —00

infY < supY daima dogru oldugundan her sinirli dizi i¢in

liminfa, <limsupa,,
n—0o0 n—oo

saglanir. Ust ve alt limit birer supremum ve infimum olarak tanimlands; kiimeye ait olmalar1 gerekmez
gibi gortniir. Ama Y kapali oldugundan gercekte kiimeye aittirler.

Teorem 25.5 (Ust ve Alt Limit Birer Yigilma Noktasidir). (a,,) sinirl bir dizi, L = limsup a,, ve{ =
liminfa, olsun. O zaman L € Y vel € Y 'dir; yani

L = maxY, { =minY.

Ozellikle limy,_, ., a,, = L velimy_, a,, = £ olacak bicimde (a,, ) ve (a,; ) alt dizileri vardir: ist limit
en biiyiik, alt limit en kiiciik yigilma noktasidir.

ispat.

Lemma 25.1 geregi Y bos degil ve sinirlidir; Teorem 25.2 geregi kapalidir. Kapali ve sinirly bir kiimenin
supremumu ve infimumu kiimeye aittir (Sonu¢ 17.5): L = supY = maxY € Y vel = infY =minY €
Y. Alt dizilerin varligi Teorem 25.1'den ¢ikar.

|

Ornek 25.2 (Ust ve Alt Limit Hesaplar1). Asagidaki dizilerin iist ve alt limitlerini bulalim.

(—2,0,2,—2,0,2,...); yani n’nin 3’e bélimiinden kalan 1 ise a,, = —2, 2 ise a,, = 0, 0 ise
a) Dizi 0’a yakinsar; Onerme 25.1ile Y = {0} ve
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lim sup 1 = lim infl =0.
n—oo N n—oo 1

Dizinin biitiin terimleri pozitif oldugu halde st limitin 0 olduguna dikkat edelim: tist limit terimlerle
degil, terimlerin sonsuzda yigildig yerlerle ilgilidir.

b) Dizi li¢ deger alir ve her birini sonsuz c¢oklukta indiste alir: ag,_o = —2, a3,y =0, ag, = 2. Bu
li¢ sabit alt dizi —2, 0 ve 2’ye yakinsar; dolayisiyla {—2,0,2} C Y. Bagka yigilma noktas: yoktur:
a¢{-2,0,2}icine =min{| a+2|,| a |,| a —2 |} > 0alinwrsa hicbir terim (a — €, a + ) araligina
diismez. Demek ki Y = {—2,0,2} ve

limsupa, = maxY =2, liminfa, = minY = —2.
n—00 n—oo
Dizi iraksaktir; ama ust ve alt limiti vardir.
|

Supremum ile iist limit karigtirilmamalidir

sup{a,, : n € N}, dizinin aldig1 (ya da yaklastig1) en biiytik degerdir; lim sup a,, ise dizinin sonsuzda
y1g1ldig1 en biiytk yerdir. Su diziyi diisinelim:

2,-3,2,5,—1,1,-1,1,—-1,1,...  (n>6 ic¢in a, = (—1)").

Gortintit kitmesi {—3,—1, 1, 2, 5} tir; sup{a,,} = 5 ve inf{a,,} = —3. Ama sonsuzda dizi yalmzca
—1 ile 1 arasinda salinir: Y = {—1, 1}, dolayisiyla lim supa,, = 1 ve liminfa,, = —1. Sonlu tane
terimi degistirmek iist ve alt limiti degistirmez; supremumu ise degistirebilir.

Sinirsiz Dizilerde Ust ve Alt Limit

Simdiye kadar tst ve alt limiti yalmzca sinirh diziler i¢in tanimladik. Sinirsiz dizilerde yigilma noktalar:
kiimesi bos olabilir (a,, = n) ya da dizinin bir pargasi sonsuza kacabilir. Bu durumlar1 da kapsamak
i¢in “y1gilma noktas1” kavramini +00 ve —oo sembollerine genisletiriz. Bir dizinin +00’a raksamasinin
(Tanim 22.1) her M icin bir yerden sonra biitiin terimlerin M’yi agsmasi oldugunu hatirlayalim.

Tanim 25.3 (Genisletilmis Ust ve Alt Limit). (a,) herhangi bir reel say1 dizisi ve Y reel yigilma
noktalar1 kiimesi olsun. Genisletilmis yigilma noktalari kitmesi Y*, Y ye su sembollerin eklenmesiyle
elde edilir: (a,,)’nin 4+00’a wraksayan bir alt dizisi varsa +o0co € Y*; —oo’a wraksayan bir alt dizisi varsa
—00 € Y*. —00 < z < 400 (her z € R i¢in) siralamasiyla

limsupa,, = sup Y, liminfa, =infY™
n—o0o n—oo
tanumlanir. Burada +00 € Y* ise supY* = +00; —0o € Y* ise inf Y* = —oo anlagilir.

Sinirli dizilerde +o00, —0o ¢ Y™* oldugundan (sonsuza iraksayan bir alt dizi simirhi olamaz) Y* = Y’dir
ve bu tanim Tanim 25.2 ile drtiigiir. Y yalnizca —oo’dan olusuyorsa (a,, = —n dizisinde oldugu gibi)
sup Y* = inf Y* = —oo anlagilir; 400 icin de benzer. Y* hicbir zaman bos degildir: her dizinin monoton
bir alt dizisi vardir (Teorem 24.4); bu alt dizi sinirhysa yakinsar (Sonug 23.3), degilse +o00 ya da —o0’a
raksar (Teorem 23.2). Dolayisiyla her dizinin genisletilmis anlamda bir tist ve bir alt limiti vardir (reel
say1, +00 ya da —00).

Teorem 25.6 (Sinirsiz Dizilerde Ust ve Alt Limit). (a,,) bir reel say: dizisi olsun.

1. (a,,) iistten sinirli degilse lim sup,,_, . a, = +0o0.

2. (a,,) alttan sitmrh degilse lim inf,_, _ a,, = —o0.

ispat.
(1) (a,,) dstten sinirli olmasin. +00 a wraksayan bir alt dizi kuracagiz; o zaman +00 € Y* ve tanim geregi
sup Y* = 400 olur.
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Once sunu gorelim: dizinin sonlu tane terimi atilirsa kalan kisim yine iistten sinirli degildir. Gergekten,
{a,, : m > p} kiimesi K ile iistten sinirly olsaydi max{al, vy Qs K} (Tanim 7.4) biitiin dizinin bir iist
sinirt olurdu.

M =1 bir dst simr olmadigindan a,, > 1 olan bir ny vardir. ny, secilmis olsun; {a,, : n > n } iistten
siirli olmadigindan ny_ , > ny, ve Gy, > k=1 olan bir ny, vardwr. Boylece her k icin a,, > k olan
bir (a,,, ) alt dizisi elde ettik. Bu alt dizi +oc’a raksar: M € R verilsin; Teorem 10.4 ile ky; > M olan bir
ky € Nvardirvek > kyy icina, >k > ky > M.

(2) (a,,) alttan sinirl degilse (—a,,) distten stmrh degildir; (1) deki kurulus —a
verir, yania,, < —k vea, — —oc.Dolayisiyla—oo € Y* veinfY™ = —oc.
]

L k olan bir alt dizi

n

iki 6rnek: (1,2,1,3,1,4,1,5,...) dizisi iistten siirl degildir, dolayisiyla lim sup a,, = +o0; alttan 1 ile
smirhidir ve daha énce gordigimiiz gibi Y = {1}'dir, dolayisiyla lim infa,, = 1. a,, = (—1)"™n dizisi
(—1,2,-3,4,—5,...) ne tstten ne alttan siurhdir: lim sup a,, = +o00 ve lim infa,, = —c0.

Sonsuz wist limitin birkag esdeger ytizii vardir; hesaplarda hangisi kolaysa o kullanilir.

Teorem 25.7 (Sonsuz Ust Limit i¢cin Denk Kosullar). (a,,) bir dizi olsun. Asagidakiler birbirine denktir:

1. limsup,,_,. @, = +00.

2. (a,,) nin 400 ’a waksayan bir alt dizisi vardr.

3. (a,,) istten sinirli degildir.

4. Her M > 0 ve herny; € N icinn > n,, vea, > M olan bir n vardir; yani dizi her M sayisini sonsuz
coklukta indiste asar.

Benzer bigimde lim infa, = —oo olmasi, —oo’a waksayan bir alt dizinin bulunmasina ve dizinin alttan
sinirsiz olmasina denktir.

Ispat.

(1) = (3): Karst tersini gosterelim: dizi iistten K ile sinirli olsun. Her reel yigilma noktasi, terimleri K ’yi
asmayan bir alt dizinin limiti oldugundan Teorem 21.3 ile K ’yi asmaz; +00 € Y™* da olamaz. Dolayisiyla
supY* < K < 4o0.

(3) = (2): Teorem 25.6'in ispatindaki kurulus tam olarak bunu verir.

(2) = (1): +00’a wraksayan alt dizi varsa +co € Y™ ve tanim geregisup Y* = 4o0.

(2) = (4): (a,, ) alt dizisi +00’a raksasin; M > 0 ve ny verilsin. k > K iken a,, > M olan bir K
vardwr. k = max{K,n,} alalim: Onerme 24.1ileny, > k > ny; vea,, > M. Aranan indisn = n, dir.
(4) = (3): Dizi iistten bir K ile sinirli olsaydi, (4)% M =| K |+ 1 ve ny, = 1 ile uygulaynca a,, >
| K |+ 1> K olan bir n bulunurdu; celiski.

Boylece (1) = (3) = (2) = (1) ve (2) = (4) = (3) zincirleri dort kosulun denkligini verir. Alt limit ifadesi
(—a,,) dizisine uygulanarak elde edilir.

|

Sikistirma Ozelligi ve Yakinsaklik Olgiitii

Sinirl: bir dizinin terimleri sonunda £ ile L arasindaki bolgeye sikisir: € > 0 ne kadar kiiciik olursa olsun,
L + €’un istiine ve £ — €’un altina yalnizca sonlu tane terim tagabilir. (L’nin kendisinin iistiinde sonsuz
tane terim olabilir; a,, = % dizisinde biitiin terimler L = 0’1n ustiindedir.) Bu, iist ve alt limitin en ¢ok
kullanilan ozelligidir.

Teorem 25.8 (Sikistirma Ozelligi). (a,) sinirl bir dizi, L = lim sup a,, ve £ = liminfa,, olsun. Her
€ > 0 icin 6yle birn, € N vardir ki hern > n, icin

{—e<a,<L+e.
Ispat.
e > 0 verilsin. Once a,, > L + ¢ esitsizligini saglayan yalnizca sonlu tane n oldugunu gosterelim.

Olmayana ergi: sonsuz ¢oklukta olsun. Teorem 25.3"1n ispatindaki gibi bu indislerden kesin artan bir (n;,)
dizisi se¢ip her terimi A, > L + € olan bir alt dizi kuralim. Bu alt dizi sinirlidir; Bolzano—Weierstrass
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(Teorem 24.5) ile yakinsak bir alt dizisi vardw, limitine b diyelim. Alt dizinin alt dizisi (a,,) 'nin alt dizisi
oldugundan Teorem 25.1ileb € Y ; limitlerde siralama (Teorem 21.3)ileb > L +¢& > L. AmaL =supY,
Y ’nin bir ist stnirnidir; b € Y ve b > L celiskidir.

Demek ki {n : a,, > L + €} sonlu bir kiimedir. Bu kiime bossa n, = 1, degilse n,’i kiimenin en biiyiik
elemanindan bir fazla alalim; n > n, i¢ina,, < L + € olur.

Ayni akil yiiriitme £ igin tekrarlanir: a,, < { — ¢ olan sonsuz ¢oklukta indis olsaydi, bu terimlerden
yakinsak bir alt dizi segilir, limitib’ € Y veb’ <l —e < £ =infY olurdu; ¢eligki. O halde n > n, igin
a,, > { — € olan bir ny vardir.

n, = max{n,,ny} alimirsa hern > n_ icinl —e < a, < L +e¢.

|

Sikistirma 6zelligi st limiti bir yonden sinirlar: L + €’un iistiinde sonlu tane terim vardir. Ote yandan
L bir y1g1lma noktasi oldugundan L — €’un iistiinde sonsuz tane terim vardir. Bu iki 6zellik birlikte st
limiti tam olarak belirler; hesaplarda ve ispatlarda ¢cogu zaman bu karakterizasyon kullanilir.

Onerme 25.3 (Ust ve Alt Limitin Karakterizasyonu). (a,) sinrli bir dizi ve L € R olsun. L =
lim sup a,, olmasi icin gerek ve yeter kosul, her ¢ > 0 i¢in su ikisinin saglanmasidir:

1. a,, > L + € olan yalnizca sonlu tane n vardir; yani bir yerden sonra a,, < L + €’dur.
2. a, > L — ¢ olan sonsuz ¢coklukta n vardir.

Benzer bicimde ¢ = lim infa,, olmas: icin gerek ve yeter kosul: her € > 0 igin bir yerden sonra a,, > £ — ¢
olmasi ve a,, < £ + € olan sonsuz ¢oklukta n bulunmasidir.

Ispat.

(= yonit) L = lim sup a,, olsun. (1) sikistirma ozelliginin (Teorem 25.8) ilk yarisidir. (2) igin: Teorem 25.5
ileL €Y, yani| a, — L | < € olan sonsuz ¢oklukta n vardir; bunlarin hepsinde a,, > L — €.

(<= yénit) L iki kosulu saglasin. Once L € Y:& > 0 verilsin. (2) geregia,, > L — ¢ olan sonsuz ¢oklukta
indis vardir; (1) geregi bunlardan yalnizca sonlu tanesi a,, > L + € saglar. Geri kalan sonsuz ¢oklukta
indis i¢in L —e < a, < L+¢, yani | a, —L | <e. Demek ki L € Y. Simdi L’nin Y ’nin en biiyiik
elemani oldugunu gorelim:y € Y vey > L olsa, e = % icin| a,, —y | < € olan sonsuz ¢oklukta indis
vardir ve bunlarin hepsinde a,, > y — € = L + ¢ olur; bu (1) ile gelisir. O halde L = maxY =supY =
lim sup a,,. Alt limit i¢in ispat aynadaki goriintiidiir.

|

Ust ve alt limitin en 6nemli uygulamasi, yakinsakligin tek bir esitlikle denetlenmesidir.

Sonug 25.1 (Yakinsaklik Olgiitii: Ust Limit Esittir Alt Limit). (a,,) bir reel say: dizisi ve a € R olsun.

lim,_, . a, = a olmasi icin gerek ve yeter kosul

limsupa, =liminfa, =a
n—»00 n—oo

olmasidir. Baska bir deyisle bir dizi yakinsaktir ancak ve ancak iist ve alt limiti reel sayilar olarak var ve
birbirine esitse.

Ispat.

(= yénii)a,, — a olsun. Teorem 20.2 geregi dizi sitmirlidir ve Onerme 25.1 geregi Y = {a} dir. Dolayisiyla
limsupa, =supY =a veliminfa, =infY = a.

(< yoénii) limsup a,, = liminfa,, = a € R olsun. Ust limit reel oldugundan Teorem 25.7 geregi dizi
ustten sinirlidir; alt limit reel oldugundan ayni teoremin alt limit siiriimiiyle alttan sinirlidir. Demek ki
(a,,) stmrlhdir ve sikistirma ézelligi (Teorem 25.8) uygulanabilir: € > 0 verilsin; n > n,_ igin

a—e={—e<a,<L+e=a+ec¢,

yani| a,, — a | < . Tamm 20.1 geregi a,, — a.
]
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Bu sonug, yakinsaklig1 ispatlamanin yeni bir yolunu verir: iist ve alt limiti ayr1 ayr1 hesaplayip esit olduk-
larin1 gérmek. Bunun i¢in de st ve alt limiti dogrudan terimlerden hesaplayan bir formiile ihtiyacimiz var.

Kuyruk Formiilii

N sabitken {a,, : n > N} kiimesi dizinin N-inci terimden sonraki kuyrugunun (Tanim 24.2) gériintii
kiimesidir. Bu kuyrugun supremumu, N bityidiik¢e azalir (kiime daraldigindan supremum biyliyemez;
sabit dizide oldugu gibi ayn1 da kalabilir) ve sonunda wist limite iner. Bu gézlem, tist limiti bir supremumlar
dizisinin limiti olarak yazmamizi saglar.

Teorem 25.9 (Ust ve Alt Limitin Kuyruk Formiilii). (a,,) sinirli bir dizi olsun. Her N € N igin
sy =supqa, :n> N}, ty = inf{a,, : n > N}

yazalim. O zaman (s ) azalan, (ty) artan ve her ikisi de yakinsaktir;

limsupa, = lim sy = lim sup{a, : n > N}, liminfa, = lim ¢, = lim inf{a,:n > N}.
n—00 N—oo N—o0 n—00 N—o0 N—o0
Ispat.

Dizi stmirly olsun: her n icin —M < a,, < M. Her N i¢in {a,, : n > N} bos degil ve sinirli oldugundan
sy vety vardir (Boliim 10.4) ve —M <ty < sy < M.

Advm 1: (spy) azalan ve yakinsaktir. {a, : n > N + 1} C {a,, : n > N} oldugundan Onerme 10.4
(1)ile sy, < sy;diziazalandir. Alttan —M ile simirl oldugundan monoton yakinsaklik teoremi (Teorem
23.1) geregi yakinsaktir; limitine s diyelim. L = lim sup a,, olsun; s = L gosterecegiz.

Adim 2:s > L.e > 0 verilsin ve N herhangi bir dogal sayi olsun. Onerme 25.3 (2) geregia,, > L — € olan
sonsuz ¢okluktan vardir; bunlardan biri N *den biiyiiktiir, ona k diyelim. a;, € {a,, : n > N} oldugundan
Sy = a > L —e. Bu her N icin dogru oldugundan limitlerde siralama (Teorem 21.3) iles > L —e. €
keyfi oldugundan s > L (aksi halde e = L — s > 0 igin celiski ¢ikar).

Adum 3: s < L. £ > 0 verilsin. Onerme 25.3 (1) geregin > n_ igin a,, < L + € olan birn_ vardir. N >
n, icin {a,, : n > N} kiimesinin her elemani L + ¢ dan kiigiiktiir; L 4 € bu kiimenin bir iist stniridir ve
sy < L +e. Limit alinca s < L + ¢; € keyfi oldugundan s < L.

Adim 2 ve 3'ten s = L.

Alt limit. {a, :n >N +1} C {a, : n > N} oldugundan ty, ., >ty: (ty) artan ve istten M ile
sinirlhidir, dolayisiyla yakinsaktir; limitine t diyelim. £ = lim infa,, icin ayni iki adim: a,, < € + € olan
sonsuz ¢oklukta indis bulundugundan her N icin ty < £+ ¢, yanit < {; bir yerden sonra a,, > £ — €
oldugundan biiyiik N i¢inty > — ¢, yanit > £. Boylecet = £.

|

1 Formiiliin baska yazilislart

(sp) azalan oldugundan limiti ayni zamanda infimumudur (Teorem 23.1); benzer bigimde (¢, ) nin
limiti supremumudur. Dolayisiyla

li = inf liminfa, = inf a,,.

mapa, =l owp s limate, = up fnfa,
Bircok kitap iist ve alt limiti dogrudan bu formiillerle tanimlar; kuyruk formili, iki tanimin ayni
say1y1 verdigini s6yler. Kuyrugu n > N yerine n > N ile almak da hi¢bir seyi degistirmez: yalnizca
indisler bir kaydirilmig olur.

Ornek 25.3 (Eksi Bir Ussii n Bolii n Dizisi). a, = (_i)n dizisinin iist ve alt limitini kuyruk formiilityle

hesaplayalim ve dizinin yakinsak oldugunu gosterelim.

Cozim.
Dizi isaret degistirir: ¢ift n i¢in a,, = % > 0,teknigina, = —% <0.Ayrical a, | = % azalandir. Dizi
sirhdir: | a,, | < 1.
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Ust limit. N sabit olsun. {a,, : n > N} kuyrugunda negatif terimler pozitiflerden kiigiiktiir; pozitif
terimler % (n ¢ift, n > N) ise n buyudikce kiigiiliir. Dolayisiyla kuyrugun en biyiik eleman ilk ¢ift
indisli terimdir: m 5;, N’den biiytik en kiiciik ¢ift say1 olmak iizere

1
sy =sup{a, :n>N}=a, =—.
my
my € {N+1,N+2}oldugundan my > Nve 0 < sy = =— < N N — 0 oldugundan sikistirma

teoremi (Teorem 21.6) ile sy — 0; kuyruk formiili (Teorem 25 9) ile lim sup a,, = 0.
Alt limit. Kuyrugun en kii¢iik elemani ilk tek indisli terimdir: p,, N'den biiyiik en kiciik tek say1
olmak izere ty = a, = —ﬁ ve —% <ty < 0. Ayni sikistirma ile ¢y — 0 ve lim infa,, = 0.

Sonug. lim sup a,, = lim infa,, = 0 oldugundan Sonuc 25.1 geregi dizi yakinsaktir ve

lim (1"

n—oo N

=0.

Ornek 25.4 (Eksi Bir Ussii n Art1 Bir Bélii n Dizisi). b, = (—1)" +  dizisinin y1giima noktalarini,
st ve alt limitini bulalim; dizinin 1raksak oldugunu gosterelim.

Coziim.
Alt diziler. Cift ve tek indisli terimleri ayiralim:

b2k:1+%€, b2k+1:_1+ﬁ~

55— Ove 2k+1 — 0 oldugundan Teorem 21.1 ile by, — 1 ve by;, — —1. Demek kil,—-1 €Y.
Ba§ka y1gilma noktasi yok. y € Y olsun; y’ye yakinsayan bir (b,,, ) alt dizisi vardir. (n;,) indislerinin
sonsuz tanesi ¢ift ya da sonsuz tanesi tektir. Sonsuz tanesi ¢iftse, yalnizca bu indisleri alarak (bnk )’nin
bir alt dizisini elde ederiz; bu alt dizi hem (b,, )'nin alt dizisi oldugundan y’ye (Teorem 24.1), hem de
(bgg)'nin alt dizisi oldugundan 1’e yakinsar; Teorem 20.1 ile y = 1. Sonsuz tanesi tekse ayni bicimde
y=—1.0halde Y = {—1, 1} ve tanum geregi lim sup b,, = 1, lim infd,, = —1.

Kuyruk formiilityle dogrulama. NV sabit olsun ve Ay = {b,, : n > N} kuyruguna bakalim.
Kuyruk supremumu Cift indisli terimler 1 + = posztlr ve n bitytiidikce azalir; tek indisli terimler (n >
3)—1 —|— < 0’dir. Dolayisiyla kuyrugun en buyuk elemani ilk ¢ift indisli terimdir: m 5;, N’den biiyiik
en kuguk ¢ift say1 olmak tizere

1
sy=supAy =b,, = 1—|—m—N.
0< =< N oldugundan sikistirma teoremi (Teorem 21.6) 1le sy — L

Kuyruk mflmumu Burada dlkkat tek indisli terimler —1 —|— =, n buyudikce azalarak —1’e yaklagir
(-1 —I— >—1 + >—1 —|— > ---). Yani kuyrugun en kuguk elemani yoktur; infimumu kiimeye ait
deglldlr Biitiin terlmler - den buiyiik oldugundan —1 kuyrugun bir alt siniridir. € > 0 verilsin; n tek
ve n > max{N7 %} olacak bicimde bir n secilirse b, = —1 + % < —1+ ¢ olur. Teorem 10.2 ile her
N igin

ty =infAy =—1.

Sabit dizinin limiti kendisidir: ¢ ; — —1. Teorem 25.9 ile lim sup b,, = 1 ve lim infb,, = —1; tanimdan
buldugumuzla ayni.
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supfa; : k = n} | lim sup = 1

,1 _—
inf{a, : k = n} = -1 = lim inf

1 5 10 15

Sekil 25.1: (~1)"+ 1/n dizisinin iki y1g1lma noktas1 vardir: 1 ve —1. Ustteki basamak egrisi n'den sonraki
terimlerin supremumudur; azalarak lim sup = 1'e iner. Alttaki ¢izgi ayni terimlerin infimumudur: tek
indisli terimler —1'e iistten yaklastigindan her n i¢in infimum tam -1'dir, yani lim inf = -1.

Sekil durumu 6zetliyor: terimler 1 ve —1 ¢izgilerine tistten yaklasir; kuyruk supremumlari s 5, basamak
basamak 1’e iner, kuyruk infimumlar1 ¢ y; ise bagtan beri —1’de sabittir.

Iraksaklik. lim infb, = —1 # 1 = lim sup b,, oldugundan Sonuc 25.1 geregi dizi yakinsak degildir.
|

Ust ve Alt Limitte Islemler

Limitin aritmetigi (Teorem 21.1) iist ve alt limite kismen taginur: sabitle ¢arpma sorunsuzdur, toplamda ise
yalnizca esitsizlik elde edilir.

Teorem 25.10 (Sabitle Carpma). (a,,) sinirli bir dizi ve ¢ € R olsun.

1. ¢ > 0 iselimsup,,_, . (ca, ) = climsup,,_, ., a, veliminf, , (ca,)= climinf a

n n—oo 'n*
2. ¢ < 0iselimsup,_,(ca,) =climinf,_,  a, veliminf,  __(ca,) = climsup,_, . a,.

Ispat.

Kuyruk formiiliinii (Teorem 25.9) kullanalim; Ay = {a,, : n > N} olsun, {ca,, : n > N} = cAydir.
(ca,,) de simrhdir.

(1) ¢ = 0 ise iki taraf da 0°dir. ¢ > 0 i¢in Onerme 10.4 (2) geregisup(cAy) = csup Ay = c sy; Teorem
21.1(4) ilelim(c sy) = clim sy = clim sup a,,. Infimum i¢in ayni 6zellik inf(cAy) = cty verir.

(2)c <0ise—c>0vecAy = (—c)(—Ay) dir. Onerme 10.4 (2) ve (3) ile

sup(cAy) = (—¢)sup(—Ay) = (—¢) (—infAy ) =cty.

Limit alinca lim sup(ca,,) = climty = climinfa,. Benzer bigcimde inf(cAy) = (—c)inf(—Ay) =
(—c)(—sup Ay ) = ¢ sy veliminf(ca,,) = climsupa,,.
|

Ozellikle ¢ = —1 i¢in lim sup(—a,,) = — lim infa,,: isaret degisince “en bilyiik” ile “en kii¢iik” yer degis-
tirir. Bu, alt limitle ilgili her ifadeyi iist limite indirgememizi saglar.

Teorem 25.11 (Toplamin Ust ve Alt Limiti). (a,,) ve (b,) sinurl diziler olsun.

1. limsup,,_,.(a,, +b,) < limsup,,_, ., a, + limsup,,_,., b

n:
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2. liminf, , _a, +liminf, . b, <liminf, . (a, +b,).

3. Dizilerden biri yakinsaksa, diyelim a,, — a, her iki esitsizlik esitlige doniisiir:

limsup(a,, +b,,) = a+limsupb,, lim inf(a,, + b,,) = a + lim infb,,.
n—oo n—oo n—00 n—oo
ispat.

(1) K =limsupa,, L =limsupb,, olsun; (a,, +b,) siurhdir, dst limitine S diyelim. € > 0 verilsin.
Onerme 25.3 (1) geregin > ny i¢ina, < K + §ven > ny icinb, < L + 5 olann,,n, vardir.n > n” =
max{n,,ny} icin taraf tarafa toplayinca

a,+b, <K+ L+e.

Teorem 25.5 ile Sye yakinsayan bir (a,, +b,, ) alt dizisivardir;k > n” ikenny, > k > n” (Onerme 24.1)
vea, +b, <K+ L+e Altdizinink > n” olan kuyrugu da S ye yakinsar (Teorem 24.3); limitlerde
stralama (Teorem 21.3) ile S < K + L + €. € keyfi oldugundan S < K + L.

(2) (1) (—a,,) ve (—b,,) dizilerine uygulayip Teorem 25.10 (c = —1) ile gevirelim:

+liminf(a,, +b,) = limsup ( — (a, +b,) ) < limsup(—a,) + limsup(—b,) = —liminfa, —liminfb,.

Iki tarafi —1 ile carpmak esitsizligin yoniinii cevirir ve (2)‘yi verir.

(3) a,, — a olsun; Sonug 25.1 ile lim sup a,, = lim infa,, = a ve Teorem 25.10 ile lim sup(—a,,) = —a.
(1) geregilim sup(a,, +b,,) < a + limsupb,,. Ters yon icin b, = (a,, +b,) + (—a,,) yazp (1) uygu-
layalim:

limsupb,, < limsup(a,, +b,) + lim sup(—a,,) = limsup(a,, +b,,) — a.

Iki esitsizlik birlikte lim sup(a,, +b,,) = a + lim supb,, verir. Alt limit esitligi (2) ile ayni yolla ya da
(—a,,), (—=b,,) ye gegilerek elde edilir.
|

Esitsizlik kesin olabilir

a, = (—1)"veb, = (—1)"*! olsun.limsup a,, = 1 velimsupb, = 1'dir;amaa, +b,, = (—1)" +
(—1)"*! = 0 sabit dizisidir ve limsup(a,, +b,,) = 0. Gercekten 0 < 1+ 1 = 2 esitsizligi saglanir,
esitlik saglanmaz. Sebep agiktir: (a,,) en yiiksek degerine ¢ift indislerde, (b,,) tek indislerde ulagir; iki
dizi “ayni anda” bityiik olmaz. Yakinsak bir diziyle toplarken bu sorun ortadan kalkar, ¢iinkii yakinsak
dizi her indiste limitine yakindur.

Teorem 25.12 (Yakinsak Diziyle Carpim). (a,,) dizisi a > 0 sayisina yakinsasin ve (b,,) siirl olsun.
O zaman

lim sup(a,b,,) = alimsupb,,, lim inf(a,b, ) = aliminfb,,.
n—o00 n—o0 n—00 n—o0

Ispat.
a,b, =ab, + (a, —a)b, yazahm. (a, — a) sifir dizisidir (Teorem 21.1) ve (b,,) sinirlidir; Teorem 21.2
ile (a,, — a)b,, — 0. (ab,,) sirhidw, dolayisiyla Teorem 25.11 (3) uygulanabilir:

lim sup(a,b,) = limsup ( ab, + (a, —a)b, ) = limsup(ab,) + 0 = alimsupb,;

son adimda a > 0 oldugundan Teorem 25.10 (1) kullanildi. Alt limit icin ayni hesap yapilir.
|

a < 0 ise ayn1 ispat Teorem 25.10 (2) ile yiiriir ve roller degisir: lim sup(a,,b,,) = alim infb,,. Teoreme bir
ornek: a,, = ;25 — 1 > 0veb, = (—1)" i¢in lim sup(a,,b,) = 1- 1 = 1; gergekten a,,b,, = (—1)" 15
dizisinin ¢ift indisli terimleri 1’e, tek indisli terimleri —1’e yakinsar.
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Alistirmalar

Alistirma 25.1 (Yigilma Noktasi, Ust ve Alt Limit Alistirmalari).

a) m’nin 4’e béliimiinden kalan 1 ise a,, = 1, 3 ise a,, = —1, 0 ya da 2 ise a,, = 0 olsun (bu dizi a,, =
sin %F dizisidir). Yigilma noktalariny, iist ve alt 11m1t1n1 bulunuz.

b) a, = (=1)";17 dizisinin y1gilma noktalarimi, st ve alt limitini bulunuz; dizinin raksak oldugunu
gosteriniz.

¢) (a,,) smurh bir dizi olsun. Bir (x,,) dizisinin y1g1lma noktalar1 kiimesini bu sikta Y (z,, ) ile gosterecegiz;
ayrica bir A kiimesii¢cin —A = {—y:y € AYdir. Y(—a,,) = —Y (a,,) oldugunu gosteriniz ve buradan
lim sup(—a,,) = —lim infa,, esitligini dogrudan tanimla (kuyruk formiilinii kullanmadan) ¢ikariniz.

d) niftise a,, = % ntekisea, =1— % olsun. Kuyruk formiiliiyle lim sup a,, ve lim infa,, degerlerini
bulunuz.

e) (a,) ve (b,) smurh diziler ve her n i¢in a,, <b, olsun. limsupa, <limsupbd, ve liminfa, <
lim infb,, oldugunu gosteriniz.

Cozim.

a) Dizi (1,0,—1,0,1,0,—1,0,...) bicimindedir ve —1,0,1 degerlerinin her birini sonsuz ¢oklukta
indiste alir (sirasiyla n = 4k — 1, n cift, n = 4k — 3 indislerinde). Sabit alt diziler bu ti¢ degere yakin-
sadigindan {—1,0,1} C Y. Dizi yalmizca bu ii¢ degeri aldigindan, a ¢ {—1,0,1} i¢in ¢ = min{| a +
11],]al,] @a—1]} > 0 almirsa hicbir terim (a — €, a + €) araligina diismez; Y = {—1,0, 1}. Dolay1-

styla limsup a,, = 1 ve liminfa,, = —1. Dizi sinirhdir ama birden ¢ok yig1lma noktast oldugundan
raksaktir.
b) o =1— n+1 — 1 oldugundan cift indisli alt dizi a,;, = Qkkl — 1 ve tek indisli alt dizi ay;, =

—% — —1 (Teorem 21.1 ve Teorem 24.1). Boylece {—1,1} C Y. Ornek 25.4'deki akil yiiriitme aynen
gecerlidir: y € Y ise y’ye yakinsayan alt dizinin sonsuz ¢oklukta ¢ift ya da tek indisi vardir; ilgili alt-alt
dizi hem y’ye hem 1’e (ya da —1’e) yakinsadigindan y € {—1,1}. Ohalde Y = {—1, 1}, limsupa,, =
1, liminfa, = —1 ve Sonug¢ 25.1 geregi dizi iraksaktir. (Ayni sonu¢ Teorem 24.2 ile de goriiliir.)

¢) y € Y(a,) olsun; a,, — y olan bir alt dizi vardir. Teorem 21.1 (4) ile —a,, — —y, yani —y €
Y (—a,,). Demek ki =Y (a,,) C Y (—a,,). Aym akil yiiriitme (—a,,) dizisine uygulanirsa —Y (—a,,) C
Y(a,), yani Y (—a,) C —Y(a,,). Béylece Y (—a,,) = —Y (a,,). Simdi Onerme 10.4 (3) ile

lim sup(—a,,) =supY¥(—a,) =sup(—Y(a,) ) = —infY(a,) = —liminfa,.

d) Dizi (0,1,2,1 2 1 ) bicimindedir. N >1 sabit olsun ve Ay = {a, :n > N} kuyruguna

’ 9 37 4576
bakalim.
Ust limit. Kuyruktaki tek 1ndlsh terlmler 1—= (n tek, n > N) I’den kiciiktir ve n biiytidikee 1’e
yaklagir; cift indisli terimler 1 o< ’dlr 1 kuyrugun bir st siiridir. € > 0 verilince n tek ve n >

max{N, 1} olacak bicimde bir n seglhrse 1—1>1—eolur;Teorem 10.1ile sy = sup Ay = 1. Sabit
dizi sy = 1’in limiti 1’dir: lim sup a,, = 1

Alt limit. Kuyruktak1 ¢ift indisli terlmler = > 0 ve n buytidiik¢e 0’a yaklasir; tek indisli terimler (n >
3)1— 1 > 5 > 0°dir. O bir alt siirdir Ve € > 0 icin n ¢ift ve n > max{N 1} olacak bi¢cimde bir n
seglhrse = < € olur; Teorem 10.2 ile ¢y = inf A, = 0. Dolayisiyla lim infa,, = 0.

limsup a,, = 1 # 0 = lim inf a,, oldugundan dizi iraksaktir; gercekten ¢ift 1nd1511 alt dizi 0’a, tek indisli
alt dizi 1’e yakinsar.

e) Kuyruk formiiliinii kullanalim. N sabit olsun; s (b) = sup{b,, : n > N} yazalim. Her n > N icin
a, <b, <sy(b) oldugundan sy (b), {a,, : n > N} kiimesinin bir {ist sinwridir; supremum en kii¢iik
iist sinir oldugundan sy (a) < sy (b). Bu her N i¢in dogrudur; Teorem 21.3 ile

limsupa, = lim sy(a) < lim sy (b) =limsupd,,.
N—o00 N—o00
Alt limit i¢in ¢ (a) < t5(b) aym bicimde gériiliir: ¢ (a), {b,, : n > N }’nin bir alt siniridir (her n >

N iginty(a) < a,, < b,), dolayisiyla t 5 (a) < tx(b); limit alinca lim infa,, < liminfb,,.
|
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Ust ve alt limit, bir dizinin yakinsakligimi limitini bilmeden denetlemenin ilk araciyd: dizi yakinsaktir
ancak ve ancak lim sup a,, = lim infa,, ve bu ortak deger bir reel say1 ise. Sonraki béliimde ayn1 amaca
hizmet eden, ama ¢ok daha pratik ikinci bir ara¢ gérecegiz: terimlerin limite degil, birbirine yaklasmasim
6lcen Cauchy kosulu — Cauchy Dizileri ve Reel Sayilarin Tamlig1.
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26.1

26. Cauchy Dizileri ve Reel Sayilarin
Tamlig1

Bir dizinin yakinsak oldugunu gostermenin simdiye kadar iki yolu vardi: ya limiti tahmin edip e-n, tani-
muni dogrulamak, ya da dizinin monoton ve sinirli oldugunu gérmek. Birinci yol limiti 6nceden bilmeyi,
ikincisi monotonlugu gerektirir. Oysa ¢ogu dizi ne limitini ele verir ne de monotondur. Bu béliimde her
iki engeli asan bir olciit gorecegiz: Cauchy kosulu. Fikir basittir. Yakinsak bir dizinin terimleri limite
yaklagirken zorunlu olarak birbirlerine de yaklasir; peki tersine, terimleri birbirine yaklasan her dizi
yakinsak midir? Reel sayilarda evet — ve bu “evet”, reel sayilarin tamlifinin bir bagka yizudiir.

Kavram, adin1 Fransiz matematik¢i Augustin-Louis Cauchy’den (1789-1857) alir. Bu boéliimde sunlar:
ogrenecegiz: Cauchy dizisinin tanimi ve olumsuzlamasi; yakinsak dizilerin Cauchy, Cauchy dizilerinin
sinirlt oldugu; R’de her Cauchy dizisinin yakinsadigini sdyleyen Cauchy 6lgiitii; ardisik terim farklar
geometrik hizla kiigiilen “daralan” diziler; tam kiime kavrami ve Q’nun tam olmayisi; son olarak reel
sayilarin tamligini bes farkli bicimde ifade eden bityiik denklik teoremi.

Cauchy Dizisi
Yakinsaklik taniminda terimleri sabit bir a sayisiyla karsilastiriyorduk: | a,, — a | < e. Cauchy kosulunda
a ortadan kalkar; terimler birbirleriyle karsilagtirilir.

Tanim 26.1(Cauchy Dizisi). (a,,) bir reel say1 dizisi olsun. Her € > 0i¢in, n, m > n_olanhern,m € N
ciftiicin | a,, — a,, | < € saglanacak bi¢imde bir n_ € N varsa (a,,)’ye Cauchy dizisi (Cauchy sequence)
denir. Sembolik olarak:

Ve >0,3n, e N,Vn,m>n_:|a, —a,, | <e.

a
n
n(‘:
|
:
1| @ |
]
:
| « o
® | mon=xnicinfa, -al<e
o | .— ————————
! ~ o ° °
| &
é ° ® () [ J ]
[ ] .
]
0.5 [ ja =1-1/2+1/3-...+x1/n
]
|
! n
1 5 10 15

Sekil 26.1: Cauchy dizisi: n/dan sonraki biitiin terimler genisligi ¢ olan bir seride sigar, yani birbirlerine
£dan yakindir. Sekilde hicbir limit cizilmemistir; tanim terimleri yalnizca birbiriyle kargilastirir. Ornek 1
- 1/2 + 1/3 - - kismi toplamlaridir; reel sayilarda béyle bir dizi mutlaka yakinsar.
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300 Boliim 26. Cauchy Dizileri ve Reel Sayilarin Tamlig:

Tanimi §6yle okuyalim: € ne kadar kiigiik secilirse secilsin, dizinin bir yerden sonraki terimlerinin hepsi
birbirine €’dan yakindir; yani n_’dan sonraki biitiin terimler genisligi €’dan kiigiik bir seride sigar. Seridin
nerede oldugu, yani limitin ne oldugu, tanimda hi¢ gecmez. n ve m indisleri birbirinden bagimsizdir;
ispatlarda ¢ogu zaman m > n varsaymak igleri kolaylastuir (| a,, — a,, | = | a,, — a,, | oldugundan bu
bir kayip degildir). Tanimin sik kullanilan bir baska yazilisi, m = n + p alinarak elde edilir.

Onerme 26.1 (Cauchy Kosulunun Denk Bi¢imi). (a,,) dizisinin Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve
yeter kosul sudur:

Ve>0,3n. eN,Vn>n_VpeN:|a,,, —a,|<e
ispat.

(= yoénii) (a,,) Cauchy olsun, e > 0 verilsin ve n_ tanimdaki gibi olsun.n > n_ vep € Nicinm =n +
p >mn > n, oldufundan | a a, |=1|a,—a,|<e

n+p
(= yonii) Kosul saglansin, € > 0 verilsin ve n, kosuldaki gibi olsun.n, m > n_ alahm.n = m ise| a,, —
a,, | =0 < e.n# m ise simetriden dolayr n < m varsayabiliriz; Onerme 9.3 (4) gere§ip =m —n €
N'dirve| a,, — a,, | =1 a,,, —a, | <e.
|

1 Cauchy olmamak

Tanimin olumsuzlamasi (Teorem 2.1) sudur: (a,,) Cauchy dizisi degildir ancak ve ancak
deg > 0,YNeN,In,m>N :|a, —a,, | > ¢

Yani bir “k6tii” £, vardir: ne kadar ileri gidersek gidelim, birbirinden en az €, uzakta iki terim bulunur.

Ornek 26.1 (Bir Bélii n Dizisi Cauchy Dizisidir). a, = 1 dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu
tanimdan gosterelim.
Cozim.
m > n olsun. % < % oldugundan
| | 1 1 1 1 < 1
a,—a, |l=-——|=———< —.
room n m| m m n

€ > 0 verilsin. Sonuc 12.2 ile nL < g olan bir n, € N secelim. m > n > n, i¢in

S

1
a, — 0, | <—<—<e&.
= | <3 < o
n = m durumu apagciktir ve n > m durumu simetriktir. Demek ki her n,m > n_ i¢in | a,, — a,, | <
e: (1/n) bir Cauchy dizisidir.
|

Ornek 26.2 (Eksi Bir Ussii n Dizisi Cauchy Degildir). a,, = (—1)" dizisinin Cauchy dizisi olmadigim1
gosterelim.

Cozim.

Olumsuzlamay1 €5 = 1 ile dogrulayalim. N € N verilsin; n = N ve m = N + 1 alalhm. Bu iki indis
N’den bityiik ya da esittir ve ardisik terimler zit isaretli oldugundan

=| DY =DM = EDY 1= (2D [ =22 1=¢.

‘a’n_a’m‘

Demek ki her N i¢in birbirinden en az 1 uzakta iki terim vardir: dizi Cauchy degildir.
|
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Yakinsak Diziler Cauchy’dir

Cauchy kosulunun yakinsaklikla iligkisini iki adimda kuracagiz. {lk adim kolaydir: yakinsak dizinin
terimleri limite yakinsa birbirlerine de yakindir.

Teorem 26.1 (Yakinsak Her Dizi Cauchy Dizisidir). Yakinsak her reel say: dizisi bir Cauchy dizisidir.

Ispat.

(a,) dizisi a € R sayisina yakinsasin ve € > 0 verilsin. Yakinsaklik tanimini (Tanim 20.1) § > 0 ile
uygulayalim:k > N iken| aj, —a | < § olan bir N € N vardur. (¢ yerine § secmemizin nedeni, sonunda
iki uzakligi toplayacak olmamizdir.)

n,m > N olsun. Hem | a, —a | < § hem | a,, —a | < § saglanir. Mutlak degerin icine a’y1 ekleyip
ctkaralim ve ii¢gen esitsizligini (Teorem 8.2) kullanalim:

g g
|aniam|:‘(ania)-i_(a*am)‘g‘ania’|+|aiam‘:‘ania|+|amia‘<§+§:€'

Demek kin, = N se¢imi Cauchy tanimini saglar.
]

Bu teoremin en pratik kullanim karsit tersidir: Cauchy olmayan dizi wraksaktir. Ornegin Ornek 26.2,
((—=1)™) dizisinin wraksakliginin yeni bir ispatiduir.
Ikinci adim i¢in, Cauchy dizilerinin yakinsak dizilerle paylastig1 bir 6zellige ihtiyacimiz var.

Teorem 26.2 (Her Cauchy Dizisi Stmirlidir).  Her Cauchy dizisi sinirlidir.
ispat.

(a,,) Cauchy olsun. Tamimda e = 1 alalim:n,m > N iken| a,, — a,,, | < 1 olan bir N € N vardir. Ozel
olarak m = N sabitlenirse hern > N ic¢in | a, — ay | < 1 olur. Ters ii¢gen esitsizligiyle (Sonug 8.3)

lan |=lay [<|a,—ay |<1, yani |a,|[<|ay|+1 (n2=N).
Bu, dizinin kuyrugunu sinirlar. Bastaki sonlu tane terimi de hesaba katmak igin
M =max{| a, |, ay |,-..| ay_y |,] ay [+ 1}

alalim (sonlu tane saymmn en biiyigi, Tanim 7.4). n < N ise | a,, | kiimenin bir elemanidir ve | a,, | <
M;n>Nise|a, |<|ay |+1< M. Hernigin| a, | < M; mutlak degerli bu bi¢im sinirlilia denk
oldugundan (Tanim 19.3, Onerme 19.1) dizi stmirlidir.

|

Smnirl olmak Cauchy olmak i¢in yetmez

((=1)™) dizisi siirlidir ama Cauchy degildir (Ornek 26.2). Yani “Cauchy = smurh” dogru, karsitt
yanlistir. Ote yandan teorem, Cauchy olmadigini gdstermenin hizli bir yolunu verir: sinirsiz dizi
Cauchy olamaz.

26.3 Cauchy Olciitii

Simdi asil soruya geliyoruz: Cauchy dizileri yakinsak midir? Yol su: Cauchy dizisi sinirlidir; sinirl dizinin
Bolzano-Weierstrass geregi yakinsak bir alt dizisi vardir; Cauchy kosulu ise dizinin geri kalanini bu alt
dizinin pesinden stiriikler.

Lemma 26.1 (Yakinsak Alt Dizisi Olan Cauchy Dizisi Yakinsaktir). (a,,) bir Cauchy dizisi olsun.
(a,)’nin a € R sayisina yakinsayan bir (a,, ) alt dizisi varsa dizinin kendisi de a’ya yakinsar.

ispat.
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302 Boliim 26. Cauchy Dizileri ve Reel Sayilarin Tamlig:

€ > 0 verilsin. Cauchy kosulunu § ile uygulayalim:n,m > N, iken | a,, — a,, | < § olan bir Ny vardur.
Alt dizinin yakinsakhgindan k > K iken | a,, —a | < § olan bir K vardur.

k =max{K,N,} sabitleyelim. Onerme 24.1 geregi n;, > k > N, 'dir; ayrica k > K. Simdi n > N,
herhangi bir indis olsun. Hem n _hem ny, N den biiyiik ya da esit oldugundan Cauchy kosulu | a,, —
a,, | < § verir. Uggen esitsizligiyle

€
2

€
|a‘nia|§|aniank|+|ankia|<§+ =E.
Bu hern > Nj icin dogrudur; Tanim 20.1 geregi a,, — a.
n

Lemmanin soyledigi su: Cauchy dizisi “tek parcadir”; bir parcasi bir yere gidiyorsa hepsi oraya gider.
Buradan bolimiin ana teoremi c¢ikar.

Teorem 26.3 (Cauchy Olciitii). Reel sayilarda her Cauchy dizisi yakinsaktir.

ispat.

(a,,) bir Cauchy dizisi olsun. Teorem 26.2 geregi sinirlidir. Bolzano—Weierstrass teoremi (Teorem 24.5)
geregi yakinsak bir (a,, ) alt dizisi vardur; limitine a diyelim. Lemma 26.1 geregi (a,,) dizisinin kendisi de
a’ya yakinsar.

]

Teorem 26.1 ile Teorem 26.3 birlegince yakinsakligin tam bir karakterizasyonu elde edilir.

Sonuc 26.1 (Genel Yakinsaklik ilkesi). Bir reel say: dizisi yakinsaktir ancak ve ancak Cauchy dizisiyse:
) Cauchy .

n

(a,) yakinsak < (a

ispat.
(=) Teorem 26.1. (<) Teorem 26.3.
|

@ Olciit nasil kullanilir

Bir dizinin yakinsak oldugunu gostermek igin artik limiti bilmek gerekmez: | a,, — a,, | farkim
(cogu zaman m > n alip) n’ye bagl ve 0’a giden bir biiyiikliikle tistten sinirlamak yeter. Iraksakligi
gostermek icinse tek bir €, ve her N icin birbirinden ¢, uzakta iki terim bulmak yeter. Bu dlciit,
Analiz 2'de serilerin yakinsakligini incelerken temel ara¢ olacaktur: bir serinin yakinsak olmasi, kismi
toplamlar dizisinin Cauchy olmas1 demektir.

Olgiitiin tipik uygulamasi, ardisik terimler arasindaki farkin geometrik hizla kiiciildiigii dizilerdir.

Ornek 26.3 (Daralan Diziler Cauchy Dizisidir). (a,,) bir dizi, C > 0ve 0 < 7 < 1 sabitler olsun. Her
n € Nicin

| Gpy1 —a, [ S COT7
saglaniyorsa (a,,)’nin bir Cauchy dizisi, dolayisiyla yakinsak oldugunu gosterelim.

Coziim.
Adim 1: Geometrik toplam. Her j € NU {0} i¢in
1—ritl 1

l+r+ri4+ri= <
1—7r 1—1r
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26.3 Cauchy Olgiitii 303

oldugunu gorehm Esitlik icin (1 — 7)(1 + 7 + -+ + 77) = 1 — 7+ 6zdesligini acalim: garpim (1 + 7 +
4+ 19) — (r 4+ 72 + -+ 4+ r91) olur ve ortadaki terimler sadelesir. Esitsizlik 0 < /1 ve 1 — 7 > 0°dan

glkar.

Adim 2: | a,,, — a,, | tahmini. m > n olsun. Farki ardigik farklarin toplami olarak yazalim (toplam

acilip sadelegtirilirse bu goriilir):

m—1
A — A = (an+1 - an) + (a’n+2 - a’n+1) + ot (a’m a’k+1 - ak :
k=n
Sonlu toplamlar i¢in ti¢gen esitsizligi (Teorem 9.7) ve hipotezle
s Cr®
|a,, —a, | < Z|ak+1 ak|<ZCr Cr"(l+r+~-~+rm*"’1)<m.
k=n k=n

Adim 3: Cauchy kosulu. 0 < r < 1 oldugundan r™ — 0’dir (Teorem 22.8). € > 0 verilsin; n > n,
iken rm < U= T)E olan bir n_ vardir. m > n > n_ icin Adim 2 ile
Crm cC (1-r)k

a, —a, | < < : =e.
[ = an | 1—r 1-—7 C

m = n durumu apagik, m < n durumu simetriktir. Demek ki (a,,) Cauchy dizisidir; Teorem 26.3 ile
yakmsaktir.
]

Ornek 26.4 (Ardisik iki Terimin Ortalamasiyla Kurulan Dizi). a; =0, a, =1 ve n € N icin
Qo = % olsun; her terim kendinden onceki iki terimin ortalamasidir: 0, 1, 1, 2, 3 ... Dizinin

)99 41 8
yakinsak oldugunu gosterip limitini bulalim.

Coziim.

Dizi monoton degildir (terimler bir buytir bir kii¢iilir), bu yiizden monoton yakinsaklik teoremi ige
yaramaz; Cauchy 6l¢iitinii kullanacagiz.

Ardisik farklar. Ozyineleme bagintisindan

ay, + Apt1 Ay — Apqq 1

Apyg —Qpy1 = B) —Qp1 = — 5 T 73 (Apy1 — Qy)-

Yani her ardigik fark bir 6ncekinin —% katidir. a;, — a; = 1 oldugundan tiimevarimla (Teorem 9.1)

1 n—1 1 n—1 1 n
Apy1 — Cp = (_§> ’ ‘ Apt1 — Gy | = (5) = 2(5) .

Yakinsaklik. Ornek 26.3'nin hipotezi C' = 2, r = % ile saglanir; dizi Cauchy’dir ve yakinsaktir.
Limit. a,,’yi ardisik farklarin toplami olarak yazalim; Ornek 26.3'nin Adim 1'indeki geometrik toplam
formiili r = —% icin de gecerlidir (6zdeslik her r # 1 i¢in dogrudur):

oot S o= 8 () L2 (1)),

‘(—%)nﬂ’ = (%)7171 — 0 oldugundan (Teorem 22.8) Teorem 21.1 ile

li _ 2
Ja 0 =5
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Ardisik farklarin sifira gitmesi yetmez

Cauchy kosulu, | a,,,; —a,, | = 0 kosulundan daha giiglidiir; ikincisi yakmsaklik icin yeterli
degildir. a,, = \/n dizisine bakalim. Pay1 ve payday: eslenikle carparsak

_ _ n_(\/n+lf\/ﬁ)(\/n+1_+\/ﬁ)_ 1 1
| ap—a, |=Vn+1l—vn= N S _\/n_+1+\/ﬁ<\/ﬁ%0'

Ama (y/n) smirsizdir: M > 0 verilince n > M? icin \/n > M olur. Teorem 26.2 geregi sinirsiz dizi
Cauchy olamaz; dolayisiyla (1/n) yakmsak degildir (artan ve sinirsiz oldugundan +oo’a raksar,
Teorem 23.2). Cauchy kosulunda 6nemli olan, ardisik terimlerin degil, n_’dan sonraki biitiin terim
ciftlerinin birbirine yakin olmasidir. Alistirmalarda harmonik dizide de ayni olguyu gérecegiz.

Tam Kiimeler

Cauchy o6lgiti reel sayilarin bir 6zelligidir; her say1 kiimesi igin gecerli degildir. Bir dizinin terimleri
birbirine yaklasabilir, ama yaklagtiklar1 nokta i¢inde ¢alistigimiz kiitmede olmayabilir. Bu diisiince “delik”
kavramin kesinlestirir.

Tanim 26.2 (Tam Kiime). A C R olsun. A i¢indeki her Cauchy dizisi A’nin bir elemanina yakinsiyorsa
— yani terimleri A’da olan her Cauchy dizisi yakinsak ve limiti A’da ise — A’ya tam kiime (complete
set) denir.

Sezgi: tam kiimede “delik” yoktur; bir dizi bir yere gitmeye caligiyorsa gittigi yer kiimenin i¢indedir.
Teorem 26.3 tam olarak R’nin tam oldugunu soyler: R’deki her Cauchy dizisi R’nin bir elemanina
yakinsar.

Kars1 ornek: (0, 1] aralif1 tam degildir. (%) dizisinin biitiin terimleri bu araliktadir ve dizi Cauchy’dir
(Ornek 26.1); ama limiti 0, araliga ait degildir. Araligin sol ucunda bir “delik” vardir. Bu érnek genel bir
olguya isaret ediyor: tamlik, kiimenin kendi limit noktalarini icermesiyle, yani kapalilikla ilgilidir.

Onerme 26.2 (Kapali Kiimeler Tamdir). A C R olsun.

1. A kapali ise tamdur.
2. Tersine, A tam ise kapalidr.

Dolayisiyla R’nin bir alt kiimesi tamdir ancak ve ancak kapaliysa.

Ispat.

(1) A kapali olsun ve (a,, ), terimleri A’da olan bir Cauchy dizisi olsun. Cauchy élgiitii (Teorem 26.3) geregi
(a,,) bir a € R sayisina yakinsar. Kapalihgin dizisel karakterizasyonu (Teorem 21.10) geregi kapali bir
kiime icindeki yakinsak dizinin limiti kiimeye aittir: a € A. Demek ki A’daki her Cauchy dizisi A’nin bir
elemanina yakinsar; A tamdir.

(2) A tam olsun. Teorem 21.10°yi kullanarak A’nin kapal oldugunu géstermek igin A i¢indeki yakinsak
her dizinin limitinin A’da oldugunu gormeliyiz. (a,,), A’da bir dizi ve a,, — a olsun. Teorem 26.1 geregi
(a,,) Cauchy’dir; A tam oldugundan dizi A’nin bir elemanina yakinsar. Limit tek oldugundan (Teorem
20.1) bu eleman o’dwr: a € A.

|

Baylece [a, b], {a}, [0, 00) gibi kapali kiimeler tamdur; (a, b), (0, 1], [a, b) gibi kapali olmayan kiimeler tam
degildir. En 6nemli tam olmayan kiime rasyonel sayilardur.

Ornek 26.5 (Rasyonel Sayilar Tam Degildir). Q kiimesinin tam olmadigini gosterelim.
Cozim.

Terimleri rasyonel olan ama limiti irrasyonel olan bir Cauchy dizisi bulmaliyiz. v/2’ye yakinsayan bir
rasyonel dizi kuralim. Rasyonel sayilarin yogunlugu (Teorem 13.5) geregi her n € N icin
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1
\/§<qn<\/§+ﬁ

olan bir ¢, € Q vardir. v/2 —|— — v/2 oldugundan (Teorem 21.1) sikistirma teoremi (Teorem 21.6) ile
q,, — /2. Yakinsak oldugundan (g,,) bir Cauchy dizisidir (Teorem 26.1) ve biitiin terimleri Q’dadur.
Ama limiti /2, Teorem 13.3 geregi rasyonel degildir. Q’daki bu Cauchy dizisi Q'nun hicbir elemanima
yakinsayamaz (limit tektir); demek ki Q tam degildir. Ayni sonug Onerme 26.2 ile de gériiliir: Q kapali
degildir, ciinkii v/2 bir degme noktasidir ama Q’ya ait degildir.

Bagka ornekler de vardir. a,, = (1 + %)n dizisinin biitiin terimleri rasyoneldir ve dizi e sayisina
yaklnsar (Tanmim 23.1, Teorem 23.3); €’nin irrasyonel oldugu bilindiginden (ispat1 Analiz 2’de) bu da
Q’dan kagan” bir Cauchy dizisidir. Monoton Yakinsaklik Teoremi ve e Sayisi béliimindeki a; = 2,
Gpyp = %42 Jigisi de terimleri rasyonel olup v/2’ye yakinsayan bir bagka rnektir.

]

Rasyonel sayilar sirali bir cisimdir (Teorem 11.4); cebirsel aksiyomlarin ve siralama aksiyomlarinin hepsini
saglar. Onu R’den ayiran sey tam olmamasidir: Q’da Cauchy dizileri yakinsamak zorunda degildir.
Sagirtict bir karsi ornek olarak “delikli” gériinen tam sayilar kiimesi tamdir.

Ornek 26.6 (Tam Sayilar Kiimesi Tamdir). Z kiimesinin tam oldugunu gésterelim.

Cozim.

Ispat, tam sayilarin “ayrik” dogasina dayanir: iki farkli tam say1 arasindaki uzaklik en az 1°dir. Gergekten
p,q € Zve p # qise Onerme 11.1 geregi p — ¢ sifirdan farkli bir tam sayidir; Tanim 11.1 geregi ya p —
geNyadag—peN,yani|p—q | € NveOnerme 9.3 (1)ile | p—q | > 1.

(a,,), terimleri Z’de olan bir Cauchy dizisi olsun. Tanimda ¢ = 1 alalim: n, m > n, iken| a,, —a,, | <
1 olan bir n; vardur. Iki tam saymnin uzakligi 1°’den kiigiikse sifir olmak zorundadir; dolayisiyla n, m >
n, icin a,, = a,,. Yani dizi n,-inci terimden sonra sabittir: her n > n, i¢in a,, = a,,

Sabit kuyruklu bir dizi yakinsaktir: € > 0 ne olursa olsunn > n, icin | a,, — a,,, | = 0 < ¢; dolayisiyla
a, — a,, € Z. Her Cauchy dizisi Z'nin bir elemanina yakinsadigindan Z tamdur. (Ayn1 sonug, Z'nin
kapali bir kiime olmas1 ve Onerme 26.2 ile de elde edilir.)

]

Reel Sayilarin Tamligi: Bes Denk Ozellik

Bu kitabin diziler kismi boyunca reel sayilarin “deliksiz” olusunu birgok farkli kilikta gordiik: supremu-
mun varlig1, monoton dizilerin yakinsakligy, i¢ ice araliklarin ortak noktasi, siurl dizilerin yakinsak alt
dizisi ve simdi Cauchy dizilerinin yakinsaklig1. Bunlar ayni olgunun bes farkl ifadesidir; her biri digerle-
rinden tiretilebilir. Asagidaki teorem bu boliimiin ve diziler kisminin kapanig tagidir.

Teorem 26.4 (Reel Sayilarin Tamliginin Bes Denk ifadesi). Reel sayilar icin asagidaki bes ozellik
birbirine denktir; yani herhangi birinden digerlerinin hepsi ¢ikarilabilir.

Tamlik Aksiyomu. Ustten sinirli ve bos olmayan her A C R kiimesinin bir supremumu vardr.
Monoton Yakinsaklik. Sinirli her monoton dizi yakinsaktur.

I¢ Ice Araliklar (Cantor). I¢ ice kapali ve sinirly araliklarin kesisimi bos degildir.
Bolzano-Weierstrass. Sinirly her dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

Cauchy Tamligi. Her Cauchy dizisi yakinsaktir.

Gk W=

Reel sayilar bu ozelliklerin hepsine sahiptir; rasyonel sayilar higbirine sahip degildir.
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Tamlik
Aksiyomu

e Araliklar

Monoton Yak. Teoremi

Q Monoton
Yakinsaklik

Monoton alt dizi

Q Bolzano—-

Weierstrass

Cauchy olgiitii

Sekil 26.2: Tamlik aksiyomunun bes esdeger bicimi. Her ok, kuyrugundaki ozelligin ucundakini gerektirdigini
ve ispatta kullanilan araci gosterir: 1 — 2 — 4 — 5 zinciri ile 1 — 3 — 4 yolu diiz oklarla, 4'ten ve 5'ten 1'e
doniis ikiye bolme ve supremum ile kurulur. Cauchy tamhigindan aksiyoma doniis (kesikli ok) ayrica Arsimet

ozelligine ihtiyag duyar.

ispat.
Ispat, kitap boyunca kanitladigimiz sonuclart bir dongiide birlestirir. Once nerede ne kanitladigimizi
listeleyelim:
Yon Nerede kanitland:
(1)=(2) Monoton yakinsaklik teoremi Teorem 23.1 (Tamlik
Aksiyomu’ndan)
(1)= (3) Cantor’un i¢ ice araliklar teoremi Teorem 10.5
(supremumla)
2)= 4 Her dizinin monoton bir alt dizisi vardir (Teorem
24.4, tamhik kullanilmaz); stmirliysa (2) ile yakin-
sar — bu, Teorem 24.5'nin ispatidir
(4)= (5 Cauchy olgiitii Teorem 26.3 (stnirlilik + Bolzano—
Weierstrass + Lemma 26.1)
3)= %) Asagida, Adim A
(4)= (1) ve (5) = (1) Asagida, Adim B ve C

Bu oklar birlesince her ozellikten her ozellige bir yol vardwr: (1) = (2) = (4) = (5) = (1) dongiisii ile
(1) = (3) = (4). Geriye ii¢ yonii kanitlamak kalvyor. Bu ispatlarda kullanacagimiz limit 6zellikleri (limit
aritmetigi, siralama, sikistirma, alt dizilerin ve kuyruklarin yakinsakhigi) yalnizca limit tanimindan ¢ikar,
tamlik kullanmaz; dolayisiyla dongiide kisir dongii yoktur.

Adim A: (3) = (4). (a,,) ssurl olsun: hern igin a,, € [-M, M| = I,. I, i ortasindan iki kapali araliga
bolelim; en az biri sonsuz ¢oklukta n indisi i¢in a,, ’yi icerir (ikisi de sonlu tane icerseydi I, de sonlu tane
icerirdi). Boyle bir parcay: I, secelim; I,’yi boliip ayni olgiitle I5’ii secelim ve devam edelim. Elde edilen
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26.5 Reel Sayilarin Tamligi: Bes Denk Ozellik 307

I, D I, D - kapali araliklar i¢ i¢edir ve I, ’nin uzunlugu 22,% dir. (3) geregi ortak bir a noktasi vardir.

gimdi indisleri secelim: a,, € I, olacak birn, alalim; Iy, sonsuz ¢oklukta indis icerdigindenny 1 > ny,
vea,, €I, olanbirn, , vardi. Hem a hem a,, aymi I, arahginda oldugundan

2M 1\*
k—a|§—:4M(§) =0

| a 92k—1

n
(Teorem 22.8); sikistirma ile a,, — a. Yakinsak alt dizi bulundu.

Adwm B: Ortak kurulus. (4) = (1) ve (5) = (1) yonleri i¢in ayni kurulusu kullanacagiz. A C R bos
olmayan, iistten sinirli bir kiime olsun; sup A’nin var oldugunu gosterecegiz. Bir aq € A se¢ip 1 = ag —
1 alalim; aq > x, oldugundan x, bir iist sinir degildir. y, ise A’nin herhangi bir iist sinir1 olsun. x; <
ay <y, dir.

Araligu ikiye bolerek ilerleyelim: [x,,,y,,] kurulmus, x,, st sisnir degil, y,, iist sinir olsun. z = % orta
noktasi iist Sinirsa T, 1 = T, Y1 = z; defilse v, 1 = 2, Y1 =y, alahm. Her adimda “sol ug iist
sinir defil, sag uc tist sinir” ozelligi korunur ve uzunluk yarilanir:

Y — T
Yn — Tp = on—1

x,, tst sinir olmadigindan x,, < a olan bir a € A vardir ve a < y,,; dolayisiyla x,, < y,,. Kurulus geregi
(z,,) artan, (y,,) azalandir ve hern > N icinzy <z, <y, < Y-

Uzunluklar sifira gider:n > 2 icinn — 1 € N oldugundan Bernoulli esitsizligi (Teorem 9.5) 2" 1 = (1 +
"1 > 14 (n—1)=n verir, n =1 icin ise 2° = 1 = n apagiktir. Her iki durumda da 2"~ > n,
dolayisiyla

Y— 4

0<yn_xn< n

— 0,

burada % — 0 olmast Teorem 10.4°e, yani Arsimet ozellifine dayanir (bu nokta i¢in asagidaki nota
bakiniz).

Adum C: (y,,) yakinsaktir. iki hipotezden hangisi elimizdeyse onu kullanalim.

(4) altinda. (y,,) simrhdir (xy <y, <y, ); (4) ile yakinsak bir (y,, ) alt dizisi vardur, limitine s diyelim.
Dizinin tamaminin s’ye yakinsadigini gorelim. Sabit bir n icin Onerme 24.1 geregi k > n olan her k’de
ny = k > n, dolayisiyla azalanhktan y,, < v,. Esitsizlik alt dizinin yalmzca k > n kuyrugunda geger-
lidir; ama bu kuyrugun limiti de s’dir (Teorem 24.3), dolayisiyla limitlerde siralama (Teorem 21.3) ile s <
Yp, ve bu her n igin dogrudur. € > 0 verilsin; y,, < s + € olan bir K vardir ven > ny igin s <y, <
Yn, < $+e Demekkiy, — s.

(5) altinda. n,m > N iginy,, vey,, herikiside [, yy| aralifindadr; dolayisiyla | y,, — Y., | < yn —
zy < B e > 0 verilince N > 121 secilirsen, m > N igin| y,, — y,,, | < €:(y,,) Cauchy’dir ve (5)
ile bir s sayisina yakinsar.

Her iki durumda da x,, = y,, — (y,, — ®,,) — $ — 0 = s (Teorem 21.1).

Adim D: s = sup A. (S1) s Ust suurdir: @ € A olsun. Her n igin y,, iist sinir oldufundan a < y,;
limitlerde siralama (Teorem 21.3) ile a < s. (S2) s’den kigiik hicbir say: st sinir degildir: ¢ < s olsun.
x, — soldugundane = s —c > 0 icinx,, > s — € = c olan birn vardwr. z,, iist sinir olmadigindan a >
x,, > colan bira € A vardir; yani c iist sinir degildir. Tanim 10.4 geregi s = sup A. Boylece (4) = (1) ve
(5) = (1) kanitland..

|
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308 Boliim 26. Cauchy Dizileri ve Reel Sayilarin Tamlig:

1 Arsimet ozelliginin roli

Adim A'da (%)k — 0, Adim B’de % — 0 oldugunu, yani N'nin uistten sinirsizligini (Arsimet 6zelligi)
kullandik; bunu ise Teorem 10.4’de Tamlik Aksiyomu ile kamitlamigtik. (4) = (1) yo6niinde bu bir
sorun degildir, ¢iinkii Bolzano-Weierstrass ozelligi Arsimet 6zelligini kendi basina verir: N iistten
smurl: olsaydi (n) dizisi sinurli olur, (4) ile yakisak bir (n;,) alt dizisi bulunur, yakinsak dizi Cauchy
oldugundan (¢ = 1) buyik & i¢in | n,,; —n; | < 1 gerekirdi; oysa farkli iki dogal saymin farki en
az 1’dir (Onerme 9.3). Celiski. Ayn1 akil yiiriitme (2) icin de isler: (n) artan ve smirh olsaydi (2) ile
yakinsar, dolayisiyla Cauchy olurdu.

(3) = (4) (Adim A) ve (5) = (1) yonlerinde ise Arsimet 6zelligi ayrica varsayillmalidir: i¢ ice araliklar
ozelligi de Cauchy tamlig1 da tek basina N'nin sinirsizlifini vermez (Arsimet olmayan ama bu iki
ozelligi saglayan sirali cisimler vardir; bu incelik ileri kurslara aittir). Reel sayilarda Arsimet 6zelligi
zaten saglandifindan, teoremin “reel sayilar i¢in” ifadesi tamamen dogrudur.

Teoremin mesaji sudur: reel sayilari rasyonel sayilardan ayiran tek sey tamliktir ve bu tamlik, hangi
aragla bakarsak bakalim aym seydir. Q'da bes 6zelligin hicbiri dogru degildir: {g € Q: ¢ > 0, ¢ <2}
kiimesinin rasyonel supremumu yoktur (Sonuc 13.1); v/2’ye yakinsayan rasyonel dizi monoton secilebilir
ama Q’da yakinsamaz; v/2'yi sikistiran rasyonel uclu kapali araliklarm Q’daki kesisimi bostur; aym
dizinin Q’da yakinsak alt dizisi yoktur; ve Q’daki Cauchy dizileri yakinsamak zorunda degildir (Ornek
26.5).

Alistirmalar

Alistirma 26.1 (Cauchy Dizileri Alistirmalari).

a) a, = 2"+1 dizisinin Cauchy dizisi oldugunu dogrudan tanimla gosteriniz.
b) h, =143 + —|— —|— harmonik dizisinin Cauchy dizisi olmadigini gosteriniz; buradan dizinin
+o00’a 1raksad1g1n1 clkanmz Ardugik farklarin =5 — 0 olduguna dikkat ediniz.

¢) (a,) ve (b,,) Cauchy dizileriyse (a,, + b,,) ve (anbn) dizilerinin de Cauchy oldugunu, Cauchy él¢iitiinii
kullanmadan dogrudan tanimdan gésteriniz.

d) A =[0,00) ve B=Qn [0,1] kitmelerinin tam olup olmadigini belirleyiniz.

e) a;=1vea, = olsun. Dizinin yakinsak oldugunu gosterip limitini bulunuz.

_1

2+a,,

Coziim. (m43)5
= 2(n+3

a) Once a,, = =3 —2—n—+3

yazalim. m > n icin

| ay __anl|::

_ — _ < < =
m+3 n+3 n+3 m+3 n+3 n

5 5‘_5 5 5 5

E > 0 verilsin; Teorem 10.4 ile n_ > 2 olan bir n_ secelim. m >n >n_ icin | a,, —a,, | <

5
=<
= < e.n = m durumu apacik, n > m durumu s1metr1k oldugundan dizi Cauchy dir. (Elbette — 2

oldugundan Teorem 26.1 da ayn1 sonucu verir; burada istenen tanimdan dogrulamaydi.)

b) n € Nicin h,,, — h,, farkina bakalim:

1 1 1
+ st

_h =
" n+l1l n+2 2n

ha

n

Sagda n tane terim vardir ve her biri en kiciik terim olan ~’den bilyiik ya da esittir; dolayisiyla

1 1
hop —h, 2>2n-— =—.
2n 2
Olumsuzlamay1 €, = 3 1le dogrulayahm N verilsin, n = N ve m = 2N alalim; her ikisi de N’den

bitytik ya da esittir ve | h,, — hn | > 1. Demek ki (h,,) Cauchy degildir ve Sonug 26.1 geregi iraksaktir.
Dizi artandir (h,,,; — h,, = - +1 > 0) artan ve 1raksak bir dizi Sonug 23.3 geregi sinirsizdir, dolayisiyla
Teorem 23.2 ile h,, — +o00. Oysa ardigik farklar —+ — 0’dir: ardigik terimlerin yaklasmas1 Cauchy
olmak i¢in yetmez.
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26.6 Alistirmalar 309

¢) Toplam. € > 0 verilsin. n,m > N, icin | a,, —a,, | < § ve n,m > N, i¢in | b, —b,, | < § olsun.
n,m > max{N;, N,} i¢in ii¢gen esitsizligiyle

Carpim. Teorem 26.2 geregi her iki dizi sinirhidir: her nigin | a,, | < M ve | b, | < M olacak bir M >
0 vardir. ¢ > 0 verilsin; n,m > N, icin | a,, —a,, | < 557 ven,m > N, i¢in | b, — b, | < 557 olsun.
a,b, —a,b, =a,(b, —b,,)+b,(a, —a,,) yazilirsa n, m > max{N;, N, } i¢cin

€ €

d) A =[0,00) kapalidir: tiimleyeni (—oo,0) acik bir araliktir (Onerme 15.3). Onerme 26.2 geregi A
tamdir.
B =QnN|0,1] tam degildir. ‘/75 says1 irrasyoneldir (rasyonel olsaydi v/2 = 2 - ‘/75 de rasyonel olurdu,
Onerme 11.6; bu Teorem 13.3 ile celisir) ve 0 < ‘/75 < I’dir (1 < /2 < 2 oldugundan). Teorem 13.5
ile her n icin \/75 <q, < \/75 + ﬁ olan bir ¢, € Q secelim; ‘/75 +;11 < 1 oldugundan her ¢, € B.
Sikistirma ile ¢,, — 72 ; dizi yakinsak oldugundan Cauchy’dir, ama limiti B’de degildir. Demek ki B
tam degildir; Onerme 26.2 geregi kapali da degildir.
e) Terimler pozitiftir a; =1 > Ovea, > Oisea, | = ﬁ > 0 (Onerme 7.9); tiimevarimla her n i¢in
a,, > 0, dolayisiyla 2 4+ a,, > 2.
Ardisik farklar daralir. Paydalar esitleyerek

1 1 Ap — Anya

a —a = — ,
2T T 9t a,,, 2+a, (2+a,.4)(2+a,)

ve paydadaki ¢arpanlarin her biri 2’den biityiik oldugundan

|an+27an+1|SZ|an+1ian | .

-1 ..
ay=3% ve |ay—a; | =% oldugundan timevarmla |a,,, —a, | < %(%)n = %(%)n Ornek
26.3'nin hipotezi C = %, r= % ile saglanir: dizi Cauchy’dir ve bir a sayisina yakinsar. Limitlerde

siralama ile ¢ > 0.
Limit. Teorem 24.3 geregi a,,,; — a; 2+ a,, = 2 + a # 0 oldugundan Teorem 21.1 (béliim) ile 6zyi-
neleme bagintisinda limite gecebiliriz:

—a’4+20-1=0= (a+1)?=2=0a=-14+2.

73 +a
a > 0oldugundan a = v/2 — 1 (varhg icin Teorem 13.1). Dizi monoton olmadig1 halde (a; = 1 > ay =
% <ag= %) Cauchy olciitii sayesinde yakinsakligini kanitlayabildik.
|

Cauchy olciitityle birlikte diziler kuraminin ara¢ ¢antas: tamamlandi: yakinsakligi tanimla, monotonlukla,
ist-alt limitle ya da Cauchy kogsuluyla denetleyebiliyoruz ve biitiin bu araclarin aynmi kaynaktan, reel
sayilarin tamligindan beslendigini biliyoruz. Siradaki adim, “yaklagma” fikrini indisleri sonsuza giden
dizilerden, bir noktaya yaklasan reel degiskenlere tagimaktir: Fonksiyon Limiti: -6 Tanimi.
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27.1

27.2

27. Fonksiyon Limiti: e-6 Tanimi

Dizilerde n indisi yalnizca “sonsuza” gidebiliyordu; simdi degiskenimiz bir reel sayidir ve herhangi bir a
noktasina, stelik her iki yandan ve diledigi yoldan yaklagabilir. Bu béliimde, “x sayis1 a’ya yaklagirken
f(x) sayis1 £’ye yaklagir” ciimlesine kesin bir matematiksel anlam verecegiz. Kilit fikir dizilerdekiyle
aynidir: ¢iktidaki hata pay1 € ne kadar kiiciik istenirse istensin, girdi i¢cin uygun bir hata pay1 § buluna-
bilmelidir. Bu tanim 19. ytizyilda Augustin-Louis Cauchy’nin sezgisel ¢alismasindan Karl Weierstrass’ in
elinde bugiinkii bi¢imini almistir ve analizin tamaminin, 6zellikle de tiirev ve integralin temelidir.

Bu bolimde sunlari dgrenecegiz: bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin €-§ tanimi ve geometrik
yorumu; tanimda noktanin neden bir yigilma noktasi olmasi gerektigi; limitin tekligi; sabit, lineer, kare,
karekok ve ters fonksiyon gibi temel fonksiyonlarin limitlerinin dogrudan tanimdan ispat1 ve bu ispatlarda
¢’nuin nasil bulunacagi.

Sezgisel Yaklasim

Bir fonksiyonun bir noktadaki limitini incelemek, fonksiyonun o noktadaki degerine degil, o noktanin
cevresindeki davranisina bakmaktir. Su fonksiyonu ele alalim:

327 -3
Cox—1"

f(z)

Bu fonksiyon z = 1 noktasinda tanimsizdir; payda sifir olur, dolayisiyla f(1) diye bir say1 yoktur. Ama
x # 1 i¢in pay carpanlarina ayrilir ve sadelegir:

f(x)z%z?)(x—l—l)zfix%—fﬂ (x #1).
x sayisi e yaklagtikca 3z + 3 sayis1 6’ya yaklagir: x = 0,9 i¢in f(z) = 5,7; 2 = 0,99 icin f(z) = 5, 97;
xz = 1,001 i¢in f(x) = 6, 003. Fonksiyonun 1 noktasinda tanimli olup olmamasi bu gézlemi hig etkilemez;
limit, “yaklagma” ile ilgili bir kavramdir, “varma” ile degil.

Ne var ki “yaklagmak” sdzciigii matematikte belirsizdir. = sayis1 1’e ne kadar yaklasmali? f(z) sayisinin
6’ya “yaklastigini” nasil 6lceriz? = sayisi 1’e yaklagirken f(z) sayisi 6’ya ulasmadan hep aym uzaklikta
kalsa bu da “yaklagsmak” sayilir mi? Dizilerde ayni belirsizligi e-n, tanimiyla (Tanum 20.1) gidermistik;
burada da ayni yolu izleyecegiz. Tek fark, “yeterince biiyitk n” yerine “a’ya yeterince yakin z” diyecegimiz
icin indis esigi n, yerine bir uzaklik esigi 6 kullanmamizdir.

Limitin £é-6 Tanimi

Asagidaki tanimda a noktasmin, fonksiyonun tanim kiimesi A’nimn bir y1gilma noktasi olmasi istenir
(Tanim 17.1): a’nin her delinmis komsulugunda A’nin en az bir elemani bulunmalidir. Boylece “a’ya
yaklagsan” x’ler gercekten vardir ve tanim bos bir kosula déniismez; bunun neden gerekli oldugunu
tanimin hemen ardindan agiklayacagz.

Tanim 27.1 (Fonksiyonun Bir Noktadaki Limiti). A CR, f: A — R bir fonksiyon ve a € R, A
kiimesinin bir y1g1lma noktasi olsun. Her € > 0 sayisi i¢in,

z€eAve0<|z—a|<di=]|flx)—Ll|<e

kosulunu saglayan bir 6 > 0 sayis1 bulunabiliyorsa, f fonksiyonunun a noktasindaki limiti (limit) ¢
sayisidir denir ve

lim f(z) =14 ya da z —a iken f(z)—/¢

r—a

yazilir. Niceleyicilerle:
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312 Boliim 27. Fonksiyon Limiti: e-8 Tanimi

Ve>03>0Veed: O0<|z—al|<d=|flz)—L]|<e.

O<[|x-al<éd

Sekil 27.1: Limit taniminin resmi: y ekseninde £'nin ¢ komsulugu (yatay bant), x ekseninde a'nin §
komsulugu (diisey pencere). Pencerede a digindaki her x i¢in grafik banda diiger; a noktasinin kendisi
delinmistir, f{a) tanumli olmasa da limit vardir. € kii¢iiltiiliince ona uygun yeni bir § bulunmalidir.

Tanimi komguluk diliyle okuyalim (Tanim 15.1, Tanim 15.2). 0 < | £ — a | < § kosulu, 2’in a’nin ¢ yari-
capl delinmis komsulugunda olmasi demektir: z € B*(a,9). | f(z) — £ | < e kosuluise f(z) € B({,¢)
demektir. Dolayisiyla tanim géyle 6zetlenir:

Ve>036>0: f(ANB*(a,0))C B(le).

Geometrik olarak: y-ekseninde £ gevresinde ne kadar dar bir (£ —e,£ + ¢) seridi cizilirse ¢izilsin, z-
ekseninde a gevresinde dyle bir (a — §, a + §) penceresi bulunur ki bu pencerede (¢’nin kendisi diginda)
grafigin biitiin noktalar seridin i¢ine diiser. € kiigtildiik¢e genellikle ¢ da kiigtliir; 6nemli olan, her ¢ i¢in
bir 6’nun bulunabilmesidir. Niceleyicilerin siras: dizilerdeki gibi hayatidir: énce ¢ verilir, § ona gore secilir;
0, €’ye bagl olabilir ama z’e bagh olamaz.

1 Fonksiyonun a noktasindaki degeri limiti ilgilendirmez

Tanmimdaki 0 < |  — a | kosulu = a durumunu digarida birakir. Bu yiizden a noktasinin A’ya ait
olmasi gerekmez; a € A olsa bile f(a) degerinin ne oldugu limiti etkilemez. Sezgisel 6rnegimizde
f(z) = 3;”2:13 fonksiyonunun tanim kiimesi A = R\ {1}’dir; 1 ¢ A ama 1, A’nin bir y1§1lma nokta-
sidir: Ornek 17.1 geregi 1 € (1,2)” ve (1,2) C A oldugundan Onerme 17.1 ile 1 € A’. Bu béliimde
birazdanlim,_,; f(z) = 6 oldugunu tanimdan ispatlayacagiz. Ote yandan g(x) = 3z + 3 fonksiyonu
1’de taumlidir ve g(1) = 6’dir; h(z) = 3z + 3 (x # 1), h(1) = 100 olarak tanimlanan fonksiyonun
da 1’deki limiti yine 6°dir. U¢ fonksiyonun 1’deki limiti aymidir, ¢linkii 1’in disinda {i¢ii de aym
fonksiyondur.
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Neden y1g1lma noktasi sart

a noktasi A’nin bir yigilma noktasi olmasaydi ne olurdu? O zaman B*(a, d,) N A = @ olanbird, > 0
bulunurdu. Bu d, i¢in “z € Ave 0 < | z — a | < §,” kosulunu saglayan hi¢bir x yoktur; dolayisiyla
“= | f(x) — £ | < €” kosulu, £ ne olursa olsun, bos yere dogrudur. Yani § = 4, se¢imi her ¢ i¢in ve
her ¢ € R icin ise yarard:: fonksiyonun a’daki limiti ayn1 anda 0, 1, 7, —10° olurdu. Boyle bir “limit”
hicbir bilgi tasimaz ve agagidaki teklik teoremi ¢oker.

Somut 6rnek: A = [0,1] U {3} ve f : A — R herhangi bir fonksiyon olsun. 3 noktast A’nin izole bir
noktasidir (Taum 17.3): B*(3,1) N A = @. Bu yiizden lim,_, 5 f(x) ifadesi tanimsizdir; limit sorusu
3 noktasinda sorulamaz. Buna kargilik [0, 1]’in her noktasi, 0 ve 1 dahil, A’nin bir y1gilma noktasidir
ve limit sorusu bu noktalarda anlamlidur.

Tanimin olumsuzlamasim da yazalim; bir limitin ne olmadigini gostermek icin buna ihtiya¢ duyacagiz.
Teorem 2.1 geregi niceleyiciler yer degistirir ve en igteki gerektirme olumsuzlanir:

1il)nf(:l:)7é€<:>5|€0>0 Vi>03dzeAd: O0<|z—al|<d ve | flx)—L]>c¢,.
Sézle: dyle bir “koti” e, vardir ki a’ya ne kadar yaklagirsak yaklagalim, f’nin degeri £'den en az ¢, uzakta
kalan bir z hep bulunur. Dikkat: “f’nin a’da limiti yoktur” demek, bu olumsuzlamanin her ¢ € R i¢in

dogru olmas: demektir. Bunu dogrudan tanimla gostermek zahmetli olabilir; bir sonraki béliimde ¢ok daha
pratik iki 6l¢tit (dizisel 6l¢iit ve Cauchy olciitil) gelistirecegiz.

27.3 Limitin Tekligi

Dizilerde oldugu gibi (Teorem 20.1) bir fonksiyonun bir noktada en ¢ok bir limiti olabilir. Ispat, iki farkl:
limit adaymin arasmdaki uzakligin yarisini € olarak se¢me fikrine dayanur.

Teorem 27.1 (Limitin Tekligi). f: A — R ve a, A’mn bir yigiima noktast olsun. lim,,_,, f(z) = £, ve
lim,_,, f(z) = £y ise £, = £, dir.

ispat.
Olmayana ergi ile £, # £y varsayalim. O zaman | {; — {5 | > 0’dir ve

_lazal,

secebiliriz. lim,_,, f(z) = ¢, oldugundan tanim geregi bu € igin éyle bir §; > 0 vardir ki
r€eA0<|z—al<d =] flx)—¥ |<e.

Benzer bicimde lim,,_, , f(x) = ¢, oldugundan éyle bir 65 > 0 vardir ki
r€eA0<|z—al<d=]|flz)—4y | <e.

§ = min{d,, 05 } olsun; iki pozitif sayimn kiigiigii olarak § > 0°dir. Simdi kritik adim: a, A’nin bir yigilma
noktasi oldugundan B*(a,d) N A # &’dir; yaniz € Ave0 < | x — a | < § olan en az bir x vardwr. Bu
zigin|z—a|<d< 8 ve|z—al| <8<, oldugundan iki esitsizlik birden saglanir:

[ fl@)—bi[<e ve [[flz)—t[<e
Uggen esitsizligiyle (Teorem 8.2) iki limit aday: arasindaki uzakhigi kestirelim:
=L [ = (= @)+ (f(@) =b) | <[l = fl@) [+]| f2) =Ly [ =] f(2) =& | +]| f(z) = by [ <ete=2e
Ama 2e = | {1 — €y | segmistik; buradan
[ b =Ly [ < |l — 4y |
cikar ki bu bir celiskidir (hicbir say: kendisinden kesin kiiciik olamaz). Oyleyse varsayimimiz yanhstir:

0, =0,
|
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Bu teorem sayesinde “f’nin a’daki limiti” diyebilir ve ona lim,_,, f(x) diye tek bir ad verebiliriz; limit
bir say1 olarak hesaplanabilir, karsilastirilabilir, {izerinde islem yapilabilir. Ispatta yigilma noktasi varsa-
yiminin nerede kullanildigina dikkat edelim: § yaricapli delinmis komsulukta A’dan bir « bulabilmemiz
tamamen bu varsayima dayanir. Yukaridaki uyarida anlattigimiz gibi, bu varsayim olmadan teorem
yanligtir.

Tanimdan Limit Hesaplama

Simdi tanimu is baginda gérelim. Her drnekte izlenen sablon ayrmidir: keyfi bir & > 0 verilir, | f(z) — £ |
ifadesi | x — a | cinsinden yukaridan sinirlanir, bu sinir1 £’den kiigiik yapan bir § secilir ve son olarak
secilen §’nin gercekten ige yaradig dogrulanir.

Ornek 27.1 (Sabit Fonksiyonun Limiti). ¢ € R sabit olmak iizere f : R — R, f(x) = colsun. Hera €
Ri¢in lim,_,, f(z) = ¢ oldugunu tanimdan gésteriniz.

Coziim.

Once sorunun anlaml oldugunu gérelim: R acik bir kiimedir (Teorem 15.1 (1)) ve acik bir kiimenin her
noktasi o kitmenin yigilma noktasidir (Onerme 17.2); dolayisiyla her a € R igin limit sorusu anlamlhidar.
€ > 0 verilsin. § = 1 segelim (aslinda herhangi bir pozitif say1 olur). 0 < | z — a | < 1 olan her z i¢in

| fx)—c|=]c—c|=0<e.

Kosul saglandi; tanim geregi lim,_,, ¢ = ¢. Burada §’nin £’ye baglh olmamasi, sabit fonksiyonun “hi¢

hareket etmemesinin” yansimasidur.
|

Ornek 27.2 (Birim Fonksiyonun Limiti). f:R — R, f(z) = z olsun. Her @ € Rigin lim, .,z = a
oldugunu tanimdan gosteriniz.

Cozim.
€ > 0 verilsin. § = € secelim. 0 < | £ — a | < ¢ olan her z i¢in

| flz)—a|=|z—a|<d=¢.

Demek ki her € > 0 i¢in uygun bir § (burada § = ¢) vardir; lim_,, z = a.
]

Ornek 27.3 (Lineer Fonksiyonun Limiti). lim, ,;(4z —5) = 7 oldugunu tanimdan gosteriniz.

Coziim.
€ > 0verilsin. 0 < | x — 3 | < § olan her z i¢in | (4z — 5) — 7 | < € saglanacak bir § > 0 ariyoruz.
Kesif (8’y1 bulma). Kontrol edecegimiz ifadeyi | « — 3 | cinsinden yazalim:

| (Ao —5)—T7|=|4z—12|=|4(z—3) |=4]|2—3].

Bunun €’den kiiciik olmasini istiyoruz:
€

4|LE*3‘<€@|I*3|<4

Oyleyse 6 = £ se¢mek dogal goriiniiyor; € > 0 oldugundan 6 > 0’dur.
Dogrulama. § = § olsun ve 0 < | z — 3 | < J olan bir z alalim. O zaman

| (e —5)—T7|=4|2—-3|<4d=4--=¢.

| M

Boylece her & > 0 i¢in § = £/4 tanimdaki kogulu saglar; lim_,5(4z — 5) = 7.
|
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27.4 Tanimdan Limit Hesaplama 315

© & bulma recetesi

Tanimdan limit ispat1 iki asamadan olusur ve 6grencilerin ¢ogu ikinci asamay1 unutur.

1. Kesif. | f(z) — ¢ | ifadesini cebirle | z —a | cinsinden yukaridan simurlaym: | f(z) — ¢ | <
K | x — a | bigiminde bir esitsizlik hedefleyin. Cogu zaman | f(z) — £ |, | z — a | ile “bagka bir
carpanin” ¢arpimi olarak yazilir; o ¢arpani sabit bir K ile sinirlamak i¢in 2’1 a’ya yakin tutmak
(6rnegin | x — a | < 1 demek) gerekebilir. Sonra K | z — a | < € esitsizligini | © — a | i¢in ¢6ziin:
d=¢/K.

2. Dogrulama. Buldugunuz §’y1 (gerekiyorsa § = min{1,e/K} bi¢iminde) ilan edin ve 0 < | z —
a | < & varsayarak | f(z) — £ | < e esitsizligine adim adim ulagin. Ispat aslinda yalnizca bu
asamadir; kegif asamasi karalama kagidinda kalabilir.

J tek degildir: 0 ise yariyorsa ondan kii¢iik her pozitif say1 da ige yarar. Bu yiizden “en iyi” §°y1 aramak
gerekmez; ige yarayan herhangi biri yeter. Ayrica §, €’ye ve a’ya bagl olabilir, ama z’e bagl olamaz.

Simdi boliimiin bagindaki sezgisel 6rnegi kesinlestirelim.

Ornek 27.4 (Sadelesen Kesrin Limiti). f:R\ {1} = R, f(z) = 3;”2%13 olsun. lim__; f(z) = 6 oldu-
gunu tanimdan gosteriniz.

Coziim.
1¢ A=R\ {1} ama 1, A’nin bir yigilma noktasidir: her € > 0 i¢in 1 + £/2 € B*(1,£) N A. Dolay1-
styla limit sorusu anlamlidur.

€ > 0 verilsin. x € A, yani z # 1 igin

3z—1)(z+1)
rz—1

| fz)—6|= —6|=|3(z+1)—6|=|32—3|=3]|z—1].

Sadelegtirme yapabilmemizin tek nedeni z # 1 olmasidir; tamimdaki 0 < | x — 1 | kosulu tam da bunu
giivence altia alir. § = £ secelim. z € Ave0 <[z —1[ < {ise

| f(z)—6|=3|z—1]|<35=c¢.

322-3 __
rz—1 -1 = 0.

Oyleyse lim
|

Buraya kadarki érneklerde | f(x) — ¢ | dogrudan | £ — a |'nin sabit bir katiydi. Asagidaki 6rneklerde
araya e bagli bir ¢arpan girer; onu simirlamak i¢in 6’y1 6nce 1’den (ya da baska uygun bir sayidan) kiiciik
tutariz.

Ornek 27.5 (Kare Fonksiyonunun Limiti). Her a € R icin lim,_,, %> = a? oldugunu tanimdan
gosteriniz.

Cozim.

€ > 0 verilsin. Kontrol edilecek ifadeyi ¢arpanlarina ayiralim (Teorem 8.11ile | wv | = | u | | v |):

2

|22 —a® |=|z—al| - |z+a].

| © —a | ¢arpanini § ile kiigiiltebiliriz; sorun | 4+ a | ¢arpamudir, ¢iinkii z’e baghdir. Ama z, a’ya
yakimsa |  + a | da 2 | a |'ya yakindir. Bunu kesinlegtirelim: | £ — a | < 1 ise ii¢gen esitsizligiyle

|z4+a|=|(z—a)+2a|<|z—a|+2|a|<1+2]|a].
Dolayisiyla | £ — a | < 1 oldugBu siirece
|22 —a? | <2 |a|+1)|z—a].

Sag tarafin £’den kiiciik olmasi i¢in | z —a | < yeter. Tki kosulu birden saglamak iizere

&
2]al|+1
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9
0 =minq1l, ————
mll’l{72|a+1}

segelim; & > 0’dir. Dogrulama: 0 < | z — a | < § olsun. 6 < 1 oldugundan | z — a | < 1, dolayisiyla
|z+a|<2|al+1ved < 3TaT+1 0ldugundan

2 2 €
T e’ |=lz—allz4+a|<———-2|al|+1) =¢.
Boylece lim,_,, 2 = a?.

1 Paydadaki +1 ne icin

d=¢/(2 | al) secseydik a = 0 i¢in ¢ tanumsiz olurdu. 2 | a | + 1 yazmak hem bu sorunu giderir
hemde | z+a | < 2| a |+ 1 smiriyla tam uyusur. Genel ilke: §’nin paydasinda sifir olabilecek bir
ifade birakmayin.

Ornek 27.6 (Karekok Fonksiyonunun Limiti). f:[0,00) — R, f(z) = 1/ olsun. Her a > 0 icin
lim,_,, v/ = v/a oldugunu tanimdan gosteriniz.

Coziim.

Karekokiin varligmi ve +/z > 0, (1/z)? = = 6zelliklerini Teorem 13.2'ten biliyoruz. [0, 00)’un her
noktasi bu kiimenin y1gilma noktasidir (0 dahil: 1/n noktalar1 0’a y1gilir). Iki durum ayiralim.
Durum a > 0. € > 0 verilsin. z > 0 icin “eslenikle ¢carpma” hilesini kullanalim: v/ + 1/a > 0 oldu-
gundan

Vi +ya CVrtVa
Paydada v/ > 0 oldugundan /= + v/a > 1/a, yani

Va—val=

Vi v WE—VAWE+VE) _ z—a

|z—a| |z —a|
Vztva—  Va

§ = y/ae segelim. (¢ bilyiikse bu § sayis1 a’dan da biiyiik ¢ikabilir, yani 0 < | z — a | < ¢ kosulu tek
bagina z’i pozitif tutmaz; bir sakincas1 yoktur, ¢iinkii tanim yalnizca x € A = [0, 00) olan noktalar:
smar ve yukaridaki kestirim her £ > 0 i¢in gecerlidir. Tanimdaki € A kogulu tam da bunun igin
vardir)x > 0ve0 < |z —a | < dise

|z—a| +ac
r—va | —F— < —F— ==¢.

Ve-va| < Lt
Durum a = 0. ¢ > 0 verilsin. z > O igin | /7 — 0 | = /T ve /7 < £ & z < &2 (iki taraf da pozitif;
kare alma siralamay1 korur, Onerme 7.12). § = &2 secelim. z > 0ve 0 < | 2 —0 | < 4, yani 0 < z <
e2ise /T < €.
Her iki durumda da lim,_,, /= = 1/a.
|

a = 0 durumunda 6 = £? ¢ikmasi dikkat cekicidir: € = 0,01 icin § = 0,0001. Karekék fonksiyonu 0
yakininda ¢ok dik oldugundan, ¢iktida kiigiik bir hata pay1 tutturmak i¢in girdiyi ¢cok daha siki kontrol
etmek gerekir. ¢ ile ¢ arasindaki bu iligki, ileride diizgiin siireklilik konusunda énem kazanacaktir.

Ornek 27.7 (Ters Fonksiyonun Limiti). f:R\ {0} = R, f(z) = L olsun.Hera # Oi¢inlim,_,, =
L oldugunu tanimdan gbsteriniz.

Cozim.
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27.4 Tanimdan Limit Hesaplama 317

€ > 0 verilsin. z # 0 i¢in

1 1

T a

a—x‘_ | z—a |

va | |o[lal

Sorun paydadaki |  |'tir: z sifira yaklasirsa kesir patlar. Ama z, a’ya yakinken x sifirdan uzak kalir;
bunu ters ii¢gen esitsizligiyle (Sonuc 8.3) kesinlestirelim. | x — a | < % ise

lal_la]
— —_ —_ > —_ —_ —_——_— = —
lzl=la—(a—=)|>]a]~|z—a|>|a|-lol=120
dolayisiyla ﬁ < |?T\ ve
1 1 |z—a| 2 | | 2|
——| = r—a|=—|z—a
¢ a| |z|la] [af? a?

Sag tarafin £’den kiiciik olmasi i¢in | z —a | < % yeter. Oyleyse

2
§—mind 121 @€
2 2

segelim; a # 0 oldugundan § > 0’dir. Dogrulama: 0 < | z —a | < § olsun. § < | a | /2 oldugundan
|z |>]a| /2 (6zellikle x # 0, yani « tanim kiimesindedir) ve

1 1
T a

.. . 1 _ 1
Boylece lim,, _,, - = =.

a
|

1 Orneklerin ortak deseni

Kare, karekok ve ters fonksiyon 6rneklerinde 4, iki sayinin minimumu olarak ¢ikti: birincisi ’i ’nin
“giivenli” bir komgulugunda tutar (|  + a |’y1 sturlamak, 2’1 sifirdan uzak tutmak gibi), ikincisi asil
€ kontrolinii saglar. Bu desen, bir sonraki boliimlerde limitin cebirsel 6zelliklerini ispatlarken de
karsimiza cikacak; orada ayni hesaplar: bir kez genel olarak yapip bir daha tekrarlamayacagiz.

Son olarak olumsuzlamanin nasil kullanildigini bir 6rnekte gorelim.

Ornek 27.8 (Bir Limitin Belirli Bir Say1 Olmadigini1 Gosterme). f: R\ {0} — R, f(z) = ‘i—‘ olsun
(bu, isaret fonksiyonunun 0 digindaki kisitlamasidir, Tanim 7.6). lim,_,, f(z) # 1 oldugunu gosteriniz.

Coziim.

x> 0icin f(z) =1,z < Oicin f(x) = —1’dir. Olumsuzlamaya gére dyle bir €, > 0 bulmaliy1z ki her
0>0icin0<|z|<dve| f(z) —1| > ¢, olan bir = var olsun.

€9 =1 secgelim. § > 0 herhangi bir say1 olsun. z = —g alalm: z #0 ve |z | = g < &dir, yani
delinmig komguluktadir. Ama z < 0 oldugundan f(z) = —1 ve

| flz)—1|=|—-1-1]|=2>1=c¢,.

d keyfi oldugundan olumsuzlama saglamr: lim__,, f(z) # 1. Aym yolla lim,_,, f(z) # —1 de goste-
rilir (z = §/2 alinir). Peki bagka bir £ limit olabilir mi? Aligtirmalarda bu fonksiyonun 0’da hi¢bir limiti
olmadigim gosterecegiz; sonraki bolimde ise ayn1 sonug tek satirda ¢ikacak.

|
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Alistirmalar

Alistirma 27.1 (Fonksiyon Limiti Alistirmalarr).

a) lim, ,,(3z + 1) = 7 oldugunu tanimdan gosteriniz.

b) lim, ,; ° = 1 oldugunu tanimdan gosteriniz.

¢) Hera € Riginlim,_,,| z | = | a | oldugunu tanimdan gosteriniz.

d f:R\{2} =R f(z) = ””;:24 icin lim__,, f(z) = 4 oldugunu gésteriniz.

e) f:R\{0} =R, f(z) = ‘i—‘ fonksiyonunun 0 noktasinda limiti olmadigini, yani her ¢ € R i¢in

lim, ., f(z) # £ oldugunu tanimdan gosteriniz.

Coziim.

a) € >0 verilsin. | (32 4+1)—7|=|3z—6|=3|x—2] d=3 secelim. 0 < |z —2]< 4 ise
| Bz +1)—7|=3|2—2]| <30 =¢. Oyleyselim, ,,(3z+1)=T.

b) € > 0 verilsin. Kiip fark: 6zdesligiyle

|23 —1|=|z—1]| |2>+2+1].

Ikinci garpani smirlayalim: |z —1| <1 ise 0 < < 2, dolaywsiyla 2> +z+1>0 ve 22 +x +
1<4+4+2+1="7yani|2>+2+1| <7 Oyleyse |z—1|<liken|2®—1|<T7|z—1| 8=
min{l,e/7} secelim. 0 < |z —1 | <dise|z—1]|<1ve

|x3—1|<7|x—1|<7~;=€.
Dolayisiyla lim,, ,; 23 = 1.

c) € > 0 verilsin. Ters iicgen esitsizligi (Sonu¢ 8.3) her zi¢in | |2z | —|a || <[z —a | verir  =¢
secelim. 0 < |z —a | < Jise

[lz|=lal|<|z—a[<d=e
Oyleyse lim, ,,| z | =] a |.
d)2¢ A =R\ {2} ama 2, A’nin yigi1lma noktasidir. € > 0 verilsin.  # 2 i¢in
-2 2
f(m)—4:w—4=(x+2)—4:x—2,

xr—2

dolaywsiyla| f(z) —4 |=|xz—2|.d =ecsegelimz #2ve0 < |z —2 | < {ise| f(x)—4|=|z—
2 | < e. Oyleyse lim,_,, f(z) = 4. Sadelestirmenin yalnizca x # 2 igin gegerli olduguna ve tanimin
tam da bu 2’leri inceledigine dikkat ediniz.

e) ¢ € R herhangi bir say1 olsun. €5 = 1 secelim ve § > 0 keyfi olsun. Delinmis komsulukta iki nokta
alahm: z; = gve Ty = —g; ikiside 0 < | z; | < d saglar ve f(z;) =1, f(z4) = —1’dir. Uggen esitsiz-
ligiyle

2=[1-(=D[=10-O+U=()) | S[1=L]+]=1=L]=]flz) =L |+]| flz) —L].

Toplami en az 2 olan iki negatif olmayan sayidan en az biri 1’den kiiclik olamaz (ikisi de 1’den
kii¢iik olsaydi toplamlari 2°den kiigiik olurdu); yani | f(z;) — € | > 1yada| f(xzy) — £ | > 1. Hangisi
dogruysa o z;, olumsuzlamanin istedigi noktadir: 0 < | z; —0 | < & ve | f(z;,) — £ | > €4. § keyfi
oldugundan lim__,, f(z) # ¢; £ de keyfi oldugundan f’nin 0’da limiti yoktur.

Sezgisel aciklama: 0’a sagdan yaklagirken f degerleri 1’e, soldan yaklasirken —1’e yapisir; tek bir £ her
iki tarafa da 1’den yakin olamaz, ¢tinkii 1 ile —1 arasindaki uzaklik 2°dir.

|

€-0 tanimi bir limitin var oldugunu ispatlamanin standart yoludur; ama son alistirmada gérdiigimiiz
gibi, bir limitin olmadigini géstermek icin her £ ile ayr1 ayr1 ugrasmak gerekir ve bu zahmetlidir. Diziler
bolimiinde gelistirdigimiz butiin araglar1 fonksiyon limitlerine aktaran ¢ok daha giiclii bir koprii vardir:
bir fonksiyonun limiti, a’ya yakinsayan dizilerin goériintii dizileriyle karakterize edilebilir. Bu koprii ve
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limit degerini bilmeden varligini sinayan Cauchy 6l¢iitii bir sonraki bolimiin konusudur: Limit i¢in Dizisel
Olgiit ve Cauchy Olgiitil.
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28.1

28. Limit icin Dizisel Olciit ve Cauchy
Olciitii

Onceki béliimde limiti e~§ tanimiyla kurduk ve tanimin bir limitin var oldugunu ispatlamak icin elverisli,
ama bir limitin olmadigini géstermek i¢in hantal oldugunu goérdiik. Bu bolimde iki yeni arac gelistiri-
yoruz. {lki, Eduard Heine'nin adiyla anilan dizisel 6l¢iit (sequential criterion), siirekli degisen bir  yerine
adim adim ilerleyen dizilerle calismamiz1 saglar: bir fonksiyonun a’daki limiti, a’ya yakinsayan biitiin
dizilerin goriintii dizileriyle belirlenir. Béylece diziler icin ispatladigimiz her teorem, fonksiyon limitleri
icin de bir teoreme doniisiir ve limitin olmadigini gostermek cogu zaman iki dizi bulmaya indirgenir.
Ikincisi, dizilerdeki Cauchy lciitiiniin (Teorem 26.3) fonksiyon siiriimii olan Cauchy él¢iitii (Cauchy
criterion), limitin degerini bilmeden var olup olmadigini sinamaya yarar.

Bu bolimde sunlar1 6grenecegiz: dizisel ol¢iit ve iki yonlii ispaty; limitin var olmadigini gosteren dizisel
olciit sonucu ve sin(1/x) ile Dirichlet fonksiyonu ornekleri; dizisel 6l¢iitle limit hesabi; fonksiyonlar igin
Cauchy olciiti, ispatindaki “karigik dizi” hilesi ve olumsuzlamasiyla taban fonksiyonunun tam sayilardaki
limitinin olmamasi.

Dizisel Olciit (Heine Olciitii)

Bir fonksiyonun a noktasindaki limiti, 2’in a’ya “her yoldan” yaklasmasini hesaba katar. Bir dizi ise a’ya
belirli bir yoldan, adim adim yaklagir. Asagidaki teorem bu iki bakisin ayni seyi dlctigiint soyler: 2’in
her yoldan yaklagmasini, a’ya yakinsayan biitiin dizileri diisiinerek yakalayabiliriz.

Teorem 28.1 (Dizisel Ol¢iit (Heine Olg¢iitii)). f: A — R bir fonksiyon ve a, A’nin bir yigilma noktas
olsun. Su iki ifade denktir:

1 lim,_,, f(z) =¢.
2. A\ {a} icinde a’ya yakinsayan her (x,,) dizisi icin goriintii dizisi (f(z,,)), £ ye yakinsar.

Kisaca:

lim f(z) =¢ < V(z,) C A\{a}: (2, 2 a= f(z,) > {).
r—a

Buradaki (x,)) C A\ {a} yazimi yerlesik bir kisaltmadir: bir dizi kiime degildir, kastedilen “dizinin biitiin

terimleri A\ {a} icindedir”dir.

Ispat.

(= yénit) lim,_,, f(x) = £ olsun ve (z,,), A\ {a} icinde a’ya yakinsayan herhangi bir dizi olsun.
f(z,,) — £ oldugunu, yani her e > 0 igin bir esikten sonra | f(z,) — ¢ | < e oldugunu géstermeliyiz.

€ > 0 verilsin. Fonksiyon limitinin tanimi (Tanim 27.1) geregi éyle bir 6 > 0 vardwr ki

z€eA0<|z—a|<d=]| flx)—L|<e.

3

Simdi bu 6 ’y1 dizi i¢in bir “€” gibi kullanalim: x,, — a oldugundan dizi limitinin tanimi (Tanim 20.1)
geregi 6yle bir N € N vardwr ki hern > N i¢in| z,, —a | < 4. Ayrica z,, € A\ {a} oldugundan z,, €
Avex, # a,yani0 < | z, — a |. Ikisini birlestirirsek hern > N igin

z, €A ve 0<|z,—al|<§é,

dolaywsiyla | f(x,,) — £ | < €. Bu tam olarak f(z,) — £ demektir.

(<= yonii.) A\ {a} icinde a’ya yakinsayan her dizinin gériintii dizisi £ ye yakinsasin. Olmayana ergi ile
lim,_,, f(x) # £ varsayalim. Onceki béliimde yazdigimiz olumsuzlama geregi 6yle bir £, > 0 vardwr ki
her § > 0 icin

€A 0<|z—al|<d ve |flz)—L]|>¢
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322 Boliim 28. Limit icin Dizisel Olciit ve Cauchy Olciitii

olan bir x bulunur. Bu § ’y1 sirayla 1, %, %, ... alalim: hern € N icin 6 = % segildiginde 6yle birx,, € A
vardur ki

1
O<\mn—a\<g ve | flz,)—L]|> e,

Béylece bir (z,,) dizisi kurduk. Ozelliklerini inceleyelim.

Dizi A\ {a} icindedir: herz,, € Ave0 < | z,, — a | oldugundan z,, # a.

Dizi a’ya yakinsar: € > 0 verilsin. Arsimet 6zelligi (Sonug 12.2) geregi % < € olan bir N € N vardwr. Her
n > N igin

1

|z, —al|< SN<€'

S|

Demek ki x,, — a.

O halde hipotez geregi f(z,,) — £ olmalidir. Ama bu, £, icin 6yle bir N’ olmasini gerektirir ki her n >
N’ icin| f(z,) — £ | < €y; oysa kurdugumuz dizide her n icin | f(z,,) — £ | > &, dir. Celiski. Oyleyse
varsayimimiz yanhstir velim,_,, f(z) = £.

|

1 Boyle diziler gergekten vardir

Teoremin ikinci ifadesi “A \ {a} icinde a’ya yakinsayan her dizi” der. Boyle dizilerin var oldugunu
bilmek 6nemlidir; aksi halde kosul bos yere saglanirdi. a, A’nin yigilma noktas: oldugundan her n i¢cin
B*(a,1/n) N A # @’dir (Taum 17.1); her birinden bir z,, secersek, ispatin ikinci yarisindaki hesapla
x,, — aolanve A\ {a} icinde kalan bir dizi elde ederiz. Yigilma noktasi kosulu burada da tam bu is
icin gereklidir.

Teoremin giicii suradadir: dizilerde ispatladigimiz her sonug, artik fonksiyon limitleri i¢in de bedavadir.
Limitin tekligi bunun ilk 6rnegidir; dizi limiti tek oldugundan (Teorem 20.1) fonksiyon limiti de tektir
— bu, Teorem 27.1'nin ikinci bir ispatidir. Ama en sik kullanilan sonug, limitin olmadigini géstermeye
yarayan su Olciittiir.

Sonugc 28.1 (Limitin Olmadigin1 Gosteren Dizisel Ol¢iit). f: A — R ve a, A’min bir yigilma noktas
olsun. Asagidakilerden biri saglaniyorsa f’nin a noktasinda limiti yoktur:

1. A\ {a} i¢inde a’ya yakinsayan éyle iki (x,,), (y,,) dizisi vardwr ki f(z,,) — £y, f(y,,) = £y vely # £,
2. A\ {a} icinde a’ya yakinsayan oyle bir (x,,) dizisi vardwr ki (f(x,,)) gorintii dizisi iraksaktr.

Ispat.

Olmayana ergi ilelim__,, f(x) = £ olan bir £ € R bulundugunu varsayalim.

Durum 1'de Teorem 28.1 (= yonii) geregi hem f(x,) — £ hem f(y,) — ¢ olmalidiwr. Dizi limiti tek
oldugundan (Teorem 20.1) 1 = £ ve by = £, yani €, = Ly; bu, £, # U, ile gelisir.

Durum 2'de yine Teorem 28.1 geregi f(x,,) — £ olmalidir; oysa (f(x,,)) waksaktir. Celiski.

Her iki durumda da béyle bir £ yoktur.

n

@ Hangi ara¢ ne zaman

Bir limitin var oldugunu ve degerini ispatlamak i¢in e-¢§ tanimui ya da (birazdan gorecegimiz gibi)
dizisel 6l¢utle dizi teoremleri kullanilir. Bir limitin olmadigini gostermek icinse dizisel 6l¢iit cok
daha pratiktir: a’ya yaklagan ama goriintiileri farkli yerlere giden iki dizi bulmak yeter. Onceki
bélimin son alistrmasinda | | /z i¢in uzun uzun ugrastigimiz is, simdi iki satirdir: z,, = 1/n —
Oi¢in f(z,)=1—1,y, = —1/n — 0i¢in f(y,) = —1 — —1; 1 # —1, limit yoktur.

Once 6l¢iitiin “olumlu” kullanimina, yani bir limiti dizi teoremleriyle hesaplamaya bir 6rnek verelim.
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Ornek 28.1 (Dizisel Olciitle Limit Hesab1)). A =R\ {-3}ve f: A >R, f(z) = 22:31 olsun (z =
—3’te payda sifir oldugundan fonksiyon orada tanimsizdir; 2, A’nin bir y181lma noktasidir). Dizisel 6l¢iitle
lim,_,, f(z) = 1 oldugunu gésteriniz.

Coziim.
(z,,), A\ {2} icinde 2’ye yakinsayan herhangi bir dizi olsun. Teorem 28.1 geregi f(z,,) — 1 oldugunu
gostermek yeter. Limit aritmetigi (Teorem 21.1) dizilere uygulanir:

T, »2=>1l=1,2,—>22=4=12+1-5,

z, »>2=x,+3 =5

Boliim kuralinin iki kosulu da saglanir: payda dizisinin limiti 5 # 0’dir ve her nic¢in z,, € A, yaniz,, #
—3 oldugundan z,, + 3 # 0°dir. Oyleyse

Dizi keyfi oldugundan dizisel dl¢iit lim,_,, f(x) =1 verir. Hi¢ § aramadik; biitin -0 isini dizi
teoremleri bizim yerimize yapt1.
]

1 Limit aritmetigini dizilerden aktarma

Ornekteki akil yiiriitme geneldir. lim,,_,, f(z) = £ ve lim,_,, g(z) = m ise, a’ya yakinsayan her
(z,,) icin f(x,) — € ve g(x,,) — m’dir; dizi aritmetigi f(z,,) + g(z,) — £+ m ve f(z,)g(z,) —
¢m verir; dizisel 6l¢iit de bunu lim_, ., (f + g)(z) = £ + mve lim__, . (fg)(x) = ¢m diye geri ¢evirir.
Bir sonraki boliimde bu sonuclar1 -4 ile de ispatlayacagiz (Teorem 29.2); dizisel ispat1 bélim sonu
alistirmalarinda yazacagiz.

Simdi 6l¢iitiin asil tinli oldugu “olumsuz” kullanimina gecelim.

i Trigonometrik fonksiyonlar hakkinda

Asagidaki 6rnekte sin fonksiyonunun liseden bilinen 6zelliklerini kullaniyoruz: sin, R {izerinde
tammbhdur, [sint¢ | < 1’dir ve her n € N i¢in sin(§ + 2n7) = 1, sin(%’r + 2n7r) = —1’dir. Bu fonk-
siyonlarin kesin tamimi Analiz 2'de kuvvet serileriyle yapilir; burada yalmzca 6rnek amaciyla
kullanilirlar.

Ornek 28.2 (Siniis Bir Bolii x Fonksiyonu). f:R\ {0} = R, f(z) =sin(2) olsun. lim,_, sin(%)
limitinin var olmadigini gosteriniz.

Cozim.

0, tanim kiimesi A = R\ {0}’1n y1gilma noktasidir. Sonuc 28.1 (1) geregi 0’a yakinsayan ama goriin-
tuleri farkl limitlere giden iki dizi bulmak yeter. Fikir: sin degerinin 1 oldugu yerleri ve —1 oldugu
yerleri ayr1 ayr1 yakalayan diziler secmek.

Adim 1: Goriintiisii hep 1 olan dizi. sin § = 1 olmasi i¢in § = 7 + 2n7 alinabilir. i bu degere esit

olsun:

1

= — N).
" T4 2nm (neN)

x

Her z,, > 0, dolayisiylaz,, € A\ {0}. Payda +-00’a iraksar: 27 > 1 oldugundan her n i¢in § + 2nm >
n’dir ve n — +o00 oldugundan (Ornek 22.1 (a)) Teorem 22.4 geregi 5 +2nm — +oo. Pozitif terimli
dizide ters alma (Teorem 22.3) z,, — 0 verir. Goriintii dizisi:

fla,) = sin<i) - sin(g + an) =1= f(z,) — 1.

Tn,
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Adim 2: Goriintiisit hep —1 olan dizi. sin # = —1 olmasi i¢in § = 37” + 2nm almabilir:

1

—_— n € N).
37“+2n7r ( )

Yn =
Ayni gerekeeyle y,, € A\ {0} ve y,, — 0; goriinti dizisi

y = sin(1/x) ry
Xz X1 f(xn) =1
; ‘ = 4
-0,2 0,2 X
Y2 W fly,)=-1
x,—0y,—0

Sekil 28.1: y = sin(1/x) grafigi 0'a yaklasirken gitgide siklasan salinimlar yapar; her salinimda -1 ile 1
arasindaki biitiin degerleri alir. x, noktalarinda deger hep 1, y, noktalarinda hep —1'dir. iki dizi de 0'a
gider ama goruintiileri farkli limitlere gittiginden x — 0 iken limit yoktur.

Adim 3: Sonug. z,, - Ovey,, — 0ama

lim f(w,) =14 —1= lim f(y,).
n—00 n—oo

Sonug 28.1 geregi lim__,, sin(1/x) yoktur. Grafik bunu gériiniir kilar: x sifira yaklastik¢a 1/x sonsuza
gider ve sin(1/x), —1 ile 1 arasinda giderek siklagan salinimlar yapar; tek bir sayiya yerlesmez.

|

Ayn1 yontem, hi¢bir noktada limiti olmayan bir fonksiyon 6rnegi verir. Bu fonksiyon, Alman matematikei
Peter Gustav Lejeune Dirichlet’nin (1805-1859) adiyla anilir ve analizde “k6tti davramsgh” fonksiyonlarin
baslica 6rnegidir.

Ornek 28.3 (Dirichlet Fonksiyonu). D :R — R,

D)= {575 o

olsun. Her a € Ri¢in lim__,, D(x) limitinin var olmadigin gésteriniz.

Coziim.

a € R keyfi olsun. a’ya yakinsayan, biri yalnizca rasyonel, 6teki yalmzca irrasyonel sayilardan olusan
iki dizi kuracagiz.

Adim 1: Rasyonel dizi. Hern € Nigina < a + % oldugundan rasyonel sayilarin yogunlugu (Teorem
13.5) geregi
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1
a<qn<a+ﬁ

olan bir g,, € Q vardur. g, > a oldugundan q,, # a; yani (¢,), R\ {a} icindedir. a > avea+ 1 —a
oldugundan sikigtirma teoremi (Teorem 21.6) g,, — a verir. Her g,, rasyonel oldugundan

D(q,) =1= D(g,) — 1.

Adim 2: Irrasyonel dizi. Ayni bicimde irrasyonel sayilarin yogunlugu (Teorem 13.6) geregi her n icin
1
a<r,<a+ —
n

olan bir r,, ¢ Q vardur. Yine r,, # a, sikistirmayla r,, — a ve her r,, irrasyonel oldugundan
D(r,)=0= D(r,) — 0.

Adim 3: Sonug. ¢, —a, 7, > a ama limD(g,) =1+#0=1lim D(r,). Sonuc 28.1 geregi
lim,_,, D(z) yoktur. a keyfi oldugundan Dirichlet fonksiyonunun R’nin hi¢bir noktasinda limiti
yoktur.

|

Dirichlet fonksiyonunun grafigi cizilemez: her aralikta hem 1 hem 0 degerini sonsuz kez alir. Bu 6rnek,
“limit” kavraminin grafige bakarak degil, tanimla ve dlgiitlerle incelenmesi gerektiginin en iyi kamtidir.
Siireklilik bsliimiinde bu fonksiyonun hicbir noktada siirekli olmadigini, ama x - D(x) fonksiyonunun
yalnizca 0’da siirekli oldugunu goérecegiz; ikincisinin limit halini b6liim sonu aligtirmalarinda inceleye-
cegiz.

Cauchy Olciitii

Dizilerde Cauchy ol¢iitii (Teorem 26.3), limitin degerini bilmeden yakinsakliga karar vermemizi sagliyor-
du: terimler birbirine yeterince yaklasiyorsa dizi yakinsaktir. Fonksiyonlar i¢in de benzer bir 6l¢iit vardir:
a’ya yakin noktalardaki fonksiyon degerleri birbirine yeterince yakinsa limit vardir. Onceki bsliimde bir
limitin varligini géstermek icin £’yi 6nceden tahmin etmek zorundaydik; bu 6l¢iit o zorunlulugu kaldirir.

Teorem 28.2 (Fonksiyon Limiti i¢cin Cauchy Olciitii). f: A — R ve a, A’min bir yigilma noktast
olsun. lim,_, f(x) limiti vardir ancak ve ancak her € > 0 icin éyle bir 6 > 0 bulunur ki a’nin § yaricaph
delinmis komsulugundaki A’ya ait her z, x’ ¢ifti icin | f(x) — f(z’) | < € olur:

Ve >0 36 >0 Vz,2’ € ANB*(a,d): | f(z)—f(z') | <e.

ispat.

(= yonii) lim,_,, f(x) = £ olsun ve € > 0 verilsin. Limit tamimin1 § icin uygulayalm: oyle bir § >
0 vardir kiz € Ave0<|x—a| <6 olan her x icin | f(x) —£ | < 5. Simdi z,2’ € AN B*(a,d)
herhangi iki nokta olsun; ikisi de bu kosulu saglar. Ucgen esitsizligiyle (Teorem 8.2)

| F@) = @) | =] (f@) = O+ = @) | <| f@) =€ |+] f@)—L| <5 +5 =¢.

Cauchy kosulu saglanir. (€/2 secmemizin nedeni, iki hatanin toplaminin tam € olmasidir.)

(<= yoénii.) Cauchy kosulu saglansin. Limitin var oldugunu dizisel olgiitle (Teorem 28.1) gosterecegiz;
bunun icin a’ya yakinsayan her dizinin goriintii dizisinin ayni sayrya yakinsadigini kanitlamaliyiz. Ispat
tic adimdan olusur.

Adim 1: Her gériintii dizisi Cauchy dizisidir. (z,,), A\ {a} icinde a’ya yakinsayan herhangi bir dizi
olsun. € > 0 verilsin ve Cauchy kosulundaki § > 0 alinsin. z,, — a oldugundan 6yle bir N € N vardir ki
hern > N igin| z,, — a | < d;x,, # a oldugundan aslinda0 < | z,, —a | < 4, yaniz,, € AN B*(a, ).
O hadlde hern,m > N i¢in x,, ve x,, bu delinmis komsuluktadir ve Cauchy kosulu

| flzn) = fzn) | <€

verir. Bu, (f(x,,)) dizisinin bir Cauchy dizisi olmasi demektir (Tanim 26.1).
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Adim 2: Her goriintii dizisi yakinsaktir. R’de her Cauchy dizisi yakinsaktir (Teorem 26.3). Oyleyse
(f(z,)) bir L sayisina yakinsar. Ama dikkat: bu L, simdilik sectifimiz (x,,) dizisine bagh olabilir. Dizisel
olgiitii uygulayabilmek icin biitin dizilerin ayni L’yi vermesi gerekir.

Adim 3: Limit diziden bagimsizdir (karisik dizi hilesi). (z,,) ve (y,,), A\ {a} icinde a’ya yakinsayan iki
dizi olsun; Adim 2 geregi f(z,,) — L ve f(y,,) — L’ diyelim. Iki diziyi déniisiimlii olarak i¢ ice gecirelim:

(2,) = (T1, Y1, T, Yo, T3, Y3, ), Rok—1 = Tk, ok = Yg-

Her z,,, A\ {a} icindedir. (z,,) nin tek indisli alt dizisi (x),) ve ¢ift indisli alt dizisi (y;,) ayni a limitine
yakinsadigindan Teorem 24.2 geregi z,, — a. Oyleyse Adim 1-2, (z,,) ye de uygulamr: (f(z,)) bir L”
sayisina yakinsar. Simdi (f(z},)) = (f(295_1)) dizisi (f(z,,)) nin bir alt dizisidir; yakinsak bir dizinin
her alt dizisi ayni limite yakinsadigindan (Teorem 24.1) f(zx,,) — L”. Dizi limiti tek oldugundan (Teorem
20.1)L = L”. Aymi bicimde (f(yy)) = (f(2q1)) de (f(z,,)) nin alt dizisidir, dolayisiyla L’ = L”. Sonug:
L=1"r.

Demek ki a’ya yakinsayan her dizinin gorintii dizisi ayni L sayisina yakinsar. (a yigilma noktast
oldugundan boyle en az bir dizi vardir, dolayisiyla L gercekten tamimlidir) Dizisel olgiitiin (<) yonii
lim,_,, f(x) = L verir; limit vardur.

|

Teoremin degeri, limitin degerini hi¢ anmamasidir: sag taraftaki kosulda ¢ ge¢mez. Bu, dizilerdeki
Cauchy o6l¢iitiiniin fonksiyonlara yansimasidir ve ispatin kalbi de yine reel sayilarin tamhigidir (Adim 2).
Uygulamada teoremin en sik kullanilan bi¢cimi olumsuzlamasidur.

Sonuc 28.2 (Limitin Olmadigim1 Gosteren Cauchy Olgiitil). f: A — R ve a, A’min bir yigilma
noktast olsun. Oyle bir e, > 0 varsa ki her & > 0 i¢in a’min & yarigapl delinmis komsulugunda goriintiileri
en az €, uzak olan iki nokta bulunuyorsa, yani

deg >0 V6 >0 3xs,z5 € AN B (a,d): | flzs) — f(z5) | > &
ise f’nin a noktasinda limiti yoktur.

ispat.

Verilen ifade, Teorem 28.2'daki Cauchy kosulunun Teorem 2.1 ile alinmis olumsuzlamasidir:
Ve 3oV, z’ (... < €)” ifadesinin olumsuzu “Fey ¥V Az, (... > €y) “dir. Cauchy kosulu saglanmadi-
Zindan, teoremin “ancak ve ancak” kismi geregi limit yoktur.

|

Sozle: Gyle bir “kotdr uzaklik” g, vardir ki a’ya ne kadar yaklagirsak yaklasalim, fonksiyon degerleri
birbirinden en az ¢, uzak kalan iki nokta hep bulunur. Bu 6l¢iitii ve dizisel dl¢iitii aym 6rnek iizerinde
karsilagtiralim.

Ornek 28.4 (Taban Fonksiyonunun Tam Sayilarda Limiti Yoktur). f:R — R, f(z) = |z] taban
fonksiyonu olsun (Tanim 12.1). Her k € Zig¢in lim,_,, | z] limitinin var olmadigini iki yéntemle gdsteriniz.

Coziim.

Once hatirlatma: Teorem 12.3 geregi |z, p <z < p+ 1 kosulunu saglayan tek p € Z sayisidir.
Dolaywisiylak <z < k+lise |z] =k, k—1 <z < kise |z| = k — 1’dir. k noktasinin R’nin y1g1lma
noktasi oldugu agiktur.

Yontem 1: Cauchy o6lgiitityle. Sonuc 28.2'yi uygulayacagiz. ¢, = % secelim. § > 0 keyfi olsun.
Delinmis komsulukta kalmak ve ayni zamanda tam say1 sinirlarini agmamak igin

_ min{d,1}
2

alalim; 0 < n < § ve n < 1’dir. Iki nokta secelim:

cxs=k+n|zs—k|=n<d vek<zy<k+1oldugundan f(zs) = k.
cxs=k—n|zs—k|=n<d vek—1<zxs<koldugundan f(z5) =k — 1.

Ikisi de B*(k, ) icindedir ve goriintiileri arasindaki uzaklik
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| f(zs) = f(a5) [=k=(k=1)[=12>

0 keyfi oldugundan Cauchy kogsulu saglanmaz; Sonu¢ 28.2 geregi limit yoktur.

Yontem 2: Dizisel olgiitle. Sonuc 28.1 (1)1 uygulayacagiz; k’ya sagdan ve soldan yaklasan iki dizi
secelim.

Sagdan yaklasan dizi:x,, = k + % Her nicin x,, # kve x,, — k (Ornek 20.1 ve limit aritmetigi). n > 1
icink < z,, < k+ 1, hattan > 2icink < z,, < k + 1;dolayisiylan > 2icin f(z,,) = kve f(z,,) = k
(sonlu tane baglangig terimi limiti etkilemez: (f(z,,)) dizisinin 1-kuyrugu sabit k dizisidir, Teorem 24.3).
Soldan yaklasan dizi:y,, = k — % Yiney,, # kvey, — k.Hern > licin k — 1 <y, < k, dolayisiyla

y
k+1+ r—
xn—>k
e
X3 X2
k + 0—..-0—Of(xn):k
fv,)=k-1
k-171
V2 Vs
—_—
y=log Wk
‘—O } }
k-1 k k+1 X

Sekil 28.2: Taban fonksiyonunun k tam sayisi yakinindaki grafigi. Sagdan yaklasan x, = k + 1/n
dizisinde degerler hep k, soldan yaklasan y, = k — 1/n dizisinde hep k - 1'dir. Iki dizi de k'ya gittigi halde
goruntiileri farkl yerlere gider; dizisel ol¢iit geregi k'da limit yoktur.

Sonug:z,, — k,y,, — kamalim f(z,)) = k # k — 1 = lim f(y,,). Sonug 28.1 geregi lim,_,, | | yoktur.
Iki yéntem aymi olguyu iki dille anlatir: k’nin hemen saginda fonksiyon k, hemen solunda k — 1
degerini alir; aradaki 1 birimlik sicrama, hangi § secilirse secilsin kapanmaz.

|

1 Tam say1 olmayan noktalarda taban fonksiyonu

a ¢ Zise lim,_,, |z| = |a|du: p=|a] icin p < a <p+1 oldugundan § = min{a —p,p+1—
a} > 0 segilirse |  — a | < ¢ olan her x yine (p,p + 1) araliginda kalir ve || = p olur; bu, sabit
fonksiyon érnegindeki gibi (bkz. Ornek 27.1) limiti p yapar. Yani taban fonksiyonu yalnizca tam say1-
larda “kott”diir. Tek yonli limitler bolimiinde k’da sagdan limitin &, soldan limitin k£ — 1 oldugunu
kesin olarak ifade edecegiz.

28.3 Alistirmalar

Alistirma 28.1 (Dizisel Olciit ve Cauchy Olciitii Alistirmalari).
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328 Boliim 28. Limit icin Dizisel Olciit ve Cauchy Olciitii

a) lim, ,;cos(1) limitinin var olmadigim dizisel élciitle gosteriniz. (cos(2nm) =1 ve cos ( (2n +
D ) = —1 6zelliklerini kullanabilirsiniz.)

b) f:R\{0} =R, f(z) = ‘i—‘ fonksiyonunun 0’da limiti olmadigim Cauchy él¢utiiniin olumsuzlama-
siyla gosteriniz.

¢) D Dirichlet fonksiyonu olmak tzere g(z) = = - D(z) olsun. lim,_,, g(z) = 0 oldugunu, ama a # 0
icin lim,_,, g(z) limitinin var olmadigini gdsteriniz.

d f,g:A—R ve a, Ann yigilma noktas:t olsun. lim _ , f(z)=¢ ve lim,_ , g(z) =m ise
lim,_,, ( f(z) +g(z) ) =L+ mvelim,_,, f(z)g(z) = ¢m oldugunu dizisel dl¢iitle ispatlayiniz.

e) f:R\ {1} =R, f(z) = -1 fonksiyonunun 1’de limiti olmadigin1 gésteriniz.

Coziim.

a)z, = ﬁ ve y, = m alahm. Ikisi de sifirdan farklidir. 27 > 1 oldugundan her n igin 2nm >
nve (2n + 1) > n’dir; n — +oo oldugundan (Ornek 22.1 (a)) Teorem 22.4 geregi iki payda da +o00’a
wraksar, dolayistyla Teorem 22.3 geregi z,, — 0, y,, — 0. Gorintiiler:

1 1
cos(—) =cos(2nm) =1 — 1, cos(—) =cos((2n+1)m)=—-1— -1
Z, Yn

1 # —1 oldugundan Sonug 28.1 geregi limit yoktur.
b) ey = 1 segelim ve § > 0 keyfi olsun. z5 = & ve 25 = —% noktalar1 B*(0,4) icindedir ve tanim
kiimesindedir. f(z;) = 1, f(z§) = —1 oldugundan

| flzs) = flzs) | =11 (1) | =22>1=¢,

Sonug 28.2 geregi f’nin 0’da limiti yoktur. (Onceki béliimiin son aligtirmasiyla karsilastiriniz: ayni
sonug, ¢cok daha kisa.)

c) 0’daki limit. Her z i¢in D(z) € {0,1} oldugundan | g(z) | =| = | - D(x) < | x |. Dizisel ol¢iitle:
(z,,), R\ {0} i¢cinde 0’a yakinsayan herhangi bir dizi olsun. | g(z,,) | < | z,, | ve | z,, | = 0 (Teorem
20.3);0 < | g(z,,) | < | =, | stkistirmasiyla (Teorem 21.6) | g(z,,) | — 0, dolaysiyla g(z,,) — 0 (sifir
limiti i¢in mutlak deger denkligi, Onerme 20.3). Teorem 28.1 geregi lim,,_,, g(x) = 0.

Ayni sonug £—0 ile de bir satirdir: § = e almirsa 0 < | z | < digin | g(z) —0 | < |z | < e.

a # 0°daki limit. Ornek 28.3'ndaki dizileri kullanalim: q,, € Q, r,, ¢ Q, ikisi de a’dan farkli ve a’ya
yakinsak. O zaman

9¢,)=q, 1=¢q, —a, g(r,)=r,-0=0—0.

a # 0 oldugundan gérunti limitleri farklidir; Sonug 28.1 geregi lim,,_,, g(x) yoktur. Demek ki g’nin
limiti yalnizca 0 noktasinda vardir.

d) (z,,), A\ {a} icinde a’ya yakinsayan herhangi bir dizi olsun. Dizisel él¢iitiin (=) yonii ile f(z,,) —
¢ve g(x,) — m. Dizilerde limit aritmetigi (Teorem 21.1) geregi

f(@,) +g(x,) = L+m  ve  f(z,)9(z,) = lm.

Yani (f + g)(z,) = £+m ve (fg)(x,,) = ¢m. Dizi keyfi oldugundan dizisel dl¢iitiin (<) yonii
lim,,,(f+g)(x) =€+ m ve lim,_,,(fg)(z) = ¢m verir. Burada e-§ hi¢ kullanilmads; bitin yik
dizi teoremlerine bindi.

ez, =1+ % alahm: z,, # 1 ve z,, — 1. Goruintu dizisi

1 1
f(z,) = e =1 i n
olup siursizdir; yakinsak diziler sinirli oldugundan (Teorem 20.2) (f(z,,)) waksaktir. Sonug 28.1 (2)
geregilim__,, f(z) yoktur. _
Cauchy olcutiyle de goriilebilir: ) = 1 ve keyfid > Oiginn = % alalm; 0 < n < §ven < 2’dir.
zs =14 nvezs =14 7 noktalar1 1’den farklidir, B*(1, 9) i¢indedir ve
1 2

| Flas) — f(ap) |=\5—5

==-2>22>1=¢,.

1
n
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28.3 Alistirmalar 329

0 keyfi oldugundan Sonuc 28.2 geregi limit yoktur.
|

Bu bélimle birlikte fonksiyon limitleri i¢in ti¢ esdeger bakis agimiz oldu: -4 tanimi, diziler ve Cauchy
kosulu. Bundan sonra limitin “hesap kurallarin1” kuracagiz: limiti olan bir fonksiyon o noktanin yakininda
sinirlidir; toplam, ¢arpim ve boliimiin limiti limitlerin toplami, carpimi ve boliimiidiir; polinom ve rasyonel
fonksiyonlarin limiti yerine koymayla bulunur; bileske fonksiyonun limiti ise ek bir kosulla i¢ ve dis limit-
lerden hesaplanir. Bu boliimiin alistirmalarinda dizisel dl¢iitle gordiigiimiiz sonuglari tam ¢-§ ispatlar:
ve daha fazlasi icin: Limitin Ozellikleri: Siirlilik, Cebirsel Islemler ve Bileske.
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29. Limitin Ozellikleri: Sinirlilik, Cebirsel
Islemler ve Bileske

Onceki iki béliimde fonksiyon limitini e-¢ diliyle tanimladik (Tanim 27.1) ve bu tanimu dizilere baglayan
dizisel olgiitii (Teorem 28.1) kanitladik. Ancak elimizde hala yalnizca “tanima donerek” limit hesaplaya-
bildigimiz birka¢ 6rnek var. Bu béliimde limitin genel 6zelliklerini kuruyoruz: limiti olan bir fonksiyon o
noktanin yakininda sinirlidir; limitler toplama, ¢arpma ve bélmeyle uyumludur; polinomlarin ve rasyonel
fonksiyonlarin limiti yerine koymayla bulunur; iki fonksiyonun bileskesinin limiti, belirli bir ek kosul
altinda, “iceriden digariya” hesaplanir.

Bu sonugclarin hemen hepsi, diziler i¢in kanitladigimiz Teorem 20.2 ve Teorem 21.1 teoremlerinin birer
kopyasidir; ispatlar da aym fikirle, n,_ yerine ¢ secerek yurir. Boliim boyunca A C R bos olmayan bir
kiime, f : A — R bir fonksiyon ve a noktas1 A’nin bir y1§i1lma noktasi, yani a € A’ olacaktir (Tanim 17.1).
Hatirlatalim: lim__,, f(z) = £ demek, her € > 0 i¢in &yle bir § > 0 vardir ki

re€A0<|z—a|<d=| flz)—L]|<e

olmasi demektir.

29.1 Nokta Yakininda Sinmirlilik

Yakinsak her dizinin sinirli oldugunu biliyoruz (Teorem 20.2). Fonksiyonlar i¢in bunun karsilig1 sudur:
fonksiyonun a’da limiti varsa, a’ya yeterince yakin noktalarda fonksiyon degerleri bir sabiti asamaz.
“Yeterince yakin” kaydi 6nemlidir: f biitiin tanim kiimesinde sinirsiz olabilir, sinirlilik yalnizca a’nin bir
delinmis komgulugunda (Tanim 15.2) garanti edilir.

Teorem 29.1 (Limiti Olan Fonksiyon Nokta Yakininda Sinirlidir). f: A —- R ve a € A olsun.

lim,_,, f(z) = £ ise f, a’nin bir delinmis komsulugunda sinirhidir; yani 6yle d > 0 ve M > 0 sayilari vardir
ki

r€e€A0<|z—a|<dé=| flz)| <M.

ispat.

Limit tamminie = 1 i¢in uygulayalim. lim f(z) = £ oldugundan éyle bir 6 > 0 vardir ki

Tr—a
zeAl0<|z—al|<d=| flx)—C| <1

Boyle bir z igin f(z) = ( f(z) — £ ) + £ yazip iicgen esitsizligini (Teorem 8.2) uygularsak
| fl@) | < fl@) =L+ <1+][L].

M=1+|¢]alalim;M > 0'dirve0 < | z —a | < § kosulunu saglayan herx € A igin| f(z) | < M
olur. Istenen de buydu.
|

Bu teoremin en sik kullanilan bi¢imi karsit tersidir: f, o’nin her delinmis komsulugunda sinirsizsa a’da
limiti olamaz. “Her delinmis komgulukta sinirsiz” ifadesini niceleyicilerle agik yazalim: sinirlilik ifadesi
‘F6>0IM >0Vz € A: (0<|z—a|<d=| f(z) | <M )" idi; Teorem 2.1 geregi olumsuzlamasi

Vé>0VM >0z € A0<|z—a|<dve| f(z)|>M

olur.

Sonug 29.1 (Sinirsiz Fonksiyonun Limiti Yoktur). f: A — Rvea € A’ olsun. f, a’nin her delinmis
komsulugunda sinirsizsa, yani
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Vé>0VM >0z e A0<|z—a|<dve| f(z)|>M

iselim__,, f(x) (bir reel say1 olarak) yoktur.

r—a

ispat.

Limit var olsaydy Teorem 29.1 geregi f, a’nin bir delinmis komsulugunda sinirly olurdu; bu ise hipotezle
celisir. O halde limit yoktur.

n

Ornek 29.1 (Sifirda Bir Bolii x Kare). A =R\ {0} iizerinde f(z) = - olsun.lim,_,, -5 limitinin var
olmadigini gosteriniz.

Cozim.
0, A’nin bir yigilma noktasidir: her € > 0 i¢ine/2 € Ave 0 < | €/2 —0 | < €. Sonug 29.1 kosulunu
dogrulayalim: § > 0 ve M > 0 keyfi olsun.

T = ming —,——
2°9vM

secelim. Bu z pozitiftir, dolayisiyla x € A’dir ve 0 < | 2 — 0 | = 2 < §/2 < § saglanur. Ayrica z <

1 5 2 1 :
Wi oldugundan z* < 437, yani

1
[ F@) | = 5 >4M > M.

Demek ki her § ve M i¢in, 0’in §-delinmis komsulugunda | f(z) | > M olan bir  vardur: f, 0’n her
delinmis komsulugunda smirsizdir. Sonug 29.1 geregi lim,,_,, 1/x? yoktur.
|

1 Sonsuz limit ayr1 bir kavramdir

1/z? fonksiyonu 0’a yaklagirken “sonsuza gider” demek isteriz; bu dogru bir sezgidir ama bir reel say1
limiti degildir. 400 ve —oo i¢in ayr1 bir tanim (Sonsuz Limitler ve Sonsuzdaki Limitler boliimiinde
Tanim 32.1) yapacagiz. Bu bolimde “limit vardir” her zaman “bir £ € R sayisina yakimsar” anlamin-
dadr.

Limitlerde Cebirsel Islemler

Diziler i¢in kanitladigimiz Teorem 21.1, limitin toplama, ¢arpma ve bélmeyle uyumlu oldugunu soyli-
yordu. Ayni kurallar fonksiyon limitleri i¢in de gecerlidir ve sayesinde limitleri “par¢alayarak” hesaplariz.
Bolim kuralinda paydanin limiti ¢, sifirdan farkli olmalidir; ispatin ilk adimi, o zaman ¢’nin a’nin bir
delinmis komgulugunda zaten sifirdan farkli kaldigini, yani f/g béliimiiniin orada tanimli oldugunu
gosterecek. Teoremin ifadesinde bu ikinci kosulu yine de agik¢a yaziyoruz; boylece f/g’nin nerede tanimli
oldugu bagtan belli olur.

Teorem 29.2 (Limitlerde Cebirsel Islemler). f,g: A - R,a € A’ ve

lim f(x) = ¢,, lim g(z) = £,
T—a

r—a

olsun. O zaman:

1. (Toplam)lim,_,, ( f(z) + g(z) ) = £, + L.

2. (Carpim)lim, ., f(z) g(x) = b1ty

3. (Sabitle carpim) Herc € R i¢inlim__,, c f(z) = c{;.

4. (Bolivm) £, # 0 ise ve a’min bir delinmis komsulugundaki her z € A i¢in g(z) #+ 0 iselim,_,, g(_z; = ﬁ—;.

(z

I spat.
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29.2 Limitlerde Cebirsel Islemler 333

Her maddeyi ayri ayri kanitlayalim. Biitiin ispatlarda x’in A’da oldugu varsayilir; yazimi sadelestirmek
icin “x € A” kaydni her seferinde tekrarlamayacagiz.

(1) Toplam. € > 0 verilsin. lim,,_,, f(x) = ¢, oldugundan (tanimi /2 i¢in uygulayarak) yle bir 6; >
0 vardir ki

O<|z—a|<d=|fla)—4t |< g
Ayni sekilde lim,_, , g(x) = {5 oldugundan éyle bir 5 > 0 vardir ki
0<|z—a|<d=|gx)—0 | <§.

0 = min{d;,0,} alahm. 0 < |z —a | < ise hem |z —a | <, hem | x —a | <, oldugundan
yukaridaki iki esitsizlik birlikte saglanir; iicgen esitsizligiyle

€

| (f(@) +9(2) = (by + &) [ = | (F(2) = b)) + (9(z) = b;) | < | f(2) =& [+ 9(z) — £y | <§+2

Bu, (1) kanitlar.
(2) Carpim. Once temel esitsizligi kuralim. £,g(z) terimini ekleyip ¢ikararak

f(@)g(z) — €4y = f(z)g(z) — l19(z) + b19(x) — 14y = g(z) ( flx) =41 )+ 41 (g(z) —£y)
yazilwr; diggen esitsizligive | uv | = | w | | v | ile
| flz)g(z) —bily [ <[ g(x) [| flx) =L |+ |6 [ g(z) =Ly | (1)

Sag tarafi kiigiiltmek icin | g(x) |’i kontrol etmeliyiz. lim,,_,, g(x) = ¢, oldugundan Teorem 29.1 geregi
oyle 6q > 0 ve M > 0 vardir ki

O<|z—a|<§p=|glx)| <M.

Simdie > 0 verilsin. f’nin limit tanimini 5%5; icin uygulayarak 6yle bir 6; > 0 secelim ki
€

0<|z—a|<é=> —l | < =

ool <= f@) 6] < 5o

g’nin limit tanimini W icin uygulayarak 6yle bir 65 > 0 segelim ki

3
O0<|z—al|<dh=|gx) ¥ | < ———.

(Paydada | ¢, | yerine 1 + | £; | yazmamizin nedeni, {; = 0 oldugunda sifira bélmekten kaginmaktir.)
0 = min{dy, 01,95} alalim. 0 < | x — a | < ¢ igin i esitsizlik de gegerlidir; (1) 'de yerine koyarsak

€ € € L €
| f@)ale) — ity | M-St | by g = S L

—._<
AT+la]) 2 1+[6] 2

+

€ €
—+-=c.
2 2

H‘_e‘le‘l - <1 oldugunu kullandik. Boylece lim,,_,, f(@)g(z) = £,4,.

(3) Sabitle ¢carpim. ¢ = 0 ise her x i¢in cf(z) = 0°dir ve sabit 0 fonksiyonunun limiti 0 = c £, 'dir
(tanimda her § ise yarar, ¢iinkii | 0 — 0 | =0 < ). ¢ # 0 ise cf(x), sabit ¢ fonksiyonu ile f’nin ¢arpr-
mdir. Sabit fonksiyonun limiti kendisidir: | ¢ — ¢ | = 0 < € her x i¢in saglamr, yanilim, ,,c=c. O

halde (2) ile

Son adimda

lime f(z) = (lime ) (lim /() ) = cby.

(4) Boliim. £y # 0 olsun ve g, a’min bir delinmis komsulugunda sifirdan farkl olsun; béylece f/g o
komsulukta tamimlidur.

Admm 1: | g(x) | sifirdan uzak kalir. lim,_,, g(z) = £y tanimini gy = |
bir 6o > 0 vardir ki

1222 >0 icin uygulayalim: oyle

1
0<|z—a|< )= g(x)—€2|<%.
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Ters iiggen esitsizligi (Sonug 8.3) | g(x) | > | £y | — | g(x) — £y | verir; dolayisiyla béyle x’ler igin
[ 4| _ 14|
o) | > 8 |- 2= L2l 2

(Ozellikle bu komsulukta g(x) # 0’dir; hipotezdeki g komsulukta sifirdan farkli” kosulu demek ki £y +
0°dan kendiliginden ¢ikar.)
Adim 2: Temel esitsizlik. 0 < |  — a | < &, icin paydalar esitleyip €145 ekleyip ¢ikaralim:

flz) 4 _ f(@)ly — g(x)t; _ £y ( flz) =4 )_51 (9(37) — 4 )

glx) £y B g(z)ly g(w)ly

Uggen esitsizligi ve (2) ile

f@ _b|_ |6l f@ -t l+b]lg@) 6] _ 2 ) — z
) | g(z) [ £, | S|g2‘2<|£2\|f() €1|+‘€1||g()_(3%|).

g(@) &
Adim 3: § se¢imi. € > 0 verilsin ve

n= 5‘€2|2
416 |+16])

>0

olsun. f ve g’nin limit tanimlarini n) i¢in uygulayarak 6yle 6,, 64 > 0 secelim ki
O0<|z—a|<dé; =] f(x)—4 |<n, O0<|z—a|<dy=]|g(x)—4L | <n.

§ = min{dy, 0,05} alahm. 0 < | x — a | < § icin (3)‘ten

flz) 4 2 2 el by €
S < (I&l+lbl)n= 16y [+ 16, ) _f ..
o) | T (eIl =re (e 8 ) rg Ty =2
Bu, boliim kuralini kanitlar.
|
Teoremin ise yaradig: yer agiktir: lim 4 ;”;—ﬂ gibi bir limiti artik -4 ile ugragmadan, pay ve paydanin

limitlerinden hesaplayabiliriz. Ayrica ispatin Adim 1'i kendi bagina degerlidir: limiti sifirdan farkl: olan bir
fonksiyon, nokta yakininda sifirdan uzak kalir. Bu yiizden (4)‘teki “g komsulukta sifirdan farkli” kosulu
aslinda £, # 0’dan ¢ikar; onu yalnizca f/¢’nin nerede tanimli oldugunu agikg¢a séylemek igin yazdik. Ayni
gozlemi bir sonraki boliimde Teorem 30.2 olarak ayrica kayda gegcirecegiz.

© Dizisel 6lciitle kisa ispat

Teorem 29.2, dizi limitlerinin aritmetiginden (Teorem 21.1) dizisel dl¢iit (Teorem 28.1) yardimiyla
birkag satirda da ¢ikarilabilir. Ornegin carpim kuraliigin: A \ {a} icinde a’ya yakinsayan herhangi bir
(z,,) dizisi alalim. Teorem 28.1 geregi f(z,,) — £; ve g(z,,) — £5’dir; Teorem 21.1ile f(z,)g(z,) —
£,4, olur. Bu, A\ {a} i¢cinde a’ya yakinsayan her dizi i¢in dogru oldugundan, yine Teorem 28.1 (bu
kez < yoni) lim,_,, f(z)g(x) = ¢,£, verir. Toplam ve béliim i¢in ayni sablon igler; boliimde dizi,
f/g’nin tanum kiimesi olan {x € A : g(z) # 0} i¢inden secildiginden g(z,,) # 0 zaten saglanir ve
dizi boliim kurali (Teorem 21.1) uygulanabilir.

Bu kisa yol, e-4 ispatinin degerini azaltmaz: diziler i¢in yapilan igin fonksiyonlara nasil tagindigini
gormek, ileride benzer teoremleri kendi baginiza kanitlamanzi kolaylastirir.

Teoremden hemen ¢ikan birka¢ sonug var.

Sonug 29.2 (Fark, Negatif ve Kuvvet). Teorem 29.2 hipotezleri altinda:

1. (Fark)lim,_,, ( f(z)—g(z) ) =14, — £,
2. (Negatif)lim,_,, (— f(z) ) = —¢;.
3. (Kuvvet) Hern € N icinlim,_,, ( f(z))" = 7.

I spat.
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(2) igin sabitle carpim kuralini ¢ = —1 ile uygulayalim:lim ,_, ,(—1) f(z) = (—1)¢; = —¢;. (1) igin f —
9= f+(—g) yazp (2) ve toplam kurahni kullanalm: lim,_,, ( f(z) + (—g(z)) ) = £, + (—€5) =
I

(3)‘iin iizerinde tiimevarimla (Teorem 9.1) kanitlayalim. n = 1 icin ifade hipotezin kendisidir. [fade n icin
dogru olsun:lim,_,,(f(x))™ = £ (f(x))"™! = (f(x))" - f(x) oldugundan ¢arpim kurahyla

lim (f(2))"* = (lim (F@2)" ) (Lim f(o) ) = €7 & = 4.

Tiimevarim ilkesi geregi ifade her n € N icin dogrudur.
]

Polinomlarin ve Rasyonel Fonksiyonlarin Limitleri

Cebirsel kurallar, iki basit limitle birlesince en sik karsilagtigimiz fonksiyon sinifinin limitini verir. Basit
limitler sunlar: sabit fonksiyon i¢in lim,,_, , ¢ = ¢ (yukarida gérdiik) ve birim fonksiyon i¢in lim,,_,, z =
a (tanimda § = ¢ almak yeter: 0 < | z —a | < d ise | z — a | < €). Ornek 27.3 bu iki limitin toplam ve
sabitle carpim kuraliyla birlesmis héliydi.

Sonug 29.3 (Polinomun Limiti). p(z) = c, 2™ + ¢, 12" ! + - + ¢, + ¢, reel katsayili bir polinom
olsun (katsayilari, limit noktasi a ile karismasin diye c,, ile gosteriyoruz). Her a € R i¢in
lim p(z) = c,a"™ + ¢, _1a" '+ +cia+cy = p(a).
T—a
ispat.
lim,_,, * = a oldugundan Sonuc 29.2 (3) ile her k € N i¢inlim,_,, z¥ = a*dir. Sabitle carpim kuraliyla
her k > 1 icin lim,_,,, c,z* = c,.a® olur; k = 0 terimi ise sabit c, fonksiyonudur ve limiti c,’dir. Son
olarak toplam kurali iki fonksiyon icin verilmisti; sonlu sayida fonksiyona, terim sayisi iizerinde tiimeva-
rimla genisler: m terimin toplaminin limiti limitlerin toplamiysa, m + 1 terim igin ( P+ + P ) +
D1 Yazip iki fonksiyonluk kurali uygulariz. Boylece

r—a

n n
lim p(z) = ¢y + Zilgzlz cpz? =y + chak = p(a).
k=1 k=1

N

Sonug 29.4 (Rasyonel Fonksiyonun Limiti). p ve q polinomlar, a € R ve q(a) # 0 olsun. r(z) = fl%
rasyonel fonksiyonu igin

ispat.

Sonug 29.3 geregilim,_,, p(x) = p(a) velim,_,, q(z) = q(a) # 0°dir. Béliim kuralini uygulamak igin
g’nun a yakiminda sifirdan farkl olmasi da gerekir; bu, Teorem 29.2 (4) ispatinin Adim 1’inden ¢ikar:
q(z) — q(a) # 0 oldugundan bir delinmis komsulukta | q(z) | > | q(a) | /2 > 0°dw. (Ayrica r’nin

tanim kiimesi {x : q(x) # 0} 'dir ve a bu kiimenin yigilma noktasidur, ¢iinkii bir polinomun sonlu sayida
kokti vardwr.) Boliim kuraly ile

i P(®) _ lim, o p(2) _ p(a)

z—=a q :13) limm_m Q(m) Q(a) .

Ornek 29.2 (Bir Rasyonel Fonksiyonun Limiti). f:R\{-8} =R, f(z)= % olsun.
lim, , 4 f(z) limitini hesaplayimiz.
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Cozim.
Pay ve payda polinomdur ve paydanin —3’teki degeri —3 + 8 = 5 # 0’dir. Sonuc 29.4 geregi
(=3)2+2(-3)+5 9—6+5 8

1. = .
Jim, f(z) 318 5 5

Payda sifirsa ne olur?

Sonug 29.4 i¢indeki ¢(a) # 0 kosulu, lim,,_,, % = % formiiliiniin gecerli olmasi i¢in yeterlidir;
ama limitin var olmasi i¢in gerekli degildir. ¢(a) = 0 oldugunda formiil anlamsizdur, limit ise olabilir
de olmayabilir de: m% icin 0’da limit yoktur (Ornek 29.1), oysa asagidaki 6rnekte limit vardir. Boyle

durumlarda pay ve payday1 carpanlarina ayirip ortak carpani sadelestirmek ilk denenecek yoldur.

Sadelestirmenin neden mesru oldugunu acikca soyleyelim: limit yalnizca a’nin delinmis komguluklarin-
daki degerlere bakar. Dolayisiyla a diginda (yakinda) ¢akisan iki fonksiyonun limitleri aynidr.

Onerme 29.1 (Nokta Yakininda Cakisan Fonksiyonlar). f,g: A — R, a € A’ olsun ve 6yle bir
0p >0 bulunsun kix € A, 0 < |z —a | <4, icin f(x) =g(x) olsun. O zaman lim,_,, g(x) = ¢ ise
lim,_,, f(z) = £dir

Uygulamalarda g ¢ogu zaman A’y1 kapsayan daha biiyiik bir kiimede (6rnegin biitiin R’de) tanimly bir
polinomdur; béyle bir g’nin A’ya kisitlamasy alinir ve bu limiti degistirmez, ¢iinkii limit tanimindaki kosul
daha az sayida x igin istenir, a ise A’nin yigilma noktast olmayu siirdiirir.

ispat.

€ > 0 verilsin; g i¢in 6; > 0 secelim:0 < | x —a | < 6;,z € Aiken| g(x) — £ | < €. 6 = min{dy, d; }
alalim.x € Ave0 < |z —a | <dise f(x) = g(x) oldugundan | f(z) —£ |=|g(zx) — ]| <e.

]

Ornek 29.3 (Payda Sifir Ama Limit Var). lim, ,; % limitini bulunuz.

Coziim.

Fonksiyonun tanim kiimesi A = R\ {1}’dir ve 1 € A’. Payda z = 1’de sifir oldugundan Sonuc 29.4
dogrudan uygulanamaz. Pay1 carpanlarina ayralm: 22 —1 = (z —1)(z +1). x # ligin z — 1 # 0
oldugundan sadelestirebiliriz:

-1 (z—1)(z+1)

po 1 =z+1 (x #1).

Yani A iizerinde fonksiyonumuz g(x) = x + 1 polinomuyla ¢akisir. Onerme 29.1 ve Sonug 29.3 ile

2
LI =
lim
z=1 z—1

=lim(z +1)=2.
z—1

Demek ki ¢(1) = 0 olmasina ragmen limit vardir; g(a) # 0 kosulu yeterli ama gerekli degildir.
|

Bileske Fonksiyonun Limiti

lim, ,ov/1+ 22 ya da lim,_,,sin(3z) gibi limitlerde iki fonksiyon i¢ icedir: énce x + 1 + 22, sonra
u > /u. Dogal beklenti, limitin “iceriden disariya” hesaplanmasidir: i¢ fonksiyon b’ye gidiyorsa ve dig
fonksiyonun b’de limiti ¢ ise bileske £’ye gitmelidir. Bu beklenti bir ek kosulla dogrudur ve kosulun
nedeni tam olarak limit tanimindaki “0 < |  — a |” kaydindan gelir: dig fonksiyonun b’deki limiti, g(b)
degerini hi¢ hesaba katmaz. I¢ fonksiyon b degerini alip durursa, bileske g(b)’yi goriir ama limit £ bunu
“bilmez”.
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Teorem 29.3 (Bileske Fonksiyonun Limiti). A, B C R bos olmayan kiimeler, f : A - Rveg: B —
R fonksiyonlar,a € A’, b € B’ ve £ € R olsun. Sunlar saglansin:

1. Herx € A igin f(z) € B (bylece g o f, A iizerinde tanimlidir);

2. lim, ., f(z) =b;

3. lim, ; g(y) = &;

4. Oyle birdy > O vardirkiz € A,0 < |z —a | <, iken f(z) # b.

O zaman h = g o f bileskesinin a’da limiti vardir ve

lim h(z) = lim g ( f(z) ) ="¢.

r—a r—a

Ispat.
€ > 0 keyfi olsun.
Adim 1: Dig fonksiyon i¢in 7. lim,,_,, g(y) = ¢ oldugundan limit tanimi geregi 6yle bir > 0 vardur ki

yeEBO<|y—b|<n=[gly) —L]<e.

Adim 2: I¢ fonksiyon icin d;. lim,, ., f(z) = b oldugundan, Adim 1'dekin pozitif sayisini limit taniminda

€ ” roliinde kullanarak éyle bir 6; > 0 buluruz ki
zr€eA0<|z—al|<é=|flz)—b]|<n.

Adim 3: Ek kosul. Kosul (4) geregi 6yle bir §, > 0 vardur ki

z€A0<|z—al|<d=f(z)#b.

Adim 4: Birlestirme. § = min{d,,d;} alahm vex € A, 0 < |z —a | < J olsun. Adim 2 ile | f(z) —
b|<mn, Adim 3ile f(x) # b, yani| f(x) —b | > 0; birlikte

0<|fl@)=b|<n

elde ederiz. Ayrica kosul (1) geregi f(x) € B’dir. Demek ki y = f(x) sayist Adim 1'deki kosulu saglar;
Adim 1 uygulanarak

| 9(f(@) —€|<e

bulunur. € > 0 keyfi oldugundan lim,,_,, g(f(z)) = £ dir.
]

Teorem, limitleri “yerine koyma” ile hesaplamamizi saglar: i¢ fonksiyonun limitini bulur, onu dis fonksi-
yonun limit noktas: olarak kullaniriz. Ancak sonucun lim,_,, g(y) olduguna, g(b) olmadigma dikkat
edin; ikisi farkli olabilir. Kogul (4)‘iin ne zaman kendiliginden saglandigini da not edelim: i¢ fonksiyon a
yakininda birebirse ya da f(x) = b denkleminin a yakininda a disinda ¢6ziimii yoksa — érnegin f(z) =
3z,a =0,b=0icin 3z # 0 (z # 0) — kosul saglanir.

Kosul (4) atilamaz

Kosul (4), f’nin a’min bir delinmig komsulugunda b degerini almamasini ister. Bu kosul olmadan
teorem yanligtir: f, @ yakininda sabit b ise bilegske g(b) degerini alir ve bu deger £’den farkliysa sonug
¢oker. Asagidaki iki 6rnek bunu gosteriyor.

Ornek 29.4 (Ek Kosulun Gerekliligi). f(z) = 0 (her z € R igin) ve

s ={T120

olsun. lim,,_,, f(z), lim,_,, g(y) ve lim,_,, g(f(z)) limitlerini karsilagtiriniz.

Cozim.
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f sabit oldugundan lim, ,, f(z) =0; yani b=0. ¢ i¢in: y# 0 iken g(y) = 1’dir, dolayisiyla
lim, 5 g(y) = 1 (Onerme 29.1 ile sabit 1 fonksiyonunun limiti); yani £ = 1. g(0) = 0 # £ olduguna
dikkat edin.
Bilegke: her z i¢in f(z) = 0 oldugundan h(z) = g(f(z)) = g(0) = 0’dur; h sabit 0 fonksiyonudur ve
limh(z) =0+#1="¢.
z—0
Teoremin sonucu gegerli degildir, ¢iinkii kosul (4) bozulmustur: her z i¢in f(z) = 0 = b’dir, 0’1n hi¢bir
delinmis komsulugunda f(z) # b saglanamaz. Hipotezler (1)-(3) ise saglanmaktadir; demek ki yalniz
(4)‘tin eksikligi sonucu bozmaya yetmistir.
|

Ornek 29.5 (Bileskenin Limiti ile Limitlerin Bileskesi).

0, z =0, 0 =0
fe) =12 z=1  ve g(x)z{’ =0,
24 z,x 40,1 I+z,240

olsun. lim,, o f ( g(x) )ile f (limm ~o09(x) ) degerlerini hesaplayip karsilagtiriniz.

Coziim.

Adim 1: lim, 4 g(z). = # 0 igin g(z) = 1 + z’tir; Onerme 29.1 ve Sonug 29.3 ile lim,_,, g(x) =
lim, ((14+z)=1=:b.

Adim 2: Limitlerin bileskesi. f(b) = f(1) = —2. Yani f (lim,_,, g(z) ) = —2.

Adim 3: Bileske fonksiyon h = f o g. h(x) = f(g(z))’i parca parga yazalim.

« = 0ise g(0) =0ve f(0) = 0; h(0) = 0.

«x=—liseg(—1) =14 (—1) =0ve f(0) =0; h(—1) = 0.

« x#0,—1ise g(x) = 1+ x sayis1 0’dan ve 1’den farkhidir (1 + z =1 ancak x = 0 iken, 1 + z =
0 ancak z = —1 iken); dolayisiyla f’nin tgiincii dali gegerlidir: h(z) = f(14+2) =24+ (1+z) =
3+ .

Ozetle

o, x=0 yada z=-—1,
Mm_{3+aw#&—1

Adim 4:lim,_,o h(z).0 < | z | < 1 delinmis komsulugunda z # —1 ve z # 0 oldugundan h(z) = 3 +
z’tir. Onerme 29.1 ile

lim h(z) = lim (3 + z) = 3.

z—0 z—0
Sonug: lim,_, f(g(z)) = 3 ama f (lim,_,, g(z) ) = —2; ikisi farklidur.
Bu o6rnek Teorem 29.3 ile celismez, tam tersine onu dogrular. Burada i¢ fonksiyon g, dis fonksiyon
fia=0,b=1dir. z # 0 i¢in g(z) = 1 + = # 1 oldugundan kosul (4) saglanir; dis fonksiyonun b =
U'deki limiti lim,_,; f(y) = lim,_,;(2 +y) = 3 = £'dir. Teorem tam da lim,_,, f(g(x)) = £ = 3 der.
Farkli olan, £ = 3 ile f(b) = f(1) = —2’dir: bilegkenin limiti dis fonksiyonun limitine esittir, b’deki
degerine degil.
|

Kosul (4)‘iin gerekli oldugu durumlar, g(b) ile £’nin farkli oldugu durumlardir. Ikisi esitse kosula gerek

kalmaz; bu gozlem, siireklilik boliimiinde bileskenin siirekliligini (Teorem 33.3) ek kosulsuz kanitlama-

mizin nedenidir.

Onerme 29.2 (D1s Fonksiyonun Degeri Limitine Esitse). Teorem 29.3 hipotezlerinden (1), (2) ve (3)
saglansin; ayricab € B ve g(b) = £ olsun. O zaman kosul (4) olmaksizin da lim,,_,, g(f(x)) = £ dir.

ispat.

Acik Matematik - acik-matematik.com 338 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

29.5

29.4 Bileske Fonksiyonun Limiti 339

€ > 0 verilsin. Teorem 29.3 ispatindaki gibi n > 0 ve 6; > 0 segelim: y € B, 0 < | y—1b | <n iken
lgly) —C|<evex €A 0<|z—al|<d iken| flx)—b|<nz€eA0<]|z—al<d olsun
iki durum vardur.

flx) #Fbise0 < | f(x) —b | <nvef(z) € B;dolayisiyla| g(f(z)) — £ | <e.
e f(x) =biseg(f(z)) = g(b) = ¢ dolayisiyla | g(f(z)) —£ | =0<e.

Her iki durumda da | g(f(z)) — ¢ | < ;6 = 0, ise yarar.
|

Alistirmalar

A11§t1rma 29.1 (Limitin Ozellikleri Uzerine).

a) lim, ,, = 8 limitini hesaplayiniz.
b) a € Rven € Nolsun. lim,_, % = na""! oldugunu gosteriniz.
¢ lim, o+ L imitinin var olmadigini iki yolla gosteriniz: Sonuc 29.1 ile ve dizisel dlciitle.

d) f,g: A— Rvea € A’ olsun. f’nin a’da limiti varsa ve g’nin yoksa f + ¢’nin de a’da limiti olmadigin:
gosteriniz. Her ikisinin de limiti olmayip toplamlarinin limiti olan iki fonksiyon 6rnegi veriniz.

e) g(y) = % (y # 2) ve f(z) =22+ 1 olsun. Teorem 29.3 yardimuyla lim, ,; g ( f(z) ) limitini
hesaplayiniz; teoremin dort kosulunu tek tek dogrulayiniz.

Cozim.
a) Tanim kiimesi R \ {2}’dir ve payda 2°de sifirdir; carpanlara ayralim: z3 — 8 = 2° — 23 = (z —
2)(z? + 2z + 4). ¢ # 2 igin

3

-8
z =z2+22+4
T —2

oldugundan Onerme 29.1 ve Sonuc 29.3 ile

.=
lim
=2 T —

8 _ lim(z? +22+4) =4 +4+4=12.
T—2
b) Kuvvet farki 6zdesligini (Lemma 13.1) kullanacagiz: her z,a € R ve n € N i¢in

" — g = (.’E _ CL) ( xnfl + xn72a + xn73a2 4o +xan72 + anfl ) — (33 _ a) anflfkak.

o . P T TP n=1 _n—k k n—1 _ n-1-k k+1
(Sag tarafi acinca ardigik terimler birbirini gotiiriir: > po T Na > po & a"™"* toplaminda
ikinci toplamin & terimi birincinin k£ + 1 terimiyle aymidir; geriye yalmzca 2™ ve —a™ kalir. Lemmadaki
uzlasima uyarak z° ve a carpanlarini, x ya da a sifir olsa bile 1 okuyoruz; 6zellikle n = 1 halinde

toplam tek terimden ibarettir ve sonuc lim, ,, 1 =1 =1-a° olur.)  # a icin

olur ve p, #’in bir polinomudur. Onerme 29.1 ve Sonug 29.3 ile
n—1

" — g™ n—1
lim =p(a) = E an 1 kgk = E a" ! =na" 1.
k=0

rT—=a T — Qa =0

¢) Birinci yol. A=R\ {0} ve f(z) =1/z olsun. § > 0 ve M > 0 verilsin; = min{6/2,1/(2M)}
alalim. £ > 0 oldugundan z € A ve 0 < | z | < 0’dir; z < 1/(2M) oldugundan | f(z) | =1/z >
2M > M. Demek ki f, 0’1n her delinmis komsulugunda sinirsizdir ve Sonug 29.1 geregi limit yoktur.
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Ikinci yol. z,, = 1/n dizisi A\ {0} i¢indedir ve z,, — 0’dir. f(z,,) = n dizisi sinrsizdur, dolayisiyla
yakisak degildir (Teorem 20.2'nin karsit tersi). Limit £ var olsaydi Teorem 28.1 geregi f(z,,) — ¢
olurdu; celigki. (Bu, Sonug 28.1'in bir uygulamasidir.)
d) lim,_,, f(xz) = £ olsun ve f + ¢g’nin a’da bir m limiti oldugunu varsayalm. g = (f + g) — f oldu-
gundan Sonug 29.2 (1) ile

lim g(x) = lim ( (£ +g)(z) — f(z) ) = m — ¢
olurdu; bu, ¢g’nin limiti olmadig1 hipoteziyle ¢elisir. O hilde f + ¢’nin limiti yoktur.
Ornek: f, Dirichlet fonksiyonu olsun — z € Q icin f(z) =1, z ¢ Q i¢in f(z) =0 —veg=1—f
olsun. Ornek 28.3 geregi f nin hicbir noktada limiti yoktur; g'nin de yoktur, ciinkii olsaydi f = 1 —
¢’nin de olurdu (yukaridaki akil yiiriitme). Ama f + g = 1 sabittir ve her noktada limiti 1’dir. Durum
diziler icin gérdiigiimiiziin aynisidir: “yakinsak + iraksak” toplami her zaman iraksaktir (Onerme 21.1)
ve aligtirmanin ilk yarisi bunun fonksiyon siiriimiidiir; “iraksak + wraksak” icinse — o 6nermeyi izleyen
tabloda ve uyarida belirtildigi gibi — genel bir sey sdylenemez.
e) A=R, B=R\ {2}, a = 1 alalim. Kogullar1 sirayla dogrulayalim.

« (1) Her z i¢in f(z) = 2% + 1 € B olmali, yani 2% + 1 # 2 olmali. Bu = # +1 i¢in dogrudur; z =
+1'de f(z) = 2 ¢ B. Oyleyse A’y1 A = R\ {—1, 1} olarak daraltalim; 1 hala A’nin y1g1lma nokta-
sidir ve limit, 1’in delinmis komguluklarina baktig1 i¢in degismez. Artik her z € A icin f(z) € B.

+ (2) Sonu¢ 29.3ilelim,_,; f(z) =1+ 1=2=:b;b=2 € B’ (B, 2 disindaki her reel say1y1 igerir).

+ 3)y#2icing(y) = (y_z)# =y + 2; Onerme 29.1 ile lim, 5 g(y) =4 =:¢.

c(@zeAve0<|z—1|<1isez+# +l, dolaywsiyla f(x) = 22 + 1 # 2 = b. Kosul §, = 1 ile
saglanir.

Teorem 29.3 geregi lim,_,; g(f(x)) = £ = 4. Dogrulama: x € A icin g(f(z)) = f(z) +2 = 2% + 3 ve
lim, (2% +3) = 4.
]

Limitin cebirsel yiiziinii tamamladik. Siradaki bolimde limitin siralamayla iligskisine bakacagiz: mutlak
degerin limiti, limitin isaretinin korunmasi, esitsizliklerin limite ge¢mesi, sikistirma teoremi ve onun en
tinlii uygulamasi lim,_,, #22 = 1: Limitlerde Mutlak Deger, Isaret, Siralama ve Sikistirma.
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30.1

30. Limitlerde Mutlak Deger, Isaret,
Siralama ve Sikistirma

Onceki bsliimde limitin cebirsel yiiziinii tamamladik: toplam, carpim, béliim ve bileske (Teorem 29.2,
Teorem 29.3). Bu boliimde limitin siralamayla iligskisine bakiyoruz. Sorularimiz sunlar: f’nin limiti varsa
| f |'nin de var nudir? Limit pozitifse fonksiyon nokta yakininda pozitif midir? iki fonksiyon arasindaki
bir esitsizlik limitlerine gecer mi? Bir fonksiyon, limitleri aym olan iki fonksiyonun arasina sikismigsa
onun da limiti var midir?

Bu sorularin hepsini diziler icin zaten yanitlamistik: Teorem 20.3, Teorem 21.2, Teorem 21.3 ve Teorem
21.6. Fonksiyon siiriimleri, o ispatlardaki “n > n_” ifadesini “0 < |  — a | < 6” ile degistirerek elde edilir;
her birini yine de bastan sona yazacagiz, ¢cinki bu degisimin nasil yapildigini gérmek, ileride benzer
teoremleri kendi basiniza kanitlamanizin anahtaridir. Boliimiin sonunda sikistirma teoreminin en inli
uygulamasiny, lim,_,; 822 = 1 limitini geometrik bir karsilastirmayla kanitlayacagiz.

Boliim boyunca A C R bos olmayan bir kiime, f : A — R bir fonksiyon ve a € A’, yani a noktas1 A’'nin
bir y1gilma noktasidir (Tanim 17.1). “a’nin bir delinmig komsulugunda” sézii (Tanim 15.2), “z € Ave 0 <
| £ —a | < dolanbitiin z’ler i¢in, uygun bir § > 0ile” anlamindadir. Hatirlatma: lim ,_,, f(z) = ¢ demek
(Tanim 27.1), her € > 0 i¢in 6yle bir § > 0 bulunmasi1 demektir ki

zeAl<|z—al|<dé=| flx)—l|<e.

Mutlak Degerin Limiti

f(z) degerleri £’ye yaklasiyorsa | f(x) | degerlerinin | £ |'ye yaklagmasi beklenir; ¢iinkii mutlak deger,
iki say1 arasindaki uzaklig1 bityiitmez: || u [ — | v [| < [ u — v |. Bu, ters licgen esitsizligidir (Sonuc 8.3)
ve ispatin biitiin isini o yapar.

Teorem 30.1 (Mutlak Degerin Limiti). f: A — Rvea € A’ olsun.lim,_,, f(x) = £ ise
lim| f(2) | =]

Ispat.

€ > 0 verilsin. lim,,_,, f(z) = £ oldugundan éyle bir 6 > 0 vardir ki
zeA0<|z—a|<dé=| flz)—L]|<e

Béyle bir x igin ters ii¢gen esitsizligini (Sonu¢ 8.3) u = f(x), v = £ ile uygulayalim:

[ fl@) | =] L]|<| fle)—£]<e

f | fonksiyonu ve | £ | sayist igin limit tamiminin kosulunu saglar:lim__, .| f(z) | =

Demek ki ayni 6,
| €.
| ]

Teorem, lim, ,,| 22 —7 | =| 4 — 7 | = 3 tiiriinden limitleri tek adimda verir. Ancak teoremin karsiti
dogru degildir: | f |'nin limiti varken f’nin limiti olmayabilir, ¢iinkii mutlak deger isaret bilgisini siler ve
tam da bu bilgi bozuk olabilir.

Ornek 30.1 (Mutlak Degerin Limiti Var, Fonksiyonun Yok). f:R — R,

flz) = {il’i ; %’
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olsun. Her @ € R i¢in lim__ .| f(z) | limitinin var oldugunu ama lim,_,, f(z) limitinin olmadigim
gosteriniz.

Cozim.

Her z icin | f(z) | = 1’dir; yani | f | sabit 1 fonksiyonudur ve sabit fonksiyonun limiti kendisidir: her
a € Riginlim, | f(z) | = 1.

f’nin a’da limiti olmadigin dizisel dlgiitle (Sonug 28.1) gosterelim. Her n € N i¢in (a,a + 1/n) arali-
ginda rasyonellerin yogunlugu (Teorem 13.5) geregi bir r,, € Q, irrasyonellerin yogunlugu (Teorem
13.6) geregi bir s,, ¢ Q vardir. a < r,, < a + 1/n oldugundanr,, # ave | r, —a | < 1/n; dolayisiyla
r,, — a. Ayn bicimde s,, # a ve s,, — a. Gorunti dizileri ise sabittir:

fr,)=-1- -1, f(s,)=1—1.

a’ya yakinsayan, a’dan farkl terimli iki dizinin gériintiileri farkli limitlere gittiginden Sonug 28.1 geregi
lim,_,, f(z) yoktur.

Sonug: | f |’nin her noktada limiti vardir, f’nin hi¢bir noktada yoktur. (f = 1 — 2D yazilabilir; burada
D, Ornek 28.3'ndaki Dirichlet fonksiyonudur: rasyonellerde 1 — 2 = —1, irrasyonellerde 1 — 0 = 1.)
|

Kargitin dogru oldugu tek durum ¢ = 0’dur: sifira yaklagmak i¢in isaretin 6nemi yoktur.

Sonug 30.1 (Sifir Limiti ve Mutlak Deger). f: A — Rwvea € A’ olsun. O zaman
lim f(z) =0< 111>11| f(z) |=0.

Tr—a

ispat.
(=) Teorem 30.1'u £ = 0 ile uygulayahm:lim,_,,| f(z) |=]0|=0.

(<) lim,_,,| f(z) | =0 olsun ve € > 0 verilsin. Oyle bir 6 >0 vardr kiz € A, 0<|z—a|<§
iken || f(z) | —0| <e. Ama || f(z) |- 0| =] f(z) | =] f(z) — O | oldugundan bu, ayni z’ler i¢in
| f(z) —0 | < € demektir; yanilim,_,, f(x) = 0.

|

Limitin Isaretini Koruma

Limit ¢ sifirdan farkliysa f(z) degerleri, a’ya yeterince yakin z’lerde £’nin “yaninda” kalir; dolayisiyla ne
sifir olabilir ne de £’nin tersi isarette. Bunun niceliksel hali, bolim kuralinin ispatinda (Teorem 29.2 (4),
Adim 1) zaten karsimiza ¢ikmugti; simdi kayda gegiriyoruz.

Teorem 30.2 (Isaret Koruma). f: A — R,a € A’ velim,_,, f(z) = £ olsun.
1. £ # 0 ise 6yle bir 6 > 0 vardir ki

L
xGA,0<|m—a|<5:>|f(a:)|>%;

ozellikle boyle x’ler igin f(x) # 0.
2. 0> 0 ise oyle bir 6 > 0 vardirkiz € A,0 < |z —a | < § iken f(z) > £ > 0.
3. £ <0 iseoyle bir6 > 0 vardirkiz € A,0 < | z—a | < § iken f(z) < £ <0.

Ispat.
(e = %I > 0 alalim ve limit tanimini uygulayalim: 6yle bir § > 0 vardir ki
L
z€eA0<|z—al|<di=| f(x)—€|<%.

Ters iiggen esitsizligi (Sonuc 8.3) | £ | — | f(z) | < || f(z) [ | € || < | f(z) — £ | verir; boyle x’ler igin

el L4l

@zl s el > e -l =Els o
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Ozellikle | f(z) | > 0, yani f(x) # 0°diwr.
(2)£ > 0 olsun vee = £ > 0 secelim. Limit tanimi geregi Gyle bir§ > 0 vardirkiz € A,0< |z —a | <

diken| f(x)—£| < g Mutlak degerli esitsizligi acalim (Onerme 8.6):

£ ¢ L
Soldaki esitsizlik istenendir: f(x) > £/2 > 0.
(3) £ < 0 olsun. —f fonksiyonunun limiti —¢ > 0’°dir (Sonu¢ 29.2 (2)). (2)‘yi — f’ye uygularsak éyle bir
0 >0buluruzkiz € A,0< | z—a|<?§iken—f(z) > %Z,yanif(x) < % <0.
|

Teoremin iglevi, bir esitsizligi noktadan komsuluga tasimaktir: limit hakkinda bildigimiz tek bir bilgi
(¢ > 0), fonksiyonun bir biitiin delinmis komsuluktaki davranigini belirler. Bu bélimde siralama teore-
minin ispatinda, ileride ise stireklilik icin isaret koruma ve Bolzano’nun sifir yeri teoreminde (Teorem
35.1) kullanilacaktur.

Limit sifirsa isaret hakkinda bir sey séylenemez

Teorem, £ = 0 halinde hicbir sey séylemez ve sdyleyemez: f(z) = z fonksiyonu 0’da 0’a yakinsar
ama 0’m her delinmis komsulugunda hem pozitif hem negatif deger alir. Benzer bicimde “f(x) >
0 komgsulukta” varsayimindan ¢ > 0 degil yalnizca ¢ > 0 ¢ikar (asagida Sonug 30.2). Kesin esitsizlik
yalmizca “limitten fonksiyona” dogru korunur, “fonksiyondan limite” dogru degil.

Sinirli Fonksiyon ile Sifira Giden Fonksiyonun Carpimi

Carpim kurali (Teorem 29.2 (2)) iki fonksiyonun da limitinin olmasini ister. Oysa ¢arpanlardan biri sifira
gidiyorsa 6tekinin limitinin olmasina gerek yoktur; sinirli kalmas: yeter. Sezgi basittir: “cok kiicik” carp1
“en fazla M” yine “cok kiiciik”tiir. Diziler i¢in bunu Teorem 21.2 olarak gormustiik.

Teorem 30.3 (Sinirli Fonksiyon Carpi Sifira Giden Fonksiyon). f,g: A — R ve a € A’ olsun.
lim, ,, f(z) = 0 olsun ve g, a’nin bir delinmis komsulugunda sinirly olsun; yani éyle 6; >0 ve M >0
bulunsun ki

reA0<|z—a|<d=|gx) | <M.
O zaman

lim f(x)g(z) = 0.

T—a
ispat.
e > 0 verilsin. lim,,_,, f(z) = 0 oldugundan limit tanimini 5 > 0 sayist icin uygulayabiliriz: 6yle bir
0y > 0 vardir ki

xeA,0<|x—a|<52:>|f(:v)|=|f(m)—0|<%.
0 = min{d,,0,} alahm.x € AveO< |z —a|<disehem| g(z) | <M hem| f(x) | < e/M sagla-
nir;|uv | =| w || v| (Teorem 8.1) ile

If(x)g(w)*0\=|f($)||9($)|<%~M=5-

Bu,lim,_,, f(x)g(z) = 0 demektir.
|

Iki not: Birincisi, g biitiin A {izerinde sinirliysa her delinmis komsulukta da sinirhdir; teorem dogrudan
uygulanir. fkincisi, teoremin giicii g hakkinda limit istememesindedir: g'nin a’da limiti olmayabilir,

Acik Matematik - acik-matematik.com 343 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

344 Boliim 30. Limitlerde Mutlak Deger, Isaret, Siralama ve Sikistirma

salmabilir, hatta hicbir noktada limiti olmayabilir. Bunun klasik 6rnegi asagidadir; sin(1/x)’in 0’da limiti
olmadigini Ornek 28.2'te gérmiistiik, bu yiizden ¢arpim kurali burada ise yaramaz.

Ornek 30.2 (x Carpi Siniis Bir Boliix). h:R — R,

_ Jasin(),z £0,
h(x)_{o, =0

olsun. lim__,; h(z) = 0 oldugunu gésteriniz.

Coziim.
A=Rvea=0¢€ A’ hyiikifonksiyonun ¢arpimi olarak yazalim: f(z) = x ve

o(z) = {sm( 1),z #0,

0, z=0.

x # 0 icin f(z)g(x) = zsin(l/z) = h(z), £ =0 icin f(0)g(0) = 0 = h(0); yani R iizerinde h =
fg’dir. Birim fonksiyonun limiti lim _,, z = 0’dir (tanimda 6 = ¢ almak yeter). g ise biitiin R tizerinde
siirhdir: [sint | < 1 oldugundan (siniis hakkinda kullandigimiz olgular: béliimiin son kesimindeki
Kabul edilen trigonometrik ve geometrik olgular kutusunda topluca listeliyoruz) her z i¢in | g(z) | < 1;
M =1 aliabilir. Teorem 30.3 geregi

1
lim sin(—) =0.
x—0 X
Ayni sonucu dogrudan da gorebiliriz:  # 0i¢in | h(z) | =] = | |sin(1l/z) | < | = |; yani h’nin grafigi

y=|x|vey=— | z | dogrular arasinda kalir ve bu iki dogru 0’da birlesir. £ > 0 verildiinde § = ¢
secmek yeter.

e y =x sin(1/x) Y -

_02—

Sekil 30.1: y = x sin(1/x) grafigi, kesikli ¢izilen y = |x| ve y = —|x| zarflar1 arasinda kalir: —|x| < x sin(1/
x) < |x|. Salinimlar 0'a yaklasirken siklasir, ama iki zarf 0'da birlestiginden fonksiyon aralarinda sikisip
0'a gider.

Grafik 0’a yaklasirken sonsuz kez salinir, ama salimimin genligi | z | ile birlikte sifira iner; limit
bu yiizden vardir. (h(0) = 0 tanumu limite esit oldugundan h aslinda 0’da siireklidir; bunu Siireklilik
bolumiinde Tanim 33.1 ile sGyleyecegiz.)

u
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Limit ve Siralama

Simdi ana soruya geliyoruz: iki fonksiyon arasindaki bir esitsizlik limitlerine gecer mi? Yanit evettir, ancak
“<” olarak: kesin esitsizlik limite gecerken esitlige gevseyebilir. Ters yonde ise limitler arasindaki kesin
esitsizlik, fonksiyonlar arasinda bir komgulukta kesin esitsizlik dogurur. Diziler i¢in bu, Teorem 21.3 idi.

Teorem 30.4 (Limit ve Siralama). f,g: A > R,a € A’ ve

lim f(z) = ¢4, lim g(z) = £,

r—a
olsun.

1. a’nin bir delinmis komsulugunda f(x) < g(x) ise — yani éyle bir§ > QO varsakiz € A,0< |z —a | <
d iken f(z) < g(x) — o zaman £, < 4, dir.

2. £y < Ly ise oyle bir § > 0 vardwr ki

z€A0<|z—al|<di=f(x) <g(z).

Ispat.
(1) h(z) = g(z) — f(z) olsun; hipoteze gire oyle bir &’ >0 vardirkix € A, 0 < |z —a | < iken
h(z) > 0. Fark kurali (Sonug 29.2 (1)) ile

alclgtlz h(z) =€y — 4.
Olmayana ergi ile ilerleyelim: £, > £y olsun. O zaman £, — {1 < 0°dir ve Teorem 30.2 (3) geregi éyle bir
0" >0wvardirkiz € A,0< |z —a | <" iken h(z) < 0. Simdi 6 = min{d’, 6"} alalim. a, A’nin bir
yigilma noktast oldugundan (Tamim 17.1) 0 < |  — a | < § kosulunu saglayan en az bir x € A vardw.
Bu x icin hem h(x) > 0 hem h(x) < 0 olur; ¢eliski. O halde £, < {,.
(2) £, < £y olsun ve iki limitin “tam ortasina” kadar olan yari uzakhigi alalim:

b—4

E:T>0.

Limit tanimlarini bu € icin uygulayarak 6yle §,, 65 > 0 secelim ki x € A igin
O<|z—a|<d; =] flx)—4 |<e, O<|z—a|<dy=]|g(z)—4y | <e.

d = min{d;,0,} olsun vex € A, 0 < | x — a | < 0 olsun. Birinci esitsizlikten f(x) < £, + &, ikincisin-
den g(x) > £y — € cikar. Ama € un se¢imi geregi

_ by —ty by + Ly by —4y
f1+5—£1+ 9 == B —62 T_€2 E.
Dolayrsiyla
0 +¢
fla) < 132 < go),

yani bu komsulukta f(z) < g(z) tir.
|

Teoremin (1) maddesi “esitsizlikler limite gecer” kuralidir; hesaplarda genellikle sabit fonksiyonlarla
kullanilir.

Sonug¢ 30.2 (Sabit Sinirlar Limite Geger). f: A— R, a€ A" velim,,, f(z) = ¢ olsun; b,c € R
verilsin.

1. a’nin bir delinmis komsulugunda b < f(z) ise b < £’dir.
2. a’mn bir delinmis komsulugunda f(z) < c ise £ < ¢’dir.

Ozellikle, a’nin bir delinmis komsulugunda b < f(z) < ciseb < £ < c’dir.
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ispat.

u(z) = b vev(z) = c sabit fonksiyonlarini alalim; sabit fonksiyonun limiti kendisidir:lim__, , u(z) = b,
lim,_,, v(x) = c. (1) igin Teorem 30.4 (1)iu < f ¢iftine uygulayalim: b < €. (2) i¢in ayni teoremi f < v
¢iftine uygulayalim: £ < c. Ikisi birlikte son ifadeyi verir.

|

Siralama teoremi her iki fonksiyonun da limitinin olmasini ister. Kargilastirilan fonksiyonlardan biri sifira
gidiyorsa 6tekinin limitinin varligin1 varsaymaya gerek yoktur; onu ispatlariz.

Sonug 30.3 (Sifira Giden Fonksiyonla Karsilastirma). f,g: A — R vea € A’ olsun. a’min bir delin-
mis komsulugunda | f(z) | < g(z) ise velim,_,, g(x) = 0 iselim,_,, f(z) = 0°dwr. Ozellikle: komsulukta
0< f(x) < g(x) veg — Oise f — 0.

Ispat.

Hipotez geregi dyle bir 6y > 0 vardirkiz € A, 0 < |x —a | < §, iken| f(x) | < g(z). € > 0 verilsin;
lim,_,, g(x) = 0 oldugundan éyle bir §; > 0 vardirkiz € A,0< |z —a | <§, iken| g(z) | <e.d =
min{dy,d;} alalim.x € A, 0 < |z —a | <4 ise

| f(@) =0 =] f(z) | <g(z) <] g(x) | <e.

Demek ki lim,_,, f(z) =0. 0 < f(z) < g(z) hdlinde | f(z) | = f(z) < g(z) oldugundan ilk ifade
uygulanir.)
|

Dikkat: bu sonucu Teorem 30.4 (1) ile “0 < lim f < lim g = 0” diye kanitlamak eksik olurdu, ¢iinkii o
teorem lim f’nin var oldugunu bagtan ister; burada varlik sonucun bir parcasidir. Ayni nedenle Teorem
30.3 da bu sonucun bir 6zel hali olarak gérilebilir: | f(z)g(z) | < M | f(z) |[ve M | f(z) | — 0.

Kesin esitsizlik limitte kesin kalmaz

a’nin bir delinmis komgsulugundaki her z igin f(z) < g(x) olsa bile limitler esit olabilir. Teorem
30.4 (1) yalmzca ¢; < ¢, der ve daha fazlasimi diyemez; asagidaki 6rnek bunu gosteriyor. Diziler igin
Teorem 21.3'min ardindan gérdigimiz 0 < 1/n 6rneginin (her n i¢in kesin esitsizlik, limitler ise 0 =
0) fonksiyon karsiligidur.

Ornek 30.3 (Kesin Esitsizlik, Esit Limitler). A = (—1,1)\ {0},a = 0ve f(z) = 2%, g(z) = z? olsun.
Her z € Aicin f(z) < g(z) oldugunu, buna karsin lim__,, f(z) = lim__,, g(z) oldugunu gésteriniz.

Coziim.
z € Aise 0 < | z | < 1'dir; dolaystyla 2 > 0 ve 2% = | z |2 < 1. Pozitif 22 ile carparak

et =22 22 <2? 1=2?,
yani her z € A icin f(z) < g(z). Ote yandan z* ve z2 polinomdur; Sonug 29.3 ile lim,_,, z* = 0 ve
lim, o x? = 0. (Tanum kiimesini R’den A’ya daraltmak limiti bozmaz: limit tanimindaki kosul daha
az z igin istenir, dolayisiyla R i¢in bulunan é burada da ise yarar.) Demek ki kesin esitsizlige ragmen
limitler esittir: 0 = 0.
|

Sikistirma Teoremi

Siralama teoremi iki fonksiyonun limitini karsilastirir. Sikistirma teoremi ise limiti olup olmadigim
bilmedigimiz bir fonksiyon hakkinda sonug¢ verir: fonksiyon, ayni limite giden iki fonksiyonun arasina
stkigmigsa onun da limiti vardir ve aynidir. Diziler igin Teorem 21.6 olarak gérdiigiimiiz bu teorem, limit
hesabimnin en ¢ok kullanilan aracidir; e-§ ile dogrudan ugrasmanin zor oldugu saliniml fonksiyonlarda
ve trigonometrik limitlerde bagvuracagz.
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Teorem 30.5 (Sikistirma Teoremi). f,g,h: A — R vea € A’ olsun. Oyle bir 6, > 0 bulunsun ki
r€A0<|z—a|<d=f(z) <glz) < h(z).
lim,_,, f(z) =lim,_,, h(z) = £ iselim,_,, g(x) vardir ve

lim g(z) = .

r—a

ispat.
€ > 0 verilsin. lim,_,, f(z) = £ oldugundan éyle bir 6 > 0 vardirkiz € A, 0 < |z —a | < §; iken
| f(z) — 2| <e, yani

L—e< flz)<l+e.
Benzer bigimde lim,,_, , h(z) = £ oldugundan 6yle bir 65 > 0 vardirkiz € A,0 < |z —a | < 0 iken
L—e<h(z)<l+e.

d = min{d,,d,,05} alahmvex € A,0 < | z —a | < § olsun. Ug kosul da saglandigindan esitsizlikleri
zincirleyebiliriz:

L—e< f(z) <g(z) <h(z) <Ll+e.
Zincirin iki ucu { —e < g(x) < {+ ¢, yani | g(x) — £ | < € verir. € keyfi oldugundan lim,_,, g(x) =
¢dir.
|

Teoremi kullanmanin regetesi sudur: limiti aranan g¢’yi, limitini hesaplayabildigimiz iki fonksiyonun
arasina al; iki sinirin limiti ayniysa bitti. En sik kullanilan sinirlar — | u(z) | < u(z) cos() < | u(z) |
tiriinden, siurlt bir ¢arpanin 41 ile degistirilmesiyle elde edilir.

Ornek 30.4 (x Kare Carp1 Kosiniis Bir Bslii x Kiip). lim,_,, > cos(%) limitini hesaplayiniz.
Cozim.
Tanim kiimesi A =R\ {0} ve 0 € A’. Carpim kural dogrudan kullanilamaz: cos(1/x?) fonksiyonu-
nun 0’da limiti yoktur (Ornek 28.2'teki gibi, cos degeri 1 ve —1 olan iki dizi 0’a yakinsatilabilir).

Sikistirma teoremine bagvuralim.
Kosiniis her reel sayida —1 ile 1 arasindadir: her = # 0 i¢in

1
1< cos(—3> <1

3)S
Esitsizligi 2 > 0 ile carpalim; carpan negatif olmadigindan yon degismez:

1
—z? < x? cos<—) < z2.
3

f(z) = —2? ve h(z) = 22 alalim; Sonuc 29.3 ile lim, ,,(—z?) = 0 ve lim,_,, #?> = 0. Teorem 30.5
geregi (§, olarak herhangi bir pozitif say1 ise yarar; esitsizlik biitiin A tizerinde gegerlidir)

lim z2 cos (%) =0.
T

z—0

Alternatif: z2 — 0 ve cos(1/z3) siurli oldugundan Teorem 30.3 da ayni sonucu verir.
]

Ornek 30.5 (ki Polinom Arasina Sikisan Fonksiyon). f, z # 2 olan her z icin tanimli ve
20 — 1< f(z) <z?2—22+3

esitsizligini saglayan bir fonksiyon olsun. lim _,, f(x) limitini bulunuz.
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Cozim.
f hakkinda esitsizlikten bagka hi¢bir sey bilmiyoruz; limitin varligini da ancak sikistirma teoremi
verebilir. Alt smir g(z) = 22 — 1 ve iist sinir h(x) = 2 — 2z + 3 polinomlardir; Sonuc 29.3 ile

lim2z—-1)=2-2—-1=3, lim(z? — 2z +3) =4—4+3=3.
r—2 r—2

Iki sinirin limiti aynidir ve g(z) < f(z) < h(z) esitsizligi 2'nin her delinmis komsulugunda gecerlidir.
Teorem 30.5 geregi

lim f(z) = 3.

T2
Sinirlarin neden 2’de “bulustuguna” bakmak 6greticidir: h(z) — g(z) = 2% — 4 + 4 = (x — 2)?, yani
iki sinir arasindaki aciklik 2’ye yaklagirken sifira iner; f’ye bagka yer kalmaz.
|

Sinirlarin limitleri farkliysa teorem susar

Sikigtirma teoremi, alt ve {ist sinirlarin limitleri ayni oldugunda ¢aligir. —1 < sin(1/z) < 1 esitsizligi
her z # 0 igin dogrudur ve sinirlarin limitleri —1 ile 1°dir; ama sin(1/x)’in 0°da limiti yoktur (Ornek
28.2). Sinirlar farkli yerlere gidiyorsa aradaki fonksiyon hakkinda ne “limiti vardir” ne de “yoktur”
diyebiliriz; yalnizca, limiti varsa Sonug 30.2 geregi [—1, 1] icinde oldugunu sdyleyebiliriz.

Sinuis x Bolii x Limiti

S“‘T“ fonksiyonu z = 0’da tanimsizdir; pay ve payda birlikte sifira gider, bolim kurali uygulanamaz.
Buna ragmen 0’a yaklasirken béliimiin 1’e yaklastigini gosterecegiz. Bu limit, trigonometrik fonksiyon-
larin tiirevlerinin hesabinda temel tastir ve ispat: sikistirma teoreminin en giizel érnegidir: #22°i, birim
cemberdeki ti¢ bolgenin alanlarini karsilastirarak cos z ile 1 arasina sikistiririz.

1 Kabul edilen trigonometrik ve geometrik olgular

Siniis ve kosiniis bu derste heniiz analitik olarak tanimlanmadi; kesin tanimlar1 Analiz 2'de kuvvet
serileriyle yapilacaktir. Burada liseden bilinen geometrik tamimlariyla calisiyor ve sunlari kabul
ediyoruz:

1. Birim ¢ember iizerinde (1, 0) noktasindan saat yéniiniin tersine £ uzunlugunda yay gidildiginde
varilan nokta (cos z, sin z)’tir. Her x i¢in sin?z + cos?z =1, \ sin x | <1, |cosx | < 1; sin tek,
cos ¢ift fonksiyondur: sin(—z) = —sin z, cos(—x) = cos .

2. 0 <z < Figinsinz > 0vecosx > 0; cosz # 0 oldugunda tan x =

. Yarim ag1 6zdesligi: her x icin cosz = 1 — 2sin? 5

4. Tabam 1, yiiksekligi y olan ticgenin alan1 ¥; birim dairede merkez agis1 z radyan (0 < z < 7/2)
olan daire diliminin alan1 §’dir. Bir bélge baska bir bolgenin iginde kaliyor ve aralarinda bos yer
bulunuyorsa, i¢tekinin alani digtakinin alanindan kesinlikle kii¢iiktiir.

sinzx
cosx’

w

Bu olgulardan tiiretecegimiz her sey, ileride siniis ve kosiniis analitik olarak tanimlandiginda da
gecerli kalacaktir; Stireklilik boliimiinde aymi diizeyde bir kabulle sin ve cos’un siirekliligi gosterile-
cektir.

Teorem 30.6 (Siniis x Bolii x Limiti).

sin x
lim
z—=0 X

ispat.

Fonksiyonun tanim kiimesi R \ {0} dir ve 0 bu kiimenin bir yigilma noktasidur. Ispat bes adimdan olusur:
once 0 < x < /2 icin geometrik bir esitsizlik, sonra bunun *2% icin verdigi sikistirma esitsizligi, sonra
negatif x ’lere gegis, sonra yardimci limit lim_,_,, cosz = 1 ve son olarak sikistirma teoremi.
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30.6 Siniis x Bolii x Limiti 349

Adim 1: Geometrik esitsizlik. 0 < x < § olsun. Birim ¢emberde O = (0,0), B = (1,0), P =
(cosz,sinz) ve T = (1, tanz) noktalarini alalim (cos x > 0 oldugundan tan x tanimhdur). Ug bolge i¢
icedir:

e OBP iicgeni: taban1 OB = 1, yiiksekligi P’nin x-eksenine uzaklhi sin x; alani %
* Merkez agisi x olan OBP daire dilimi; alani 3.

* OBT dik iiggeni: tabant OB = 1, yiiksekligi BT = tan x; alan1 2%

Uggen OBP daire diliminin, daire dilimi de OBT iicgeninin icinde kalir (cember yayi, P ile B’yi birles-
tiren kirisin disinda ve B’deki teget dogrusunun icindedir). Alanlar karsilastirilinca

sin x r tanx . . T
< =< ) yani sinz <z < tanx <0<x<—). (1)
2 2 2 2
A
T = (1, tan x)
P = (cos x, sinx)
tan x
o 1 B=(1,0)

alan: iiggen OBP =< daire dilimi OBP < iicgen OBT

Bsinx<%x<¥%tanx

Sekil 30.2: Birim ¢cemberde x agist i¢in ii¢ alan ic icedir: OBP ii¢geni (yiiksekligi sin x), OBP daire dilimi
(alani x/2) ve OBT dik ii¢geni (yiiksekligi tan x). Alanlari karsilastirmak sin x < x < tan x esitsizligini
verir; sin x'e boliip sikistirinca sin x/x — 1 ¢ikar.

Adim 2: Sikistirma esitsizligi. (1)de sinx > 0 oldugundan ii¢ terimi de sinx’e bélebiliriz; yon
degismez:
T tanx 1

1< — < —F = .
ST SN x COS T

Ug terim de pozitiftir; pozitif sayilarda ters alma siralamayr ¢evirir 0 <u <v=0<1/v < 1/u,
Onerme 7.10). Boylece

cosz < ot <1 <0<x<g). (2)
x

Adim 3: Negatif tarafa gegis. —5 < x < 0 olsun; 0 zaman 0 < —x < 3 ve (2) —x igin gegerlidir. sin
tek, cos ¢ift fonksiyon oldugundan

Acik Matematik - acik-matematik.com 349 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

350 Boliim 30. Limitlerde Mutlak Deger, Isaret, Siralama ve Sikistirma

sin(—x) —sinz sinz
= = , cos(—zx) = cos x;
—z —z x

Sln T

yani 22 ve cos x ¢ift fonksiyonlardir ve (2) negatif x icin de dogrudur. Sonug: 0 < | | < § olan her
x zgln

cosz < oL <1, (3)

x

Adum 4: Yardimci limit lim,,_,q cos ® = 1. (1)'den vesin’in tek fonksiyon olmasindan,0 < | t | < §
icin|sint | < | t | elde ederiz (t > 0 ise dogrudan (1);t < 0 ise|sint | = |sin(—t) | = sin(—t) < —t =
| t |). Yarim aci 6zdesligiyle, 0 < | z | < T icin
r 2
Ogl—cosx:2sin2§:2

sin —
2

Yanil — z2—2 < cosz < 1. Alt simir bir polinomdur velim,,_, (1 — ””2—2) = 1 (Sonug 29.3); iist sinir sabittir.
Teorem 30.5 geregilim,_,,cosz = 1.

Adim 5: Sikistirma. (3) esitsizligi 6, = 7 ile Teorem 30.5'un hipotezini saglar: f(x) = cosx, g(x) =
S ph(z) = 1. Adim 4 ilelim,,_,, f(z) = 1 sabit fonksiyon i¢inlim,_,, h(z) = 1. O hdlde

sin x

lim =1.
z—0 X

Ispatin yan iiriinleri de en az sonug kadar degerlidir; onlar1 toplayalim. Asagidaki (3) maddesi, kosiniisiin
1’e “x’ten daha hizli” yaklagtigini sdyler ve cos’un tiirevini hesaplarken gerekecektir.

Sonug 30.4 (Siniis ve Kosiniisiin Sifirdaki Ozel Limitleri).

S O R

. lim,_,ysinx = 0.

. lim,_,gcosx = 1.
l—cosz __

l%m =0,

hmm~>0

Herk € R \ {0} iginlim,_,, sin(kz) _ p.

x

z—0

tanm =1.

Ispat.
(1) Teorem 30.6 ispatimin Adim 4%iinde 0 < | z | < 7/2 igin |sinx | < | z | gorildii. g(z) = | z | i¢in
lim,_,o| « | = 0°dir (Teorem 30.1, birim fonksiyona uygulanarak). Sonug 30.3 ilelim,,_,, sinz = 0.

(2) Ayni ispatin Adim 4’tiinde gosterlldl
(3) Adim 4'teki0 < 1 — cosx < % esitsizligini | x | > 0’a bolelim:0 < | x | < 7/2 igin

1—cosz| 1—cosz 2 |z
x lz| ~2|z| 2
limx_m‘;c‘—0oldugundanSonugSOSzlehmz_)olcﬂ—0

(4)0<|z|<m/2 igin cosz > 0, dolayisiyla 222 ta” = L. ——. Béliim ve ¢arpim kurallar1 (Teorem
29.2) ile — paydanin limiti 1 # 0’dir ve payda kom§ulukta stﬁrdan farklidir —

1
:1-

- -=1
lim, ,,cosz 1

lim
z—0 X

lim

tanz ( . sinm) 1
x—0 x B

z—0
gorelim: i¢ fonksiyon u(z) = kx (A =R\ {0}, a = 0), dis fonksiyon v(y) = Slzy (B=R\{0},b=0)
Kosullari denetleyelim: © # 0 ve k # 0 iken kx # 0, yaniu(x) € B (kosul 1) ve u(x) # b (kosul 4, her &,
ile); lim,_,q kz = 0 = b (kosul 2, sabitle carpim kurali); lim,_,, v(y) = 1 (kosul 3, Teorem 30.6). Teorem
lim__,,v(u(x)) = 1 verir; sabitle carpim kuraliylalim,,_, R 2 —k-1=k.
|

(5) x + 0 icin Sin(xkz) =k- Sin,i’””) yazalim. lim Sm,i—kz) = 1 oldugunu bileske teoremiyle (Teorem 29.3)
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Alistirmalar

Alistirma 30.1 (Siralama ve Sikistirma Uzerine).

a) lim__,, :lﬁgw limitini hesaplayimiz.
b) lim,_, 1;& = 1 oldugunu gosteriniz.

c) f: A —R,a € A ve limz_m f(z) = £ > 0 olsun. a’nin bir delinmis komsulugunda / f (z)’in tanimli
oldugunu ve lim,,_,, \/f(z) = V¢ oldugunu gésteriniz.

d) lim,_, 2|1 | limitini bulunuz.

e) lim__,, S‘”‘T“‘” limitinin var olmadigini gosteriniz.
Cozim.
a) 0 <[z | < {icin 0 <[5z | <3, dolayisiyla sin 5z # 0 (kabul edilen olgu 2 ve tek fonksiyon

olma); fonksiyon bu delinmis komgulukta tanimlidir. Pay ve payday1  # 0’a bélelim:

sin 3z
T

sinby  snbdz’
xr

sin 3z

Sonug 30.4 (5) ile pay 3’e, payda 5 # 0’a gider; boliim kurali (Teorem 29.2 (4)) ile

sin 3x 3

im .
z—0sindr 5
b) Yarim ac1 6zdesligiyle 1 — cos x = 2sin? 5;x # 0icin

1—cosa _ 2sin’(x/2) _ l(sin(av/Z))2 _ E(M)z,

2 x? 2\ z/2 2 x

Sonug 30.4 (5)1 k = 1 ile uygularsak lim,_, Sin(j/ 2 — 1, sabitle carpim kuraliyla lim,_,, M =
1. Kuvvet kurali (Sonug 29.2 (3)) ile karenin limiti 12 = 1, sabitle ¢arpim kuraliyla

lim o7 _ 1y _ 1

z—0 X 2 2

¢) £ > 0 oldugundan Teorem 30.2 (2) geregi yle bir §; > O vardirkiz € 4,0 < |z —a | < §, iken
f(z) > £ > 0; bu komsulukta \/f(z) tanimhdir ve /f(z) > 0. Asagidaki fonksiyonlarin hepsini
Ay={zx € A:0<|z—a|<d,} kilmesi iizerinde diigiinelim; a € A" oldugundan a, A, da bir
y1gilma noktasidir ve tanim kiimesini A’dan A,’a daraltmak var olan limitleri degistirmez (limit tani-
mindaki kosul daha az z i¢in istenir, dolayisiyla A i¢in bulunan § burada da ise yarar). Boyle z’ler icin,

(Vflz)— \/Z) (Vflz)+ \/Z) = f(x) — £ 6zdesliginden ve \/f(z) + V£ > V£ > 0 olmasindan

@) bl [ f@) 1]
[VF@) =2 = \/_+\/_ /.

Sag taraftaki g(z) = L)t v/ | fonksiyonu 0’a gider: fark kuralyla f(z )—E — O Teorem 30.1 ile
| f(x) — €| — 0, sabitle carpim kurahyla g( ) — 0. Sonug 30.3 geregi \/f(z) — V¢ — 0; toplam
kuraliyla (sabit \/Z eklenerek) lim,,_,, 1/ f(z) = V.

d) Taban fonksiyonunun tanimi (Tanim 12 1 Teorem 12.3) geregi her y € Ri¢in |y] <y < |y] + 1,
yaniy — 1 < |y]| < y.Bunuy = 1/z (z # 0) i¢in yazalim:

1 1 1
1<) =5
z T T

x > 0ise z ile carpinca yoén korunur: 1 —z < z|1/z| < 1.z < 0ise yon gevrilir: 1 < z|1/z] <1 —
x. Her iki durumda z|1/z |, 1 ile 1 — x arasindadir; dolayisiyla her z # 0 i¢in

1
x{—Jl‘gm.
x
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lim,_,,| z | = 0 oldugundan Sonuc 30.3 ile z|1/z| — 1 — 0, yani

. 1
lim x{—J =1.
z—0 x

(Taban fonksiyonu 0 yakininda sonsuz kez sigrar;  ¢arpani sigramalari | | boyuna indirir. Sikigtirma
teoremi de dogrudan uygulanabilirdi: z > 0i¢cin 1 —z < z|1/z| <1,z <0igin 1 < z|1/z| <1—
x; iki durumu tek esitsizlikte toplayan 1 — | z | < z|1/z] <1+ | z | sinirlarinin limiti 1°dir.)

e) Dizisel 6lciitle (Sonug 28.1) gésterelim. x,, = % vey, = —711 dizileri R \ {0} i¢indedir ve 0’a yakinsar.

sin x

o(z) = T5 T olsun.

o(z,) = sinl(/lr/Ln), o(y,) = sin(l—/:L/n) _ sinl(/lr/Ln)'

Teorem 30.6 ve dizisel dl¢iit (Teorem 28.1, = yo6nii) geregi ml(/# — 1; dolayisiyla ¢(x,,) = 1 ve
sinx sSin o

Gozlem: z > Oigin p(x) = z < 0igin p(x) = —#22Z; fonksiyon 0’a sagdan yaklagirken 1’e, soldan

x T

yaklasirken —1’e gider. “Sagdan” ve “soldan” limitleri bir sonraki boliimde tanimlayacagiz.
]

©(y,,) — —1. Goriinti dizileri farkl limitlere gittiginden lim yoktur.

Limitin siralamayla iligskisi tamamlandi: mutlak deger ve sifirdan farkl limit komsuluga taginir, esitsiz-
likler limite “<” olarak geger, sikistirma limitin varligini verir ve bunlarin birlesimi lim,,_,, *2£ = 1 gibi
temel limitleri kanitlar. Son alistirmada gordiigimiiz gibi bazi fonksiyonlar bir noktaya iki yandan farklh

degerlere yaklasir; limitin bu incelmig halini bir sonraki béliimde inceliyoruz: Tek Yonlt Limitler.
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31.1

31. Tek YOonlu Limitler

Onceki boliimlerde taban fonksiyonu |z|’in hicbir k € Z noktasinda limiti olmadigini iki yéntemle
gosterdik: k’ya sagdan yaklasan z,, = k + 7—11 dizisinde fonksiyon degerleri hep k, soldan yaklasan y,, =
k— % dizisinde hep k — 1’dir. “Limit yok” demek burada bilgiyi gizlemektir: fonksiyon k’nin saginda ve
solunda ayr1 ayr1 gayet diizenli davranir; yalnizca iki tarafin hedefi farklidir. Bu b6limde limit kavramim
tek bir yone kisitlayarak bu bilgiyi kurtaracagiz.

Sag ve sol limitler yalmzca “bozuk” noktalar1 siiflandirmakla kalmaz; sonraki boliimlerde siireksizlik
turlerini (Tanim 34.1) tamimlamanin ve monoton fonksiyonlarin davranigini anlamanin temel araci olur.
Bolimiin sonunda tamlik aksiyomunun giizel bir sonucunu ispatlayacagiz: monoton bir fonksiyonun her
ic noktada sag ve sol limiti her zaman vardir.

Sag Limit ve Sol Limit

Tanim 27.11le lim,,_,, f(z) = £ derken a’nin her iki tarafindaki z’leri, yani 0 < | z — a | < ¢ kosulunu
saglayan buitiin © € A noktalarini gozetiyorduk. Sezgi basit: yalnizca a’nin sagindaki (x > a) noktalara
bakarsak “sag limit”, yalnizca solundakilere (z < a) bakarsak “sol limit” elde ederiz. Tek dikkat edilecek
sey, baktigimiz tarafta a’ya yigilan noktalar bulunmasidir; aksi halde kosul bos yere saglanir.

Tanim 31.1 (Sag Limit ve Sol Limit). A C R, f: A — R bir fonksiyon ve a, £ € R olsun.
1. a noktast A N (a, o) kiimesinin bir y1gilma noktasi olsun (Tanim 17.1). Her &€ > 0 i¢in

z€A a<z<a+d=|flx)—{L|<e

olacak bicimde bir § > 0 varsa, £ sayisina f’nin a noktasindaki sag limiti (right-hand limit) denir ve

lim f(z) =4  yadaksaca  f(a™)=1¢

z—at

yazilir.

2. a noktast A N (—o0, a) kiimesinin bir y1gi1lma noktasi olsun. Her € > 0 i¢in
z€A a—d<z<a=|flx)—L]|<e

olacak bi¢imde bir § > 0 varsa, £ sayisina f’nin a noktasindaki sol limiti (left-hand limit) denir ve

lim, ,,- f(z) ={yada f(a™) = £ yazilir.

Sag ve sol limitlere birlikte tek y6nlii limitler (one-sided limits) denir.
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354 Boliim 31. Tek Yonlii Limitler

fla) | o— i

fla) | °®

fla) |

Sekil 31.1: a noktasinda sigrayan bir fonksiyon. Soldan yaklasinca degerler fla”)'ye, sagdan yaklasinca
fla*)'ya yigilir; iki tek yonli limit de vardir ama farklidir, bu yiizden x — a limiti yoktur. Fonksiyonun
a'daki degeri fa) ise ikisinden de bagimsizdir: tek yonlii limitler yalnizca a'nin yanindaki noktalara bakar.

Tanimdaki y1g1lma noktas: kosulunu agalim. a’nin A N (a, co) kiimesinin y1g1lma noktasi olmasi, her § >
0 i¢in delinmig komguluk B*(a, §)’nin bu kiimeden bir nokta icermesi demektir; B*(a, d) N A N (a, 00) =
AN (a,a+ d) oldugundan kosul, her § > 0 icin A N (a,a + §) # & bi¢imini alir. Yani a’nin hemen
saginda, istedigimiz kadar yakinda, A’nin noktalar1 vardir. ¢’nin kendisi A’da olmak zorunda degildir;
olsa bile f(a) degeri sag limiti etkilemez, ¢iinkii kogulda yalmizca > a olan noktalar geger.

Sag limit aslinda yeni bir kavram degildir: f’nin tanim kiimesini a’nin sagindaki noktalara kisitlayip
bildigimiz limiti almaktan ibarettir. Bu gzlem, limitler i¢in ispatladigimiz her teoremi tek yo6nlii limitlere
bedavaya aktaracak.

Onerme 31.1 (Tek Yonlii Limit, Kisitlamanin Limitidir). f: A — R vea,f € R olsun; At = AN
(a,00), A= = AN (—00,a) yazalim. a, A* kiimesinin bir yigilma noktasiysa asagidaki birinci denklik, A~
kiimesinin bir yigilma noktasiysa ikinci denklik gecerlidir:

limf(x):félignf|A+(m):€ ve limf(x):é(i)liinf|k(x):£.

r—at T—a~

Burada f | 4+, f 'nin A% kiimesine kisitlamasidir ve sagdaki limit Tanim 27.1 anlamindadur.

ispat.
Sag limit icin yazalim; sol limit aymidwr. Iki tanimin da o6n kosulu aymidir: a, A™ kiimesinin yigilma
noktasidwr. Simdi x € A" olsun. x > a oldugundan | x — a | = x — a’dir; dolayisiyla

O0<|z—a|<d&el<z—a<disa<z<a+d.

Ohalde ‘z € At ve0 < |z —a | < kosuluile r € Avea < x < a+ §” kosulu ayni x’leri seger. Her
iki tanimda bu z’ler igin istenen sonug da aymdir: | f(x) — £ | < e. Iki tanim kelimesi kelimesine értiisiir.
|

Kisitlamayla ilgili kiiciik ama sik kullanilacak bir gozlem daha: bir fonksiyonun limiti varsa, tanim
kiimesini kii¢iiltmek (y1g1lma noktas: kosulunu bozmamak kaydiyla) limiti degistirmez.
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31.1 Sag Limit ve Sol Limit 355

Lemma 31.1 (Kisitlamanin Limiti). ¢g: B — R, lim,_,, g(z) = £ ve C C B olsun. a, C nin bir yigilma
noktastysalim,_,, g | () = £’dir. Ayni ifade sag ve sol limitler icin de gecerlidir.

Ispat.

€ > 0 wverilsin. Hipotez gerefi x € B, 0 < | x —a | < J iken | g(x) — £ | < € olacak bigimde 6 > 0
vardir. C' C B oldugundan bu kosul x € C, 0 < | z —a | < § olan her x icin de saglanir; bu da tam
olaraklim,_,, g | (z) = £ demektir. Tek yonlii sirimlerde0 < | z —a | < § yerinea < x < a+ 0 ya
daa — 0 <z < a yazilir; ispat degismez.

|

Sonu¢ 31.1 (Limit Teoremleri Tek Yonlii Limitler Icin de Gegerlidir). f,g,h: A — R olsun ve
a, AT = AN (a,00) kiimesinin bir yigilma noktast olsun (sol limitler igin ayni kosul A~ = AN (—o0,a)
tizerinde istenir). Sag (ve sol) limitler icin asagidakiler gecerlidir:

1. Teklik. Sag limit varsa tektir.

2. Aritmetik. f(a*) = £, ve g(a™) = £y ise (f + g)(a™) =4 + £y, (fg)(a™) = €14y, (cf)(a¥) = cly;
ayrica £y # 0 ve g, a’nin sagindaki noktalarda sifirdan farklysa (f/g)(at) = £, /¢y dir.

3. Siralama. a’nin sagindaki noktalarda f(z) < g(z) ve iki sag limit de varsa f(a™) < g(a™) dir.

4. Sikistirma. a’min sagindaki noktalarda f(z) < g(z) < h(z) ve f(a™) = h(at) = £ ise g(a™) = £'dir.

5. Stnurly carpr sifir. f(at) = 0 ve g, a’min saginda sinirliysa (fg)(a™) = 0’dir.

Ispat.

Onerme 31.1 geregi sag limit, f | s« 'min a’daki limitidir. Her maddede gegen fonksiyonlarin hepsini A*
kiimesine kisitlayip ilgili teoremi uygulamak yeter: teklik icin Teorem 27.1, aritmetik i¢in Teorem 29.2,
siralama igin Teorem 30.4, sikigtirma igin Teorem 30.5, sinirli ¢arpu sifir i¢in Teorem 30.3. “a’nin sagindaki
noktalarda” ifadesi, “a’nin A" icindeki bir delinmis komsulugunda” demektir; teoremlerin hipotezleri tam
bunu ister.

|

Tanimu iki temel drnekte ¢aligtiralim. 1lki, yalnizca bir tarafi olan bir fonksiyon.

Ornek 31.1 (Karekokiin Sifirdaki Sag Limiti). f:[0,00) — R, f(z) = /z olsun (karekokiin varligt
icin Teorem 13.2). lim,_, o+ v/ = 0 oldugunu gosterelim.

Cozim.

Once 6n kosul: A = [0, 00) icin AN (0,00) = (0,00) ve her § > 0 icin § € (0,6) N A; yani 0, AN
(0, 00) kiimesinin y1g1lma noktasidir.

e > 0 verilsin. § = €2 alalm. 0 < z < d ise 0 < \/Z ve /T < v/ = ¢ olur; gercekten /z > ¢ olsaydi
Onerme 7.12 geregi (negatif olmayan sayilarda kare alma siralamay1 korur) x > &2 = § olurdu. Dolayi-
styla

| Vz—0|=vz<e

Bu, lim,_,y+ v/ = 0 demektir.

Burada A N (—00,0) = & oldugundan 0’da sol limitten sz edilemez. Ote yandan 0, A'nin bir yigilma
noktasidir ve Tanim 27.1 anlamindaki limit de vardir: z € A i¢in 0 < | £ — 0 | < ¢ kosulu zaten 0 <
x < 0 demektir, yani yukaridaki hesap kelimesi kelimesine lim,_,, v/ = 0 esitligini de verir. Genel
kural: A C [a, 00) ise a’daki limit ile sag limit ayn1 seydir.

|

Ikinci 6rnek, iki tarafi farkli olan bir fonksiyon.
Ornek 31.2 (Isaret Fonksiyonunun Sifirdaki Tek Yonlii Limitleri). f:R\ {0} = R, f(z) = Lzl

T

olsun. f(0%) =1, f(07) = —1 oldugunu ve lim,_,, f(z)’in var olmadifini gdsterelim.
Coziim.
x> 01icin | x | = @, dolayisiyla f(z) = 1; 2 < O icin | ¢ | = —=z, dolayisiyla f(x) = —1 (Tarum 8.1).

Yani f, sifir disinda isaret fonksiyonuyla (Tanim 7.6) cakigur.
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Sag limit. ¢ > 0 verilsin; § = 1 alalim (aslinda her ¢ ise yarar). 0 <z < 1lise | f(z)—1|=]1—
1| =0<e Ohalde f(0") = 1.

Sol limit. Aymi bigimde —1 < z < Oise | f(z) —(—1) | =0 < &; yani f(07) = —1.

Limit yok. Diyelim ki lim__,, f(z) = ¢ olsun. € =1 i¢in bir § > 0 bulunur: 0 < | z | < ¢ iken
| f(z) — ¢ | < 1.z =3 ve 2’ = —3 noktalar1 bu kosulu saglar; f(z) =1, f(z') = —1 oldugundan
|1—¢|<1ve|—1—2¢|< 1. Ugcgen esitsizligiyle (Teorem 8.2)

2= 1-0)—(-1-0)|<|1—L|+|—-1—4|<1+1=2,

yani 2 < 2; celigki. Limit yoktur. Asagidaki Sonuc 31.2 bu sonucu tek satirda verecek: sag ve sol limitler
farkliysa limit olamaz.
]

Limit ile Tek Yonlii Limitlerin Iliskisi

Yukaridaki 6rnek genel kurali ele veriyor: limit, sag ve sol limitlerin “anlagmas1” demektir.

Teorem 31.1 (Limitin Varligi ile Sag ve Sol Limitler). f: A — R olsun ve a noktast hem A N (a, 00)
hem de A N (—o0, a) kiimesinin bir yigilma noktast olsun. O zaman

ilil(ll flz)=L< 1152+ flz) =4 ve mhﬁrzlﬁ f(z)=¢.

Baska bir deyisle: limit vardir ancak ve ancak sag ve sol limitlerin ikisi de vardir ve birbirine esittir; bu
durumda limit, ortak degere esittir.

Ispat.

AN (a,00) C A oldugundan a, A’nin da yigilma noktasidir; dolayisiyla soldaki limit anlamhdir.
(=)lim,_,, f(x) = £ olsun vee > 0 verilsin. Tanim geregizx € A,0< |z —a | < {diken| f(z)—£ | <
€ olacak bicimde § > 0 vardir. Simdix € Avea <z <a+dise0 <z —a=|z—a|<Jdolur;ohalde
| f(z) — €| < e. By, ayni§ ile sag limit tanimimin saglandigim gosterir: f(a™) =4.z € Avea—6 <
r<aise0<a—z=|z—al|<dyine| f(x) —L|<e yanif(a~) =4,

(<) f(a™) = f(a™) = £ olsun ve € > 0 verilsin. Sag limit tammindan © € A, a < z < a + 0, iken
| f(z) — £ | < € olacak bigimde 6, > 0; sol limit tammmindanx € A,a — 6, < x < a iken| f(z) —£ | <
¢ olacak bigimde 65 > 0 vardir. § = min{d,,d,} alalim.x € Ave0 < | z — a | < § olsun. U¢lem yasasi
geregiyax > a yaxr < a’dwr (x = a olamaz, ¢iinkii | z —a | > 0).

cex>aisea<z<a+d<a+dq;saglimit kosulu| f(x) — £ | < € verir.
cx<aisea—0y<a—03 <z <a;sollimit kosulu| f(x)— £ | < e verir.

Her iki halde de | f(z) — ¢ | < &; yanilim,_,, f(z) = £.
|

Bu teorem, bir limiti hesaplamanin ya da yoklugunu géstermenin en pratik yolunu verir: par¢ali tanimh
bir fonksiyonda her parcanin kendi limitini hesapla, sonra karsilagtir.
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1 Tek tarafi olan noktalar

Teoremde a’nin iki tarafta da yigilma noktast olmasi istendi. Bir yigilma noktasinin en az bir tarafta
y1gilma noktasi olmasi zorunludur: ¢ € A’ ise B*(a,d) = (a — J,a) U (a,a + §) kiimesi her § i¢in
A’dan nokta igerir. Bir ¢; i¢in AN (a,a + ;) = & ve bir d, i¢cin AN (a — d,,a) = & olsaydy, § =
min{d;, d,} i¢in B*(a,d) N A = & olurdu; geliski.

a yalnizca bir tarafta yigilma noktasiysa — 6rnegin A = [0, 1] ve a = 0 — limit ile o taraftaki tek yonlii
limit aym seydir. Diyelim a, A N (a, 00) kiimesinin y1g1lma noktas: olsun ama bir d, > 0 i¢in AN
(a — 8y, a) = & olsun. Ispatin (=) yaris1 aynen gegerlidir. (<) yarisinda sag limitin verdigi 6, ile § =
min{d;,d,} alimir: x € Ave 0 < |z —a | < 4§ ise z, a’nin solunda olamaz (¢iinkit A N (a — d,, a)
bostur), dolayisiyla a < z < a + &; ve sag limit kosulu | f(z) — £ | < € verir. Ornek 31.1 sonundaki
gozlem bunun 6zel halidir. Bu yiizden “limit vardir ancak ve ancak var olan tek yonlii limitler birbirine
esittir” ctimlesi her durumu kapsar.

Sonuc 31.2 (Limitin Yoklugu i¢in Tek Yonlii Olciit). a, Teorem 31.1 hipotezini saglasin. Sag ve sol
limitlerden en az biri yoksa ya da ikisi de var oldugu halde f(a™) # f(a™) iselim,_,, f(z) yoktur.

ispat.

Karsit tersini gdsterelim: limit var ve £ ’ye esit olsun. Teorem 31.1'in (=) yonii gerefi sag ve sol limitlerin
ikisi de vardwr ve ikisi de £’ye esittir; yani ikisi de var ve f(a%) = f(a™). Bu, sonucun hipotezinin
olumsuzlamasidir.

]

Ornek 31.3 (Taban Fonksiyonunun Tam Sayilardaki Tek Yonlii Limitleri). f(z) = |z|vek € Z
olsun. f(k*) = kve f(k~) = k — 1 oldugunu gésterelim; sonug olarak lim,,_,, | x| yoktur.

Coziim.

Tamm 12.1 geregi |z, |z] < x < |z] + 1 kosulunu saglayan tek tam sayidir. k < z < k+ 1lise k <
x < k + 1 oldugundan bu tek tam say1 k’dir: |z| = k. Benzer bigimde k — 1 < z < kise |z] =k — 1.
Sag limit. € >0 verilsin; § =1 alalm. k<z <k+1ise | |[z] —k|=|k—k|=0<e. Yani
fET) = k.

Sollimit. Yined=1:k— 1<z <kise| |z] —(k—1)|=0<e Yani f(k) =k —1.

k # k — 1 oldugundan Sonuc 31.2 geregi lim,_,; |x| yoktur. Onceki boliimlerde dizisel ve Cauchy
ol¢titleriyle uzun uzun gésterdigimiz sonug, tek yonlii limitlerle iki satira sigdi. Bir gézlem daha: f(k) =
k= f(k%), yani fonksiyonun k’daki degeri sag limitiyle uyusur, sol limitiyle uyusmaz. Siireklilik
bélimiinde buna “sagdan siirekli” diyecegiz.

|

Ornek 31.4 (Parcali Fonksiyonda Parametre Bulma). c € R bir sabit ve

@) = 2 +c,x <1 ise,
T 13z—1,z>1 ise

olsun. lim__,; f(z)’in var olmasi i¢in ¢ ne olmalidir?

Coziim.

1 noktast hem (1, 00) hem de (—oo, 1) kiimesinin y18i1lma noktasidir; Teorem 31.1 uygulanabilir.

Sag limit. (1,00) tizerinde f, p(z) =3z — 1 polinomuyla cakisir: f |1 o) =P [(1,0)- Sonug 29.3
geregilim, ,; p(z) = p(1) = 2; Lemma 31.1 geregi kisitlamanin da limiti 2°dir; Onerme 31.1 geregi bu,
f(17) = 2 demektir.

Sol limit. (—oo, 1) iizerinde f, q(z) = 2% + ¢ polinomuyla cakisir; ayni akil yiiriitmeyle f(17) =
g1)=1+c.

Teorem 31.1 geregi limit vardir ancak ve ancak 1 + ¢ = 2, yani ¢ = 1 ise. Bu durumda lim_,; f(z) =
2’dir; tistelik f(1) = 3-1— 1 = 2 oldugundan limit, fonksiyonun o noktadaki degerine de esittir.

|
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© Parcali fonksiyonlarda calisma recetesi

Bir par¢anin siir noktasinda limit soruldugunda: (1) sinirin sagindaki formiille sag limiti, solundaki
formiille sol limiti hesapla — her parca ¢ogu zaman bir polinom ya da rasyonel fonksiyondur, Sonug
29.3 ve Sonug 29.4 kisitlamayla birlikte isi bitirir; (2) ikisi esitse limit odur, degilse limit yoktur (Sonug
31.2). Fonksiyonun siur noktasindaki degeri hesaba hig girmez.

Tek Yénlii Limitler icin Dizisel Olciit

Teorem 28.1 fonksiyon limitini dizi diline ¢evirmisti. Ayni ¢eviri tek yonli limitler icin de gecerlidir; tek
fark, a’ya yaklasan dizilerin tek taraftan gelmesidir.

Teorem 31.2 (Tek Yonlii Limitler icin Dizisel Olgiit). f: A — R olsun ve a, AN (a, o) kiimesinin
bir yigilma noktasi olsun. O zaman lim,_, .+ f(x) = £ olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sudur: A icinde, her
terimi a’dan biiyiik olan ve a’ya yakinsayan her (z,)) dizisi i¢in lim,,_,  f(z,) = £’dir.

Sol limit icin ayni ifade, terimleri a’dan kiiciik dizilerle gecerlidir.

Ispat.

(=) f(at) = L olsun; (z,,), A iginde z,, > a vex,, — a kosullarini saglayan bir dizi olsun. e > 0 verilsin.
Sag limit tammindan x € A, a < x < a + 0 iken| f(x) — £ | < € olacak bigimde 6 > 0 vardir. x,, — a
oldugundan (Tanim 20.1) bu ¢ i¢in bir N € N vardir:n > N iken | z, —a | < 4. x,, > a oldugundan
bu, a < z,, < a+ § demektir; z,, € A ile birlikte sag limit kosulu | f(z,) — £ | < € verir. Yanin > N
icin| f(z,) —¢ | <e; buda f(x,) — £ demektir.

(<) Olmayana ergi ile. Sag taraftaki dizi kosulu saglansin ama f(a*) = £ olmaswn. Sag limit taniminin
olumsuzlamasi sudur: 6yle bir ey > 0 vardir ki her § > 0 icina <z <a+d ve| f(z) — € | > ¢, olan
birxz € A bulunur. Hern € N i¢in § = % alip boyle bir noktay: x,, diye adlandiralim:

1
z, €A, a<xn<a+ﬁ, | f(z,)—L| > ¢

a<z,<a-+ % ve % — 0 (Ornek 20.1) oldugundan sikisirma teoremi (Teorem 21.6) x,, — a verir.
Béylece (x,,), hipotezdeki tiirden bir dizidir: A’da, terimleri a’dan biiyiik, a’ya yakinsak. Hipotez geregi
f(z,) — £ olmahdwr. Ama e = € i¢in hi¢cbir N ise yaramaz, ¢iinkii her n icin | f(z,) — € | > g, dir.
Celiski; o halde f(a™) = £’dir.

|

Ispat (ikinci yol).

Onerme 31.1 geregi f(a%) = £, f | 4+ 'nin a’daki limitinin £ olmasi demektir. Teorem 28.1 bunu, “A™ \
{a} i¢inde a’ya yakinsayan her dizi icin gériintii dizisi £’ye yakinsar” kosuluna denk kilar. a ¢ A%t
oldugundan A* \ {a} = AT = AN (a,0); bu kiimedeki diziler tam olarak “A’da olup terimleri a’dan
biyiik” dizilerdir.

|

Dizisel dl¢iitiin asil giicii, limitin yoklugunu géstermektir.

Sonug 31.3 (Sag Limitin Yoklugu icin Dizisel Ol¢iit). f: A — R olsun vea, A N (a, 00) kiimesinin bir
yigilma noktasi olsun. A iginde terimleri a’dan biiyiik ve a’ya yakinsayan (z,,) ve (y,,) dizileriigin f(z,) —
0, fy,) = £y ve by + £, ise f’nin a’da sag limiti yoktur. Ayni sonug, (f(x,,)) dizisinin wraksak olmasi
durumunda da gegerlidir.

Ispat.

f(at) = £ olsaydi Teorem 31.2 geregi hem f(x,) — £ hem f(y,) — £ olurdu. Dizi limitinin tekligi
(Teorem 20.1) £ = £ = £y verir; bu, {1 + £ ile celisir. (f(x,,)) wraksaksa zaten f(z,) — £ olamaz.

|
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Ornek 31.5 (sin(1/x) Fonksiyonunun Sag Limiti de Yoktur). f(z) = s@g) (x # 0) fonksiyonunun
0’da sag limitinin de sol limitinin de olmadigini gésterelim.

Cozim.
Ornek 28.2'te 0°da limitin olmadigini gérmiistiik; simdi daha giiclii bir sey sdylityoruz: fonksiyon 0'mn
tek bir tarafina kisitlansa bile bir hedefe yerlesmez.
n € Nicin
1 1

r = — - -
" I+ 2nm’ Un 3% 4 2nm
alalim. Her iki dizinin terimleri pozitiftir. Paydalar +o00’a iraksar: Z + 2nm > n, 2% + 2nm > n ve (n)

dizisi +00’a raksadigindan (Ornek 22.1 (a)) Teorem 22.4 bunu verir. O halde Teorem 22.3 geregi x,, —
0 ve y,, — 0. Goruintiiler:

flz,) = 5(1372I + 2n7r) =1, fly,) = s<1132—7r + 2n7r) =—1.

Sabit diziler kendi degerlerine yakinsar: f(z,,) — 1, f(y,,) = —1 ve 1 # —1. Sonug 31.3 geregi f(0")
yoktur. Sol limit i¢in —z,, ve —y,, dizilerini kullaniriz: terimleri negatif, limitleri 0; sin tek fonksiyon
oldugundan f(—z,) = —1 ve f(—y,,) = 1. Yine iki farkli hedef; f(07) de yoktur.

Bu fonksiyon, siireksizlik tiirleri béliimiinde “ikinci tiir” siireksizligin temel 6rnegi olacak: bozukluk,
sag ya da sol limitlerden birinin bile olmamasindan kaynaklanir.

|

Monoton Fonksiyonlarin Tek Yonlii Limitleri

Dizilerde monotonluk ve siirlilik yakinsaklig1 garanti ediyordu (Teorem 23.1). Fonksiyonlar i¢in benzer
bir sonug var: monoton bir fonksiyonun sag ve sol limitleri her zaman vardir. Once kavrami tanimlayalim;
Tamim 19.4 ile kargilagtirin.

Tanim 31.2 (Monoton Fonksiyon). A C Rve f: A — R olsun. A’daki her z < y ¢ifti i¢in

« f(z) < f(y) ise f’ye artan (increasing), f(x) < f(y) ise kesin artan (strictly increasing);
« f(z) > f(y) ise f’ye azalan (decreasing), f(z) > f(y) ise kesin azalan (strictly decreasing)

denir. Artan ya da azalan fonksiyonlara monoton (monotone) denir.

Ornekler: x3, R'de kesin artandir (z <y ise y> — 2% = (y — 2)(2? + 2y + y?) > 0; ikinci carpan
i ((z +9)? + 2% +¢? ) > 0dir). |z] artandir ama kesin artan degildir (|0,2] = [0,7] = 0). i

(0, 00)’da kesin azalandir. Isaret fonksiyonu artandir. Sabit fonksiyon hem artan hem azalandur.

Teorem 31.3 (Monoton Fonksiyonun Tek Yonlii Limitleri). I C R bir aralik, f : I — R monoton
bir fonksiyon ve a, I’nin bir i¢ noktast olsun (yani birr > 0 i¢in (a —r,a +r) C I). O zaman f’nin a’da
sag ve sol limitleri vardwr. f artan ise

f@) =sup{f(z):zel,z<a}, fla¥)=f{f(z):zel,z>a} ve fla7)<f(a)<fa");

f azalan ise

fl@)=inf{f(z):z €1,z <a}, flat) =sup{f(z):z€l,xz>a} ve fla™) > f(a) > f(a™).
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y=f(x)
inf - fla")

fla)® )
f(xo) > f(a”’) - ¢

Xp<X<a=

fla") -e<fx)<fla’)

sup = fla')
f(XO)
fla))-¢

Xo=a-0 a X

Sekil 31.2: Artan f icin a'min solundaki degerlerin kiimesi (y ekseninde koyu cizili) tistten sinirlidir; supre-
mumu f(a~) sol limittir. Supremum tanimi geregif(a”) - e'u asan bir f(x,) vardir; x, <x <a i¢in artanlik f(x)'i
f(xo) ile f(a") arasinda tutar. Sagdaki degerlerin infimumu f(a*) sag limittir; f(a) ikisinin arasinda kalr.

ispat.

f artan olsun; azalan durumu sonda ele alacagiz.

Sol limit. S = {f(z) : x € I, x < a} kiimesine bakalim. a — 5 € I ve a — § < a oldugundan S #+ &.
x < aolan herx € I igin f artan oldugundan f(x) < f(a); yani f(a), S nin bir iist stmiridir. Boliim 10.4
geregi L = sup S vardir ve en kiigiik iist sinir oldugundan L < f(a).

f(a™) = L oldugunu gosterelim. On kosul saglanir: (a — r,a) C I N (—oo, a) oldugundan herd > 0 igin
INn(a—94,a) # &. € > 0 verilsin. Teorem 10.1 geregi L — e bir dist simwr degildir; yani f(x,) > L —¢
olan birxy € I, xzy < awvardird =a—xy>0alahm.z € [ vea—0 < z < aisexy < z < a olur; f
artan oldugundan f(z,) < f(z), ve f(z) € S oldugundan f(x) < L. Birlestirirsek

L—e< f(zy) < f(x) <L < L+e, yani | flx)— L | <e.

Bu, f(a™) = L demektir.

Sag limit. T = {f(x) : x € I,z > a} kiimesi a + § € I sayesinde bos degildir ve x > a icin f(x) >
f(a) oldugundan f(a) alttan simindwr. Boliim 10.4 (infimum bigimi) geregi M = infT vardir ve M >
f(a). € > 0 verilsin. Teorem 10.2 geregi f(x,) < M + € olan birz, € I, x; > a vardir § =z, —a >
0 alaim.z € I vea <x < a+ 9 isea <z < xzy; artanhktan f(z) < f(x,) ve f(z) € T oldugundan
M < f(z). Boylece

M—-—e<M< f(z) < f(z;) < M +e, yani | flz)— M | <e.

Bu, f(a™) = M demektir. L < f(a) < M esitsizliklerini yukarida gordiik.

Azalan durum. f azalan ise g = —f artandir: © < y i¢in f(z) > f(y), dolayisiyla —f(z) < —f(y).
Artan durumu g’ye uygulayalim: g(a™) = sup{—f(z) : < a} veg(a™) = inf{—f(z) : z > a} vardir
Sonug 31.1 (aritmetik, ¢ = —1) geregi f = —g’nin tek yonlii limitleri de vardir ve f(a™) = —g(a™),
f(at) = —g(a™) dw. Son olarak bir kiime B i¢in sup(—B) = — inf B oldugunu gérelim; burada —B =
{—b:be B}. m =inf B olsun: her b € B i¢in m < b, yani —b < —m; o hdlde —m, —B’nin bir iist
stndir. € > 0 icin Teorem 10.2 bir by € B ile by < m + € verir; buradan —by, > —m — ¢, yani —m — €
iist sinir degildir. Teorem 10.1 geregisup(—B) = —m.Bunu B = {f(z) : x < a} ve B={f(z) : x > a}
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kiimelerine uygulayinca f(a™) = inf{f(z) : * < a} ve f(a¥) = sup{f(z) : © > a} ¢kar; esitsizlikler
de g’ninkilerin —1 ile carpimis halidir.
|

Teoremin sdyledigi sudur: monoton bir fonksiyonda “bozukluk” ancak f(a~) # f(a™) biciminde, yani bir
sigrama olarak ortaya ¢ikabilir; sin(1/z) tiirii salinimlar monoton fonksiyonlarda imkansizdir. Siireksiz-
lik tiirleri béliimiinde bunu Teorem 34.1 olarak kaydedecegiz. Artan bir fonksiyon i¢in f(a®) — f(a™) >
0 farkina a’daki sigrama denir; limit vardir ancak ve ancak sigrama sifirdir (Teorem 31.1).

Sigramalarin birbirini “itmesi” de teoremden ¢ikar: artan bir fonksiyonda bir noktanin sag limiti, daha
sagdaki bir noktanin sol limitini gecemez.

Sonug¢ 31.4 (Artan Fonksiyonda Tek Yonlii Limitlerin Siralanisi). f: 1 — R artan,a < b vea,b
araligin i¢ noktalari olsun. O zaman a < x < b olan her x € I igin

fa*) < f(z) < f(b7),  omelolarak  f(a*) < f(b).

Ispat.

I bir aralik oldugundan a < x < b olan her x, I ’dadw. x > a oldugundan f(z) € {f(t):t € I,t > a}
ve bu kiimenin infimumu f(a™) oldugundan (Teorem 31.3) f(at) < f(z). * < b oldugundan f(z) €
{f@):t eI, t<b} vebu kiimenin supremumu f(b~) oldugundan f(z) < f(b~). a < b oldugu icin
boyle bir x (6rnegin %2, Onerme 7.11) vardir; dolayisiyla f(a™) < f(b7).

|

Bu sonug, sonraki boliimlerde monoton bir fonksiyonun sicrama noktalarinin en ¢ok sayilabilir oldugunu
(Teorem 34.2) géstermenin anahtari olacak: her sicramanin i¢ine bir rasyonel say1 sigdirilir ve sicramalar
birbirini itmedigi i¢in ayn1 rasyonel iki sicramaya diismez.

Ornek 31.6 (Sigrayan Artan Bir Fonksiyon). f:R — R,

x, <0 ise,
flz) = %, =0 ise,
z+ 1,2 >0 ise

olsun. f’nin artan oldugunu gosterip 0’daki tek yo6nlii limitlerini hem Teorem 31.3 ile hem de tanimla
bulalim.

Cozim.

Artanlik. < y olsun. Her iki nokta da negatifse f(z) = z < y = f(y); her ikisi de pozitifse f(z) =
w—l—l<y+1:f(y).x<0=yisef(x)=:17<0<%zf(y);x:0<yisef(:c)=%<1<y-|—
1=fysz<0<yise f(z) =2 <0<1<y+1= f(y). Her durumda f(z) < f(y) (hatta <); f
kesin artandir.

Teoremle. {f(z) : x < 0} = {z : £ < 0} = (—00,0) kilmesinin supremumu 0’dr: 0 bir st sinirdir
ve € > 0 igin —5 € (—00,0), —5 > 0 — ¢ oldugundan Teorem 10.1 uygulanir. Dolayisiyla f(07) =
0.{f(z): x>0} ={z+1:2z>0}=(1,00) kiimesinin infimumu 1’dir: 1 bir alt sinirdir ve € > 0
icin1+ § € (1,00),1+ § < 1+ ¢ oldugundan Teorem 10.2 uygulamr. Boylece f(0*) = 1. Gergekten
f(07)=0< 3= f(0) <1= f(0");sigrama 1 — 0 = 1'dir ve limit yoktur.
Tanimla. € > 0 verilsin; d = ¢ alalm. -6 <z <0ise | f(z) —0|=|z|<d=e& 0<z < ise
| f(x) —1|=|z | <e. Ayni sonug.

Taban fonksiyonu icin de teoremi smayalim: sup{|z| : ¢ < k} = k— 1 (kime {...,k — 2,k — 1} dir,
en bityiik elemani k — 1) ve inf{|z| : > k} = k; bu, Ornek 31.3 ile uyusur.

|

Alistirmalar

Aligtirma 31.1 (Tek Yénlii Limitler). a) f(z) = |£_:§\ (x #2) igin f(2%) ve f(27)’yi bulun;
lim,_,, f(z) var m1?
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b) g(z) = |z] + |—z] ve k € Z olsun. g(k*), g(k~) ve g(k)’yi bulun. lim,,_,, g(x) var m1?
¢) lim,_,o: || = 1 oldugunu gésterin.
d) a,b € R sabitler ve

ax +b,x <0 ise,
flx)=<22+1,0< 2 <2 ise,
a—z, x>2 ise

olsun. f’nin hem 0’da hem 2’de limiti olmasi icin a ve b ne olmalidir?
e) f: (o, ) — R artan ve iistten smirh olsun. L = sup{f(z) : = € (o, §)} ise lim,_,5- f(z) = L oldu-
gunu gosterin.

Coziim.

a)x>2icin |z —2|=x—2, dolaywsiyla f(z) =1; 2 <2 i¢in | z — 2 | = —(z — 2), dolayisiyla
f(x) = —1. Ornek 31.2'daki gibi her € > 0 i¢in § = 1 ise yarar: 2 < z < 3iken | f(z) —1|=0<e¢
vel <z <2iken| f(z)+1]|=0<e Yanif(2t) =1, f(27) = —1.1 # —1 oldugundan Sonug 31.2
geregilim,_,, f(z) yoktur. (Bu fonksiyon i | 2 | /2’in 2 birim saga kaydirilmigidir.)

b) k<z <k+1 olsun. |z] =Kkdir (Ornek 31.3). Ote yandan —k — 1 < —z < —k oldugundan
|—z] = —k — 1. Boylece g(z) =k+ (—k—1)=—1. Simdi k— 1<z <k olsun: |z| =k—1 ve
—k < —x < —k + 1 oldugundan | —z| = —k; yine g(z) = —1. Her iki tarafta da g sabit —1 oldugun-
dan (6 =1 ile) g(k*) = g(k~) = —1. Teorem 31.1 geregi lim, ,; g(z) = —1 vardir. Ama g(k) =
|k] + |—k] = k — k = 0 # —1: limit var, fonksiyonun degeriyle uyusmuyor. Siireksizlik tiirleri bsli-
miinde buna “kaldirilabilir siireksizlik” diyecegiz — g(k)’yi —1 yapsak bozukluk giderilir.

¢)z > Oolsunve t = 1 > 0 yazalim. Tanim 12.1 geregi |t| <t < [t] + 1; ikinci esitsizlikten ¢ — 1 <
|t]. Yani

1 1 1
c-1<|] =5
x x x
Pozitif z ile carpmak esitsizlik yoniinii korur:
1
1—x<xL—JS1 (x > 0).
x

Alt smir 1 — z bir polinomdur; Sonug 29.3 ve Lemma 31.1 ile lim,_,+ (1 — ) = 1. Ust sinur sabit 1’dir.
Sonug 31.1 (stkistirma) geregi lim_ o x[1/z| = 1. Not: < 0 i¢in aymt ¢t — 1 < [t] < t esitsizligi
negatif z ile carpilinca yon degistirir ve 1 < z|1/x] < 1 — z verir; sikigtirma sol limiti de 1 yapar,
dolayisiyla lim_ .o z|1/z]| = I’dir.

d) 0 noktasinda: (—o0, 0) iizerinde f = az + b, dolayisiyla f(07) = a - 0 + b = b (Sonug 29.3, Lemma
31.1, Onerme 31.1); (0,2) iizerinde f = 22 + 1, dolayisiyla f(0") = 1. Limit icin b = 1 gerekir ve
yeter (Teorem 31.1). 2 noktasinda: (0, 2) {izerinde f = z2? + 1, f(27) = 5; (2, 00) {izerinde f = a — =,
f(27) = a — 2. Limit i¢in a — 2 = 5, yani a = 7 gerekir ve yeter. Cevap: a = 7, b = 1. Bu degerlerle
fl@)=Tz+1(x<0),22+10<x<2),7—2z(x>2) olurvelim, ,, f=1= f(0), lim, ,, f =
5= f(2).

e) {f(z):z € (a,B)} kiimesi bos degildir ve hipotez geregi tstten sinirhdir; Bélim 10.4 ile L
vardir. On kosul: (o, 8) N (—o0, B) = (a, B) ve her § > 0 i¢in (8 — 6, 8) N (o, B) #+ & (6rnegin B —
3 min{d, 3 — a} bu kesisimdedir). & > 0 verilsin. Teorem 10.1 geregi f(z,) > L — € olan bir z, €
(o, B) vardir. § = f—xy > 0alalm. § — 0 <z < Bise zy < x < B, z € (a, f); artanliktan f(zy) <
f(z) ve L ust sinir oldugundan f(x) < L. Béylece L —e < f(z) < L, yani | f(z) — L | <e. Bu,
lim, 5 f(x) = L demektir. Ispat, Teorem 31.3'in sol limit kisminin aynisidir; tek fark, iist sinirin
f(B) gibi bir degerden degil hipotezden gelmesidir. f tistten sinirli degilse sonlu sol limit olamaz; bu
durumda fonksiyon 3’ya soldan yaklasirken her sinir1 agar — sonraki bélimiin konusu.

]

Tek yonli limitler, limit kavramini “hangi yonden” sorusuyla inceltti: limit vardir ancak ve ancak iki yén
anlasir, monoton fonksiyonlarda ise iki yon her zaman kendi hedefine ulasir. Geriye, limitin sonlu bir
say1 olmadig1 durumlar kaldi: fonksiyon bir noktaya yaklasirken sinirsizca biiyiiyebilir ya da & sinirsizca
biiylirken fonksiyon bir degere yerlesebilir. Bunlar1 ve grafiklerdeki karsiliklar1 olan asimptotlar1 bir
sonraki bolimde inceliyoruz: Sonsuz Limitler ve Sonsuzdaki Limitler.
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32. Sonsuz Limitler ve Sonsuzdaki Limitler

Simdiye kadar “limit” dedigimizde iki sey hep sonluydu: ’in yaklastig1 a noktasi bir reel sayiydi ve f(z)’in
yaklastig1 £ degeri de bir reel sayrydi. Oysa w—12 fonksiyonu 0’a yaklasirken her sinir1 asar; % fonksiyonu
ise = sinirsizca bilyiirken 0’a yerlesir. Ilk durumda deger sonsuza kagar, ikincisinde degisken sonsuza
gider. Diziler bolimiinde +o00’a 1raksamay1 (Tanim 22.1) tanmimlarken ayni ihtiyact duymustuk; burada
ayni fikri fonksiyonlara tasiyoruz.

Bu boliimde iki yeni limit tiirii tanimlayacagiz: bir noktada sonsuz limit (z — a iken f(x) — 4o00) ve
sonsuzdaki limit (z — +o0 iken f(z) — £ ya da +00). Sonra hepsi i¢in ortak bir dizisel 6l¢iit kuracak,
sonsuzla yapilan islemlerin kurallarini ispatlayacak, rasyonel fonksiyonlarin sonsuzdaki davranisim
tumiiyle ¢ozecek ve grafiklerdeki karsilig1 olan asimptotlar: tanimlayacagiz.

Bir Noktada Sonsuz Limit

Teorem 29.1, limiti olan bir fonksiyonun limit noktasinin bir delinmis komsulugunda sinirli oldugunu
séylityordu; bu yiizden 1/z% nin 0’da (sonlu) limiti yoktur. Ama “limit yok” demek, 1/22’yi sin(1/z) ile
ayni1 kefeye koymaktir. Oysa 1/z2 son derece diizenli davranir: z, 0’a yaklastikca 1/z? istedigimiz her
M esigini agar ve asmaya devam eder. Taum bu ciimleyi e-9 kalibina déker: € toleransinin yerini M
esigi alir.

Tanim 32.1 (Bir Noktada Sonsuz Limit). A CR, f: A — R bir fonksiyon ve a, A kiimesinin bir
y1gilma noktasi olsun (Tanim 17.1).

1. Her M > 0O igin
z€A O<|z—al|<déi= flx)>M

olacak bi¢imde bir § > 0 varsa, f’nin a noktasinda +o0’a wraksadig: (diverges to +00) ya da a’daki
limitinin 400 oldugu sdylenir ve lim_,, f(z) = +oo yazilir.

2. Her M >0 icin z€ A, 0<|xz—a]|<d iken f(z) < —M olacak bicimde bir § >0 varsa
lim, ., f(z) = —o0 yazilir.

3. Tek yénlii siiritmler. a, AN (a,c0) kiimesinin bir yiilma noktasiysa ve her M > 0 i¢in = € A,
a <z <a+diken f(z) > M olacak bigcimde bir 6 > 0 varsa lim,_, .+ f(z) = 400 (kisaca f(at) =
+00) yazilir. f(a®) = —o0, f(a”) = 400 ve f(a~) = —oo benzer bigimde tanimlanir (Tanim 31.1 ile
karsilastirin).

Niceleyicilerle, lim,,_,, f(z) = +o0:

VM >036>0Vze A0<|z—a|<d= f(z)> M.

Tanumi Tanim 27.1 ile yan yana koyalim. Sonlu limitte hedef, £'nin (¢ — ¢, ¢ 4 €) komsuluguydu; burada
hedef (M, 00) 1s1midir. “c ne kadar kiigiik olursa olsun” yerine “M ne kadar biiyiik olursa olsun” deriz;
gerisi aynidir: a’ya yeterince yakin (ama a’dan farkli) her z, hedefe diismelidir. a’'nin A’da olup olmamasi
ve f(a)’nin degeri yine 6nemsizdir.

Sonsuz say1 degildir

+00 ve —oo reel say1 degildir; lim,,_,, f(x) = 400 yazimu, “f’nin a’da limiti vardir ve +oo adli bir
saylya esittir” anlamina gelmez. Bu bir kisaltmadir: fonksiyonun a yakininda sinirsizca bitytdigini
tek satirda sdyler. Bu kitapta “limit vardir” ciimlesi her zaman sonlu bir £ € R i¢in kullanilir; sonsuz
durumda “rraksar” ya da “sonsuz limiti vardir” deriz. Asagidaki 6nerme iki durumun birbirini digla-
digin1 gosterir.
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364 Boliim 32. Sonsuz Limitler ve Sonsuzdaki Limitler

Onerme 32.1 (Sonsuz Limit ile Sonlu Limit Bagdasmaz). lim, ., f(z) = +oo ise

1. f, a’min highir delinmis komsulugunda iistten sinirli degildir; dolayisiyla lim,,_,, f(x) sonlu bir say
olamaz;
2. lim,_,, f(z) = —oco da olamaz.

Ayni ifadeler —oo icin ve tek yonlii siiriimler igin de gecerlidir.

Ispat.

(1) 6y > 0 ve M > 0 verilsin; AN B*(a,d,) icinde f(x) > M olan bir x bulacagiz. Tamimdan M igin
bird >0 vardirz € A,0< | z—a| < iken f(z) > M.d =min{d,d,} alalim; a yigilma noktas
oldugundan AN B*(a, ") bos degildir ve buradaki her x hem B*(a, &) ‘dadir hem de f(x) > M saglar.
M keyfi oldugundan f, B*(a,d,) iizerinde idistten sinirli degildir. Sonlu limit olsaydi Teorem 29.1 geregi
f bir delinmis komsulukta sinirli olurdu; celiski.

(2)lim,_,, f(xz) = —oo da olsaydi M = 1 i¢in iki §;, 05 bulunur, § = min{d,,d,} ile AN B*(a,d) daki
bir x (yigilma noktast oldugundan vardir) hem f(x) > 1 hem f(x) < —1 saglardy; olanaksiz.

|

Ornek 32.1 (Bir Bolii x Kare Sifirda Sonsuza Iraksar). f:R\{0} =R, f(z) =2 olsun.
lim,_,, w% = 400 oldugunu gosterelim.

Cozim.
0, R\ {0} kiimesinin yigilma noktasidir (her § > 0 i¢in §/2 bu kiimededir ve B*(0, §) i¢indedir). M >

0 verilsin. § = \/LM secelim (karekokiin varligi i¢in Teorem 13.2). 0 < | z | < 0 olsun. Negatif olmayan

sayilarda kare alma siralamay1 korur (Onerme 7.12), dolayistyla

1
2 2 _ 52
= <6 = —.
= =le| M
Pozitif sayilarda ters alma siralamayi gevirir: 0 < u < v ise % - % = -% > 0’dir. Bunu u = 22 v =
1/M ile uygularsak
1 1
=—> =M
1@ =2>17m

Yani 0 < | z | < § iken f(z) > M; tanim saglanir. M biyiiditkce 6 = 1/+v/ M kiiciiliir: daha yiiksek
bir esigi agmak i¢in 0’a daha ¢ok yaklagsmak gerekir.
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32.1 Bir Noktada Sonsuz Limit 365

T 0</x <8= f(x) > M

Sekil 32.1: x — 0 iken 1/x* — +oo: hangi M verilirse verilsin, 8 = 1/¥M alininca 0 < |x| < 8 penceresindeki
her xicin flx) > M olur. Sekilde M = 4 ve § = 0,5; pencere i¢cindeki grafik parcasi timiiyle y = M ¢izgisinin
iistiindedir. M biyiiditkge pencere daralir.

Sonsuz limitlerde tek yonli siiriimlerin ne kadar gerekli oldugunu 1/z gésterir: fonksiyon 0’ iki yaninda
z1t yonlere kagar.

Ornek 32.2 (Bir Bolii x'in Sifirdaki Tek Yonlii Sonsuz Limitleri). f(z) = % (z # 0) igin f(01) =
+oo ve f(07) = —oo olduguny, lim,,_,, %’in ise ne sonlu ne de sonsuz oldugunu gosterelim.

Cozim.

Sag limit. M > 0 verilsin; § = % alalm. 0 < z < § ise ters alma siralamay1 gevirdiginden % > % =
M. Yani f(0) = +o0.

Sol limit. Ayni § ile —0 < < 0 olsun. O zaman 0 < —z < 4, dolayisiyla ﬁ > M, yani % < —M.
Baylece f(07) = —o0.

Iki yonlii limit. lim,_,, f(z) = 400 olsaydit M = 1 icin bir § bulunur ve z = —§/2 noktas1 0 <
| x | < § sagladigr halde f(x) = —2/0 < 0 < 1 olurdu; celiski. Aym bicimde z = §/2 noktasi —co
secenegini dislar. Sonlu limit de yoktur: sag limit +oco oldugundan Onerme 32.1'm (1) maddesindeki
akil yiiritme f’yi 0'in her delinmis komsulugunda her M ’nin istiine gikarir ve Teorem 29.1 ile gelisir.
Ote yandan | f(z) | = |Tl\ icin lim,_,,| f(z) | = +oo’dur: 0 < | z | < § = 1/M iken ﬁ > M.

|

Ornekteki “iki yén anlagmiyor” akil yiiriitmesi geneldir; Teorem 31.1'in sonsuz limitler icin kargiligini
yazalim.

Onerme 32.2 (Sonsuz Limit ve Tek Yonlii Sonsuz Limitler). a, hem AN (a,00) hem AN (—o0, a)
kiimesinin yigilma noktasi olsun. O zaman

glcgrlllf(:c) =400 < f(at) =400 ve f(a~) = +oo.

—o0 igin de ayni denklik gecerlidir.
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Ispat.

(=) M > 0 igin tanimin verdigi 6, a < x < a + 6 olan x’lerde de a — 0 < x < a olan x’lerde de 0 <
| x —a | < 0 saglandigindan f(x) > M verir.

(<) M > 0 verilsin. Sag limitten §,, sol limitten §, alalim: x € A icina < x < a + 0, iken vea — §, <
z < aiken f(x) > M. § = min{é;,0,} olsun.x € A, 0<|z—a|<diseyaa<z<a+d<a+
0y yadaa — 6y < a— 6 < x < a; heriki halde f(z) > M.

|

Sonsuzdaki Limitler

Simdi degiskeni sonsuza gonderelim. “c — +00” demenin anlamli olmasi i¢in A tanim kiimesinin saga
dogru sinirsiz uzanmasi gerekir: her K icin K’dan biiyiik bir z € A bulunmalidir. Bu, “+00, A’nin bir
yigilma noktasidir” ciimlesinin karsiligidir; yigilma noktas: tanimindaki B*(a, §) komsulugunun yerini
(K, 00) 1511 alir.

Tanim 32.2 (Sonsuzdaki Limit). ACR, f: A — Rve/ € Rolsun.
1. A ustten sinirli olmasin. Her € > 0 i¢in
€A z>K=|flx)—L|<e

olacak bicimde bir K >0 varsa, fnin 4oo’daki limiti (limit at infinity) £'dir denir ve
lim, , o f(z) = { yazilr.

2. A alttan sinirli olmasin. Her e > Oig¢inz € A, x < —K iken| f(z) — £ | < € olacak bi¢imde bir K >
Ovarsalim, ,  f(z) = ¢ yazilir.

3. Sonsuzda sonsuz limit. A tstten sinirl olmasin. Her M > 0 icin € A, z > K iken f(z) > M
olacak bicimde bir K > 0 varsalim,_,, . f(z) = 4o00; f(z) < —M ise lim,_, . f(z) = —oo yazilir.
lim, , . f(z) = oo benzer bigimde (z < —K kosuluyla) tanimlanur.

Niceleyicilerle, lim,,_, , . f(z) = £:

Ve>03K >0WzxeAdz>K=|f(z)—{]|<e.

K > 0 kogulu bir kisitlama degildir: > K icin ise yarayan bir K bulunmugsa max{K, 1} de ise yarar.
Tanimun bir okumasi daha var: A = Nve f(n) = qa,, alinirsa “z > K” kosulu “n > n_” kosuluna doniigiir
ve Tanim 20.1 aynen ortaya ¢ikar. Yani dizi limiti, sonsuzdaki limitin 6zel halidir; dizilerde +oc’a
iraksama (Tanim 22.1) da 3. maddenin 6zel halidir.

Ornek 32.3 (Bir Bolii x Sonsuzda Sifira Gider). f(z) :% (x #0) igin lim

lim, ,_ ., 1 = 0 oldugunu gosterelim.

1 _
w—>+oo§_0 ve

Coziim.
R\ {0} ne iistten ne alttan sinirlidir; iki limit de anlamhidir. € > 0 verilsin ve K = % alalim. x > K ise
x > 0 ve ters alma siralamayi ¢evirdiginden
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x>K=|f(x)-0/<e¢

|
™

)
=~
(=)}
>}
—
-~
=2

K=1/¢

Sekil 32.2: x — +oo jken 1/x — 0: verilen ¢ i¢in K = 1/¢ alininca x > K olan her x'te |f{x) — 0| < € olur.
Sekilde € = 0,2 ve K = 5; K'nin sagindaki grafik parcasi (-¢, €) bandinin icinde kalir, solundaki parca
bandin ustiindedir. Daha kiiciik € daha buytk K ister.

Kuvvet fonksiyonlarinin sonsuzdaki davranigi sonraki her hesabin yapi tagidir.

Onerme 32.3 (Kuvvet Fonksiyonlarinin Sonsuzdaki Limitleri). & € N olsun.

1L lim, 2% = 4o0.
2. k¢iftiselim, , . z¥ = +o0;k tek iselim, , ¥ = —oc0.
3. lim zlk =0 velim L =0

T—+00 T——00 gk =

Ispat.

Once kiigiik bir gozlem: x > 1 isex* > x. Tiimevarimla: k = 1 icin esitlik vardir; z* > x > 1 isez*+1 =
xF -z > 1.2 = 2, ciinkii pozitif x ile carpma siralamay korur (Béliim 7.1).

(1) M > 0 verilsin; K = max{1, M} alahm. x > K isex > 1, dolaysiyla z* > x > K > M.

(2) K yukandaki gibi olsun ve x < —K alahim. t = —x > K icin (1) geregi t* > M. z* = (—t)* =
(—1)kt* oldugundan k ciftse 2% = t* > M, k tekse x* = —tF < —M.

(3) € > 0 verilsin. (1)1 M = 1/¢ ile uygulayalim: x > K iken ¥ > 1/¢ > 0, dolayisiyla ters alma ile
0<g%k<6.m‘—>—ooigin:x<—Kikent=—m>Kve|x—1k|=tik<€.

|

Bu béliimde artik bes ayr1 “yaklasma siireci” var: x — a, * — a¥, x — a~, £ — 400, £ — —00; {i¢ ayr1
“hedef” var: ¢, +00, —00. On bes tanimi tek tek yazmak yerine ortak kalibi1 gérelim; sonraki teoremleri
bir kez ispatlayip hepsine uygulayacagiz.
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1 Bes yaklagma siireci, tek kalip

Bir yaklagma siirecini © — p ile gosterelim; p, asagidaki bes secenekten biridir. Her siirecin bir 6n
kosulu ve bir yakinlik kosulu vardir:

Stireg On kosul “x, p’ye yeterince yakin” (r >
0 igin)

T —a a, A’nin yigilma noktasi reA0<|z—al|<r

z—at a, AN(a,00)un yigilmanok- z€ A,a<z<a-+r
tas1

T —a” a, AN(—oo0,a)nm yigima z€ A a—r<z<a
noktast

T — +00 A {Ustten sinirsiz rEAx>T

T — —00 A alttan sinirsiz reEAr<—r

Hedef L igin de ti¢ segenek vardir: L = £ € R i¢in “f(z) hedefe diiser” demek | f(z) — ¢ | <& L =
+ooi¢in f(z) > M; L = —oco i¢in f(z) < —M demektir.

Biitiin tamimlar su tek ciimledir: lim,,_,, f(x) = L demek, hedefin her se¢imi (¢ ya da M) i¢in,
p’ye yeterince yakin her x’te f(x)’in hedefe diismesidir. Ilk satirda L = ¢ alinirsa Tanim 27.1,
L = 400 alinirsa Tanim 32.1; ikinci ve tigiinci satirlarda Tanim 31.1 ve sonsuz tek yonli siirimleri;
son iki satirda Tanim 32.2 elde edilir.

Bundan sonra “p’ye yeterince yakin her x i¢in P (x) saglanir” ciimlesi, “6yle bir r > 0 vardir ki
tablodaki yakinlik kosulunu saglayan her z icin P(z) dogrudur” anlamina gelecek. Iki énemli gézlem:

» Bu tirden iki kosul aymi anda saglanabilir: r; ve r, ise yariyorsa, x — a turit siireclerde
min{ry, 7y}, £ = +00 siire¢lerinde max{r,,r,} ikisini birden saglar. Sonlu sayida kosul icin de
ayni.

« On kosul sayesinde, p’ye yeterince yakin z’ler kiimesi hicbir zaman bos degildir; dolayisiyla “p’ye
yeterince yakin her z i¢in f(x) > M” ciimlesi bos yere dogru olamaz.

Biitiin Siirecler icin Dizisel Olciit

Teorem 28.1 ve Teorem 31.2, fonksiyon limitini dizi diline ¢evirmigti. Ayni ¢eviri on bes durumun hepsi
icin gecerlidir ve ispat1 da aymidir. Once “dizi p’ye yaklasir” ne demek, onu sdyleyelim. (z,,), A’da bir
diziolsun.p = aicinz, # avex, - a;p=a’ icinz, >avex, - a;p=a iginz, < avez, — a;
p = 400 i¢in x,, = +00; p = —o0 i¢in z,, — —oo (Tamum 22.1) istenir. Boyle bir diziye p’ye uygun dizi
diyelim. “f(z,,) — L” ise L = £ i¢in dizi yakinsaklif1, L = 400 i¢in +00’a 1raksama anlamindadir.

Teorem 32.1 (Genel Dizisel Ol¢iit). = — p bes siirecten biri, L € R U {+00, —cc} ve f : A — R olsun.
O zaman

lim f(x) = L < p ’ye uygun her (z,,) dizisiicin f(z,) — L.

T—p

Ispat.

On bes durumun ispati ayni kaliptadir; kalibr 6nce genel olarak, sonra iki somut durumda yazacagiz.
(=) Hedefin bir secimi (€ ya da M) verilsin. Tanim gere§i p'ye yeterince yakin her x 'te f(x) hedefe diiser;
bunu saglayan yakinlik yarigapi r olsun. (x,,), p’ye uygun bir dizi olsun. x,, — p oldugundan bir N €
N vardwr: n > N iken x,,, p’ye v kadar yakindiwr (asagida agiyoruz). O hilde n > N icgin f(x,) hedefe
diiser; bu da f(x,,) — L demektir.

“,,, p’ye r kadar yakindir” adimi. p = a ise x,, — a tanimindan (Tanim 20.1)n > N igin| z, —a | <
r; ¢, # aoldugundan0 < | z,, —a | < r.p = a% ise ek olarak x,, > a, yania < z,, < a+r.p = +0
ise x,, = 400 tammindann > N i¢in x,, > r. Diger iki durum simetriktir.

(«=) Olmayana ergi ile. Sag taraf dogru ama lim,_, , f(x) = L yanhs olsun. Tanimin olumsuzlamasi:
hedefin éyle bir secimi vardir ki herr > 0 i¢in p’ye r kadar yakin olup f(x)’i hedefe diisiirmeyen bir x €
A bulunur. Hern € N icinr = % (p sonluysa) yadar = n (p = £o0 ise) alip boyle bir noktayr x,, diye
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adlandiralim. Béylece f(z,,) higbir n icin hedefe diismez; demek ki f(x,,) — L olamaz. Ote yandan (z,,),
p’ye uygundur:p =a i¢cin0 < | z,, —a | < L ve 2 — 0 oldugundan sikistirma (Teorem 21.6) x,, — a
verir, ayrica ©,, + a’dir; p = a* igin x,, ek olarak dogru taraftadir; p = +o0 i¢in x,, > n ve (n) dizisi
+o00’a wraksadigindan (M > 0 verildiginde Sonuc 12.1 ile ny; > M olan bir ny; vardir ven > n,, iken
n > M) Teorem 22.4 geregi x,, — +00; p = —oo simetriktir. Hipotez f(x,)) — L der; celiski.

Somut durum 1: p = +oo, L = ¢. (=) € > 0 verilsin; x > K iken | f(z) — £ | < € olacak bi¢gimde K
vardir. z,, — 400 oldugundan bir N icinn > N ikenx,, > K, dolayisiyla| f(z,) — ¢ | < €. (<) Limit
¢ degilse bir ey > 0 vardir: her K icinx > K ve| f(z) — £ | > g, olan bir z € A bulunur. K = n alip
x,, secelim:z,, > nve| f(x,) —£ | > ¢y x, — +00o oldugu halde f(x,,) — £ saglanmaz; celiski.
Somut durum 2: p = a, L = 400. (=) M > 0 verilsin;0 < | z — a | < & iken f(x) > M olacak bicimde
d vardir. x,, — a vex, # aoldugundan bir N i¢inn > N iken0 < | z,, — a | < 6, dolayisiyla f(z,,) >
M; yani f(x,,) — 400. (<) Limit 400 degilse bir My, > 0 vardir: herd i¢in0 < | z —a | < §ve f(z) <
My olan bir x € A bulunur. § = L ile x,, secelim; z,, — a, x,, # a, ama f(z,) < M, oldugundan
(f(z,)) hi¢hir zaman Myt asmaz, +00 a wraksayamaz; celigki.

|

Teorem, dizilerle ilgili bildigimiz her seyi fonksiyonlara tastyan bir kopriidiir. ilk iki kullanimini hemen
yazalim.

Sonug 32.1 (Dizisel Ol¢iitiin iki Sonucu).

1. Limitin yoklugu. p’ye uygun iki dizi (z,,), (y,) icin f(z,) — Ly, f(y,,) = Ly ve Ly # L, ise
(Lq, Ly € RU{+00,—00}), lim,_,, f(x) hicbir L’ye esit degildir: ne sonlu ne sonsuz.

2. Fonksiyondan diziye. N C A velim,_,,  f(z) = L isea,, = f(n) dizisi icinlim,,_,  a,, = L’dir.
ispat.
(1) lim,_,, f(x) = L olsaydi Teorem 32.1 geregi f(x,) — L ve f(y,) — L olurdu. Bir dizinin hedefi
tektir: sonlu limitin tekligi Teorem 20.1'nden; +00’a wraksayan bir dizinin distten sinirsiz oldugu icin
yakinsak olamayacagi Onerme 22.1 ve Teorem 20.2'den; ayni dizinin —oo’a da wraksayamayacagi (M =
1 i¢in hem a,, > 1 hem a,, < —1 olamaz) tanimdan goriiliir. O halde L, = L = L,; celiski.
(2) z,, = n dizisiN C A icinde kalir ve +00’a iraksar: M > 0 verildiginde Sonug¢ 12.1 ilen,, > M olan
birny, € N vardir ven > n,y, ikenn > M. Yani (n), +00’a uygun bir dizidir; teorem f(n) — L verir.
|

(2)'nin karsit1 yanlgtir: dizinin limiti fonksiyonun limitini vermez.

Ornek 32.4 (Dizi Yakinsar, Fonksiyonun Limiti Yoktur). f(z) = sin(nz) olsun. a,, = f(n) dizisi
0’a yakimsar ama lim,_, . f(x) yoktur; gésterelim.

Cozim.

Her n € Nigin sin(nm) = 0, yani (a,, ) sabit 0 dizisidir ve 0’a yakinsar. Simdi y,, = 2n + 3 alalm; y,, >
n ve (n) dizisi +o00’a wraksadigindan (Sonug 32.1 ispatindaki gibi) Teorem 22.4 geregi y,, — -+00; yani
(y,,), +00’a uygun bir dizidir. Ama

fly,) = s(ﬂmr + g) = sing =1,
yani f(y,) — 1. (z,) = (n) dizisi de uygundur ve f(z,) — 0. 0 # 1 oldugundan Sonug 32.1 geregi
f’nin +o00’da limiti yoktur. Fonksiyon z biiyiirken —1 ile 1 arasinda salinmaya devam eder; tam
sayilarda hep 0 olmasi bunu gizler.
|

Sonsuz Limitlerle Islemler

Sonlu limitlerin aritmetigini (Teorem 29.2) x — « i¢in ispatlamigtik. $imdi hem bunu z — +00’a genis-
letecek hem de sonsuz limitlerle toplama, carpma ve ters almanin kurallarini yazacagiz. Kural listesi uzun
gorinir ama hepsi ayni sezgiye dayanir: “bityiik + sinirli = bityik”, “biiyiik x pozitif = buiyiik”, “buytigin
tersi = kucik”.
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Teorem 32.2 (Limit Kurallar1: Sonsuzdaki Limitler ve Sonsuz Limitler). x — p bes siirecten biri,
f,9,h : A — R olsun. Biitin limitler x — p i¢indir.

1. Sonlu aritmetik. f — {, veg — Uy ise f + g9 — €, + 4y, fg — €,45 veherc € Ricincf — cl,. Ayrica
£, # 0 ve p’ye yeterince yakin her x i¢in g(x) # 0 ise f/g — £, /4.

N

. Siralama ve sikistirma. p’ye yeterince yakin her x icin f(z) < g(x) ve f — £y, g — £y ise £ < £,
p’ye yeterince yakin her x igin f(z) < g(x) < h(z) ve f = L, h — Liseg — L.

IS

. Sonsuzla toplama. f — +oco ve g, p’ye yeterince yakin x’lerde alttan simirliysa f + g — +o00. Ozel
olarak g — 400 yada g — ¢ ise f + g — +o00. (f — —o0 ve g iistten sinirliysa f + g — —o0.)

HN

. Sonsuzla ¢arpma. f — +o0 olsun. g — £ > 0 yada g — +oo ise fg - +00; 9 > £ <0 yadag—
—o0 ise fg = —o0.

S

. Ters alma. f — +o0o yada f — —0 ise% — 0. f — 0 ve p’ye yeterince yakin her x igin f(z) > 0 ise
% — +o00; f(z) <0 ise% — —00.

. Sonsuz limitte siralama. p’ye yeterince yakin her z icin f(x) < g(z) olsun. f — +o0 ise g — +00;
g — —oo ise f — —o0.

[=)

Ispat.

(1) ve (2)'yi dizisel olgiitle dizilere aktaracagiz; (3)—(6)’yr dogrudan tanimdan ispatlayacagiz. Boyunca
“yeterince yakin” dilini ve iki yakinlik kosulunun birlestirilebildigini (yukardaki not) kullaniyoruz.

(1) (x,,), p’ye uygun herhangi bir dizi olsun. Teorem 32.1'in (=) yéniiyle f(z,,) — ¢, ve g(z,) — £5.
Diziler igin limit aritmetigi (Teorem 21.1) geregi (f + g)(z,,) = f(z,,) + 9(z,,) = {1 + 45, (f9)(z,) —
0,4y ve (cf)(z,) — cly. Uygun dizi keyfi oldugundan (<) yonii f + g — €1 + €y, fg — €145, cf —
¢ty verir. Béliim igin: f /g fonksiyonunun tanim kiimesi Ay = {xz € A : g(x) # 0} dir; hipotez geregip’ye
yeterince yakin her © A, dadur, dolayisiyla p siireci A, i¢in de 6n kosulu saglar ve A’ daki p’ye uygun
her dizi A’da da uygundur. Béyle bir dizi i¢in her n’de g(x,,) # 0 ve g(x,,) — €y # 0; Teorem 21.1'nin
boliim kural f(x,,)/g(x,) — €1/ verir.

(2) (z,,) uygun olsun. f(z) < g(x) esitsizligi p’ye r kadar yakin x’lerde gegerliyse, x,, — p oldugundan
bir N’den sonra x,, bu yakinlhktadir ve n > N igin f(z,) < g(z,,). Kuyruk dizileri (f(z,)),>n Ve
(9(%,)) s n aymi £y, £y limitlerine sahiptir (Teorem 24.3); Teorem 21.3 £y < £y verir. Stkistirma da ayni
bicimde Teorem 21.6'den gelir:n > N icin f(z,) < g(z,,) < h(z,,) ve uglar £’ye gittiginden g(x,,) — ¢;
uygun dizi keyfi oldugundan g — £.

(3) g, p’ye yeterince yakin x’lerde alttan sinirli olsun: bir m € R igin g(x) > m. M > 0 verilsin. f —
+00 oldugundan M’ = max{M — m, 1} > 0 esigi i¢in p’ye yeterince yakin her x’te f(x) > M’. Iki
kosulu birlestirelim: p’ye yeterince yakin her x igin

fl@)+g(x)>M' +m>(M—m)+m=M.

Bu, f + g — +0o demektir. g — +oo ise (M = 1 ile) p’ye yeterince yakin x’lerde g(x) > 1, yani g alttan
siurlidir; g — £ ise (€ = 1 ile) g(x) > £ — 1, yine alttan stmirlidir. —oo durumu igin — f ve —g’ye gegilir:
f — —oo demek, tanimlar karsilastinhinca, — f — 400 demektir.

(4) Once g’nin p yakininda pozitif bir sabitin iistinde kaldigini gorelim. g — £ > 0 ise e = £/2 ile
p’ye yeterince yakin x’lerde | g(x) — £ | < £/2, dolayisiyla g(z) > £/2 =:m > 0. g = +o0 ise M =
1ile g(x) > 1 =: m. Simdi M > 0 verilsin; f — 400 oldugundan p’ye yeterince yakin x’lerde f(x) >
M /m > 0. Kosullar: birlestirince, f(x) > M /m > 0 ve g(x) > m > 0 oldugundan

F(@)g(e) > T gla) > T m = M.

Yani fg — +o00. Negatif durumda —g — —€ > 0 ((1)'de c = —1) ya da —g — +00; az dnce ispatlanan
kissm f - (—g) — +o0 verir ve fg = — ( f-(=9) ) — —o0.

(5) f — +ooolsun.e > 0 verilsin. M = 1 /e i¢inp’ye yeterince yakin her z’te f(z) > 1/e > 0; bux lerde
1/ f tanimhidir ve ters alma siralamay: gevirdiginden 0 < ﬁ < €, yani ‘ﬁ — O‘ < e.Boylece1/f —
0. f 5 —0ise —f = 400, }f —0 ve% = —}f —0(1)dec=-1).

Simdi f — 0 ve p’ye yeterince yakin z’lerde f(z) > 0 olsun. M > 0 verilsin;e = 1/M igin p’ye yeterince
yakin her z’te | f(x) | < 1/M. Pozitiflikle birlestirince 0 < f(z) < 1/M, dolayistyla + > M. Yani

f(z)
1/f — +oo. Negatif durum —f ile aynidur.
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(6) M > 0 verilsin. f — 400 oldugundan p’ye yeterince yakin x’lerde f(x) > M; esitsizlik kosuluyla
birlestirince g(x) > f(z) > M. Yani g — +oo0. Ikinci ifade, — f ve —g ile ilkine doner.
|

Teoremin (1) ve (2) maddeleri, z — a i¢in bildigimiz kurallarin (Teorem 29.2, Teorem 30.4, Teorem 30.5)
artik tek yonli limitler ve x — +00 i¢in de kullanilabilecegini sdyler; 6nceki boliimde tek yonli siiriimleri
kisitlama yoluyla gérmistiik, simdi hepsi tek ispatta toplandi. (3)-(6) ise sonsuzla hesap yapmanin izinli
yollaridir; kisaca

1 1
ltt L) = . itif) = —=0 — = .
(+00) + (alttan siirh) = +oo, (+00) - (pozitif) = +oo, s , oF +o0

Bu kisaltmalar yalnizca teoremin séyledigi kadarini sdyler; sonsuzla aritmetik yapilmaz, teorem uygulanir.

Belirsiz bigimler

Teoremde olmayan durumlar da 6greticidir. f — +o0o ve g — —oo ise f + g hakkinda hicbir sey
soylenemez (‘oo — 00”); f — +o00 ve g — 0 ise fg hakkinda da (“0 - 00”). x — +00 igin 6rnekler:

ex?—z=x(x—1) = +oo((4)ile:x — +oovex — 1 — +00),amaz — 2% — —oco ve (z + 1) —

r=1—1.

o I- % =1-1, 22 % =z — +00, T - x—lz = % — 0; her carpimda ilk carpan +o00’a, ikincisi 0’a
gider.

Ayni bicimde “co/00” ve “0/0” bigimleri de belirsizdir: %2, = 2?“7 sirasiyla 400, 0, 2’ye gider.

Belirsizlik “limit yok” demek degildir; “bu bilgiyle karar verilemez, ifadeyi déniistiiriip yeniden bak”
demektir. Bir sonraki teorem, “0o/00” bigiminin en énemli simifini tiimiiyle ¢ozer.

Rasyonel Fonksiyonlarin Sonsuzdaki Limitleri
Polinom béliimlerinin z — 400 iken davranisi yalnizca en yiiksek dereceli terimlere bagldir. Once
polinomlarin kendisine bakalim.

Lemma 32.1 (Polinomun Sonsuzdaki Davranis1). p(z) = a,2" +a, ;2" '+ +a;z + ag, n >
1vea, # 0 olsun. x # 0 i¢in

@G, %

a

= 2" P(z), P(x) = e ST
p)=a"P(a),  Pla)=a,+ =t p oy Gy O
yazilir velim,_, P(z) =lim,_, _ P(z) = a,, dir. Sonug olarak lim,_, . p(x), a,, > 0 ise +00, a,, <
0 ise —oo dur; lim,_,  p(x) ise a,,(—1)™ pozitifse +00, negatifse —oo ‘dur.

Ispat.

Carpanlara ayirma, ™ - ;L’ik = a,z® 6zdesliginin terim terim uygulanmasidir. Onerme 32.3 (3) geregi
her k > 1 icin mik — 0 (x — +00); Teorem 32.2 (1) ile “25E = a,, . - zik — 0 ve sonlu toplam P(x) —
a,+0+--+0=a,.

T — +00 igin 2" — +o0o (Onerme 32.3 (1)) ve P — a,, # 0; Teorem 32.2 (4) geregi p = z" P, a,, nin
isaretine gore +00 ya da —oo’a gider. t — —oo igin n ¢iftse ™ — 400 ve ayni akul yiiriitme gecerlidir.
n tekse " — —oo, yani —x™ — +oo; (4) ile (—z™)P, a,, 'nin isaretine gore +00’a gider ve p =
— [ (=a™)P | ters isaretle gider. Her durumda isaret a,,(—1)" ’in isaretidir.

|

Teorem 32.3 (Rasyonel Fonksiyonun Sonsuzdaki Limiti). p(z)=a,z" + -+ a, (a, #0) ve
q(z) = b,,z™ + -+ by 0, # 0) polinomlar ver(x) = fl% (q(z) # 0 olan x’lerde) olsun. x — +oo iken:

L n<miselim, ,, r(z)=0;
2 n=miselim, , r(z)

= b:L;
3. n>miselim, ,,7(x), 5> > 0 ise +oo, 7= < 0 ise —o0 ‘dur.

m
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372 Boliim 32. Sonsuz Limitler ve Sonsuzdaki Limitler

x — —oo iken (1) ve (2) aynen gecerlidir; (3) te isaret, Z—"(—l)”*m ’in isaretidir.

Ispat.

Lemma 32.1°daki gibiz # 0 i¢inp(z) = 2" P(z) veq(z) = 2™ Q(x) yazalm; P — a,, ve@ — b, (z —
+00). (m = 0 ise Q = b, sabitti,n = 0 ise P = ay; ispat degismez.)

Payda sifirdan uzak kalir. € = | b,,, | /2 icin, yeterince biiyiik her z’te | Q(z) —b,, | < | b, | /2; ters
iiggen esitsizligi (Sonug 8.3) ile | Q(x) | > | b,, | — | Q(z) —b,, | > | b,, | /2 > 0. Dolayisiyla yeterin-
ce biiyiik z’lerde Q(x) # 0 ve q(x) = 2™Q(x) # 0; r bu z’lerde tanimhidir ve x — +00 siireci r’nin
tanim kiimesi i¢in on kosulu saglar. Bu x’lerde

z"P(x) _ P(x) P(z) a
r(g) = —=% =" ™. , - - L0
)= 2700) Q@) Q@) b,
(Teorem 32.2 (1), boliim kuraly).
(Dn <m:z" ™ = :v"}*" — 0 (Onerme 32.3 (3)); carpim kuraly ile r(z) — 0 - Z—" =0.

2)n =m:z° = 1, dolayisiylar(z) = P(x)/Q(x) — a,,/b,,.

(3)n > m: "™ — +o00 (x — +00; Onerme 32.3 (1)) ve P/Q — a,,/b,, # 0; Teorem 32.2 (4) geregi
r=z""™.(P/Q),a,/b,, nin isaretine gore +0o ya da —oo’a gider.

T — —oo igin (1) ve (2)'de kullanilan limitler aymidwr. (3)’te ™™™, n —m ¢iftse +00’a, tekse —o0’a
gider (Onerme 32.3 (2)); tek durumda —x™™™ — +oco ile (4) uygulanip isaret cevrilir. Sonug: isaret,

p=(=1)""™in isaretidir.

© Hesap recetesi: en yiiksek dereceye bol

Uygulamada ispattaki adim yeniden yapilir: pay ve payday1 paydanin en yiiksek kuvveti 2™ e boliin;
x—lk — 0 oldugundan geriye yalnizca bas katsayilar (ve n > m ise bir £~ ¢arpani) kalir. Bu, diziler
icin Teorem 21.1'nin ardindan kullandigimiz yéntemin aynisidir. Sonlu bir a noktasindaki limit igin
ise bu teorem degil Sonug 29.4 kullanilir: g(a) # 0 ise 7(a) yerine konur.

Ornek 32.5 (Sonsuzda Rasyonel Fonksiyon Hesaplar1). Asagidaki limitleri bulalim.

3z2—x+1
T——00 2gx245

3z2—x+1
400 2z2+45

3 3
: z°—2x : z°—2x
b) lim,_, o velim, TS

ve lim

a) lim

T

c) lim velim, , . 5.

T—+00 z’&’LH
Coziim.
a) n = m = 2; Teorem 32.3 (2) geregi her iki limit de %’dir. Receteyle: x # 0 igin
322 —z+1 3-1+L 3_040 3
= — = —.
222 + 5 24+ 5 240 2

b)n=3>m=2vea,/b, =1>0.x— +oo icin limit +00; z — —o0 i¢in isaret 1-(—1)372 =

—1, limit —oo. Dogrudan gormek igin: z;flz =x- Lﬁjzz, ikinci ¢arpan 1’e giderken ilki +00’a gider
ve Teorem 32.2 (4) uygulanir.

¢)n =1 < m = 2; her iki limit de 0’dur: w;fH = % . 1+11/$2 —0-1=0.

|

Rasyonel olmayan ifadelerde de ayni fikir — “baskin terimi 6ne ¢ikar” — ¢aligir; ama bazen 6nce bir cebirsel
dontisiim gerekir.

Ornek 32.6 (Karekék Farki:: Bir Belirsizligi Cozmek). lim, , (\/ 2+ — ac) ve
lim, ,_ (\/I2 +z— x) limitlerini bulalm. (Fonksiyon % + 2 = z(z + 1) > 0 olan, yani > 0 ya da
z < —1 olan z’lerde tanimlhdir.)
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Cozim.
T — 400. Va?+x > Va2 =x — +oo ve x — +00; fark bir “co — 00” belirsizligidir. Eslenikle
carpalim: x > 0 igin

Tz_i_xix_(\/x2+w—x)(\/x2+:c+x)_a:2+x—x2 _ x
Vzl+zxz+z ViZtz+z JVil+z+az
Pay ve payday1 z > 0’a bélelim; z > 0 i¢in V2 = z oldugundan vVz2 + z = z1/1 + 1/ ve

Va4t —x= !

1+1+1
Geriye lim,_,, /14 1/z = 1kald. u = 1/2 > 0 i¢in

‘\/l—f—_u—l‘—(\/1+U71)(V1+u+1)— U <q
N Vitu+1 CVitu+1

ciinkii payda 1’den biyiiktir. € > 0 verildiginde z > K =1/¢ i¢in u=1/z <e¢, dolayisiyla
‘\/1 +1/z— 1’ < e yani \/1+ 1/z — 1. Teorem 32.2 (1) ile payda 1 + 1 = 2ye, boliim 3’ye gider:

lim (\/3:2—1—:57:1;) = 1

T—+00 2

& — —o00. Burada belirsizlik yoktur: z < —1 i¢in vz2 + z > 0 ve —z > 0, dolayisiyla

Vai4+zrz—x>—z.

x — —ooiken —x — +o0o (Onerme 32.3 (2), k = 1, isareti cevrilmis) oldugundan Teorem 32.2 (6) geregi
Va?+z—1z — +oo.

Ders: ayni ifade iki yonde bambagka davranabilir; Va2 ’yix sanmak (| | yerine) bu 6rnekte x — —oo
icin yanlig cevap verir.

]

Asimptotlar

Sonsuz limitlerin ve sonsuzdaki limitlerin grafik dilinde bir karsilig1 vardir: fonksiyonun grafigi, belli bir
dogruya smursizca yaklasir. Béyle dogrulara asimptot denir.

Tanim 32.3 (Diisey ve Yatay Asimptot). f: A — R olsun.

1. a € R igin, anlaml olan f(a™) ve f(a™) tek yonlii limitlerinden en az biri 400 ya da —oco ise z = a
dogrusuna f’nin grafiginin bir diigsey asimptotu (vertical asymptote) denir.

2. lim,_,  f(z) ={fyadalim, , _ f(z)="{ise (£ € R)y = {dogrusuna f’nin grafiginin bir yatay
asimptotu (horizontal asymptote) denir.

Geometrik anlam: yatay asimptotta | f(z) — ¢ |, grafik noktasi (z, f(z))’in y = £ dogrusuna uzakhigidir
ve z — +oo0 iken 0’a gider. Diisey asimptotta ise x — a iken grafik noktasinin z = a dogrusuna uzaklig:
| £ — a | sifira giderken | f(z) | sinirsizca bityiir; grafik dogruya yaslanarak yukari ya da asagi kacar. Bir
fonksiyonun en ¢ok iki yatay asimptotu olabilir (biri 400, biri —oco yoniinde; sonsuzdaki limit de tektir,
cunki dizisel 6lgiitle bu, dizi limitinin tekligine iner), ama disey asimptotlar: sonsuz ¢oklukta olabilir:
flx) = x—_leJ (x ¢ Z) fonksiyonu icin her k € Z’de, k < z < k+ 1 iken |z] = k oldugundan (Tamim
12.1) x — kt iken z — |z| = = — k — 0 ve pozitiftir; Teorem 32.2 (5) ile f(kt) = +o00. Her tam sayida
bir diisey asimptot vardir.
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374 Boliim 32. Sonsuz Limitler ve Sonsuzdaki Limitler

1 Grafik yatay asimptotu kesebilir

“Asimptota yaklagir ama ona hi¢ degmez” cimlesi diigey asimptot i¢in dogrudur (orada fonksiyon ya
tanimsizdir ya da degeri limitle ilgisizdir), yatay asimptot icin yanhstir. f(z) = 5% iciny = Oyatay
asimptottur (Ornek 32.5, ¢) ama f(0) = 0: grafik asimptotun tam {iistiinden gecer. Yatay asimptot,
“bitytik |  |'lerde” davranis tarif eder; sonlu bolgede ne oldugunu séylemez.

Ornek 32.7 (Asimptot Bulma). f(z) = w—lg ve g(z) = 22t fonksiyonlarmnin diisey ve yatay asimptot-
larini bulalim.

Cozim.

f(x) = 1/x2. Ornek 32.1 geregi lim,_,, f(x) = +o00; dzel olarak f(07) = f(07) = +oo (Onerme
32.2) ve z = 0 diisey asimptottur. Onerme 32.3 (3) ile lim,_,, . f(z) = 0; y = 0 yatay asimptottur.
Baska diisey asimptot yoktur: @ # 0 icin f’nin a’da sonlu limiti 1/a?’dir (Sonug 29.4); tek yénlii limitler
de bu say1ya esittir (Teorem 31.1) ve sonsuz olamazlar (Onerme 32.1).

g(z) = (2z + 1)/(x — 1). Yatay: n = m = 1; Teorem 32.3 (2) ile lim,_,,  g(z) =2 =2; y =2
yatay asimptottur. Diisey: x = 1’de payda sifirlanir. g(z) = (22 + 1) - ﬁ yazalm. z — 17 iken z —
1—=>0vex >1liginxz—1>0; Teorem 32.2 (5) ile %1 — 400.2x + 1 — 3 > 0 (Sonug 29.3); (4) ile
g(17) = +o0. z — 1~ iken z — 1 < 0, dolayistyla 15 — —oo ve ——L5 — +00; 22+ 1 — 3 > 0 ile
(4) —g — +oo verir, yani g(17) = —oo. = 1 diisey asimptottur; grafik sagdan yukari, soldan agag:
kagar. a # 1 i¢in ¢’nin sonlu limiti vardir; bagka diisey asimptot yoktur.

diisey asimptot: x = 0 y=02x+1)/(x-1)

R Y
| (
47 [
| |
| 6+ |
| (
31 |
| 4 + |
| (
| |

le- e

| =

| | y=2

| Ly i

|

1 y =1 Loz e x
| (
| |
t t : t t :

-2 1 : 1 2 x lx-1

Sekil 32.3: Solda y = 1/x*: x — 0 iken degerler siirsiz biiyiir, grafik x = 0 dogrusuna yaslanir (diisey
asimptot); x — oo iken de 0'a yaklasir. Sagda y = (2x + 1)/(x - 1): x = 1'de diisey asimptot vardir; x —
+oo iken limit 2 oldugundan y = 2 dogrusu yatay asimptottur.

Yatay asimptotu bir de “uzaklik” diliyle gorelim: g(z) — 2 = 22412242 — 3. 400 jken -2 —
0, yani grafik y = 2 dogrusuna siirsizca yaklasir (z > 1 i¢in ustten, z < 1 i¢in alttan).

Rasyonel fonksiyonlar icin yatay asimptot sorusu Teorem 32.3 ile tiimiiyle cevaplanir.

Sonug 32.2 (Rasyonel Fonksiyonun Asimptotlar1). r = p/q, dereceleri n ve m, bas katsayilari a,, ve
b,,, olan polinomlarin béliimii olsun.

1. n < misey = 0 tek yatay asimptottur.
2. n=misey = a,/b,, tek yatay asimptottur.
3. n > m ise yatay asimptot yoktur.
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Ayricaq(a) = 0,p(a) # 0 vea, r’nin tamim kiimesi {z : q(x) # 0} in bir yigilma noktasi ise (bir polinomun
sonlu sayida kékii oldugundan bu her zaman béyledir; burada ispatlamiyoruz) lim,_, | r(z) | = +oo dur;
dolayisiyla r’nin a’da sonlu limiti yoktur.

Ispat.

(1)—(3), Teorem 32.3’un yeniden ifadesidir: iki yonde de limit ayni sonlu sayidir ya da iki yonde de
sonsuzdur; ikinci durumda hicbir £ igin yatay asimptot tanimi saglanmaz, ¢iinkii Onerme 32.1im © —
400 siiriimii ayni ispatla gegerlidir (f — 400 ise yeterince biiyiik x’lerde f iistten sinirsizdir, sonlu limitse
e = 1 ile stmirlilik verir).

Soniddia igin:| r(z) | = | p(z) |- |q(1)‘ x — a iken| q(z) | —> | g(a) | = 0 (Sonug 29.3 ve Teorem 30.1)
ve r’nin tamum kiimesinde | q(x) | > 0; Teorem 32.2 (5) ile | ) P — +00. | p(z) | = | p(a) | > 0; (4)
ile | r(z) | = 400. r’nin a’da sonlu bir limiti olsaydi | r |’ nln de sonlu limiti olurdu (Teorem 30.1); bu,
Onerme 32.1 ile celisir.

|

Hangi yonde (+00 mu, —oo mu) kactif1 ise paydanin a’nin iki yanindaki isaretine bakilarak, 6rnekteki
gibi bulunur. Son bir not: lim,,_,, , ( z(:c) — (mz +b) ) = 0ise y = maz + b dogrusuna egik asimptot
(oblique asymptote) Ornegi =z+ % icin y = x boyledir, ¢iinki fark % — 0. Bu kavrami
burada daha ileri gotiirmeyecegiz.

Alistirmalar

3z+1 _ 3

Alistirma 32.1 (Sonsuz Limitler ve Asimptotlar). a) Tanimla (e-K) gosterin: lim,_,, . 275

b) Tanimla (M 0) gosterin: lim,,_ 4 _I ml 37 = +00.

¢) h(z) = %5 icin h(2%) ve h(2 ) yi kurallarla bulun; A’nin biitiin asimptotlarini yazin.

d) Limitleri bulun (i) lim,_,, o giﬁi (i) im,,_, o ﬁﬁi, (iii) lim, _, , oo vVZ(VZ +1— /).

e) f:(0,00) = Rve ¢ €Rolsun. lim,_, . f(z) = £ olmas1 icin gerek ve yeter kosulun lim, ,,(f) =
¢ oldugunu gosterin. (Bu, sonsuzdaki limitleri 0°daki sag limitlere ¢eviren bir “degisken degistirme”dir.)

Coziim.
a)x > 0icin
3z +1 3r+1—3x—6 5 5
— 3 = = < .
T+ 2 Tz+2 r+2 =z
€ > 0 verilsin; K = 2 2 alahm. z > K ise 2 2 <z 2 =g, dolayisiyla | = 3“’1 — 3‘ < €. (Teoremle: n = m =

1, limit 3/1 = 3.)

b) M > 0 verilsin; § = 57 alalm. 0 < | z — 3 | < 0 ise ters alma siralamay1 gevirdiginden — 3 =1k
= M. Tanim saglanir. (Buna karsilik lim,_,; —1= ne sonlu ne sonsuzdur: sagdan +oo, soldan —00;

bu Ornek 32.2'un 3 birim saga kaydirilms hahdlr)

o)h(z)=z- ﬁ yazalim. z — 2% iken z — 2 — 0 ve x > 2 icin pozitiftir; Teorem 32.2 (5) ile ﬁ —

+oo. Ik garpan icin lim, 5+ 2 =2 > 0 oldugundan (4) ile h(2%) = +0c0. £ - 27 iken z —2 <

0, dolayisiyla =5 — —o0 ve —L — 4-00; yine lim, _}2 z =2>0 ile (4), —h — 400 verir, yani

h(27) = —o0. A51mptotlar z=2 du§ey asimptottur; n = m = 1 oldugundan lim,_, . h(z) =1 ve

y = 1 yatay asimptottur (Sonug 32.2). Bagka yoktur: a # 2 igin h’nin a’daki limiti sonlu —*5 sayisidir

(Sonug 29. 4)

d) (i) n =m = 2: limit 2. (i) n =4 > m = 3, a,, /b, = 1, £ — —o0 icin isaret (—1)*~3 = —1: limit

—00. Dogrudan m4+% =z ﬁ}?is ; ikinci carpan 1’e, ilki —oo’a gider. (iii) Eglenik: 2 > 0 i¢in

e i Ve((z+1)—2) VT 1
VeV T - VE) = Vetl+tyvz  Vatltyvi Sirliel

Son adimda pay ve payda 1/ > 0’a béliindii ve vz + 1/y/z = /1 + 1/x kullanildi. Ornek 32.6'da
V/1+ 1/z — 1 gésterilmisti; béliim kuraliyla limit 1°dir.

e) Once 6n kosullar: (0, 00) iistten sirsizdir; g(t) = f(1/t) fonksiyonu her ¢ € (0, c0) i¢in tanimlidir
ve 0, (0, 00) kiimesinin yigilma noktasidir; yani ¢ — 07 siireci anlamlidur.
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376 Boliim 32. Sonsuz Limitler ve Sonsuzdaki Limitler

(= yoéna)lim,_,,  f(x) = £ olsun;e > O verilsin. z > K iken | f(x) — ¢ | < € olacak bi¢imde K > 0
vardir. § = £+ alalm. 0 < ¢t < Jisex = 1 > + = K, dolayisiyla | g(¢t) — ¢ | =| f(1/t) — £ | < e. Yani
lim, 4+ g(t) =/

(< yoniy) lim,_,+ g(t) = £ olsun; € > 0 verilsin. 0 < ¢ < ¢ iken | g(t) — £ | < € olacak bigimde § >
Ovardir. K = alalm.z > Kiset =1 icin 0 < ¢t < & = 6, dolaywsiyla | f(z) — £ | = g(t) — £ | <
e. Yanilim,_, f(z) =£.

Aymi akil yiiriitme £ yerine +co icin de (¢ yerine M ile) gecerlidir. Ornegin f(z) = 1/z icin g(t) =
t’dir; Ornek 32.3'daki lim 1/z = 0 sonucu, lim,_, 5+ t = 0’m bu yolla ¢evrilmis halidir.

|

T—>+00

Bununla limit kavraminin biitiin bicimlerini elden ge¢irdik: sonlu noktada sonlu limit, tek yo6nlii limitler,
sonsuz limitler ve sonsuzdaki limitler — hepsi tek bir kalibin (“hedefin her se¢imi i¢in, yeterince yakin
her 2”) 6rnekleri ve hepsi dizisel 6l¢iitle dizilere bagli. Simdi limitin en 6nemli uygulamasina geciyoruz:
bir fonksiyonun bir noktadaki limiti o noktadaki degerine esitse ne olur? Stireklilik.
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33.1

33. Sureklilik

Onceki béliimlerde bir fonksiyonun bir noktadaki limitini inceledik: x, a’ya yaklasirken f(z) hangi
saylya yaklagir? Limit, fonksiyonun a noktasindaki degeriyle ilgilenmez; f(a) tanimli olmayabilir,
tanimliysa bile limitten farkli olabilir. Bu béliimde yeni bir soru soruyoruz: limit ile deger ne zaman
uyusur? Yani z, a’ya yaklagirken f(z) ne zaman tam olarak f(a)’ya yaklagir?

Bu uyum saglaniyorsa fonksiyona a noktasinda siirekli diyecegiz. Sireklilik, analizin en verimli
kavramlarindan biridir: stirekli fonksiyonlar ara degerleri atlamaz, kapali aralikta en biiyiik ve en kiigiik
degerlerini alir, limitle yer degistirebilir. Bu béliimde kavrami kuruyor ve temel araclari hazirliyoruz;
sonraki bolimlerde biiyiik teoremleri ispatlayacagiz.

Bir Noktada Sureklilik

Lisede suireklilik ¢ogu zaman “grafigi kalemi kaldirmadan cizilebilen fonksiyon” diye anlatilir. Bu sezgi
yararlidir ama yetersizdir. Dirichlet fonksiyonu gibi grafigi hi¢ ¢izilemeyen fonksiyonlar vardir; tanim
kiimesi N olan bir fonksiyonun grafigi ise ayrik noktalardan olusur, kalemle “¢izmek” anlamsizdir. Bize
kalem degil, € ve & gerekir.

Fikir sudur: f’nin a’da siirekli olmasi, f(z)’i f(a)’ya istedigimiz kadar yakin yapabilmemiz demektir;
yeter ki z’i a’ya yeterince yakin secelim. “Istedigimiz kadar” ¢ ile, “yeterince” § ile 6lgiiliir.

Tanim 33.1 (Bir Noktada Siireklilik). A C R, f: A — Rbir fonksiyonve a € A olsun. Her ¢ > 0 i¢gin
z€A ve |[z—al|<d=| f(x)—fla) | <e
olacak bicimde bir § > 0 varsa f’ye a noktasinda siirekli (continuous at a) denir. Sembolik olarak:

Ve>030 >0Vo e A:|z—a|<d=| f(z)— fla) | <e.
f, a noktasinda stirekli degilse f’ye a noktasinda siireksiz (discontinuous at a) denir.
Komsuluk diliyle (Tanim 15.1) tanum goyle okunur: f(a)nin her B(f(a),e) komsulugu icin, a’nin dyle
bir B(a, §) komgulugu vardir ki f, AN B(a, ) kimesini B(f(a), ) icine gotiiriir:
f(ANB(a,0))C B( fla)e).
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378 Bolim 33. Siireklilik

[x-al<?d

y=f(x)

|
|
|
t
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

Sekil 33.1: Siireklilik taniminin resmi: f{a)'nin € komsulugu (yatay bant) verilince, a'nin 6yle bir § komsu-
lugu (disey pencere) bulunur ki pencerenin tamami, a'nin kendisi dahil, banda taginir. Limit resminden
farki, a noktasinin artik delinmemesi ve hedef degerin f{a) olmasidur.

1 Limit tanimindan ii¢ fark

Siireklilik tanimimni Tanim 27.1 ile yan yana koyalim. Uc fark vardir:

1. Limit taniminda a’nin A’da olmasi gerekmez; siireklilik taniminda a € A zorunludur, ¢iinkii f(a)
degeri isin icindedir.

2. Limittamiminda 0 < |  — a | < § yazilir, yani = a noktasi diglanir. Stireklilikte diglamaya gerek

yoktur: = aicin | f(z) — f(a) | = 0 < ¢ zaten saglanur.

3. Limit taniminda a’nin A’nin bir y1g1lma noktasi (Tanim 17.1) olmasi istenir. Stireklilik taniminda
boyle bir kosul yoktur; a, A’nin izole bir noktas: da olabilir.

Bu farklara ragmen, a bir yigilma noktasiysa stireklilik tam olarak “limit, degere esittir” demektir.
Onerme 33.1 (Yigilma Noktasinda Siireklilik ve Limit). f: A — R vea € A olsun. a ayni zamanda
A’nin bir yigilma noktasiysa (a € AN A’),

f,a noktasinda siireklidir < lim f(z) = f(a).

r—a

Ispat.

(= yonii) f, a’da siirekli olsun ve € > 0 verilsin. Tamimdan, z € A ve | x —a | < 0 iken | f(z) —
f(a) | < € olacak bigimde bir & > 0 vardwr. Ozel olarak x € A ve 0 < |z —a | < § iken de | f(z) —
f(a) | < € olur; bu, Tanim 27.1 geregilim__,, f(z) = f(a) demektir.

(< yonii) lim,_,, f(z) = f(a) olsun ve ¢ > O verilsin. Limit tamimindan, t € Ave0 < |z —a|<§
iken| f(z) — f(a) | < € olacak bicimde bir 6 > 0 vardw. Simdixz € Ave| x — a | < § olan herhangi bir
zalahm.z # aise0 < |z —a | <dolurve| f(z)— f(a) | < e saglamr. z = a ise| f(z) — f(a) | =
0 < ¢ zaten dogrudur. Her iki durumda da siireklilik kosulu saglanir.

|
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Bu 6nerme sayesinde, tanim kiimesi bir aralik olan fonksiyonlar i¢in (araligin her noktas: yigilma nokta-
sidir) siireklilik, 6nceki bolimlerde gelistirdigimiz biitiin limit araclariyla incelenebilir. Yig1lma noktasi
olmayan noktalarda ise durum daha da basittir.

Onerme 33.2 (Izole Noktada Siireklilik). f: A — R olsun. a € A, A’nin bir izole noktasiysa (Tanim
17.3) f, a noktasinda siireklidir.

ispat.

a izole nokta oldugundan, izole nokta élgiitii (Onerme 17.3) geregi A N B(a, §y) = {a} olacak bigimde bir
8o > 0 vardir. € > 0 verilsin; 6 = §y alalhm. x € Ave| x —a | < §, isex € AN B(a,dy) = {a}, yani
x = a’dw. O halde | f(z) — f(a) | = 0 < € olur. Tamim saglanmustur.

|

Ornegin N'nin her noktast izoledir; dolayisiyla f : N — R bigimindeki her fonksiyon, yani her dizi, tanim
kiimesinin her noktasinda siireklidir. Bu, siirekliligin “kalemi kaldirmama” sezgisinden ne kadar farkli
oldugunu gosterir: stireklilik fonksiyonun a’ya yakin noktalardaki davransiyla ilgilidir; yakinda bagka
nokta yoksa soylenecek bir sey de yoktur.
Siireklilik bir noktada tanimlands; bir fonksiyonun “stirekli oldugunu” séylemek ise bunun tanim kiime-
sinin her noktasinda saglanmasi demektir.

Tanim 33.2 (Bir Kiime Uzerinde Siireklilik). f: A — R ve B C A olsun. f, B’nin her noktasinda
surekliyse f’ye B iizerinde siirekli denir. f, A’nin her noktasinda siirekliyse kisaca f siireklidir denir.

Siirekliligin olumsuzlanmasi

f’nin a € A noktasinda siireksiz olmasi, tamimdaki 6nermenin olumsuzudur. Teorem 2.1 ile nicele-
yiciler tek tek cevrilir:

Jeg >0V >0z € Az —a | <dve| f(x)— fla) | > &g

Yani “koti” bir £, vardir: a’ya ne kadar yaklagirsak yaklagalim, goriintiisii f(a)’dan en az g, uzakta
kalan bir « bulunur. Siireksizligi gostermek icin bir £, secip her § i¢cin béyle bir  tiretmek gerekir.

Ornek 33.1 (Sabit, Birim ve Kare Fonksiyonlar1). Asagidaki fonksiyonlarin R iizerinde siirekli
oldugunu e-0 tanimiyla gosteriniz.

a) f(z) = c (sabit fonksiyon)

b) f(z) = z (birim fonksiyon)

0) f(z) =a?
Cozim.
Her gikta keyfi bir a € R ve € > 0 aliyoruz; uygun bir § bulmaliyiz.
a)d =1lalalm.| z —a | < lolanherzigin| f(z) — f(a) | =| ¢ — ¢ | = 0 < &. Aslinda herhangi bir
0 ige yarar.
b)d=calalm. |z —a |<dise]| f(z)— f(a) |=|z—a|<d==¢

¢) Once | f(z) — f(a) | ifadesini | z — a | cinsinden kontrol altina alalim:
|22 —a® |=|z—al|-|z+a].

Sagdaki |  + a | carpani z’e baglhdir; onu siirlamak igin énce | z —a | < 1 kabul edelim. Uggen
esitsizligiyle (Teorem 8.2)

|z4+a|=|(z—a)+2a|<|z—a|+2|a|<1+2]a].
Boylece | £ —a | < 1iken

w?—a?|<|z—al(l+2]al)
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olur. Bunun ¢’dan kii¢iik kalmasiigin |  —a | < #‘a‘ yeterlidir. O halde

6 = min 1,;
1+2]al

alalm. | z —a | < disehem |z —a | <lhemde |z —a | <e/(1+2 | a|) saglanir; dolayisiyla

2 2 |

| 2% — (1+2]al)=e

< 5
1+2]al

Demek ki 22 her a noktasinda siireklidir. Dikkat: burada § hem £’a hem de a’ya baghdr;
ayni € icin daha kiiciik bir § gerekir.
|

a | biyiidiikce

Siireklilik icin Dizisel Ol¢iit

Fonksiyon limitini dizilerle karakterize eden Teorem 28.1, siireklilik icin de bir kargilik bulur. Ustelik
burada dizilerin a degerini almasini yasaklamaya gerek yoktur.

Teorem 33.1 (Siireklilik i¢cin Dizisel Olciit). f: A — R ve a € A olsun. f’nin a noktasinda siirekli
olmast igin gerek ve yeter kosul sudur: A icinde a’ya yakinsayan her (z,,) dizisi i¢in (f(z,,)) dizisi f(a) ya
yakinsar.

fia 'da siirekli < V(z,) C A:( 2, = a= f(z,) = f(a)) .

Ispat.

(= yonii) f, a’da siirekli olsun; A icinde x,, — a olan bir (z,)) dizisi alalim. € > 0 verilsin. Siireklilikten,
x€Ave|x—a|<diken| f(z) — f(a) | < € olacak bigimde bir 6 > 0 vardw. x,, — a oldugundan
bud igin,n > ng iken| x, —a | < § olacak bicimde birng € N vardir (Tanim 20.1). z,, € A oldugundan
n > ng icin| f(x,) — f(a) | < € elde edilir. Bu, f(x,,) — f(a) demektir.

(<= yonii) Karsit tersini gosterelim: f, a’da siirekli olmasin; o zaman A i¢inde a’ya yakinsayan ama
gorintiisii f(a)’ya yakinsamayan bir dizi bulacagiz. Siirekliligin olumsuzlamasina gore yle bire, > 0
vardir ki her 6 > 0 igin

|z —a|<dvel| f(z)—fla)|2e

olan bir x € A bulunur. Hern € N i¢in § = 1/n alalim ve buna karsilik gelen noktaya x,, diyelim:

1
e, €4,  |ap—al<—, | flzn) = fla) [ 2 &
0<|z,—al<1/nvel/n— 0oldugundan sikistirma teoremiyle (Teorem 21.6) | z,, — a | — 0, yani
x,, — a olur. Ote yandan her n icin | f(z,) — f(a) | > ¢, oldugundan (f(z,,)) dizisi f(a)’ya yakinsa-
yamaz: yakinsasaydie = g, icin birn’den sonra| f(x,) — f(a) | < &, olmasi gerekirdi. Boylece hipotezi
bozan bir dizi bulduk; karsit ters ispati tamamlanmistir.
n

Teoremin iki yoni iki farkl igse yarar. = y0ni, siirekli bir fonksiyonun limitle yer degistirebilecegini
soyler:

lim f(x,) = lim z,, ).
<= yon ise siireksizligi géstermenin en pratik yolunu verir.

Sonug 33.1 (Dizilerle Siireksizlik). f: A — R vea € A olsun. A iginde a’ya yakinsayan 6yle bir (z,,)
dizisi varsa ki (f(z,))) dizisi f(a)’ya yakinsamiyorsa (6rnegin f(z,) — £ # f(a) ise, ya da (f(z,,)) rak-
saksa), f, a noktasinda siireksizdir. Ozel olarak, a’ya yakinsayan iki dizinin gériintii dizileri farkli limitlere
gidiyorsa f, a’da siireksizdir.

ispat.
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Teorem 33.1 geregi f a’da siirekli olsaydi, a’ya yakinsayan her dizinin gériintisii f(a)’ya yakinsards.
Hipotezdeki dizi bunu bozar. Iki dizi durumunda gorintii dizilerinin limitleri farkli oldugundan en az biri
f(a) dan farklidir; o dizi siireksizligi verir.

|

Ornek 33.2 (Dirichlet Fonksiyonu Hicbir Noktada Siirekli Degildir).

v = {5158

Dirichlet fonksiyonunun R’nin hi¢bir noktasinda siirekli olmadigini gosteriniz.

Coziim.

a € R keyfi olsun. Rasyonel sayilarin yogunlugu (Teorem 13.5) geregi her n € N i¢in (a,a + 1/n)
araliginda bir ¢,, rasyonel sayis1 vardir; irrasyonellerin yogunlugu (Teorem 13.6) geregi ayni aralikta
bir 4,, irrasyonel sayisi vardir. a < ¢,, < a4+ 1/n ve a + 1/n — a oldugundan sikigtirma teoremiyle
g, — a; ayni bicimde ¢,, — a.

Goriintii dizileri sabittir: her n i¢in D(g,,) = 1 ve D(i,,) = 0. Dolayisiyla

Jim D(g,) =1# 0= lim D(i,,).

Sonug 33.1 geregi D a’da siireksizdir. a keyfi oldugundan D hicbir noktada stirekli degildir. (Ayn diziler,
Ornek 28.3 icinde D’nin hicbir noktada limiti olmadigini gdstermisti; burada ek olarak D(a) degerinin
de yardimc1 olamadigini goriiyoruz.)

|

Ornek 33.3 (Yalmizca Bir Noktada Siirekli Fonksiyon). g(z) = z - D(x) olsun; yani

r,x €Q,

oo = {5 s

¢’nin yalmizca a = 0 noktasinda siirekli oldugunu gosteriniz.

Cozim.
a = 0’da siireklilik. Her z icin | D(z) | < 1 oldugundan

| 9(2) —9(0) [=[z | [ D(z)[<|z].

€ > 0 verildiginde 6 = e alalm: | x — 0 | < dise | g(z) — ¢g(0) | < | z | < e. Tamum saglanr.

a # 0’da siireksizlik. Onceki 6rnekteki gibi a’ya yakinsayan bir (g,,) rasyonel dizisi ve bir (3,,)
irrasyonel dizisi alalim. g(q,,) = ¢,, = a ve g(i,,) = 0 — 0. a # 0 oldugundan iki gériintii dizisi farkl
limitlere gider; Sonuc 33.1 geregi g a’da stireksizdir.

Demek ki siirekli oldugu noktalarin kiimesi {0} olan bir fonksiyon vardir. Siireklilik gercekten nokta-
sal bir kavramdir.

|

Siirekli Fonksiyonlarla Cebirsel Islemler

Her fonksiyonun siirekliligini -4 ile gostermek zahmetlidir. Neyse ki siireklilik toplama, ¢carpma ve bélme
altinda korunur; boylece birkag¢ temel fonksiyondan baglayarak genis bir stirekli fonksiyon ailesi elde
ederiz. Ispat icin dizisel 6lciit ile dizi limitlerinin aritmetigini (Teorem 21.1) birlestirmek yeterlidir.

Teorem 33.2 (Siirekli Fonksiyonlarla Cebirsel Islemler). f,g: A — R fonksiyonlari a € A nokta-
sinda stirekli ve ¢ € R olsun. O zaman

1. f+ g ve f — g fonksiyonlari a’da siireklidir;
2. cf fonksiyonu a’da siireklidir;
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3. fg carpim fonksiyonu a’da siireklidir;
4. g(a) # 0ise, Ay = {x € A: g(x) # 0} iizerinde taniml ﬁfonksiyonu a’da siireklidir.

ispat.
Teorem 33.1 kullanacagiz. A iginde x,, — a olan keyfi bir (z,,) dizisi alahm. f ve g a’da siirekli
oldugundan, yine dizisel olgiitle,

f(zn) = fla),  g(z,) = g(a).
(1) ve (2) ve (3): Dizi limitlerinin aritmetigi (Teorem 21.1) geregi
f(@,) +9(@,) = fla) +g(a), f(z,)—g(z,) = fla) —g(a), cf(z,)—=cfla), flz,)g(z,)— fla)g(a).

Soldaki diziler sirasiyla (f + g)(x,,), (f — g9)(z,,), (c¢f)(x,,), (f9)(x,,) dizileridir; sagdaki sayilar ise bu
fonksiyonlarin a’daki degerleridir. (x,,) keyfi oldugundan dizisel él¢iit her birinin a’da siirekli oldugunu
verir.

(4) g(a) # 0 oldugundan a € A,’dir. Bu kez A, icinde x,, — a olan keyfi bir dizi alalim. (x,)) aym

zamanda A iginde oldugundan f(z,) — f(a) ve g(z,)) — g(a); ayrica her n i¢in g(x,)) # 0 ve g(a) #
0. Boliim igin dizi limiti kurali (Teorem 21.1) tam bu kosullart ister ve

f@,) _, 1)

9(z,)  g(a)

verir. Dizisel olciitle f/g a’da siireklidir.
|

Teorem, siirekliligi “parcalardan” kurmamizi saglar: iki stirekli fonksiyonun toplaminin siirekli oldugunu
her seferinde £-4 ile gostermek gerekmez. Ilk bityiik uygulama polinomlardir.

Sonug 33.2 (Polinomlar ve Rasyonel Fonksiyonlar Siireklidir).

1. Herp(z) = a,z" + a, 12" ' + -+ a,x + a, polinomu R’nin her noktasinda siireklidir.

2. p ve q polinomlar olmak iizere r(x) = % rasyonel fonksiyonu, tanim kiimesi {x € R : ¢(x) # 0}
iizerinde siireklidir.

Ispat.

(1) Ornek 33.1 geregi sabit fonksiyon ve x fonksiyonu her noktada siireklidir. * = x - %1 oldugundan,
Teorem 33.2 (3) ile k iizerinde tiimevarim yaparak her x* (k € N) fonksiyonunun siirekli oldugu goriliir.
Ayni teoremin (2) maddesiyle a,x* siirekli, (1) maddesiyle de bunlarin sonlu toplami olan p siireklidir.
Bu sonuca bir de limit yoluyla bakalim: Sonu¢ 29.3 her a € R i¢in lim__,, p(x) = p(a) der; a, R’nin bir
yiguma noktast oldugundan Onerme 33.1 ile bu, siirekliliktir.

(2) q(a) # 0 olan bir a alalim. p ve q (1) geregi a’da siireklidir; Teorem 33.2 (4) ile p/q a’da siireklidir.
(Ayni sonug Sonucg 29.4 ile de elde edilir.)
|

Ornek 33.4 (Parcali Fonksiyonda Siireklilik Kosulu). % € R bir sabit olmak iizere

o) = {:1:2 +kx<1,

3r—1,z>1
fonksiyonu verilsin. f’nin R tizerinde siirekli olmasi i¢in &k ne olmalidir?

Coziim.

a # 1 noktalari. a < lise §; = 1 — a > 0 alindiginda (a — &, a + &) araliginda f(z) = 22 + k’dr;
siireklilik yalnizca a’ya yakin noktalara baktigindan fnin a’daki siirekliligi 2 + k polinomunun
strekliligine indirgenir (Sonug¢ 33.2; polinom i¢in bulunan §’nin §,’dan kiigiikk olanini almak yeter). a >

1 i¢in de aym gerekeeyle f, 3z — 1 polinomu gibi davranir ve siireklidir. Bu noktalarda k’nin bir roli
yoktur.
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a = 1 noktasi. 1, R’nin yigilma noktas: oldugundan siireklilik lim, ,; f(z) = f(1) = 2 demektir
(Onerme 33.1). Limitin varlig1 icin sag ve sol limitler var ve esit olmalidir (Teorem 31.1). x > 1 icin
f(z) = 3z — 1 oldugundan

lim f(z) = lim (3z —1) = 2,

z—1+ z—1+
x < ligin f(x) = 2% + k oldugundan
lim f(z)= linll (z2+k)=1+k.
z—1-

z—1"

(Her iki hesapta polinom limitini Sonug 29.3 verir.) Limit var ve f(1) = 2’ye esit olsun diye 1 + k =
2, yani k = 1 gerekir. Bu degerde f her noktada siireklidir; bagka her & icin f yalnizca 1 noktasida
streksizdir.

]

Polinomlardan sonra en sik kullandigimiz fonksiyonlar mutlak deger ve kok fonksiyonlaridir.
Onerme 33.3 (Mutlak Deger ve K6k Fonksiyonlar: Siireklidir).

1. f(x) =| = | fonksiyonu R iizerinde siireklidir.

2. f(z) = v/z fonksiyonu [0, 00) iizerinde siireklidir.

3. Hern € N icin f(x) = {/z = /™ fonksiyonu [0, c0) iizerinde siireklidir.

ispat.

(1) a € R vee > 0 verilsin. Ters iiggen esitsizligi (Sonu¢ 8.3) gerei her x icin
|[lz]—fal|<|z—a].

d=calrsak| x—a | <diken||z|—]a||<ceolur

(2) Kok fonksiyonu Teorem 13.2 ile [0, 00) dizerinde tanimhidir. Iki durum vardur.
a = 0 durumu. € > 0 verilsin; 6 = €2 alalim. x > 0 ve |z —0]<disex < €2; kok alma siralamayi
korur (v/x > € olsaydi kare alarak x > €% bulurduk), dolayisiyla | \/z — /0 | = \/z < e.
a > 0 durumu. x > 0 icin payday: eslenikle genisletelim: \/z + v/a > 0 oldugundan
T —/a T +4/a r—a r—a
|\/E—\/E|=‘(‘/_ Va) (VT ++a) | | | | |

VI ++/a CVr+yVaT Va

Son adimda \/x > 0 oldugu icin payda kiigiiltiilmiis, kesir biiyiitilmiistiir. ¢ > 0 verildiginde § = e+/a
alahm:z >0,z —a | <dise| vz —+/a | <d//a=¢.

(3) n =1 icin birim fonksiyon, n = 2 icin (2) elde edilir; genel n i¢in ayni fikri kullaniriz. w = x
v = a'/™ diyelim (x,a > 0). Carpanlara ayirma 6zdesligi

1/n ve

u® — " = (U _ ’U) (unfl + un72,u + e uvn72 + ,Unfl)

geregiz — a = (u—v) S olur; burada S, parantez icindekin terimli toplamdir ve her terimi > 0’dwr.

a =0 durumu. § = €™ alalm. 0 < z < €" ise, kok alma swralamay: korudugundan /™ < ; yani

| f(z) = f(0) | <e.

a > 0 durumu. S nin biitiin terimleri negatif degildir ve son terimiv™* = a(»~1/™ > 0°dir; 0 hilde S >
(n—1)/n

a ve

|z—a| |xz—a]
S — a(n—l)/n :

@t —at | = Ju—v | =

€ > 0 verildiginde § = ¢ o™ V/™ alimirsaz > 0 ve| x —a | < § iken | /™ — /™ | < € olur.
|
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Trigonometrik fonksiyonlarin siirekliligi i¢in iki olguya ihtiyacimiz var. Siniis ve kosiniis bu derste
heniiz analitik olarak (kuvvet serileriyle) tanimlanmadi; geometrik tanimlariyla ¢alistyoruz. Asagidaki iki
olguyu, Teorem 30.6 ispatindaki geometrik karsilastirmayla ayni diizeyde, kabul ediyoruz.

1 Kabul edilen trigonometrik olgular

Hert,z,a € Rigin

1. |sint | < | ¢ | (birim ¢emberde | ¢ | uzunlugundaki yaym ucundan yatay eksene inen dikmenin
boyu |sint |’dir; dikme, yayin kirisinden, kiris de yayin kendisinden kisadir; | ¢ | > 7/2 icin ise

|sint | <1<|¢]);
2. toplam-fark 6zdeglikleri:
. . x a . r—a . x+a . xT—a
sinz —sina = 2 cos sin ——, cosz — cosa = —2sin 5 sl —

Bu olgular Analiz 2'de siniis ve kosiniis seriyle tanimlandiginda ispatlanacaktr.

Onerme 33.4 (Siniis ve Kosiniis Siireklidir). sin ve cos fonksiyonlari R iizerinde siireklidir. tan z =

i“T“; fonksiyonu, cos x # 0 olan her noktada siireklidir.

ispat.
a € R olsun. Toplam—fark ézdesligi, | cosu | < 1 ve|sint | < | t | olgulariyla

r—a

\sinxfsina|:2cosm+a =|lz—al.

i

Hsin
€ > 0 verildiginde 6 = ¢ alahm: | x —a | < § ise |sinz —sina | < |  —a | < . Kosiniis i¢in ayni
hesap ikinci 6zdeslikle yapilir:

o r+a T —
sin

|cosx —cosa | =2

a
‘g\x—a\.

Tanjant, iki siirekli fonksiyonun béliimidiir; Teorem 33.2 (4) ile paydanin sifir olmadigi her noktada
stireklidir.
|

Bileske Fonksiyonun Siirekliligi

Bilegke icin limit teoremi (Teorem 29.3) dort kogsul istiyordu; dordiinciisii, i¢ fonksiyonun a yakininda
b degerini almamasi gibi tuhaf bir kosuldu. Siireklilikte bu kosul ortadan kalkar: siirekli fonksiyonlarin
bilegkesi siireklidir, o kadar.

Teorem 33.3 (Bileske Fonksiyonun Siirekliligi). f: A — R ve g: B — R fonksiyonlar f(A) C B
kosulunu saglasin; béylece go f : A — R tamimhdir. f, a € A noktasinda ve g, b = f(a) € B noktasinda
siirekliyse g o f de a noktasinda siireklidir.

ispat.
€ > 0 verilsin. g, b noktasinda siirekli oldugundan 6yle birn > 0 vardiwr ki

yeB ve |y—b[<n=]g(y) —g(b) [<e. (1)
f. a noktasinda siirekli oldugundan, bu n’y1 “€” olarak kullanip 6yle bir 6 > 0 buluruz ki
€A ve |[z—a|<d=| f(z)— fla) | <n. (2)

Simdiz € Ave| x—a | < olsun. (2) geregi| f(z) —b | < n; ayrica f(z) € f(A) C B. O haldey =
f(x), (1)‘in hipotezini saglar ve

| 9(f(x)) —g(f(a)) [=1g(y) —g(b) | <e
elde edilir. Bu, g o f’nin a’da stirekliligidir.
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1 Limit teoremindeki dordiincii kosul neden gerekmiyor?

Teorem 29.3 ispatinda ¢g’nin b’deki limitini kullaniyorduk; limit tanimi yalmizca 0 < | y —b | < n
olan y’ler hakkinda bilgi verir. f(z) = b olursa y = f(z) bu araligin diginda kalir ve g(b) degeri
limitten farkl olabilir; Ornek 29.4'deki kars1 6rnek tam da buydu: f = 0 ve g(0) =0, g(y) =1 (y #
0).

Siireklilikte ise (1) kosulu | y — b | < 7 olan biitiin y’ler i¢in, y = b dahil, gegerlidir; ¢iinkii stireklilik
g(b)’nin “dogru deger” olmasim zaten garanti eder. Kars1 drnekteki g, 0°da siirekli degildir; teoremimiz
ona uygulanamaz, dolayisiyla bir ¢eligki de yoktur.

Sonugc 33.3 (Bileskeyle Elde Edilen Siirekli Fonksiyonlar). f: A — R fonksiyonua € A noktasinda
siirekli olsun.

1.
2.
3.

| f | fonksiyonu a’da siireklidir.
A dizerinde f > 0 ise \/7 ve hern € N igin {/?fonksiyonu a’da stireklidir.

sin o f vecos o f fonksiyonlari a’da siireklidir.

Ispat.

Her madde Teorem 33.3 ile dis fonksiyonun siirekliliginin birlesimidir. (1)'de dis fonksiyon | - | (Onerme
33.3(1)); (2)’de f(A) C [0, 00) oldugundan dis fonksiyon [0, co) dizerinde siirekli olan kiok fonksiyonudur
(Onerme 33.3 (2), (3)); (3) ‘te dis fonksiyon sin ya da cos’tur (Onerme 33.4).

|

Ornek 33.5 (Bileske ve Limitle Yer Degistirme).

a) h(z) = sin(x? + 1) fonksiyonunun R iizerinde siirekli oldugunu gosteriniz.

b) k(x) = V22 — 1 fonksiyonunun A = (—o0,—1] U [1, 00) iizerinde siirekli oldugunu gésteriniz.

¢ lim, , . 4/4+4 % velim, _, cé)gz—zl) limitlerini hesaplayniz.

Cozim.

a) f(z) = 2% + 1 polinomu her noktada siireklidir (Sonuc 33.2); g = sin her noktada siireklidir
(Onerme 33.4). f(R) C R oldugundan bilegke tanimhidir ve Teorem 33.3 ile h = g o f her a € R'de
stireklidir.

b) x € A icin 2% > 1, yani 22 — 1 > 0’dir; dolayisiyla f(z) = 22 — 1 polinomu A’y1 [0, 00) icine
gotiriir. f siirekli (Sonug 33.2), kdk fonksiyonu [0, 0o) tizerinde siirekli (Onerme 33.3); Teorem 33.3 ile
k A’nun her noktasinda siireklidir.

c) Siirekli fonksiyon limitle yer degistirir (Teorem 33.1, = yénii). ,, = 4 + 1/n — 4 ve kék fonksiyonu
4’te siirekli oldugundan

1 1
lim 4+—:\/lim (4+—> =Vi=2.
n—00 n n—00 n
Ikincisi icin y,, = ThaT = ﬁ — % (Teorem 21.1) ve cos, m/3’te siireklidir:

. € ™ ) T 1
lim cps—— | =cos — = —.
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Siirekli Fonksiyonlarin Yerel Davranisi

Limit i¢in gosterdigimiz yerel sinirhilik (Teorem 29.1) ve igaret koruma (Teorem 30.2) 6zelliklerinin siirek-
lilik stirtimleri, delinmis komguluk yerine tam komsgulukta gecerlidir ve £ yerine f(a) gecer. Bu kiigiik
Onerme, ileride ara deger teoreminin ispatinda kilit rol oynayacaktur.

Onerme 33.5 (Yerel Sinirlilik ve Isaret Koruma). f: A — R fonksiyonu a € A noktasinda siirekli
olsun.

1. (Yerel stnurlilik) Oyle § > 0 ve M > O vardirkiz € A, | x —a | < § iken| f(z) | < M.
2. (Isaret koruma) f(a) > 0 ise 6yle bir 6 > 0 vardirkiz € A,| z —a | < § iken f(x) > fla) 5 .

2
. . . . f(a)
3. f(a) < 0isedyle bird > 0 vardirkiz € A, | x —a | <6 iken f(z) < =~ < 0.

ispat.
(1) Siireklilik taniminda e = 1 alalim: x € A,
Ucgen esitsizligiyle bu xler icin

| f(@) [ =1 (f(@) = fla) + f(a) [ <[ f(z) = fa) [ +] fla) | <1+] fla) | .

M =1+ f(a) | abmr.
(2) f(a) > 0 oldugundan € = f(a)/2 > 0 alabiliriz. Siireklilikten éyle bir 6 > 0 vardir ki z € A,

a | <diken| f(x)— f(a) | < f(a)/2, yani

x—a | <diken| f(z) — f(a) | <1 olacak bir § vardir.

T —

Soldaki esitsizlikten f(z) > f(a) — f(a)/2 = f(a)/2 > 0.

(3) —f fonksiyonu a’da siireklidir (Teorem 33.2 (2)) ve (—f)(a) = —f(a) > 0. (2)*yi —f *ye uygularsak
| z—a| < diken—f(x) > —f(a)/2, yani f(z) < f(a)/2 < 0 olur.

|

Kisacasi: stirekli bir fonksiyon bir noktada sifirdan farkliysa, o noktanin bir komsulugunda isaret degis-
tirmez. Tersinden okursak: sitirekli bir fonksiyon bir aralikta isaret degistiriyorsa arada bir yerde sifir
olmak zorundadir — bu, ileride ispatlayacagimiz Bolzano teoreminin 6ziidiir.

Tek Yonlu Sureklilik

Tek yonli limitler (Tanim 31.1) gibi tek yonli stireklilik de tanimlanir. Bu kavram, bir sonraki béliimde
stireksizlik tiirlerini siniflandirirken ve taban fonksiyonu gibi “basamakli” fonksiyonlar: incelerken gere-
kecek.

Tanim 33.3 (Sagdan ve Soldan Siireklilik). f: A — Rvea € A olsun.

« Here > 0igin,z € Avea <z <a+diken| f(z) — f(a) | < € olacak bigimde bir § > 0 varsa f’ye
a’da sagdan siirekli (right-continuous) denir.

« Here > 0igin,z € Avea—d <z <aiken| f(z) — f(a) | < € olacak bigimde bir § > 0 varsa f’ye
a’da soldan siirekli (left-continuous) denir.

a, AN (a,00) kiimesinin bir yigilma noktasiysa sagdan siireklilik, Onerme 33.1 ispatindaki ayni akil
yiiriitmeyle, f(a%) = f(a) esitligine denktir; benzer bicimde soldan siireklilik f(a~) = f(a) demektir.
Onerme 33.6 (Siireklilik ve Tek Yonlii Siireklilik). f: A — R ve a € A olsun. f’nin a’da siirekli
olmasu igin gerek ve yeter kosul, f’nin a’da hem sagdan hem soldan siirekli olmasidir.

Ispat.

(= yonii) Sireklilik tamimindaki §, hema < z < a+ § hem de a — 6 < x < a olan x’ler i¢in ise yarar;
giinkii her iki kosul da | x — a | < 0°’y1 gerektirir.

(<= yonil) € > 0 wverilsin. Sagdan siireklilikten bir &,, soldan siireklilikten bir 6, bulalim ve § =
min{d;, 05} alahm.z € Ave| z —a | < dolsun.z > aisea < z < a+ 6 < a + d,; safdan siireklilikle
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| f(z)— fla) | <e. z<aisea—0dy<a—08 <z <a; soldan sireklilikle | f(z) — f(a) | < e. Her
durumda siireklilik kosulu saglanir.
|

Ornek 33.6 (Taban Fonksiyonu Sagdan Siireklidir). f(z) = |z] taban fonksiyonunun (Tanim 12.1)
her k € Z noktasinda sagdan siirekli, soldan siireksiz oldugunu gésteriniz. f hangi noktalarda stireklidir?

Coziim.

Sagdan siireklilik. £ < z < k+ li¢in || = k = f(k)’dir. € > 0 verildiginde § = 1 alalm: k < z <
k+1liken| f(z)— f(k) |=0<e.

Soldan siireksizlik. ¢, = 1 alalim. Herhangibir 6 > O i¢inz = k — min{d, 1}/2 noktasik — 6 < z <
k ve k—1 < z < k kogullarin1 saglar; dolayisiyla |z] =k —1 ve | f(z) — f(k) | =1 > &,. Soldan
streklilik tanimi hicbir 4 igin saglanmaz.

Siireklilik noktalar1. Onerme 33.6 geregi f hicbir tam sayida siirekli degildir. a ¢ Z ise k = |a] igin
k<a<k+1;6y=min{a —k,k+1—a} > 0alindifinda (a — éy,a + 6,) C (k,k+ 1) olur ve bu
aralikta f sabit k degerini alir. Sabit fonksiyon siirekli oldugundan f a’da siireklidir. Sonug: |z | tam
olarak R \ Z tizerinde siireklidir.

|

Alistirmalar

Aligtirma 33.1 (Siireklilik Aligtirmalari).

a) a # 0 olmak iizere f(z) = 1 fonksiyonunun a noktasinda siirekli oldugunu -4 tanimuyla gésteriniz.

b) h(z) = zsin i (z # 0), h(0) = 0 ile tanimlanan h : R — R fonksiyonunun R iizerinde siirekli oldu-
gunu gosteriniz.

c) f(z) = “;3 —L (z # 1) ve f(1) = c olsun. f’nin 1 noktasinda siirekli olmast i¢in ¢ ne olmaldir?

d) g(z) =2z (z € Q) ve g(z) = —z (z ¢ Q) fonksiyonunun yalnizca 0 noktasinda siirekli oldugunu
gosteriniz.

e) f:R — R siirekli olsun ve her ¢ € Q i¢cin f(q) = 0 saglansin. Her € R i¢in f(z) = 0 oldugunu
gosteriniz. Buradan, Q tizerinde cakigan iki siirekli fonksiyonun R iizerinde esit oldugunu ¢ikariniz.
Cozim.

a) z # 0 icin

1 1
T a

la—z| |xz—al

e flal Jallal

Paydadaki | = |’i alttan sinirlamak icin 6nce | * — a | < | a | /2 kabul edelim. Ters ticgen esitsizligiyle
lz|>|a|—]z—a|>|a|—]al]/2=]a] /2; ozellikle x # 0. O hilde

1 1< lz—a|  2|z—a|
z al” (la]|/2)]a]| a?
la| ea?

€ > 0 verildiginde § = min{T, &
| 1/z—1/a| < 26/a® <e.

b) a = 0’da: x # 0 i¢in |sin(1/z) | < 1 oldugundan | h(z) — h(0) | = | = | |sin(1/z) | < | =
icin fark sifirdir. § = € almwrsa | z | < diken | h(z) —h(0) | < |z | <e.
a#0da:dy=|a|>0alalim; | z —a | <, ise ters iggen esitsizligiyle | z | > |a|—|z—a | >
0, yani x # 0’dir. Demek ki h, a’nin bu komgulugunda R \ {0} tizerinde tanimli u(z) = z sin(1/z)
fonksiyonuyla cakisir. 1/x fonksiyonu a’da siirekli (a sikki), sin her noktada siirekli (Onerme 33.4),
dolayisiyla bileske sin(1/z) a’da siireklidir (Teorem 33.3); x ile carpim olan u de a’da siireklidir
(Teorem 33.2 (3)). Sureklilik yerel bir 6zelliktir: € > 0 verildiginde w’nun siirekliliginden gelen § yerine
min{d, ,} alalm. z € Rve | z — a | < min{d, d, } ise  # 0, dolayisiyla h(z) = u(z) ve h(a) = u(a);

} alalim. | x —a | < § ise yukaridaki kestirim gegerlidir ve

;x =0
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388 Bolim 33. Siireklilik

boylece | h(z) — h(a) | = | u(z) —u(a) | < € olur (Ornek 33.4’de ayn1 akil yiiriitmeyi kullanmistik).
Sonug olarak h R’nin her noktasinda siireklidir.
¢) 1, R’nin y1g1lma noktasi oldugundan siireklilik lim, ,; f(z) = f(1) = ¢ demektir (Onerme 33.1).
x # 1icin

-1 (z—1D@%>+2+1)

= =2 1
r—1 r—1 AT

oldugundan ve limit z = 1 noktasindaki degere bakmadigindanlim,_,; f(z) = lim,_,;(z® +z +1) =
3 (Sonug 29.3). O halde ¢ = 3 olmalidir.

d) 0°da: Her z i¢in | g(x) () —g(0) | =| = | ve § = ¢ ise yarar.

a # 0’da: Ornek 33.2 1(;1ndek1 glbl a’ya yakinsayan bir rasyonel dizi (g,,) ve bir irrasyonel dizi (4,,)
alalim. g(¢,,) = q,, — a, 9(i,,) = —i,, & —a (Teorem 21.1). a # 0 oldugundan a # —a; Sonug 33.1 ile
g a’da siireksizdir.

e) z € Rkeyfi olsun. Teorem 13.5 geregi her n i¢in (x, z + 1/n) aralifinda bir g,, rasyonel sayis1 vardur;
sikistirmayla ¢, — x. f «’te stirekli oldugundan dizisel 6l¢iitle (Teorem 33.1)

fz) = lim f(g,)= lim 0=0.

f,9:R — R siirekli ve Q tizerinde f = g ise h = f — g streklidir (Teorem 33.2) ve Q tlzerinde
sifirdir; az 6nce gosterilenle A = 0, yani f = g. Stirekli bir fonksiyon, yogun bir kiimedeki degerleriyle
tamamen belirlenir.

]

Surekliligin tanimuni, dizisel 6l¢titiinii ve siirekli fonksiyon iiretme araglarini kurduk. Simdi madalyonun
obiir yiiziine bakalim: bir fonksiyon bir noktada siirekli degilse orada ne olur? Siireksizliklerin bir
siniflandirmasi vardir ve monoton fonksiyonlar igin bu siniflandirma sasirtict derecede kisitlayicidir:
Stireksizlik Cesitleri.
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34.1

34. Siireksizlik Cesitleri

Onceki béliimde bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmasinin ne demek oldugunu 6grendik ve siirekli
fonksiyon tiretmenin araglarini kurduk. $imdi tersini soruyoruz: bir fonksiyon bir noktada siirekli degilse
orada tam olarak ne olur? Cevap tek tip degildir. Bazen fonksiyonun yalnizca o noktadaki degeri “yanhigtir”
ve degeri diizeltmek yeter; bazen fonksiyon o noktada bir basamak atlar; bazen de sonsuza firlar ya da
durmadan salinir. Bu boliimde stireksizlikleri bu ti¢ davranisa gore siniflandiracagiz.

Siniflandirmanin araci, tek yonli limitlerdir (Tanim 31.1). Boliimiin sonunda monoton fonksiyonlar i¢in
carpict bir sonug ispatlayacagiz: monoton bir fonksiyonun siireksizlikleri yalmzca sicrama biciminde
olabilir ve bu sicramalarin sayisi en ¢ok sayilabilirdir. Yani monoton bir fonksiyon, ne kadar “kéti”
goriiniirse goériinsiin, tanim araliginin “neredeyse her” noktasinda siireklidir.

Suireksizlik Noktas1

f:A—> Rveaé€ Aolsun. f'nin a’da siirekli olmamasi, Tanim 33.1'teki kogulun bozulmasi1 demektir.
a ayni zamanda A’nin bir yigilma noktasiysa (Tanim 17.1) stireklilik “lim,_,, f(z) = f(a)” esitligine
denktir (Onerme 33.1); dolayisiyla siireksizligin iki kaynag olabilir:

1. lim,_,, f(x) vardir ama f(a)’ya esit degildir;
2. lim,_,, f(z) yoktur.

Ikinci durumun kendi icinde de dereceleri vardir: limit yok olsa bile sag ve sol limitler var olabilir, ya da
onlar da yok olabilir. Siniflandirma bu ayrimlara dayanur.

Bgr de f’nin a’da tamiml1 olmadig1 ama a’ya istedigimiz kadar yaklagabildigimiz durum vardir: f(x) =
= :11 fonksiyonu z = 1’de tanimsizdir. Bu noktalarda da “siireksizlik” sozctigii kullanilir; tanimda bu
duruma da yer verecegiz.

Tek yonli limitlerin anlamli olmasi i¢in a’ya hem soldan hem sagdan yaklasabilmeliyiz. Bu bolimde, aksi
sOylenmedikge, a noktasinin bir delinmis komsulugu (Tanim 15.2) tanim kiimesinin i¢inde olacak: bir r >

0 i¢in

B*(a,r) = (a—r,a)U(a,a+1r) C A.

a’nin kendisi A’da olabilir de olmayabilir de. Bu kogul, tanim kiimesi aralik olan fonksiyonlarin biitiin i¢
noktalarinda saglanir.

Tanim 34.1 (Siireksizlik Cesitleri). f: A — R olsun, bir » > 0 i¢in B*(a,r) C A olsun ve f, a
noktasinda siirekli olmasin (yani ya a ¢ A’dir yada a € A ve f a’da siireksizdir). Bu durumda a’ya f’nin
bir siireksizlik noktasi (point of discontinuity) denir ve siireksizlik su ti¢ tiirden biridir:

1. Kaldirilabilir siireksizlik (removable discontinuity): lim, . f(x) = ¢ limiti bir reel say1 olarak
vardir, ama ya a ¢ A’dir ya da f(a) # £'dir.

2. Sicrama siireksizligi (jump discontinuity; birinci tiir siireksizlik): sag limit f(a™) ve sol limit f(a™)
birer reel say1 olarak vardir ama birbirine esit degildir. f(a*) — f(a™) farkina f’nin a’daki sigramasi
(jump) denir.

3. Ikinci tiir siireksizlik (discontinuity of the second kind; esasl siireksizlik): f(a™) ve f(a~) tek yonlii
limitlerinden en az biri reel say1 olarak yoktur — fonksiyon o yénden ya smirsiz bityiir ya da hicbir
degere yerlesmeden salinir.
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kaldirilabilir sicrama ikinci tiir

® fiw o/
/

|
|
|
|
|
]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
a

Sekil 34.1: Ug siireksizlik tiirii. Solda kaldirilabilir siireksizlik: limit vardir ama f{a) ondan farkhidir (ya
da tanimsizdir); deger diizeltilirse stireklilik saglanir. Ortada sigrama: sag ve sol limitler vardir ama esit
degildir. Sagda ikinci tiir: tek yonla limitlerden en az biri (burada ikisi de) sonlu bir say1 olarak yoktur.

1 Adlandirma iizerine

Bazi kitaplar (1) ve (2) tiirlerini birlikte birinci tiir siireksizlik diye adlandirir: her ikisinde de sag ve
sol limitler vardir; fark, esit olup olmamalarindadir. Sonsuz limitler (Tanim 32.1) bu siniflandirmada
“reel say1 olarak var” sayilmaz; lim,_,o+ 2 = +oc0 olsada 0, 2 iin ikinci tiir bir siireksizlik noktasidir.
Sigrama siireksizliginde f(a) degerinin ne oldugu onemsizdir: f(a~)’ye esit olabilir, f(a™)’ya esit
olabilir ya da ikisinden de farkli olabilir.

Tanimdaki ii¢ tiir gercekten biitiin olasiliklar: kapsar ve birbirini dislar; bunu kaydedelim.

Onerme 34.1 (Siniflandirma Tam ve Ayriktir). f: A — R olsun ve birr > 0 i¢in B*(a,r) C A olsun.
f, a’da siirekli degilse a, Tanim 34.1'ndeki ii¢ tiirden tam olarak birine girer.

Ispat.

B*(a,r) C A oldugundan a, hem AN (a,00) hem de AN (—o0,a) kiimelerinin yigilma noktasidir;
dolayisiyla tek yonlii limitlerden soz edebiliriz ve Teorem 31.1 uygulanabilir.

En az bir tiire girer. Iki durum vardur.

Durum 1:lim,_,, f(z) = £ reel say1 olarak vardir. a ¢ A ise (1) saglanir. a € A ise f(a) # £ olmaldir;
ciinkii f(a) = £ olsaydi Onerme 33.1 geregi f a’da siirekli olurdu. Yine (1) saglanir.

Durum 2: lim,,_,, f(z) yoktur. f(a™) ve f(a™) 'nin her ikisi de varsa esit olamazlar; esit olsalardi Teorem
31.1 geregi limit var olurdu. Bu, (2)'dir. En az biri yoksa (3) saglanir.

En ¢ok bir tiire girer. (1) saglaniyorsa limit vardir; Teorem 31.1 geregi f(a™) = f(a™) = £ olur, bu
yiizden ne (2) ne de (3) saglanabilir. (2) saglaniyorsa her iki tek yonlii limit vardir, dolayisiyla (3)
saglanmaz.

|

Simdi tiirleri tek tek, orneklerle inceleyelim.

Kaldirilabilir Sureksizlik

Adi istiinde: bu tir stireksizlik “kaldirilabilir”, ¢iinkii sorun yalmzca a noktasindaki degerdedir. Fonksi-

yonun a disindaki butiin degerlerine dokunmadan, a’daki degerini limite egitlersek siireksizlik ortadan
kalkar.

Onerme 34.2 (Kaldirilabilir Siireksizligin Kaldirilmasi). f : A — R olsun, birr > 0 icin B*(a,r) C
A olsun velim,_,, f(z) = £ € R olsun. AU {a} iizerinde

flz) = {f(ﬂc),m #a,

{, x=a
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ile tanimlanan f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. f, a disindaki her noktada sirekliyse f, AU {a}
iizerinde siireklidir.

ispat.

B*(a,r) C Aoldugundana, A U {a} kiimesinin bir yigilma noktasidir ve f, A U {a} iizerinde tanimlidur.
Limit, fonksiyonun a’daki degerine bakmaz: Tanim 27.1 yalmzea 0 < | x — a | < 0 olan x’leri kullanir
ve bu x’lerde f(x) = f(x) tir. O halde

lim f(z) = lim f(2) = £ = f(a).
Onerme 33.1 geregi f, a’da siireklidir. a disindaki bir b € A noktasinda f, b’nin a’yr icermeyen bir
komsulugunda f ile cakistiindan, f’nin b’deki siirekliligi f ’ye aynen gecer.
|

Bu 6nerme sayesinde “f’nin a’daki siireksizligi kaldirilabilir” ctimlesi somut bir anlam kazanir: f, a’da
tanimsizsa tanimlanarak, tanimliysa degeri degistirilerek stirekli hale getirilebilir. f fonksiyonuna
f’nin a’ya siirekli genislemesi (continuous extension) denir.

Ornek 34.1 (Kaldirilabilir Siireksizlik Ornekleri). Asagidaki fonksiyonlarimn belirtilen noktada kal-
dirilabilir siireksizligi oldugunu gosterelim ve siirekli genislemelerini yazalim.
a) f(z)= ”;2:11, A =R\ {1};noktaa = 1.

b) g(z) = 22 A =R\ {0}; nokta a = 0.

x

¢) h:R— R, h(z) = 2% (x # 0) ve h(0) = 1; noktaa = 0.

Coziim.
a) z # ligin 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) oldugundan f(z) = x + 1’dir. Limit z = 1 degerine bakmadi-
gindan

lim f(z) = lim(z + 1) = 2

z—1 z—1
(Sonuc 29.3). Limit vardir ama 1 ¢ A; siireksizlik kaldirilabilirdir. Siirekli genisleme f(z) =z + 1
polinomudur ve R’nin her noktasinda streklidir (Sonug 33.2).

b) Teorem 30.6 geregilim,_,, ¥22 = 1°dir. 0 ¢ A oldugundan 0, kaldirilabilir bir siireksizlik noktasidir.
Genisleme

~ — si%,x#o’
g(z) {1, 0

fonksiyonudur. g, 0 disinda iki siirekli fonksiyonun bsliimii olarak (Onerme 33.4, Teorem 33.2), 0’da
ise Onerme 34.2 geregi siireklidir; yani § biitiin R’de siireklidir.

¢) h, 0'in delinmis komsulugunda z? ile cakisir; dolayisiyla lim,_,q h(z) = lim,_,, 2% = 0 (Onerme
29.1). Ama h(0) = 1 # 0. Limit var, deger yanlis: kaldirilabilir siireksizlik. Diizeltme yalnizca tek bir
degeri degistirir: h(z) = 22.

|

Sicrama Siireksizligi

Sigrama siireksizliginde fonksiyon a’nin solunda bir degere, saginda bagka bir degere yerlesir; grafikte bir
“basamak” goriliir. En tamidik drnekler taban fonksiyonu ile isaret fonksiyonudur.

Ornek 34.2 (Taban ve Isaret Fonksiyonlarinin Sigramalari).

a) f(z) = |z] taban fonksiyonunun (Tanim 12.1) her k& € Z noktasinda sicrama siireksizligi oldugunu
gosterelim ve sigcramay1 hesaplayalim.

b) sgn isaret fonksiyonunun (Tanim 7.6) 0°da sigrama siireksizligi oldugunu gosterelim ve sigramayi
hesaplayalim.
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Cozim.

a) k € Z olsun. Taban fonksiyonunun tanim geregik < < k+ ligin |z| = kvek —1 <z < kicin
|z] =k — Ddir.

Sag limit. € > 0 verilsin; =1 alalm. k <x <k+1lise | f(z) —k|=|k—k|=0<e. O halde
FOEY) = F.

Sollimit. Yined = lile, k—1 <z <kise| f(x) —(k—1) | =0< g yani f(k-)=k—1.

Iki tek yonlii limit de vardir ve f(k™) — f(k™) =k — (k—1) =1 # 0: her tam sayida sigrama 1
olan bir sicrama siireksizligi. f(k) = k = f(k*)’dur; sag limitin f(k)’ya esit olmasi sagdan siireklilige
denk oldugundan (Tanim 33.3; ayn1 6 = 1 se¢imi tanimi dogrudan da saglar) f tam sayilarda sagdan
siireklidir — bunu Ornek 33.6’de £-§ ile gdstermistik. Tam say1 olmayan noktalarda f siireklidir (ayn1
ornek); demek ki |z nin siireksizlik noktalar1 kiimesi tam olarak Z’dir ve hepsi sigramadir.

b) z > Oicinsgn (z) =1,z < O i¢in sgn (z) = —1. Herhangi bir § > 0 (6rnegin § = 1) i¢cin 0 < = <
diken | sgn () —1 | =0ve —§ <z < Oiken | sgn (z) — (—1) | = 0; dolayisiyla

sgn (07) =1, sgn (07) = —1.

Sigrama 1 — (—1) = 2’dir. sgn (0) = 0 degeri iki tek yonlii limitin hicbirine esit degildir; isaret fonk-
siyonu 0’da ne sagdan ne soldan siireklidir. 0 disinda sgn yerel olarak sabit oldugundan siireklidir.
|

© Sicrama siireksizliginde deger diizeltilemez

Kaldirilabilir siireksizlikten farkli olarak, sicrama siireksizligi f(a) degeri degistirilerek giderilemez.
Hangi degeri secersek segelim, f(a™) # f(a™) oldugu siirece limit yoktur (Teorem 31.1) ve f, a’da
siirekli olamaz. Deger secimiyle elde edebilecegimiz en iyi sey, Ornek 33.6'deki gibi tek yonlii
stirekliliktir: f(a) = f(a*) secilirse sagdan, f(a) = f(a™) secilirse soldan siireklilik.

Ikinci Tiir Sureksizlik

Siiflandirmadaki son tiir, yani ikinci tir stireksizlik, “onarilamaz” siireksizliktir: en az bir taraftan tek
yonlii limit bile yoktur. Bunun iki tipik nedeni vardir: fonksiyon o taraftan sinirsiz bityiir ya da sinirli kalip
salinir. Her ikisini de gorecegiz; siireksizligi gostermenin araci, tek yonli limitler icin dizisel dl¢iittir
(Teorem 31.2).

Ornek 34.3 (Ikinci Tiir Siireksizlik Ornekleri). Asagidaki fonksiyonlarin 0 noktasinda ikinci tiir
stireksizligi oldugunu gosterelim.

a) f(z) =sinL (@ £ 0), f(0) = 0.
b) g(z) = 3 (x #0), g(0) = 0.

Cozim.
a) Sag limitin var olmadigini gésterelim. Ornek 28.2'teki dizileri kullanalim:

1 1

= — n = 50— nGN.
" 5 +2nm v 3§+2nﬂ' ( )

T

Her iki dizinin biitiin terimleri pozitiftir; paydalar n’den biiyiik oldugundan 0 < z,, < % vel <y, <
%, dolayisiyla sikistirma teoremiyle (Teorem 21.6, Ornek 20.1) z,, — 0 ve y,, — 0. Goriintiiler sabittir:

flz,) = sin(g + 2n7r) =1, fly,) = sin(:%r + 2n7r> =—1.

f(0T) = £ olsaydi Teorem 31.2 geregi hem f(z,,) — £ hem f(y,,) — £ olurdu; oysa biri 1’e, &biiri
—1’e gider ve limit tektir (Teorem 20.1). Demek ki f(01) yoktur. Aym diziler —1 ile ¢arpilirsa (sin
tek fonksiyondur: f(—z,)=—1, f(—y,) =1) f(0")’nin de olmadig gérilir. 0, f icin ikinci tiir
bir siireksizlik noktasidir. Dikkat: f siirhdir, | f(z) | < 1; siireksizligin nedeni siirsizhik degil, 0’a
yaklasirken sonsuz kez tekrarlanan —1 ile 1 arasindaki salinimdar.
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b) z, = % dizisi pozitif terimlidir ve 0’a yakinsar (Ornek 20.1). g(z,,) = n dizisi sinirsizdir; yakinsak
diziler smirli oldugundan (Teorem 20.2) (g(z,,)) hicbir reel sayiya yakinsamaz. g(0") = ¢ olsaydi
Teorem 31.2 geregi g(x,,) — £ olurdu; celiski. g(0™) reel say1 olarak yoktur ve 0 ikinci tiir bir siireksizlik
noktasidir. (Sonsuz limit diliyle lim,_,,+ % = +oo ve lim,_ - % = —oo’dur; Tanim 32.1. Sonsuz limit,
siiflandirma acisindan “limit yok” demektir.) Ayni akil yiiriitme m% icin de gecerlidir; orada iki taraf
da 4+o0’a gider ama siireksizlik yine ikinci tiirdiir.

|

Dirichlet fonksiyonu, ikinci tiir siireksizligin en ug 6rnegidir: her noktada, her iki yénden limit yoktur.

Ornek 34.4 (Dirichlet Fonksiyonunun Her Noktasi ikinci Tiirdiir). D(z) =1 (z € Q), D(z) =0
(z ¢ Q) Dirichlet fonksiyonunun her a € R noktasinda ikinci tiir siireksizligi oldugunu gésterelim.

Cozim.

Ornek 33.2°de D’nin higbir noktada siirekli olmadigini gérdiik; simdi tiiriinii belirleyelim. @ € R olsun.
Rasyonellerin (Teorem 13.5) ve irrasyonellerin (Teorem 13.6) yogunlugu geregi her n € N i¢in (a,a +
%) araliginda bir g,, rasyonel, bir 4,, irrasyonel say1 vardir. Her iki dizi de terimleri a’dan biiyiik olmak
lizere a’ya yakinsar (sikigtirma, Teorem 21.6). D(g,,) = 1 — 1 ve D(i,,) = 0 — 0 oldugundan Teorem
31.2 geregi D(a™) yoktur. (a — 1, a) araliklarindan secilen dizilerle D(a™)'nin de olmadig1 goriiliir.
Demek ki her a, ikinci tiir bir stireksizlik noktasidir.

Thomae Fonksiyonu

Dirichlet fonksiyonu rasyonel ile irrasyonel sayilar1 ayirt ediyor ve hicbir yerde siirekli olmuyordu. Ayni
ayrimi biraz daha incelikle yapan bir fonksiyon, sasirtici bicimde, irrasyonel sayilarin hepsinde siireklidir.
Bu fonksiyon Thomae fonksiyonu (Riemann fonksiyonu, “patlamig misir fonksiyonu”) olarak bilinir.

Her x € Q sayis1 p € Z, ¢ € N olmak tizere x = % bi¢iminde yazilir (Tanim 11.6 payda i¢in yalmzca q €
Z, q # 0 der; payda negatifse pay ile paydanin isareti birlikte degistirilerek ¢ € N elde edilir, Onerme
11.4) ve bu yaziliglardaki paydalarin en kii¢tigii vardir (Teorem 9.2). En ki¢iik paydali yazilisa ’in en
sade bi¢imi diyelim; Onerme 11.5'in ispat1 tam bu yaziligi kurar ve p ile ¢'nun aralarinda asal oldugunu
gosterir. En kiiciik payda ¢ tek olarak belirlidir, dolayisiyla pay p = zq da belirlidir: en sade bi¢im tektir.
0 = dir.

Ornek 34.5 (Thomae Fonksiyonu Irrasyonellerde Siirekli, Rasyonellerde Siireksizdir). 7 : R —
R fonksiyonu

Ea

0,z¢Q

Ble tanimlansin. Omegin T(0) =T(1) =T(-3)=1,T(3)=T(3) =3.T(2) =T(3) = 3. T(V?2) =

1 _ P . .
T(z) = { z="L€Q en sade bigimde,

1. Hera € Rigin lim,_,, T(x) = 0 oldugunu gdsterelim.
2. Buradan T"nin her irrasyonel noktada siirekli, her rasyonel noktada kaldirilabilir siireksizlige sahip
oldugunu ¢ikaralim.

Cozim.

1. a € R ve e > 0 verilsin. Ama¢: 0 < | z—a | < d iken | T(z) —0 | = T(z) < € olacak bir § > 0
bulmak. Fikir sudur: T'(x) ancak paydasi kiiciik rasyonellerde biiyiiktiir ve ¢’nin yakininda paydasi
kiiciik sonlu sayida rasyonel vardir; §’y1 bunlarin hepsinden kaginacak kadar kiiciik sececegiz.
Sonug 12.2 geregi & < € olan bir N € N vardir. Su kiimeye bakalim:

F={m€(a1,a—|—1):m=g en sade bigimde ve qSN}.
q
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F sonludur.q € {1,2, ..., N} sabitolsun. £ € (a — 1,a + 1) kosulu g(a — 1) < p < g(a + 1) demektir;
uzunlugu 2¢ olan bu acik aralikta en ¢ok 2¢ tam say1 bulunur (araliktaki tam sayilar |g(a —1)] +
1, ..., [g(a + 1)| arasindadir; Tanim 12.1). Her ¢ i¢in sonlu sayida p oldugundan ve g sonlu sayida deger
aldigindan F sonludur; eleman sayisi en ¢ok 2 +4 + - + 2N = N(N + 1)’dir.

0 secimi. F'\ {a} sonlu bir kiimedir. Bog degilse, elemanlarmin a’ya uzakliklar1 sonlu sayida pozitif
sayidir; en kiigiigiine &, > 0 diyelim ve 6 = min{1,d,} alalim. F'\ {a} bossa 6 = 1 alalim. Her iki
durumda da § > 0 ve su ozellik saglanir: 0 < |z —a | < disex € (a—1,a+ 1) vex ¢ F.
Kestirim.0 < | £ —a | < § olsun. z irrasyonelse T'(z) = 0 < &.z = { en sade bi¢imde rasyonelse, z €
(a—1,a+ 1) vex ¢ F oldugundan q > N olmalidir; dolayisiyla

1

T(x)= <y <e

| =

Her durumda | T'(z) — 0 | < &. Bu, lim,_,, T'(z) = 0 demektir.

2. a irrasyonelse T'(a) = 0 = lim,_,, T'(z); Onerme 33.1 geregi T, a’da siireklidir. a = § rasyonelse
T(a) = % > 0 ama limit 0’dir; limit var, deger farkli: Tanim 34.1 (1) geregi kaldirilabilir stireksizlik.
Rasyonellerin her birinde degeri 0 yaparak biitiin siireksizlikleri “kaldirirsak” elimizde sifir fonksiyonu
kalir; T’nin siirekli genislemesi budur.

|

1 Thomae ile Dirichlet karsilastirmas:

Her iki fonksiyon da rasyonelleri irrasyonellerden ayirir; ama Dirichlet fonksiyonu rasyonellerde
sabit 1 degerini alirken Thomae fonksiyonu paydas: biiytidiikce kiiciilen degerler alir. Bir irrasyonel
saylya yakin rasyonellerin paydalar1 zorunlu olarak biiytktiir (paydasi kii¢iik olanlar sonlu sayidadir
ve belli bir uzaklikta kalir); iste siireklilik buradan gelir. Thomae fonksiyonu, stirekli oldugu nokta-
larmn kiimesi R \ Q olan bir fonksiyondur. Tersi miimkiin degildir: siirekli oldugu noktalarin kiimesi
tam olarak Q olan bir fonksiyon yoktur. Bunun ispati, siirekli olunan noktalar kiimesinin 6zel
bir yapisina (sayilabilir ¢coklukta acik kiimenin kesisimi olmasina) dayanir ve bu dersin sinirlarinin
disindadir.

Monoton Fonksiyonlarin Siireksizlikleri

Keyfi bir fonksiyon her tiirden siireksizlige sahip olabilir; Dirichlet fonksiyonu her noktada ikinci tiir
siireksizdir. Fonksiyona monotonluk kosulu koyunca tablo bambagkadir. Hatirlatalim: I bir aralik olmak
iizere f : I — R, her x < y i¢in f(z) < f(y) saghyorsa artan, f(z) > f(y) saghyorsa azalan; artan ya
da azalan fonksiyonlara monoton denir. Teorem 31.3, monoton bir fonksiyonun her i¢ noktada sag ve sol
limitlerinin var oldugunu séylityordu. Bu, siniflandirma acisindan su anlama gelir: monoton bir fonksi-
yonun i¢ noktalarda ikinci tiir stireksizligi olamaz. Birazdan kaldirilabilir siireksizligin de olamayacagini
gorecegiz; geriye yalnizca sicrama kalir.

Teorem 34.1 (Monoton Fonksiyonun Siireksizlikleri Sicramadir). I C R bir aralik, f: I - R

monoton ve a, I 'min bir i¢ noktast olsun. O zaman:

1. f(a™) ve f(a") tek yonli limitleri vardir; f artan ise f(a™) < f(a) < f(a¥), azalan ise f(a™) >
fa) = f(a™).

2. f’nin a’da siirekli olmas igin gerek ve yeter kosul f(a™) = f(a™) olmasidur.

3. f,a’da stireksizse bu siireksizlik bir sicrama siireksizligidir; monoton bir fonksiyonun i¢ noktalarda ne
kaldirilabilir ne de ikinci tiir siireksizligi olabilir.

fspat.

(1) Tam olarak Teorem 31.3'in ifadesidir.

(2) Once f artan olsun. (< yonii) f(a™) = f(a™) = £ olsun. (1)deki f(a™) < f(a) < f(a™) esitsizligi
L < f(a) <4, yani f(a) =€ verir. Sag ve sol limitler var ve esit oldugundan Teorem 31.1 geregi
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lim,_,, f(z) = £ = f(a); a bir i¢ nokta, dolayistyla I’'min yigiima noktas: oldugundan Onerme 33.1 ile
f, a’da siireklidir.

(= yonii) f, a’da siirekli olsun. Onerme 33.1 geregi lim,_,, f(z) = f(a) vardir; Teorem 31.1 geregi
fla™) = f(a®) = f(a).

f azalan ise ayni akil yiiriitme kelimesi kelimesine gecerlidir: (<) yoniinde (1)'deki esitsizlik bu kez
f(a™) > f(a) > f(a™) bicimindedir ve f(a~) = f(at) = £ iken yine f(a) = £ verir; (=) yonii ise
monotonlugu hi¢ kullanmaz.

(3) f, a’da siireksiz olsun. (2) geregi f(a™) # f(a™); (1) geregi her ikisi de reel say: olarak vardwr. Bu,
Tanim 34.1 (2)‘nin ta kendisidir. Siireksizlik kaldirnlabilir olamaz, ¢iinkii kaldirlabilir siireksizlikte limit
vardir ve Teorem 31.1 geregi f(a™) = f(a™) olurdu. Ikinci tiir olamaz, ¢iinkii her iki tek yonlii limit de
vardir. Onerme 34.1 ile de tutarli olarak geriye yalnizca sigrama kalr.

]

Teoremin pratik faydasi iki yonliidiir. Birincisi, monoton bir fonksiyonun siirekliligini denetlemek i¢in
yalmzca f(a™) = f(a™t) esitligine bakmak yeter. Ikincisi, bir fonksiyonun bir i¢c noktada kaldirilabilir
ya da ikinci tir siireksizligi varsa o fonksiyon, o noktayi i¢ nokta olarak iceren hi¢bir aralikta monoton
olamaz: sin% fonksiyonu 0’1 iceren hicbir aralikta, Dirichlet fonksiyonu ise hicbir aralikta monoton
degildir.

1 Araligin uc noktalar

I = [a, b] kapal1 bir araliksa ug noktalarda yalnizca bir yon vardur. f artanise a’da f(a*) = inf{ f(z) :
a < z < b} vardir ve f(a) < f(a¥)’dir; ispat Teorem 31.3'in sag limit kismiyla kelimesi kelimesine
aynidir. f’nin a’da siirekli olmasi f(a) = f(at) demektir; aksi halde f, a’da “tek yonlii bir sigrama”
yapar. b icin de sol limitle ayni durum gecerlidir.

Ornek 34.6 (Sonsuz Sayida Sicramasi Olan Artan Bir Fonksiyon). f:[0,1] — R fonksiyonu
f(0) = 0ve hern € Nigin
1 1 1
f)== (g <e<y)

+1

ile tanimlansin. ((0, 1] aralig (nLH, %] araliklarinin ayrik birlegimi oldugundan tanim her z i¢in tek bir

deger verir.) f’nin artan oldugunu, siireksizlik noktalarinin tam olarak {% in > 2} kiimesi oldugunu ve
her birinin sigrama oldugunu gosterelim.

Cozim.
Artanlik. 0 <z <y < lolsun.z =0ise f(z) =0 < f( ).z >0isex € (n+1, n] vey € (m+1, m]
olacak bi¢imde n,m € N vardir; x <y oldugundan —5 <y, yani y'nin aralig1 z’inkinden solda

olamaz m<n.Ohalde f(z) =1 <L =f(y )
noktalarl (n > 2).a=2 bir 1 1g noktadir, -1 1<z <o 1ken f(z) = L; dolayisiyla f(a™) =+ =
f( ). 2+ <& < L5 iken f(z ) L dolayls1yla f(a™) = 5. Sigrama

fla)—fay=— 1o 1 o,

n—1 n nn-1)

Teorem 34.1 (2) geregi f, %’de stireksizdir ve (3) geregi bu bir sicramadir; f bu noktalarda soldan
streklidir.

Oteki noktalar. z € ( P n) acik araligindaysa f bu aralikta sabittir, dolayisiyla x’te stireklidir. z =
1 ug noktasinda f(1) = 1 = f(17) oldugundan (aralik (3, 1] tizerinde f = 1) f siireklidir.

0 noktasi.€ > 0 verllsm, L < € olan bir N secelim (Sonug 12.2) ve 6 = N alalm. 0 < z < dise x €
(ml_l,n]olannlgm ; <z <3,yanin+1>N,n > N;buradan | f(z) — f(0) [=1 < & <e
Demek ki f, 0’da sureklldlr (0 ug nokta oldugundan tanim kiimesinde yalnizca « > 0 vardir; sagdan
siireklilik burada stireklilik demektir).
Sonug: siireksizlik noktalari ;, ;), 411,

ama 0’ kendisinde fonksiyon siireklidir.
|

— sayilabilir sonsuz ¢oklukta sicrama, tistelik 0°da yigiliyorlar;
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Bu 6rnekte sicrama noktalar1 sonsuz ama sayilabilir cokluktaydi. Bu bir rastlant1 degildir: monoton bir
fonksiyonun sigramalari higbir zaman sayilamaz ¢oklukta olamaz. Ispat, Teorem 31.3'in sup—inf betim-
lemesinden ¢ikan basit bir gozleme dayanir: artan bir fonksiyonda farkli noktalardaki sicrama araliklar:
birbirini “iter”, iist iiste binmez.

Teorem 34.2 (Monoton Fonksiyonun Siireksizlikleri En Cok Sayilabilirdir). I C R bir aralik ve
f I — R monoton olsun. f nin siireksiz oldugu noktalarin kiimesi

D ={a€l: f,a da siireksiz}
saydabilirdir (sonlu ya da sayilabilir sonsuzdur).

Ispat.

f artan olsun; azalan durumda —f artandir ve ayni siireksizlik noktalarina sahiptir (Teorem 33.2),
dolayisiyla artan durumdan ¢ikar.

Adwm 1: Her i¢ suireksizlige bir acik aralik. D’nin I’nin i¢ noktalarindan olusan kismina E diyelim
(E={a € D:a,I nmn i¢noktasi}). a € F icin Teorem 34.1 geregi f(a™) < f(a™) dwr (artan fonksi-
yonda f(a~) < f(a%) ve siireksizlikte esit degiller). O halde

Jo = (fla”), f(a®) )

bos olmayan bir agik araliktir.

Adim 2: Araliklar ayriktir. a,b € E ve a < b olsun. f(a™) < f(b™) oldugunu gosterelim. Onerme
7.11 geregi a < x < b olan bir x vardir (6rnegin z = "TH’); I aralik oldugundan x € I. Teorem 31.3'in
betimlemesiyle

fla®) =nf{f(t):te It >a} < f(z), flz) <sup{f(t):telt<b}=f(b");

ilk esitsizlik x > a oldugu i¢in f(x)’in birinci kiimede olmasindan, ikincisi x < b oldugu icin ikinci
kiimede olmasindan gelir. Béylece J, ’nin her elemani f(a™) < f(b~)’den kiigiik, J, nin her elemam
f(b7) den buyiktir: J, N J, = &.

Advm 3: Her araliga bir rasyonel. Teorem 13.5 geregi her a € E i¢in J, icinde bir rasyonel say1 vardir;
her a icin boyle bir rasyoneli secip r,, diyelim. Bu, bir p : E — Q, p(a) = r, fonksiyonu tamimlar. ¢
birebirdir: a # b ise Adim 2 geregi J, N J, = &, dolaywsiylar, € J, ver, € Jy farkli sayilardur.

Adwm 4: Sayilabilirlik. E = & ise sonludur, dolayisiyla sayiabilirdir. Degilse: Q sayilabilir sonsuz
oldugundan (Teorem 14.7) birtp : Q — N birebir-orten fonksiyonu vardir (Tanim 14.3, Tanim 14.1). Bileske
Yo : E — N birebirdir (Teorem 5.4). Bos olmayan bir kiimeden N ’ye birebir bir fonksiyon varsa o kiime
sayilabilirdir (Teorem 14.2); demek ki E sayilabilirdir.

Adim 5: U¢ noktalar. D\ E, I’'min u¢ noktalarindan olusur; en ¢ok iki elemanlidir, yani sonlu ve
dolayisiyla saydabilirdir. D = EU (D \ E) iki sayilabilir kiimenin birlesimidir; Sonug 14.5 geregi D
saydabilirdir.

|

Teorem sunu sdyler: monoton bir fonksiyon “hemen her yerde” siireklidir — siireksiz oldugu noktalar
bir dizi halinde ay, aq, as, ... diye listelenebilir, tipki Ornek 34.6'daki %, %, ... gibi. Tek noktadan ibaret
olmayan her aralik sayillamaz oldugundan (Sonu¢ 14.6; kaynagi R’nin sayilamazligidir, Teorem 14.8),
monoton bir fonksiyonun siirekli oldugu noktalar I'nin boyle her J alt araliginda sayilamaz ¢okluktadir:
J’deki siireklilik noktalarinin kiimesi olan J \ D sayilabilir olsaydi, J N D de sayilabilir oldugundan
(Sonug 14.3) J = (J N D) U (J \ D) sayilabilir olurdu (Sonug 14.5). Karsilagtirin: Dirichlet fonksiyonu

hicbir noktada siirekli degildir; ama o da hicbir aralikta monoton degildir.

Alistirmalar

Aligstirma 34.1 (Siireksizlik Cesitleri Alistirmalari).

a) f(z) = ”;2:24 (z # 2), f(2) =0 fonksiyonunun 2 noktasindaki siireksizliginin tiriinii belirleyiniz;

kaldirilabilirse stirekli genislemesini yaziniz.

w27®

b) f(z) = — (@ #+0), f(0) =0 fonksiyonunun 0 noktasindaki siireksizliginin tiiriinii belirleyiniz;

sicramaysa sigramay1 hesaplayiniz.
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34.7 Alistirmalar 397

) f(z) =% (@ # 1), f(1) = 0 fonksiyonunun 1 noktasindaki siireksizliginin tiiriinii belirleyiniz.

d) g(z) =z|1| (@ +#0), g(0) =1 olsun. g’'nin 0’da siirekli oldugunu, her n € N i¢in 1 noktasinda
sicrama siireksizligi oldugunu gosteriniz ve sicramayi hesaplayiniz.

e) f:[a,b] — R artan olsun ve f, f(a) ile f(b) arasindaki her degeri alsin: her y € [f(a), f(b)] icin
f(z) = y olan bir z € [a, b] bulunsun. f’nin [a, b] tizerinde siirekli oldugunu gosteriniz.

Coziim.

a) r#2 i¢in f(z) = % x + 2; limit z = 2 degerine bakmadigindan lim, ., f(z) =4
(Onerme 29.1, Sonug 29.3). Limit var ama f(2) = 0 # 4: kaldirilabilir siireksizlik. Siirekli genisleme
f(z) = z + 2°dir (Onerme 34.2).
b)z > Oi¢in| z | = z ve f(z) =
(Tanum 8.1). Polinom limitleriyle

z(z—1)

=zr—Lz<0igin|z|=—zveflz)=—(z—1)=1—=x

f(07) = lim (x — 1) = —1, f(07)= lim (1—z)=1.
z—0F x—0~

(Sag limit hesabinda yalmizca > 0 degerleri kullanilir; orada f ile x — 1 ¢akusir, dolayisiyla tek yonli
limitleri aynidir.) Ikisi de var, farkli: sicrama siireksizligi. Sicrama f(07) — f(07) = —1 — 1 = —2'dir;
grafik 0’da iki birim agag1 basamak yapar. f(0) = 0 hicbirine esit olmadigindan f, 0’da ne sagdan ne
soldan siireklidir.
¢) z,, = 1+ L dizisi terimleri 1’den bityiik olmak iizere 1’e yakinsar. f(z,,) = n smirsizdir, dolayisiyla
yakinsak degildir (Teorem 20.2). f(1%) bir reel say1 olsaydi Teorem 31.2 geregi f(z,,) ona yakimsardi;
celiski. Sag limit yoktur: ikinci tiir stireksizlik. (y,, =1 — % ile sol limitin de olmadig1 goriiliir; sonsuz
limit diliyle f(1*) = +o0, f(17) = —00.)
d) 0°da siireklilik. Taban fonksiyonunun tanimi geregi her t € Rigin |[¢t] <t < [¢] + 1, yanit —1 <
[t] < ¢ (Tamm 12.1). t = £ alahm. > 0 ise esitsizligi « ile carpmak yénii korur:

1
1—x<x{—J§1, yani —z<g(z)—1<0.
x

x < 0 ise carpma yonil ¢evirir: 1 —z > g(x) > 1, yani 0 < g(z) — 1 < —z. Her iki durumda | g(
1] <| 2 |; 2 =0 igin fark sifirdir. £ > 0 verildiginde § = ¢ aliursa | = | < § iken | g(z) — g(0
| z | < e: g, 0°da sureklidir.

L noktalar.n € Nvea = L olsun. -4 <z < Lisen <1 <n+1, dolaywsiyla | 1] =nve g(z ) =
nz; buradan g(a )—hmwﬁa_nw—n n—l }L <a:<—11se(n—11§1nx>115e)n—1< <
n, dolayistyla |1 | =n —1ve g(z) = (n — 1)z; buradan g(a™) = 2=1. ki tek yonlii limit de var ve

z)
)]

<

n—1

o) —gla)=""F ~1=— 20

sicrama siireksizligi, sirama —1. g(£) =< .n=1=g(a") oldugundan g bu noktalarda soldan
sureklidir. Sicramalar n buytidiikce kiciilir ve 0’da yigilir; ama az dnce gordiigiimiiz gibi g, 0’da
stireklidir. (Sigramalar agag1 yonlii oldugundan g artan degildir; gercekten g hicbir E T 1 ) araliginda
azalan da degildir, ¢iinkii orada g(z) = nz artar.)

e) Olmayana ergi ile. f’nin [a, b]’de bir ¢ noktasinda siireksiz oldugunu varsayalim.

¢ i¢ nokta ise. Teorem 34.1 geregi f(c™) < f(cT) ve f(c™) < f(c) < f(ch). f(c7) < f(e)yada f(c) <
f(cT) esitsizliklerinden en az biri kesindir (ikisi de esitlik olsaydi f(c¢™) = f(c') olurdu). Kesin olan1
secip Onerme 7.11 ile arada bir y alalm: f(c™) < y < f(c) yada f(c) <y < f(c"). Her iki durumda
fle) <y < f(c) ve y # f(c). Simdi y’nin alinmadigini gorelim. z < ¢ ise f(z) < sup{f(t):t <
c} = f(e¢7) <y (Teorem 31.3); z > cise f(z) > inf{f(¢) : t > c} = f(c") >y; z =cise f(c) # y.
Ote yandan a < ¢ oldugundan f(a) < f(c™) <y ve ¢ < b oldugundan y < f(c*) < f(b); yani y €
[f(a), f(b)]. Hipotez y’nin alinmasini gerektiriyordu; geligki.

¢ =a ug noktast ise. T = {f(t) :a <t < b} kiimesi f(a) ile alttan sinirlhdir; Teorem 31.3’in sag
limit ispat1 kelimesi kelimesine f(a™) = inf7T oldugunu ve f(a) < f(a™)’y1 verir. f, a’da siireksiz
oldugundan f(a) # f(a™),yani f(a) < f(a%). f(a) <y < f(a™) olan bir y alalm. = ai¢in f(z) =
fla) <y; z>ai¢in f(z) > infT = f(a™) > y. y alinmaz; ama y < f(a®) < f(b) oldugundan y €
[f(a), f(b)]dir. Celigki. ¢ = b durumu simetriktir (sol limit ve supremum ile).
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398 Boliim 34. Siireksizlik Cesitleri

Demek ki f her noktada siireklidir. Bu alistirmanin séyledigi sey, bir sonraki bolimiin ana teoremini
tamamlayan bir gézlemdir: siirekli fonksiyonlar ara degerleri atlamaz (ara deger teoremi); monoton
fonksiyonlar i¢in bunun tersi de dogrudur — ara degerleri atlamayan monoton fonksiyon stireklidir.
]

Siireksizlikleri ii¢ tiire ayirdik ve monoton fonksiyonlarin yalnizca sayilabilir coklukta sigrama yapabil-
digini gordik. Simdi stireklilikten alinabilecek en biiyiik odiillere geciyoruz: bir aralikta siirekli bir
fonksiyon, isaret degistiriyorsa sifir olmak zorundadir; kapali ve sinirli bir aralikta siirekli bir fonksiyon
en biiytik ve en kiiciik degerlerini gercekten alir: Ara Deger Teoremi ve Weierstrass Teoremleri.
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35.1

35. Ara Deger Teoremi ve Weierstrass
Teoremleri

Onceki iki béliimde siirekliligi tek bir nokta cevresinde inceledik: bir fonksiyon bir noktada siireklidir
ya da degildir, siireksizse bunun tiirii sudur. Bu béliimde bakis acimiz degisiyor. Artik soru, bir araligin
tamaminda siirekli olan bir fonksiyonun biitiin olarak nasil davrandigidir. Yant iki biiyiik teoremde
toplanir. Ara deger teoremi, siirekli bir fonksiyonun grafiginin “sigrayamayacagini” soyler: fonksiyon
iki deger aliyorsa aradaki her degeri de alir. Weierstrass ekstremum teoremi ise kapali ve sinirli bir
aralikta stirekli fonksiyonun en bilyiik ve en kiiciik degerini gercekten aldigini soyler; grafik sonsuza
kacamaz, en tepe noktasina da “yaklagip ulasamama” durumunda kalamaz.

Her iki teoremin arkasinda da reel sayilarin tamligi vardir: ilki supremum (ya da i¢ ice araliklar) ile, ikincisi
Bolzano-Weierstrass teoremiyle ispatlanir. Bu yiizden bu boliim, Analiz 1'in baginda kurdugumuz tamlik
aksiyomunun (Bolim 10.4) fonksiyonlar diinyasindaki karsiigi olarak okunabilir. B6limiin sonunda
kompakt kiimelerin siirekli goriintiisiiniin kompakt kaldigini gostererek bu sonuglarin araliklara 6zgii
olmadigini da gorecegiz.

Isaret Koruma ve Bolzano Teoremi

Ara deger teoreminin ispat, siirekli fonksiyonlarin basit ama ¢ok kullamigh bir 6zelligine dayanir: bir
noktada pozitif olan siirekli fonksiyon, o noktanin kii¢iik bir komsulugunda da pozitif kalir. Limitler i¢in
benzer bir sonucu Teorem 30.2 olarak gérmiistiik; simdi aynu fikri siireklilik diliyle, noktanin kendisini de
kapsayacak bicimde yaziyoruz.

Lemma 35.1 (Siirekli Fonksiyon Isaretini Korur). f: A CR — R fonksiyonu a € A noktasinda
siirekli olsun.

1 f(a) > 0 ise, 6yle bird > 0 vardirkiz € Ave| x —a | < § olan her x igin f(x) > L) 5 0 olur
2. f(a) < 0 ise, oyle biré > 0 vardirkiz € Ave| x —a | < § olan her x i¢in f(z) < fTa) < 0 olur.

ispat.

(1) f(a) > 0 olsun. Siireklilik taniminda (Tanim 33.1) € = @ > 0 alalim: éyle bir 6 > 0 vardir ki x €
Az —a| < iken

| f(z) = fla) | <=~

Bu esitsizlik f(a) — @ < f(z) < f(a) + @ demektir; sol taraf f(x) > f(;) > 0 verir.
(2) f(a) < 0 ise g = —f fonksiyonu a’da siireklidir (Teorem 33.2) ve g(a) = — f(a) > 0’dur. (1) geregi bir
0 komsulugunda g(z) > @, yani f(z) < @ < 0 olur.

|

Lemma, siireklilik i¢in “yakindaki noktalarda deger fazla degismez” sezgisinin sayisal bigimidir. Simdi
bunu, bir araligin iki ucunda zit isaretli olan siirekli bir fonksiyonun arada mutlaka sifirlanmasi gerektigini
gostermek icin kullanacagiz. Bu sonu¢ Bernard Bolzano’nun 1817de, siireklilik kavramini ilk kez kesin
olarak tanimladig1 calismasinda ispatladigi teoremdir.

Teorem 35.1 (Bolzano Teoremi (Sifir Yeri Teoremi)). f: [a,b] — R siirekli olsun. f(a) ve f(b) zit
isaretliyse, yani f(a) - f(b) < 0 ise, f(c) = 0 olan birc € (a,b) vardr.
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400 Boliim 35. Ara Deger Teoremi ve Weierstrass Teoremleri

ftb)>0

fe)=0
=[x i) < )

fla)<o

Sekil 35.1: Bolzano teoremi: [a, b] iizerinde siirekli f icin f(a) < 0 < f(b) ise grafik x eksenini bir ¢ noktasinda
kesmek zorundadir. Ispatta c, fonksiyonun negatif kaldig1 S kiimesinin supremumu olarak segilir: eksende
koyu ¢izilen par¢anin sag ucu.

ispat.

f(a) <0 < f(b) oldugunu varsayabiliriz; aksi halde f yerine —f alirnz (—f de siireklidir ve sifir yerleri
aynidur).

Adayn secimi. Fonksiyonun negatif oldugu noktalarin kiimesini diisiinelim:

S={z €la,b]: f(z) <0}.

f(a) < 0 oldugundan a € S; yani S bos degildir. S C [a, b] oldugundan b bir iist sitnirdir. Tamlik aksiyo-
mu (Boliim 10.4) geregi S ’nin supremumu vardir; c = sup S diyelim. a € S veb iist sinir oldugundan a <
¢ < bidir. Iddiamiz f(c) = 0 oldugudur. Bunu, f(c) < 0 ve f(c) > 0 durumlarimin her birinin celiskiye
gotirdigiinii gostererek kanitlayacagiz.

Durum f(c) < 0. f(b) > 0 oldufundan c # b, yani c < b’dir. Lemma 35.1 geregi 6yle bir § > 0 vardwr
kiz € [a,b],| € —c | < ¢ iken f(x) < O olur. Gerekirse & 'y kiigiilterek § < b — c alahm. O zamanx; =
¢+ 2 noktast [a, b] igindedir, | T, — c | < §°dir ve dolayistyla f(z,) < 0, yaniz, € S. Amaz, > ¢ =
sup S; bu, ¢’nin S nin st sinirt olmasiyla celisir.

Durum f(c) > 0. f(a) < 0 oldugundan c # a, yani ¢ > a’di. Yine Lemma 35.1 gere§i éyle bir 6 > 0
vardirkiz € [a,b],|  — ¢ | < 6 iken f(z) > 0 olur. Ote yandan ¢ = sup S oldugundan, supremumun e-
karakterizasyonu (Teorem 10.1)ilec — § < s < colanbirs € S vardir. Bus igin| s — ¢ | < 6, dolayisiyla
f(s) > 0;amas € S demek f(s) < 0 demektir. Celiski.

Sonug. Geriye yalnizca f(c) = 0 segenegi kalir. f(a) # 0 ve f(b) # 0 oldugundan ¢ # a ve c #+ b, yani
¢ € (a,b)dir.

|

Teorem sifir yerinin varligini séyler, yerini séylemez; birden fazla sifir yeri de olabilir. Ama ispat, sifir
yerini aramak i¢in bir yontem de vermistir: “negatif kalinan son nokta” aranir. Asagidaki ikinci ispat ise
sifir yerini gercekten hesaplamaya yarayan bir yontemdir.
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35.1 Isaret Koruma ve Bolzano Teoremi 401

1 Ikinci yol: ikiye bélme yontemi

Bolzano teoremi, supremum yerine ic ice araliklar teoremiyle (Teorem 10.5) de i g)atlanablhr fla) <
0 < f(b) olsun ve I; = [aq,b;] = [a, b] diyelim. Aralifin orta noktasi m,; = olsun.

+ f(mq) = 0 ise sifir yeri bulunmustur, dururuz.
o f(mq) < Oise I, = [mq,by]; f(mq) > Oise I, = [a;, m4] alir1z.
Her iki halde de I, = [aq, by] aralifinin sol ucunda f negatif, sag ucunda pozitiftir ve uzunlugu

b_Ta’dir. Ayni iglemi I,’ye uygulayarak I3’Qi, sonra I, ... elde ederiz. Siire¢ bir yerde durmazsa

b—a

L2L2I 2w fla,) <O<f(by),  by—a, =5

olur. Uzunluklar 0’a gider: b,, — a,, = 2(b — a) (%)n — 0 (Teorem 22.8, Teorem 21.1). Ozel olarak her
€ > 0icin b, — a,, < ¢ olan bir n vardir; Teorem 10.5 (2) geregi kesisim tek bir ¢ noktasidir ve her
nic¢ina, <c<b,’dir. 0 <c—a, <b, —a, — 0 oldugundan sikistirma teoremiyle (Teorem 21.6)
a,, — ¢, benzer bicimde b, — c. f siirekli oldugundan dizisel l¢iit (Teorem 33.1) ile f(a,,) — f(c)
ve f(b,,) — f(c). Her n i¢in f(a,,) < 0 oldugundan limit siralama teoremi (Teorem 21.3) f(c) <0
verir; f(b,,) > 0 oldugundan da f(c) > 0. Oyleyse f(c) =0

Bu yontemin pratik degeri buyiiktiir: I,, araligi n — 1 ikiye bélme adimindan sonra elde edildiginden,
n adim sonra sifir yeri uzunlugu b;—f olan I, araligina hapsedilmistir; yani her adimda bir ikili
basamak kazanilir. Bilgisayarla kok bulmanin en basit algoritmasi budur.

Ornek 35.1 (Ug Reel Kokii Olan Bir Polinom). p(z) = 23 — 3z + 1 polinomunun ii¢ farkli reel kokii
oldugunu gosteriniz ve her birini uzunlugu 1 olan bir araliga yerlestiriniz.

Coziim.
Polinomlar R’de siireklidir (Sonug 33.2). Birkag¢ deger hesaplayalim:

p(—2)=—-8+6+1=—-1, p(—1)=—-14+3+1=3, p0)=1, p(1)=1—-34+1=—-1, p(2)=8—6+1=23.
Isaret {ic kez degisiyor:

+ [—2,—1] uzerinde p(—2) < 0 < p(—1); Teorem 35.1 geregi bir ¢; € (—2, —1) kokii vardir.
« [0,1] tizerinde p(0) > 0 > p(1); bir ¢, € (0, 1) kokii vardir.
+ [1,2] tizerinde p(1) < 0 < p(2); bir ¢5 € (1,2) kokii vardur.

Araliklar ayrik oldugundan ¢; < ¢y < c5 ti¢ farkli koktiir. Cebirden bildigimiz gibi ti¢lincii dereceden
bir polinomun en ¢ok ti¢ kokii olabilir; demek ki bagka kok yoktur.

Ikiye bolme yontemiyle c,’yi biraz daha daraltalim: p(0,5) = 0,125 — 1,5+ 1 = —0,375 < 0, demek
kic, € (0,0,5).p(0,25) =0,015625 — 0,75 + 1 > 0, demekkic, € (0,25,0,5). Devam edilirse ¢, ~
0, 347 bulunur.

|

35.2 Ara Deger Teoremi

Bolzano teoremi 0 degeri hakkindadir; ama 0’1in 6zel bir yani yoktur. Fonksiyondan bir sabit ¢ikararak
ayni sonucu her ara deger icin elde ederiz.

Teorem 35.2 (Ara Deger Teoremi). f : [a,b] — R siireklive f(a) # f(b) olsun. f(a) ile f (b) arasindaki
hery sayist igin, yani f(a) <y < f(b) yada f(b) <y < f(a) olan hery icin, f(c) =y olan birc € (a,b)
vardr.

Ispat.

g:la,b] = R, g(x) = f(x) — y olsun. Sabit fonksiyon siireklidir ve siirekli fonksiyonlarin fark: siireklidir
(Teorem 33.2); dolayisiyla g siireklidir. y sayist f(a) ile f(b) arasinda oldugundan g(a) = f(a) —y ve
g(b) = f(b) — y zit isaretlidir: f(a) <y < f(b) ise g(a) < 0 < g(b), éteki halde g(b) < 0 < g(a). Her
iki durumda da g(a) - g(b) < 0. Teorem 35.1 geregi g(c) = 0, yani f(c) = y olan bir c € (a,b) vardir.
|
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Teoremi soyle 6zetleyebiliriz: kapali bir aralikta siirekli bir fonksiyon, aldig: iki deger arasindaki
her degeri alir. Grafigin diliyle: y yiiksekligindeki yatay dogru, grafigin altindan istiine gecilirken
mutlaka kesilir. y = f(a) ya da y = f(b) durumlar1 zaten asikar oldugundan (¢ = a ya da ¢ = b alinir),
f(a) ile f(b) arasindaki (uglar dahil) her deger alinur.

Suireklilik vazgegilmezdir; karsit1 yanligtir

Taban fonksiyonu f(z) = |z], [0, 1] tizerinde f(0) = 0 ve f(1) = 1 degerlerini alir ama arada hicbir
degeri, 6rnegin %’yi almaz: 1 noktasindaki sicrama ara degerleri atlatir. (Siireksizlik tiirlerinin tanimi
noktanin bir delinmis komsulugunun tanim kiimesinde olmasini ister; 1, [0, 1]’in u¢ noktasi oldugun-
dan bu siniflandirma taban fonksiyonu biitiin R tizerinde diisiintildigiinde uygulanir: Tanim 34.1 (2)
ve Ornek 34.2 geregi 1 bir sicrama noktasidir.) Demek ki teoremdeki siireklilik kosulu kaldirilamaz.
Teoremin karsit1 da dogru degildir: ara deger 6zelligini tasiyan her fonksiyon stirekli olmak zorunda
degildir. g(z) =sin L (z # 0), g(0) = 0 fonksiyonu 0°da siirekli degildir (Ornek 28.2); ama yine de
ara deger ozelligini tasir. 0’1 icermeyen bir aralikta g siireklidir ve Teorem 35.2 uygulanir. 0’1 iceren
bir [z, z,] araliginda ise g, [—1, 1]’deki biitiin degerleri sonsuz kez alir; g(x;) ve g(z,) de [—1, 1]’de
oldugundan aralarindaki her deger alinir. Bu tiir fonksiyonlara “Darboux 6zellikli” denir ve Analiz
2'de tiirevlerin bu 6zelligi tagidig goriilecektir.

Simdi ara deger teoreminin klasik uygulamalarini gorelim. Her birinde sablon aynidir: uygun bir siirekli
fonksiyon kur, iki ucunda isaret degistirdigini goster.

Ornek 35.2 (Tek Dereceli Polinomun Reel Kokii Vardir). Derecesi tek olan her reel katsayili
polinomun en az bir reel kokii oldugunu gosteriniz.

Coziim.
p(z) = a,z" +a, 12" ' 4+ + a;x + ag, a,, # 0 ve n tek olsun. p’'nin kokleri -—p’nin kékleriyle
ayni oldugundan, bas katsayinin 1 oldugunu varsayabiliriz:

p(x) =" +b, 2" 1+ + b7 + by, b, = —=.

Fikir sudur: | = | ¢ok biiyiikken x™ terimi otekilerin toplamini ezer, dolayisiyla p(z)’in isareti ™ nin
isaretidir; n tek oldugundan bu isaret z > 0 i¢in +, < 0 i¢cin —’dir. Bunu kesinlegtirelim.
M=1+4+|b, 4 |+]|b,_g|+-+]by]|olsun; M > 1’dir. | z | = M i¢in, | = | > 1 oldugundan k <
n—1liken | z [¥ <| z |"! olur ve genel iicgen esitsizligiyle (Teorem 9.7)

by @™t by by < ([ by [+ 4] b ) |2 [P = (M —1)M™
Bu kalan kisma r(z) diyelim; p(z) = 2" + r(z) ve | r(£M) | < (M — 1)M™L. Simdi
p(M) = M" + (M) > M™ — (M — 1)M"' = M™ ' >0,
p(—M) = (—-M)"+7r(—-M) = -M" +r(—M) < —M"+ (M —1)M" ! = —M"! <0.

Ikinci satirda n tek oldugu icin (—M)™ = —M™ yazdik. Polinom siirekli oldugundan (Sonuc 33.2)
Teorem 35.1, [—M, M] araliginda bir kok verir.

Derece cift oldugunda sonuc yanlstir: 22 + 1 polinomunun reel kokii yoktur, ciinkii her x icin z2 +
1>1> 0 (Onerme 7.12 (1)).

|

Ornek 35.3 (Bir Denklemin Céziimii). z = cosz denkleminin tam olarak bir reel ¢6ziimii oldugunu
ve bu ¢oziimiin (0, 1) araliginda bulundugunu gésteriniz.

Cozim.

g(z) = z — cosx olsun. Kosiniis R’de siireklidir (Onerme 33.4); x > z de siirekli oldugundan g
stireklidir (Teorem 33.2). Asagida kosiniisiin [0, 7/2] lizerinde azalan olmasi ve | cosz | < 1 gibi temel
trigonometri olgularini da kullanacagiz.

Varlik. g(0) =0 —cos0=—1<0.g(1) =1—coslve0 <1< 7% oldugundan 0 < cos1 < 1, dola-
yisiyla g(1) > 0. Teorem 35.1 geregi g(c) = 0, yani ¢ = cos ¢ olan bir ¢ € (0,1) vardur.
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Teklik. Once [0, 1] iizerinde: 0 < z < y < 1 ise, kosiniis [0, 7/2] {izerinde azalan oldugundan cos z >
cosy ve

9(y) —g(x) = (y —x) + (cosz — cosy) > 0.

Yani g, [0, 1] iizerinde kesin artandir ve en ¢ok bir kez sifirlanir. Araligin diginda sifirlanamaz: z > 1
ise cosz <1 < z oldugundan g(z) > 0; z < 0ise ya —1 <z < 0 olur ve cosz >0 >z, yada z <
—1 olur ve < —1 < cos z; her iki halde g(z) < 0. Demek ki denklemin R’deki tek ¢6ziimii ¢’dir.
Ikiye bélme yéntemiyle g(0,5) < 0 ve g(0,75) > 0 bulunur; devam edildiginde ¢ ~ 0, 739 elde edilir.
|

Ornek 35.4 (Sabit Nokta Teoremi). f :[0,1] — [0, 1] siirekli olsun. f(c) = c olan bir ¢ € [0,1] (bir
sabit nokta) bulundugunu gosteriniz.

Cozim.
Sezgi: grafik, [0, 1] x [0, 1] karesinin sol kenarindan sag kenarina kalem kaldirmadan ¢izilen bir egridir;

kosegen y = x kareyi ikiye boldiigiinden egri késegeni kesmek zorundadir.
g(z) = f(x) — z olsun; g siireklidir. f’nin degerleri [0, 1]’de oldugundan

g(0) = f(0)—0=f(0) >0, g(1)=f(1)—1<0.

g(0) =0ise ¢ =0, g(1) = 0 ise ¢ = 1 bir sabit noktadir. Aksi halde g(0) > 0 > g(1) olur ve Teorem
35.1 geregi g(¢) = 0, yani f(c) = c olan bir ¢ € (0, 1) vardir.

g(1) <0

g(0)=0

Sekil 35.2: Surekli £ [0, 1] — [0, 1] fonksiyonunun grafigi kareyi sol kenardan sag kenara gecerken y
= x kosegenini kesmek zorundadir; kesisim noktasi ¢, flc) = ¢ sabit noktasidir. g(x) = flx) - x fark: 0'da
>0, 1'de < 0 oldugundan Bolzano teoremi arada bir sifir verir.

Ayni akil yiiriitme herhangi bir [a, b] aralig1 i¢in de gegerlidir: f : [a, b] — [a, b] siirekliyse sabit noktasi
vardir. Fakat araligin kapali olmasi sarttir: f: (0,1) = (0,1), f(x) = § siirekli oldugu halde sabit
noktas: yoktur (§ = x yalmz x = 0 icin saglanir, 0 ¢ (0,1)).

|
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Ornek 35.5 (Koklerin Varlig1 Yeniden). Ara deger teoremini kullanarak ¢ = 2 olan bir ¢ > 0 bulun-
dugunu, daha genel olarak her a > 0 ve n € N ic¢in ¢ = a olan bir ¢ > 0 bulundugunu gosteriniz.

Cozim.

v/2’nin varligim Teorem 13.1'te dogrudan supremum ile, n-inci kokleri Teorem 13.2’te binom agilimiyla
ispatlamigtik. Ara deger teoremi bu isi neredeyse zahmetsiz héle getirir.

f(x) = 22 — 2 siirekli bir polinomdur; f(1) = —1 < 0 ve f(2) =2 > 0. Teorem 35.1 geregi c? = 2
olan bir ¢ € (1,2) vardir. 0 < z < y iken 22 < y? oldugundan (Onerme 7.12 (4)) pozitif béyle bir say1
tektir; ona v/2 deriz.

Genel hal: f(z) = 2™ — a olsun. f(0) = —a < 0. Bernoulli esitsizligi (Teorem 9.5) ile (1 + a)™ > 1+
na > a oldugundan f(1 + a) > 0. Oyleyse [0, 1 4 a] araliginda ¢™ = a olan bir ¢ € (0,1 + a) vardir.

Elbette bu ispat, tamlig1 daha derinde kullaniyor: ara deger teoremi supremumun varligina dayanmak-
tadir. Yeni bir sey kazanmadik; ama tamligin bir kez siirekli fonksiyonlar diline ¢evrilmesi, sonsuz
cesitlilikte varlik sorusunu tek bir kaliba indirger.

]

Ara deger teoreminin baska bir okumasi da vardir: siirekli fonksiyon araliklar: araliklara gétiriir. Bunu,
kapali sinirli araliklar igin daha kesin bir bicimde agagida (Sonuc 35.1) gorecegiz; genel araliklar icin ifade
sudur.

Onerme 35.1 (Siirekli Fonksiyon Araligir Araliga Gotiiriir). I C R bir aralik ve f : I — R siirekli

olsun. f(I) gorintii kiimesi, icerdigi herhangi iki sayr arasindaki her sayiy da igerir; yani f(I) bir aralikiir
(tek noktali olabilir).

Ispat.

Y1,Ys € f(I),y; <y < yyolsun.y; = f(z1),ys = f(xy) olanz,, x4 € I secelim;y, # yy oldugundan
Xy # Ty, Ty < X4y ise [Tq,24] C I'dir (I aralik; Tanim 7.3) ve f bu kapali aralikta siireklidir; Teorem
35.2 geregi f(c) = y olan bir ¢ € (x1,x4) vardir. x4 < x4 ise ayni sey [xq, x1] i¢in yapilir. Her iki halde
y € f(I).

Gosterdigimiz ézellik, tam olarak aralik tanimindaki kosuldur (Tanim 7.3); J = f(I) bos olmadigindan
J bir araliktir.

Uclarini da belirleyebiliriz. J istten simirliysa § = sup J, degilse § = +o0; alttan simirliysa o = inf J,
degilse a = —o0 olsun. o < y < B olan bir y alahm. B sonluysa Teorem 10.1 (€ = § — vy ile), sonsuzsa
ustten sinirsizlik, y < y, olan biry, € J verir; benzer bicimde (o sonluysa Teorem 10.2 ile) y; < y olan
bir y, € J vardwr. Yukanidaki ozellik geregiy € J. Demek ki « ile B arasindaki her say1 J dedir; J 'nin
hi¢bir elemani da o’min altina ya da B’°nin istiine ¢ikamaz. O hadlde J, uglart o ve B olan bir araliktir;
uclarin kiimeye ait olup olmamasina gore agik, kapali ya da yari aciktir (sonsuz uglarda koseli ayrag
kullanilmaz).

|

Goriintiiniin tiirii degisebilir: f(z) = 22 fonksiyonu acik (—1, 1) araligini yar1 agik [0, 1) araligina, f(z) =
L ise (0,1] araligmi siursiz [1, 00) araligina gtiiriir. Kapali sturh araliklarda bdyle bir sey olmaz; bu da

bir sonraki kismin konusudur.

Sinirlilik ve Weierstrass Ekstremum Teoremi

f(z) =L fonksiyonu (0,1] iizerinde siireklidir ama sirsizdir; f(z) = z fonksiyonu [0, 1) iizerinde
stireklidir, smnirhidir ama en biiyiik degerini almaz: degerler 1’e istedigimiz kadar yaklasir, 1 hi¢bir zaman
alinmaz. Bu iki 6rnekte aralik kapali ve sinirli degildir. Simdi gorecegimiz iki teorem, aralik kapali
ve siurl oldugunda bu iki aksakligin da ortadan kalktigini soyler. Ispatlarin her ikisinde de ana arac
Bolzano-Weierstrass teoremidir (Teorem 24.5): sinirli her dizinin yakinsak bir alt dizisi vardar.

Teorem 35.3 (Kapali Aralikta Siirekli Fonksiyon Sinirlidir). f : [a,b] — R siirekli ise f sinrhdir;
yani her z € [a,b] icin| f(z) | < M olacak bir M > 0 vardir.

ispat.
Olmayana ergi yontemini kullanalim: f simirsiz olsun. O zaman higbir say | f | icin iist sinwr degildir;
ozel olarak hern € N icin
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| f(z,) | >n

olan bir x,, € [a, b] secilebilir. Boylece [a, b] icinde bir (x,,) dizisi elde ettik. Bu dizi stnirlidir (a < z,, <
b); Teorem 24.5 geregi yakinsak bir (z,, ) alt dizisi vardir. Limitine x, diyelim. Her k i¢ina < z,, <b
oldugundan limit siralama teoremiyle (Teorem 21.3) a < xy < b, yani z, € [a, b].

[, zo noktasinda siireklidir. Sirekliligin dizisel olgiti (Teorem 33.1) geregi f(z,,, ) — f(xq). Yakinsak
diziler sinirlidir (Teorem 20.2); demek ki (f(z,, )y, dizisi sinirlidir. Ama se¢imimiz geregi

| f(@,) [ > 2k (kEN)

(alt dizi indisleri igin ny, > k esitsizligini Onerme 24.1'te gormiistik). Yani (f(z,, )) sinrsizdwr. Celiski.
Oyleyse f sinirlidir.
|

Ispatin kilit noktasi, [a, b] i¢indeki her dizinin [a, b] icinde kalan bir limite sahip alt dizisinin olmasidur;
bunun ic¢in hem sinirlilik (Bolzano-Weierstrass igin) hem de kapalilik (limitin aralikta kalmas: igin)
gerekir. $imdi bir adim daha atip sinirin gergekten alindigini gésterelim.

Teorem 35.4 (Weierstrass Ekstremum Teoremi). f : [a,b] — R siirekli olsun. f en biiyiik ve en kiigiik
degerini alir: éyle x 1, x,,, € |a,b] noktalart vardir ki her x € [a, b] icin

f@y,) < f@) < flzy)

Baska bir deyisle f(x ;) = max f([a, b]) ve f(z,,) = min f([a, b]); supremum ve infimum birer maksimum
ve minimumdur.

[a, b] kapali: max ve min almir (0, 1] kapal1 degil: 1/x sinirsiz

y y
6T
sup f = +oo, max yok

max f |

min f |

min f=f(1)=1

¢ @
Xy x, b X 0,5 1 X

Sekil 35.3: Solda kapali [a, b] aralyginda stirekli bir fonksiyon: en biiyiik deger xu'de, en kiigiik deger x,,'de
gercekten alimir. Sagda (0, 1] iizerindef(x) = 1/x: aralik kapali olmadigindan fonksiyon sinirsizdir ve en biiyiik
deger yoktur; en kiiciik deger f(1) = 1 ise alinir.

Ispat.

Maksimum. f([a,b]) = {f(x) : = € [a,b]} gorintii kimesi bos degildir ve Teorem 35.3 gerei iistten
sturhidir. Tamlik aksiyomu (Béliim 10.4) ile supremumu vardir; M = sup f([a, b]) diyelim. Gosterecegi-
miz sey M ’nin alindigi, yani f(x,,) = M olan bir x; bulundugudur.

Hern € N icin M — X < M sayisi f([a, b)) nin iist simirt degildir (Teorem 10.1,& = + ile); dolayisiyla

M-Lcf@)<m
n

olan birz,, € [a, b] secebiliriz. + — 0 oldugundan (Ornek 20.1) sikistirma teoremi (Teorem 21.6) f (x,,) —
M verir.
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(z,,) dizisi [a,b] icinde oldugundan sinirhdir; Teorem 24.5 geregi yakinsak bir (z,, ) alt dizisi vardur,
x,, — xy; diyelim. Onceki ispattaki gibia < x,, < b oldugundan x; € [a,b] (Teorem 21.3).
Simdi (f(z,,,))y, dizisine iki gozle bakalim:

* [, @y de siirekli oldugundan Teorem 33.1ile f(z,, ) — f(z )
* (f(zy,)), M’ye yakinsayan (f(z,,)) dizisinin bir alt dizisidir; Teorem 24.1 geregi f(z,, ) — M.

Limit tektir (Teorem 20.1); éyleyse f(x,;) = M. M bir iist stmir oldugundan her x igin f(z) < M =
f(@nr)

Minimum. g = —f fonksiyonu [a, b] de siireklidir. llk kisma gore g maksimumunu bir ,, noktasinda
alr: her z igin — f(z) < —f(x,,), yani f(z,,) < f(z).
|

Teoremin giici suradadir: bir “en iyi” noktanin var oldugunu, onu bulmadan soyler. Analiz 2'de tirevle
ekstremum ararken 6nce bu teoremle ekstremumun var oldugu garantiye alinir, sonra “tiirevin sifir
oldugu noktalar” arasinda aranir. Weierstrass’in adini tasimasinin nedeni, bu tiir varlik teoremlerinin titiz
ispatlarinin onun 1860°lardaki Berlin derslerinde ortaya konmus olmasidir.

Ornek 35.6 (Hipotezlerin Her Biri Gereklidir). Asagidaki fonksiyonlarin her birinin maksimumunu
almadigini gosteriniz ve Weierstrass teoreminin hangi hipotezinin bozuldugunu belirtiniz.

a) f:(0,1] =R fi(2) = 1.

b) f,:[0,1) » R, fo(z) = a.

Q) f5:00,1] 5 R, fola) =2 (0 <z < 1), f5(1) = 0.
d) f1:R =R fie) = 52

T+lz]
Cozim.
a) f; siireklidir (Teorem 33.2) ama siursizdir: K > 0 verilsin; = ﬁ € (0,1] i¢in fi(x) = K +
1 > K. Simursiz fonksiyonun maksimumu olamaz. Bozulan hipotez: aralik kapali degil (0 ucu eksik).
Kapalilik kaldirilinca siirekli fonksiyonun sinirli olmasi bile garanti edilemez.
b) f, siirekli ve sinirlidir; goriintii kiimesi [0, 1), supremumu 1°dir. Ama hicbir z € [0,1) i¢in fy(z) =
1 olmaz. Bozulan hipotez: aralik kapali degil.
¢) Tanum kiimesi [0, 1] kapali ve sinirhidir; f; sinirhidir, gériintiisti yine [0, 1)’dir ve 1 alinmaz. Bozulan
hipotez: siireklilik — f5, 1 noktasinda siireksizdir, ¢iinkii z,, = 1 — 1 — liken f3(z,) =1—1 = 1 #
0 = f5(1) (Teorem 33.1).
d) f?, R’de siireklidir (Onerme 33.3 ve Teorem 33.2; payda hig sifirlanmaz). Her z igin | f,(z) | =
11% < 1, yani smirhdir. z > Oigin fy(z) = 175 =1 — ﬁ ifadesi 1’e istenildigi kadar yaklasir ama
1’e ulagmaz; dolayisiyla sup f,(R) = 1 ve maksimum yoktur (benzer bi¢gimde minimum da yoktur).
Bozulan hipotez: tanim kiimesi sinirli degil. R kapalidir; kapalilik tek basina yetmez.
|

Ara deger teoremi ile Weierstrass teoremini birlestirince kapali araligin goriintiisii tam olarak belirlenir.

Sonug 35.1 (Kapali Araligin Siirekli Goriintiisit). f : [a,b] — R sirekli, m = min f([a, b]) ve M =
max f([a, b]) olsun. O zaman

f([a,b]) = [m, M].
Yani kapali sinirly bir araligin siirekli goriintiisii, kapali sinirly bir araliktir (ya da m = M ise tek noktadur).

Ispat.

m ve M ’nin varligi Teorem 35.4'dan gelir m = f(x,,), M = f(z,,) diyelim.

(C)Her x € [a,b] icinm < f(z) < M oldugundan f([a,b]) C [m, M].

(2)y € [m,M] olsun. y =m ise y = f(z,,), y= M ise y = f(x,,) goriintidedir. m <y < M ise
x,, F Tpp dir; f, uglari x,,, ve x; olan kapali aralikta stireklidir ve bu uglarda m ve M degerlerini alir.
Teorem 35.2 geregi bu aralikta f(c) = y olan bir ¢ vardir; ¢ € [a,b] oldugundany € f([a,b]).

|
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Ornek 35.7 (Bir Goriintii Kiimesi Hesab1). f:[0,3] — R, f(x) = 2% — 2z fonksiyonunun goriintii
kiimesini bulunuz.

Cozim.
f bir polinom oldugundan siireklidir; Sonu¢ 35.1 geregi f([0,3]) = [m, M]'dir ve is, minimum ile
maksimumu bulmaya kalir. Tiirev bilmeden de yapabiliriz: kareye tamamlayalim,

flz)y=22—2z=(z—1)?—1.

(x —1)? > 0 ve esitlik yalmz = 1’de oldugundan m = f(1) = —1. Maksimum icin: z € [0, 3] iken
| — 1| <2, dolaystyla (z — 1)2 < 4 ve f(z) < 3; esitlik x = 3’te saglanir. Oyleyse M = f(3) =
3 ve

Ug noktalardaki degerlere bakmak yetmezdi: f(0) = 0ve f(3) = 3 oldugu halde goriintii [0, 3] degildir;

minimum araligin i¢inde, x = 1’de alinir.
]

Kompakt Kiimelerin Siirekli Goriintiisii

Smnurlilik ve ekstremum teoremlerinin ispatlarinda [a, b]’nin kullandifimiz tek ézelligi suydu: araliktaki
her dizinin, limiti yine aralikta olan yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu tam olarak dizisel kompaktlik
(Tanim 24.3) tanimidir ve Teorem 24.8 geregi kompaktlikla, dolayisiyla kapali ve sinirh olmakla denktir.
Oyleyse sonuglar kapali smirl biitiin kitmelere tasinmalidir. Gergekten de daha fazlasi dogrudur: kom-
paktlik siireklilik altinda korunur.

Teorem 35.5 (Kompakt Kiimenin Siirekli Goriintiisiit Kompakttir). K C R kompakt ve f : K —
R siirekli olsun. O zaman f(K) kompakttir.

Ispat.

Teorem 24.8 geregi kompaktlik ile dizisel kompaktlik ayni seydir; f(K) nin dizisel kompakt oldugunu
gosterecegiz. (y,,), f(K) icinde herhangi bir dizi olsun. Her y,, bir goriintii oldugundan f(z,) = y,, olan
birz, € K secelim. K dizisel kompakt oldugundan (x,,) dizisinin, limiti K 'de olan yakinsak bir alt dizisi
vardir:z,, — xo € K. f, z da sireklidir; dizisel ol¢iit (Teorem 33.1) ile

Yn, = (@) = f2o) € f(K).

Demek ki (y,,) nin, limiti f(K) icinde olan yakinsak bir alt dizisi vardw. (y,,) keyfi oldugundan f(K)
dizisel kompakt, dolayisiyla kompakttir.
|

Sonug 35.2 (Kompakt Kiimede Siirekli Fonksiyon Ekstremumlarimi Alir). K # & kompakt ve f :
K — R siirekli ise f sinirlidir ve en biiyiik ile en kiiciik degerini alir.

Ispat.

Teorem 35.5 geregi f(K) kompakttir; dolayisiyla simirly (Teorem 18.1) ve kapalidir (Teorem 18.2). Bos
olmayan, kapali ve stnirli bir kiimenin maksimumu ve minimumu vardwr (Sonug 17.5); yanisup f(K) ve
inf f(K) sayilar f(K) nin elemanidir. Bu da tam olarak f’nin en biiyiik ve en kiigiik degerlerini almasi
demektir.

|

[a, b] aralig1 kapali ve sinirli oldugundan Heine—Borel teoremi (Teorem 18.5) geregi kompakttir; boylece
Teorem 35.4 bu sonucun 6zel hali olarak yeniden elde edilmis olur. Yeni olan sey, sonucun 6rnegin K =
[0,1]U[2,3] yada K = {0} U{1/n : n € N} gibi aralik olmayan kiimelerde de gecerli olmasidir.

Kompakt olmayan kiimelerde gérintii kompakt olmak zorunda degildir: (0, 1] kompakt degildir ve z %
onu sinirsiz [1, 0o0) kiimesine gotiiriir; (0, 1)’i ise = « yine (0, 1)’e, kapali olmayan bir kiimeye gotiiriir.
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Ote yandan ters yon de dogru degildir: kompakt olmayan bir kiimenin siirekli gériintiisii kompakt olabilir;

sabit fonksiyon R’yi tek noktaya gotiiriir.

© Béliimiin 6zeti

f:[a,b] — R siirekli olsun.

Sonug

Soyledigi

Dayandig1 arag

Teorem 35.1

Teorem 35.2

Teorem 35.3

Teorem 35.4

Sonug 35.1

Teorem 35.5

uclarda zit isaret = arada sifir
yeri

aldig1 iki deger arasindaki her
degeri alir

siirhdir

max ve min alinir

f([a”b]) = [va]

kompaktin goriintiisiic  kom-

supremum / i¢ ice araliklar

Bolzano teoremi

Bolzano-Weierstrass

supremum + Bolzano-Wei-
erstrass

ikisinin birlegimi

dizisel kompaktlik

pakt

Hepsinin ortak paydasi: tanim kiimesi “kacis noktasi birakmayan” bir kiimedir ve streklilik, dizilerin
limitini fonksiyonun i¢inden gecirmemize izin verir.

Alistirmalar

Alistirma 35.1 (Ara Deger ve Weierstrass Teoremleri Uzerine).

a) z° + 2z — 1 = 0 denkleminin (0, 1) araliginda bir ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.

b) p(z) = z* — 4z + 1 polinomunun en az iki farkl reel kokii oldugunu gésteriniz.

¢) f:a,b] = Rsiirekli ve her z € [a,b] icin f(z) € Q olsun. f’nin sabit oldugunu gdsteriniz.

d) f,g:[a,b] = R siirekli, f(a) < g(a) ve f(b) > g(b) olsun. f(c) = g(c) olan bir ¢ € (a,b) bulundu-

gunu gosteriniz.

e) f:[a,b] = Rsiirekli ve her z € [a, ] i¢in f(z) > 0 olsun. Her = € [a, b] i¢in f(z) > ¢ olacak bir § >
0 bulundugunu gosteriniz. Ayni sonucun (0, 1] araliginda f(z) = z i¢in yanlis oldugunu aciklayniz.

Coziim.

a) h(z) = 2° + 2z — 1 bir polinomdur, siireklidir (Sonuc 33.2). h(0) = -1 < Oveh(l) =1+2—1=
2 > 0. Teorem 35.1 geregi h(c) = 0 olan bir ¢ € (0, 1) vardir. (Ayrica z < y iken 2° < y° ve 2z < 2y
oldugundan & kesin artandir; ¢oziim tektir.)

b)p(0)=1>0,p(1)=1—-4+1=-2<0,p(2) =16—8+1=9>0.]0,1] ve [1, 2] araliklarinda
isaret degistiginden Teorem 35.1 iki kok verir: ¢; € (0,1) ve ¢, € (1,2). Araliklar ayrik oldugundan
¢ # cy. (Derece cift oldugu icin Ornek 35.2'teki sonuc uygulanamazdi; kékleri elle bulmak zorunda
kaldik.)

c) f sabit olmasin; f(x,) # f(z,) olan xy, z, € [a,b] vardir, diyelim f(z;) < f(z,). Irrasyonel sayilar
yogun oldugundan (Teorem 13.6) f(z,) < t < f(z,) olan bir irrasyonel ¢ vardir. f, uglari z; ve z, olan
kapali aralikta siireklidir; Teorem 35.2 geregi f(c) = t olan bir ¢ vardir. Ama bu, f(c¢) € Q varsayimyla
celisir. Oyleyse f sabittir.

Ayni akil yiirtitme, degerleri Z’de ya da herhangi bir “bogluklu” kiimede olan siirekli fonksiyonlarin
sabit oldugunu gosterir. Ornegin [a, b]'de siirekli ve yalniz +1 degerlerini alan bir fonksiyon sabittir.
d) h = f — g fonksiyonu siireklidir (Teorem 33.2). h(a) = f(a) — g(a) < 0 ve h(b) = f(b) — g(b) >
0. Teorem 35.1 geregi h(c) =0, yani f(c) = g(c) olan bir ¢ € (a,b) vardir. Geometrik anlam: biri
digerinin altindan baslayip iistiinde biten iki siirekli grafik kesismek zorundadir. Ornek 35.4 bunun
g(z) = x dzel halidir.
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35.5 Alistirmalar 409

e) Teorem 35.4 geregi f minimumunu bir z,, noktasinda alir: her = i¢in f(z) > f(z,,). 6 = f(z,,)
diyelim; hipotez geregi § > 0’dir ve her x € [a, b] i¢in f(z) > 4.

Sonug sunu sdyler: kapali aralikta siirekli ve hep pozitif olan fonksiyon 0’a “yaklasamaz”, 0°’dan pozitif
bir uzaklikta kalir. (0, 1] tizerinde f(x) = x hep pozitiftir ama hicbir § > 0 ise yaramaz: Sonug 12.2
geregi % < 4 olan bir n vardir Ve( f) = % < 6. Aralik kapali olmadigindan minimum yoktur, infimum
0’dir ve alinmaz.

n

Bu bolimde siirekliligin bir aralik boyunca ne kadar giclii sonuglar verdigini gorditk. Ama siireklilik
tanimindaki § hal4 noktaya baghdir: aym € icin araligin bir yerinde genis, baska bir yerinde ¢ok dar bir
0 gerekebilir. Bir sonraki bolimde, bitiin aralik i¢in tek bir §’nin yettigi durumu, diizgiin siirekliligi
inceleyecek ve Cantor teoremiyle kapali sinirhi aralikta stirekliligin bunu otomatik olarak sagladigim
gorecegiz: Diizgiin Stireklilik ve Cantor Teoremi.
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36.1

36. Diizgiin Siireklilik ve Cantor Teoremi

Sureklilik tanimina bir kez daha bakalim. f fonksiyonunun a noktasinda siirekli olmasi, her € > 0 i¢in
dyle bir § > 0 bulunmasi demekti ki a’ya ¢’dan yakin her z i¢in f(z), f(a)’ya £’dan yakin olsun (Tanim
33.1). Bu tanumda ¢ iki seye baghdir: €’a ve noktaya. Ayni € icin grafigin yatik oldugu yerde genis, dik
oldugu yerde dar bir 0 gerekir. Peki bir araligin tamamu i¢in, noktadan bagimsiz, “herkese yetecek” tek bir
¢ secilebilir mi?

Bu sorunun yaniti bazen evet, bazen hayirdir ve yanitin evet oldugu duruma diizgiin siireklilik denir.
Bu bolimde 6nce kavrami tamimlayip siireklilikten farkini 6rneklerle gérecegiz; sonra diizgiin stirekliligi
garanti eden (Lipschitz kosulu) ve diizgiin siirekli olmadigini gostermeye yarayan (dizisel ol¢iit) araglar
kuracagiz. Boliimiin ana teoremi Cantor’a aittir: kapali ve sinirl bir aralikta stirekli olan her fonksiyon
otomatik olarak diizgiin siireklidir. Bu sonug, 6nceki boliimdeki Weierstrass teoremi gibi, Bolzano-
Weierstrass teoremine dayanir ve Analiz 2’de Riemann integralinin kurulusunda kilit rol oynar.

Noktaya Bagli Delta

Once sorunu somut olarak gorelim. f(z) = x? fonksiyonunun bir a € R noktasindaki siirekliligini
tanimla gostermek istedigimizde

|2?—a?|=|z—al-[z+a|

carpanlarina bakariz. | ¢ —a | < 1 alirsak tiggen esitsizligiyle (Teorem 82) |z +a|<|z—a |+

2|a| <142/ a]olur; dolayisiyla
€
§, =ming1l, ————
ol )

secimi | x —a | <6, = | 22 —a® | < € verir. Bu §,, | a | biiyiidiikkce azalir: kiigiik bir ¢ icin (¢ < 1
olsun, minimumun 1 kolu devreye girmesin) a = 0°’da ¢, a = 100’de £/201 kadardir. Grafik saga gittikce
diklestigi icin ayn1 e-bandin1 yakalamak giderek daha dar bir pencere gerektirir.

Benzer bir durum g(z) = 1 fonksiyonunda a > 0 noktas: sifira yaklasirken ortaya ¢ikar. |  —a | < %
iken z > 5 > 0 oldugundan

1 1 lz—a| 2|xz—a]
Z_Z|= <
Tz a za a?
ved, = min{%, % ise yarar; ama a — 0 iken §, — 0. Her iki 6rnekte de her noktada stireklilik vardur,

fakat biitiin noktalara birden yetecek tek bir § bulmak zor goériinmektedir. Bunun gercekten imkénsiz
oldugunu birazdan gosterecegiz. Once “tek bir § yeter” fikrini tanima déniistiirelim.

Tanim 36.1 (Diizgiin Siireklilik). A C Rve f: A — R olsun. Her € > 0 i¢in 6yle bir § > 0 varsa ki
| z—y | < dolan her z,y € A ¢ifti i¢in

| fle) = fly) | <e

saglansin, f’ye A uzerinde diizgiin siirekli (uniformly continuous) denir. Sembolle:

Ve>030>0Vr,yeA: |z—y|<d=|flx)— fly)|<e.

Acik Matematik - acik-matematik.com 411 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

412 Boliim 36. Diizgiin Siireklilik ve Cantor Teoremi

f(x) = x% aym ¢, farkl1 § f(x) = 1/x, (0, 1): 0'a yaklastikc¢a & kiigiiliir
8, 6,

y

5T €
2T €
i i i
{ ; . 0,2 0,5 1 x

Sekil 36.1: Solda flx) = x*: ayni £ i¢in x = 1 yakininda genis, x = 3 yakininda dar bir § yeter; egim buyudiikce

d kiiciilir ama sinirh bir aralikta en kigiik 8 buitiin noktalara yetigir. Sagda (0, 1) iizerinde flx) = 1/x: 0'a

yaklastikca ayni € icin gereken & sinirsiz kii¢iiliir; biitiin noktalara birden uyan tek bir & yoktur, fonksiyon
diizgiin siirekli degildir.

Tanimdaki § yalmizca €’a baghdir;  ve y se¢ilmeden 6nce belirlenir. Siireklilikle aradaki fark tamamen
niceleyicilerin sirasindadir.

| Niceleyicilerin sirast

f’nin A kiimesinin her noktasinda siirekli olmasa:
Vae AVe>030>0VeeA: |z—al|<d=|flz)— fla)]|<e.
f’nin A tizerinde diizgin siirekli olmasz:

Ve>036>0VacAVezeA: |z—al|<d=|flz)— fla)]|<e.

ilkinde §, a’dan sonra secilir ve a’ya bagl olabilir; ikincisinde 4, a’dan 6nce segilir ve biitiin o’lar
icin ayrudir. “Her z i¢in bir y vardir” ile “dyle bir y vardir ki her z i¢in” arasindaki fark: niceleyicileri
Ogrenirken gérmustik; dizgin siireklilik bu farkin analizdeki en 6nemli 6rnegidir.

Diizgiin siirekliligin “siradan” siirekliligi gerektirdigini hemen goérelim; tersinin dogru olmadigini ise
orneklerle gosterecegiz.

Onerme 36.1 (Diizgiin Siirekli Fonksiyon Siireklidir). f: A — R, A iizerinde diizgiin siirekli ise f,
A’nin her noktasinda stireklidir.

ispat.

a € A vee > 0 verilsin. Diizgiin siireklilik tanimindan € ’a karsilik gelen 6 > 0 sayisini alalim. © € A ve
| x —a | < 0 olsun. Tammi y = a ile uygularsak | f(x) — f(a) | < € elde ederiz. Bu tam olarak f’nin
a’da siirekli olmasidir (Tanim 33.1); a keyfi oldugundan f, A’nin her noktasinda siireklidir.

|

Bir fonksiyonun diizgiin siirekli olmadigini gostermek icin tanimin olumsuzlamasina ihtiyacimiz var.
Niceleyici olumsuzlama kurallariyla (Teorem 2.1) f’nin A tizerinde diizgiin siirekli olmamasi su demektir:

Jeg>0Vo>03z,ycA: |z—y|<d ve | f(z)—fly) | = e

Yani “kétd” bir € vardir: § ne kadar kiigiik segilirse segilsin, birbirine §’dan yakin ama gériintileri
kadar uzak iki nokta bulunur.
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Ornekler

Her érnekte sablon aymidir: diizgiin siireklilik igin | f(z) — f(y) | ifadesini | z — y | cinsinden, x ve
y’den bagimsiz bir sabitle sinirlamaya calisiriz; diizgiin siirekli olmadigini gostermek icin ise verilen her
0’ya karst bir koti ¢ift uretiriz.

Ornek 36.1 (Dogrusal Fonksiyonlar). m,b € R olmak iizere f(x) = mx + b fonksiyonunun R iize-
rinde diizgiin stirekli oldugunu gésteriniz.

Cozim.

m = 0 ise f sabittir; her z,y i¢in | f(z) — f(y) | = 0 < € oldugundan herhangi bir ¢, érnegin § = 1,
ise yarar.

m # 0 olsun. Her z,y € R i¢in

| fl@) = Fy) | =] (mz+b) = (my+b) [=[m | [z—y].

€>0verilsin;(5=“i—‘alahm.\x—y|<(5ise|f(:v)—f(y) |=|ml|lz—y|<|m]-
0 yalnizca €’a baghdir; f diizgin sireklidir. Dogrunun egimi her yerde ayni oldugundan bu beklenen
bir sonuctur.

£
[m |

= E.

Ornek 36.2 (Kare Fonksiyonu: Sinirli Aralikta Evet, Tiitm Dogruda Hayir). f(z) = 22 fonksiyo-
nunun

a) M > 0 olmak iizere [—M, M] aralifinda (6zel olarak [0, 1]’de) diizgiin siirekli oldugunu,

b) R iizerinde diizgiin siirekli olmadigini

gosteriniz.

Cozim.
a)yz,y € [-M,M]igin| z | < M ve |y | < M oldugundan

|2 —y? |=|z—y|-|zt+y|<|z—y|(lz|+|y|)<2M[z—y].

e > 0 verildiginde 6§ = 55; alsak |z —y | < d iken | 2® —y® | <2M | 2 —y | < € olur. [0, 1] icin
M = 1ve § = 5 yeterlidir.

b) Bolumiin bagindaki hesap, 6,’nin | a | buytudikee kiigiildiigint gstermisti; simdi hicbir sabit §°’nin
yetmedigini kanitlayalim. €, = 1 alalim ve herhangi bir § > 0 verilsin. Noktalar1

secelim. | z —y | = & < §°dir; ama

0 0 62
1@ =10 | =la=y|-lo+yl=3(F+5) =1+ > 1=

Demek ki her ¢ i¢in birbirine ¢’dan yakin, gorintiileri 1’den uzak bir ¢ift vardir; f, R tizerinde diizgiin
stirekli degildir. Sezgi: orijinden uzaklastik¢a parabol diklesir; sabit genislikteki bir pencere iginde
fonksiyon istenildigi kadar bityiik sicramalar yapar.

|

Ornek 36.3 (Bir Bolii x Fonksiyonu). f(z) = L fonksiyonunun
a) [1, 00) iizerinde diizgiin siirekli oldugunu,
b) (0, 1) tzerinde diizgiin siirekli olmadigini

gosteriniz.

Cozim.
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a) z,y > licin zy > 1 oldugundan

<lz—y]l.

1 1| |y—=|
z oyl  ay

e>0icind=ealmrsa |z —y | <d=| f(z)— f(y) | <| x—y | <e. Ayni hesap, ¢ > 0 olmak

tizere [c, 00) lizerinde ‘% — %‘ <! z;y | verir; yani f, sifirdan pozitif bir uzaklikta kalan her kiimede

diizgiin stireklidir.
b) e, = 1 alalim ve § > 0 verilsin. Sonuc 12.2 geregi % < 4 olan bir n € N vardir; n buytidiikkce % daha
da kiiciildiiglinden gerekirse n’yi biiyliterek n > 2 alabiliriz. O zaman x = % vey = % noktalari (0, 1)
icindedir (0 < % < % < %) ve
1 1 1

[o—yl= s~ o= <d | f@) - f@) | =In—2m|=n21=¢,
Oyleyse f, (0, 1) iizerinde diizgiin siirekli degildir. Sorun 0’a yakin bélgededir: oraya yaklastikca grafik
sonsuza firlar ve sabit geniglikteki bir pencere icindeki degisim sinirsiz buytr.
|

Bu iki 6rnek “grafik diklegince diizgiin siireklilik bozulur” izlenimi verebilir; ama diklik tek bagina belir-
leyici degildir. Asagidaki fonksiyonun grafigi 0’da diisey tegetlidir, yine de diizgiin stireklidir.

Ornek 36.4 (Karekok Fonksiyonu). f(z) = /z fonksiyonunun [0, 00) iizerinde diizgiin siirekli
oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Once su esitsizligi kanitlayalim: her x,y > 0 igin

[Ve—vyl<VIz—yl (1)

Simetri nedeniyle x > y varsayabiliriz. \/y + /2 — y sayisinmn karesi

(VI+VE=0)? =y+2/0va—y+(z—y) =z +2/yz—y) >z

olur. Negatif olmayan u, v sayilarinda u? < v? = u < v’dir (v < u olsayds, v > 0 iken Onerme 7.12 (4)
ile v? < u?, v = 0 iken ayn1 6nermenin (1) maddesiyle v> = 0 < u? olurdu; ikisi de u? < v? ile celisir).
Bunu u = \/z, v = \/y + \/x — y ile uygularsak \/z < \/y+ /T —y, yani \/z — \/y < /T —y =
V|  —y |- Sol taraf z > y iken negatif olmadigindan bu, (1)’dir.

Simdi & > 0 verilsin ve § = &2 alalm. z,y > 0, | z — y | < § ise (1) ve karekdkiin artanligiyla

|\/__\/§|S\/‘-T—y|<\/§:€.

Demek ki 1/, [0, 00) un tamaminda diizgiin siireklidir. Dikkat: burada § = €2, £’dan ¢ok daha kiigiiktiir
(e < 1 iken); ama noktaya bagl degildir ve 6nemli olan yalmizca budur.
|

Lipschitz Kosulu

Dogrusal fonksiyonlar, [—}M, M]'de kare fonksiyonu ve [1,00)’da 1 érneklerinde hep ayn1 tiirden bir
esitsizlik elde ettik: | f(z) — f(y) | < L | £ — y |. Bukalip o kadar sik karsimiza ¢ikar ki kendi ad1 vardir.

Tanim 36.2 (Lipschitz Kosulu). f: A — R olsun. Oyle bir L > 0 sabiti varsa ki her z,y € A icin
| fle)=Ffy) |<Llz—y|

saglansin, f’nin A tizerinde Lipschitz kosulunu (Lipschitz condition) sagladig1 ya da Lipschitz siirekli
oldugu séylenir; L’ye bir Lipschitz sabiti denir.
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Geometrik anlami sudur: grafigin herhangi iki noktasini birlestiren kirisin egimi ! (92:5 @ mutlak degerce

L’yi asamaz. Kosul, Alman matematik¢i Rudolf Lipschitz’in (1832-1903) adini tasir; Analiz 2'de, bir ara-
likta tirevlenebilen ve tiirevi orada sinirh kalan her fonksiyonun bu kosulu sagladigy goriilecektir (ispat
ortalama deger teoremine dayanir; tanim kiimesinin aralik olmas sarttir). Simdiye kadarki 6rneklerden:
mz + b icin L =| m |; [-M, M]'de #* icin L = 2M; [c,00)’da L icin L = . Ters iicgen esitsizligi
(Sonug¢ 8.3) | |z | =]y || <| 2 —y | verdiginden | z | fonksiyonu R’de L = 1 ile Lipschitz'dir. Siniis
icin de L = 1 alinabilir: toplam—-fark 6zdegligi ile siireklilik béliimiinde kabul ettifimiz | cosu | < 1 ve
|sint | < |t | olgulartyla (Onerme 33.4'iin ispatindaki hesap)

ty r—y

sin ‘ <2 r— y‘

2 2
Teorem 36.1 (Lipschitz Kosulu Diizgiin Siirekliligi Gerektirir). f: A — R, A iizerinde Lipschitz
kosulunu sagliyorsa A iizerinde diizgiin siireklidir.

|sinxz —siny | =2 cos =

=|lz—y].

ispat.

L bir Lipschitz sabiti olsun. L = 0 ise her z,y icin| f(z) — f(y) | <0, yani f sabittir ve Ornek 36.1'deki
gibi her § ise yarar.

L > 0 olsun. & > 0 verilsin; 0 = £ alahm. x,y € Ave|x —y | < ise

\f(fv)—f(y)ISle—y|<L-%=g.

0 yalnizca €’a (ve sabit L’ye) baghdir; f diizgiin siireklidir.
|

Teorem, diizgiin siirekliligi géstermenin en hizli yolunu verir: tek bir esitsizlik, 6’y1 otomatik olarak iretir.
Ote yandan Lipschitz kosulu diizgiin siireklilikten kesinlikle daha giicliidiir.

Kargit1 yanlistir: karekok

vz fonksiyonu [0, 1] iizerinde diizgiin siireklidir (Ornek 36.4) ama Lipschitz kosulunu saglamaz.
Saglasaydy, bir L icin her z,y € [0,1]'de | /2 — /y | < L | z —y | olurdu. y = 0 ve z = - alalm:

1 1 1
EZMFSL'E = n<L (n €N).

Bu, dogal sayilarin ustten sinirli olmamasiyla (Teorem 10.4) celigir. Geometrik neden: 0 civarinda
kiriglerin egimi xz:oo = \/i; smirsiz biyiir. Yine de fonksiyon diizgiin stireklidir, ¢iinki kirisin dikligi
degil, dar bir penceredeki toplam degisim (/| z — y |) kiigiiktiir.

Diizgiin Siirekli Olmama icin Dizisel Olc¢iit

Surekliligin dizisel dl¢iitit (Teorem 33.1), e~ hesabini dizi limitine gevirmisti. Diizgiin siireklilik igin
de benzer bir ceviri vardir; 6zellikle bir fonksiyonun diizgiin stirekli olmadigini1 gostermek icin ¢ok
kullanighdir. Fikir, olumsuzlamadaki “her ¢ i¢in koétii bir ¢ift vardir” ifadesini § = % alarak iki diziye
donustiirmektir.

Teorem 36.2 (Diizgiin Siirekli Olmama icin Dizisel Olciit). f: A — R olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

1. f, A iizerinde diizgiin siirekli degildir.
2. Oyle bire > 0 sayist ve A icinde oyle (z,,), (y,,) dizileri vardir ki

lim (¢, —y,) =0 ve her n € N igin | f(z,) — fly,) | = €.

n—oo

ispat.

Acik Matematik - acik-matematik.com 415 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

416 Boliim 36. Diizgiin Siireklilik ve Cantor Teoremi

(1) = (2) f diizgiin siirekli olmasin. Olumsuzlama geregi éyle bir e, > 0 vardir ki her § > 0 igin | x —
y| <8 ve| f(z)— f(y) | > &g olan z,y € A bulunur. Bunu her n € N icin § = L ile uygulayalim:
|z, — v | < Lve| f(z,) — fy,) | > &g olanz,,,y, € A segelim. Boylece iki dizi kurduk.0 < | x,, —
Y | < = ve = — 0 (Ornek 20.1) oldugundan sikistirma teoremiyle (Teorem 21.6) | ,, —y,, | — 0; bir
dizinin mutlak degeri sifira gidiyorsa kendisi de sifira gider (Onerme 20.3), yaniz,, —y,, — 0. Ikinci kosul
kurulus geregi saglanir.

(2) = (1) g, ve diziler verilsin; f ’nin diizgiin siirekli oldugunu varsayp celiski bulalim. Diizgiin siireklilik
tanimim € = € ile uygulayinca bir 6 > 0 elde ederiz: | x —y | < § olan her z,y € A i¢in | f(x) —
fy) | <eg ¢, —y, = 0 oldugundan limit tamuminda € = 6 alarak n > N iken |z, —y, | < ¢
olacak bir N buluruz. Ozel olarak | zn — yy | < 6, dolayisiyla | f(zx) — f(yn) | < €. Ama hipotez
| flzn) — flyn) | = € diyordu. Celiski; f diizgiin siirekli degildir.

|

Teoremin olumlu bi¢imi de yararhdir ve siireklilik i¢cin dizisel dl¢iitle kargilastirmayi netlestirir.

Sonuc 36.1 (Diizgiin Siireklilik icin Dizisel Olciit). f: A — R fonksiyonunun A iizerinde diizgiin
siirekli olmast igin gerek ve yeter kosul sudur: A icinde x,, — y,, — 0 saglayan her (z,,), (y,,) dizi ¢ifti icin

Ispat.

(= yonir) f diizgiin siirekli vex,, — y,, — 0 olsun. ¢ > 0 verilsin; diizgiin siireklilikten 6 'y1 alahm. ., —
Y, — 0 oldugundann > N iken| x, —y,, | < 6 olacak bir N vardir; bun’lerigin| f(z,) — f(y,) | <
e. Demek ki f(x,,) — f(y,,) = 0.

(<= yonii) Kosul saglansin ama f diizgin siirekli olmasin. Teorem 36.2 geregi x,, — y,, — 0 ve her n
icin| f(z,) — f(y,) | = &g olan diziler vardir. Hipoteze gore f(x,,) — f(y,,) = 0, dolayisiyla| f(x,) —
f(y,) | = 0 (Teorem 20.3). Her terim €, dan biiyiik ya da esit oldugundan limit siralama teoremiyle
(Teorem 21.3) 0 > g4 > 0; celiski.

|

Sureklilik él¢utiinde tek bir dizi sabit bir @ € A noktasina yakinsiyordu. Burada ise iki dizi birbirine
yaklasir; ortak bir limitleri olmasi gerekmez — sonsuza kagabilir ya da A’min disindaki bir noktaya
(6rnegin (0, 1) icin 0’a) yigilabilirler. Diizgiin siireklilik, fonksiyonun boyle “kagan” ¢iftleri de kontrol
altinda tutmasini ister.

Ornek 36.5 (Dizisel Olciitle U¢ Ornek). Dizisel 6lgiitii kullanarak asagidaki fonksiyonlarin belirtilen
kiimede diizgiin siirekli olmadigini gosteriniz.

a) f(r) =22, A=R.
b) g(z) = . A=(0,1).

z°

¢) h(z) =sini A =(0,1).

Coziim.

a)z, =n+ 2,y, =nalalm. z, —y, = = — 0. Ote yandan

2
f(x,) — fly,) = <n+%) —n2=2+%22.

gy = 2 ile Teorem 36.2 uygulanir. Bu, Ornek 36.2'deki sonucun daha kisa bir ispatidir: diziler sonsuza
kacarken aralarindaki fark kapaniyor, gériintiilerin fark: kapanmiyor.

_L

b)z, = n+-1 Yn = 73 alalim;hern € Nigin ikisi de (0, 1) icindedir. z,, — y,, = L

mm — 0 (limit
aritmetigi, Teorem 21.1), ama g(x,,) — g(y,) = (n+ 1) — (n+2) = —1, yani | g(z,,) —9(y,,) | = 1.
g =1

c)z, = L

m, Yy = 5, alam. Her n > 1 i¢cin 0 <z, <y, < % < 1, yani ikisi de A’dadir. 0 <

Y < % oldugundan sikistirmayla y,, — 0, benzer bicimde z,, — 0; dolayisiyla z,, — y,, — 0. Goriin-
tiler:
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h(z,) = sin(2n7r + g) =1, h(y,) = sin(2n7) = 0.

| h(z,) —h(y,) | =1; ¢g =1 ile h dizgin sirekli degildir. Bu 6rnek énemli bir noktay1 gésterir:
h siarhidir (| A | < 1) ve (0,1)’in her noktasinda siireklidir, yine de diizgiin siirekli degildir. Sorun
biyiiklitk degil, 0’a yaklasirken salinimlarin giderek siklasmasidir; sabit genislikteki bir pencereye
sonsuz ¢oklukta tam salinim sigar.

]

Cantor Teoremi

Simdiye kadar diizgiin siirekliligin bozuldugu biitiin 6rneklerde tanim kiimesi ya smursizd: (R) ya da
kapali degildi ((0,1)). Bu bir rastlant1 degildir. Kapali ve smirh bir aralikta siireklilik, hi¢bir ek kogul
gerekmeden diizgiin siirekliligi verir. Bu teoremi ilk kez Dirichlet 1854 teki derslerinde kullanmig, Eduard
Heine 1872'de yayimlamuis, ispatin ardindaki kompaktlik fikrini ise Georg Cantor gelistirmistir; bu ylizden
Heine—Cantor teoremi olarak da anilir.

Teorem 36.3 (Cantor Teoremi). f : [a,b] — R siirekli ise f, [a, ] iizerinde diizgiin siireklidir.

Ispat.
Olmayana ergi yontemini kullanalim: f diizgiin siirekli olmasin. Teorem 36.2 geregi bir g, > 0 ve [a, ]
icinde

saglayan (z,,), (y,,) dizileri vardwr.

Adim 1: Yakinsak bir alt dizi. Hern i¢ina < x,, < b oldugundan (z,,) sinirlidir. Bolzano—Weierstrass
teoremi (Teorem 24.5) geregi yakinsak bir (x,, )y, alt dizisi vardur; limitine ¢ diyelim. Her k i¢ina < z,, <
b oldugundan limit siralama teoremiyle (Teorem 21.3) a < ¢ < b, yanic € [a, b]. Burast ispatin kapalilig
kullandig1 yerdir: limit, tanim kiimesinin disina kacamaz.

Adim 2: Oteki dizinin ayni alt dizisi de c’ye gider. (z,, — y,,) dizisi0’a yakinsadigindan her alt dizisi
de 0’a yakinsar (Teorem 24.1); 6zel olarak x,, — vy, — 0. Limit aritmetigiyle (Teorem 21.1)

ynk:xnk_<xnk_ynk)_)c_ozc

Adum 3: Siireklilikle celiski. f, c € [a, b] noktasinda siireklidir. Siirekliligin dizisel 6l¢iitii (Teorem 33.1)
ile hem f(z,, ) — f(c) hem de f(y,, ) — f(c); farklan f(z, ) — f(y,,) — f(c) — f(c) = 0 ve dola-
yisyla| f(z,, ) — f(y,,) | = 0 (Teorem 20.3). Ama her k igin| f(z,, ) — f(y,,) | = €o; limit siralama
teoremi 0 > ¢, > 0 verir. Celiski. O halde f diizgiin stireklidir.

|

Teoremin degeri, bir kez daha, bir seyi hesaplamadan var oldugunu sdylemesindedir: [a, b]’de siirekli
bir fonksiyon i¢in her €’a karsilik butiin aralikta igse yarayan tek bir § vardir, bu §’y1 bulmak zorunda
degiliz. Analiz 2'de “kapali aralikta siirekli her fonksiyon Riemann integrallenebilirdir” teoreminin ispati
tam olarak bu §’ya dayanir.

1 Hipotezlerin gerekliligi

Ispatta [a, b]'nin iki 6zelligini kullandik; ikisi de vazgecilmezdir.

« Smirlilik Bolzano-Weierstrass icin gerekliydi. R iizerinde z? siireklidir ama diizgiin siirekli
degildir (Ornek 36.2); dizisel dlciitteki z,, = n + % dizisinin yakinsak alt dizisi yoktur.

» Kapalilik, alt dizinin limitinin tanim kiimesinde kalmasi, dolayisiyla f’nin orada siirekli olmasi
icin gerekliydi. (0, 1) iizerinde  ve sin < siireklidir ama diizgiin siirekli degildir (Ornek 36.5); kot

diziler 0’a y1gilir ve 0 ¢ (0, 1).

Siireklilik hipotezi de elbette gereklidir: diizgiin siireklilik siirekliligi gerektirir (Onerme 36.1).
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Ispatta [a, b] hakkinda kullandigimiz tek sey, icindeki her dizinin limiti yine [a, b]’de olan yakinsak bir
alt dizisinin bulunmasiydi. Bu, dizisel kompakthigin (Tanim 24.3) tanimudir; dolayisiyla teorem biitiin
kompakt kiimelere taginir.

Sonug¢ 36.2 (Kompakt Kiimede Siirekli Fonksiyon Diizgiin Siireklidir). K C R kompakt ve f :
K — R siirekli ise f, K iizerinde diizgiin siireklidir. Ozel olarak, kapali ve sinirly her K kiimesinde siirekli
olan fonksiyon diizgiin siireklidir.

Ispat.

Teorem 36.3"Un ispat1 sozciigii sozciigiine gegerlidir; yalnizca Adim 1 degisir. f diizgiin siirekli olmasin;
Teorem 36.2 ile K iginde z,, —y,, — 0 ve| f(x,) — f(y,,) | = &, olan diziler alalim. Teorem 24.8 geregi
K dizisel kompakttir: (z,,) nin, limiti c € K olan yakinsak bir (z,, ) alt dizisi vardir. Adim 2 ile y,, —
¢, Adim 3ile (f, c € K 'de siirekli oldugundan) 0 > ¢ celiskisi elde edilir.

Ikinci ifade icin: kapali ve sinirly bir kiime Heine—Borel teoremi (Teorem 18.5) geregi kompakttir.

|

Ornek 36.6 (Cantor Teoreminin Uygulamalari).

a) Her polinomun her sinirh I araliginda diizgin siirekli oldugunu gosteriniz.

b) f(z) = zsin L fonksiyonunun (0, 1] iizerinde diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz. (sin 2’in (0, 1)’de
diizgiin siirekli olmadiginmi gérmistiik; carpan x ne degistiriyor?)

¢) f:R — R siirekli ve bir p > 0 i¢in periyodik olsun: her z i¢in f(z 4+ p) = f(z). f’nin R tizerinde
diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

Coziim.

a) I siurli oldugundan I C [—M, M] olacak bir M > 0 vardir. Polinom [—M, M| de siireklidir (Sonug
33.2); Teorem 36.3 geregi orada diizgiin siireklidir. Diizgiin siireklilik alt kiimeye geger: [—M, M] i¢in
bulunan 6, I’daki z, y ciftleri i¢in de ige yarar. Demek ki polinom I iizerinde diizgiin stireklidir. Kare
fonksiyonu i¢in Ornek 36.2'de elle buldugumuz § = 357, burada hesapsiz garanti edilmis oldu.

b) (0,1] kapali degildir; Cantor teoremini dogrudan uygulayamayiz. Hile sudur: fonksiyonu 0’a
genisletelim. F': [0,1] & R, F(z) = zsin 1 (z # 0), F(0) = 0 olsun. F, (0, 1]’de siireklidir (siirekli
fonksiyonlarin bileskesi ve carpimi; Teorem 33.3, Teorem 33.2). 0°da: x — 0 iken x — 0 ve sin%
sirh oldugundan sinirh carpr sifir teoremiyle (Teorem 30.3) lim,,_, zsin 2 = 0 = F(0).0, [0, 1]’in bir
y1gilma noktasi oldugundan limitle siirekliligin denkligi (Onerme 33.1) F’nin 0’da da siirekli oldugunu
verir. Teorem 36.3 geregi F, [0, 1]’de diizgiin stireklidir; kisitlamasi olan f de (0, 1]’de diizgiin siireklidir.
sin% icin bu hile islemez: 0’da limiti yoktur (Ornek 28.2), siirekli genisletilemez. Carpan x, 0’a yakla-
sirken salinimlarin genligini sondiiriir; siklig1 artsa da toplam degisim kii¢tik kalir.

¢) € > 0 verilsin. f, [—p, 2p] kapali aralifinda siireklidir; Teorem 36.3 geregi dyle bir ; > 0 vardir ki
u,v € [—p,2p], | u—v | < §; iken | f(u) — f(v) | < e.§ = min{d;, p} alahm.

z,y€R, | z—y|<dolsun k = % tam sayisi alalim (Tanim 12.1); k < % < k + 1 oldugundan
u=x—kp€[0,p). v=y—kp diyelim; | u—v | =|2z—y | < <p oldugundan v € (u —p,u +
p) C (—p, 2p). Boylece u,v € [—p, 2p| ve | u — v | < dy; dolaysiyla | f(u) — f(v) | <e.

Son olarak f(z) = f(u) ve f(y) = f(v): periyodiklik f(¢t + p) = f(t) esitligini verir; k {izerinden
tiimevarimla her k € N icin f(¢ + kp) = f(t), ve t yerine ¢t — kp yazinca f(t — kp) = f(¢); yani her
k € Zigin f(t + kp) = f(t). Ohalde | f(z) — f(y) | =] f(u) — f(v) | < e. § noktaya bagh olmadi-
gindan f, R’de diizgiin siireklidir. Ornegin sin ve cos icin bu, Lipschitz hesab1 yapmadan elde edilmis
ikinci bir ispattir.

|

Diizgiin Siireklilik ve Cauchy Dizileri

Surekli fonksiyonlar yakinsak dizileri yakinsak dizilere géturiir (Teorem 33.1). Peki Cauchy dizilerini
(Tanim 26.1) Cauchy dizilerine gétiriirler mi? R’de her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan (Teorem 26.3)
soru 6nemsiz goriinebilir; ama dizinin limiti tanim kiimesinin disinda olabilir ve o zaman siireklilik hicbir
sey sOylemez. Diizgiin siireklilik tam da bu boglugu doldurur.
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Onerme 36.2 (Diizgiin Siirekli Fonksiyon Cauchy Dizilerini Korur). f: A — R diizgiin siirekli ve
(z,,), A iginde bir Cauchy dizisi olsun. O zaman (f(x,,)) de bir Cauchy dizisidir.

ispat.

€ > 0 verilsin. Diizgiin siireklilikten | x —y | < 0 = | f(z) — f(y) | < € olacak bir § > 0 alahm. (z,,)
Cauchy oldugundan, tanimda & ‘y1 kullanarak, n,m > N iken | x,, — x,, | < ¢ olacak bir N € N vardir.
Bun,m igin| f(z,) — f(x,,) | < e. Demek ki (f(x,)) Cauchy dizisidir.

|

Yalnizca siireklilik yetmez: f(z) =1, (0,1)’de siireklidir; z,, = 1 dizisi R'de yakinsak, dolayisiyla
Cauchy’dir (Teorem 26.1); ama f(z,) = n dizisi sirsiz oldugundan Cauchy olamaz (Teorem 26.2).
Dizinin limiti olan 0, tanim kiimesinin disindaki bir “deliktir” ve f o delikte patlar. Onermenin ilk sonucu,
onceki bolumdeki siirlilik teoreminin (Teorem 35.3) bir akrabasidir: orada kapalilik gerekiyordu, burada
onun yerini diizgiin siireklilik alir.

Sonug 36.3 (Sinirhi Kiimede Diizgiin Siirekli Fonksiyon Sinirhidir). A CR sinirlive f: A - R
diizgiin siirekli ise f, A iizerinde sinirlidur.

Ispat.

fflnlrSlZ olsun. Hern € Nigin | f(z,,) | > n olan birz,, € A segelim. A simurl oldugundan (x,,) simirh
bir dizidir; Teorem 24.5 geregi yakinsak bir (:rnk) alt dizisi vardir. Yakinsak dizi Cauchy’dir (Teorem
26.1); Onerme 36.2 ile (f(x,, )y de Cauchy, dolayisiyla sinirhdir (Teorem 26.2). Ama | f(z,, ) | > ny, >
k (Onerme 24.1) oldugundan bu dizi sinirsizdir. Celiski.

|

Sonug, diizgiin siirekli olmamay1 géstermenin ti¢iincii bir yolunu verir: sinirh bir kiimede sinirsiz olan
stirekli fonksiyon diizgiin siirekli degildir. (0, 1)’de % i¢in bu, en kisa ispattir. Elbette kargit1 dogru degildir:
sin 2 siurhdir ama diizgiin siirekli degildir.

Acik Araliktan Kapali Araliga Genisleme

Ornek 36.6'n1n (b) sikkindaki hile — fonksiyonu u¢ noktalara siirekli bicimde genisletip Cantor teoremini
uygulamak — genel bir ilkedir ve tersi de dogrudur: agik aralikta diizgiin siireklilik, u¢ noktalara siirekli
genisletilebilmekle ayni seydir.

Teorem 36.4 (Diizgiin Siireklilik ve Siirekli Genisleme). a < b reel sayilarve f : (a,b) — R siirekli
olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1. f, (a,b) iizerinde diizgiin siireklidir.

2. lim,_, .+ f(z) velim,_,,— f(x) tek yonlii limitleri (Tanim 31.1) reel say: olarak vardir.

3. f’nin|[a, b] ye siirekli bir genislemesi (extension) varduwr: herz € (a,b) i¢in F(z) = f(z) olan siirekli bir
F : [a,b] — R bulunur.

Ispat.

(1) = (2) a noktasindaki sag limiti ele alalim; b icin ispat aynidir. (a,b) i¢inde a’ya yakinsayan diziler
vardir: orneginz,, = a + Z;-ﬁ hern igin (a, b) ‘dedir ve n+_1 — 0 oldugundan (Ornek 20.1 ile Teorem 24.3)
limit aritmetigiyle (Teorem 21.1) x,, — a dir. Béyle herhangi bir (z,,) dizisi alahm. Yakinsak oldugundan
Cauchy’dir (Teorem 26.1); Onerme 36.2 ile (f(z,,)) Cauchy’dir ve Cauchy élgiitii (Teorem 26.3) geregi bir
L € R sayisina yakinsar.

L’nin diziden bagimsiz oldugunu gorelim. (y,,), (a,b) icinde a’ya yakinsayan baska bir dizi olsun. Limit
aritmetigiyle x,, —y,, — a — a = 0; Sonuc 36.1 geregi f(z,,) — f(y,) — 0 ve

Demek ki (a,b) i¢inde a’ya yakinsayan her dizi i¢in gérintii dizisi ayni L’ye gider. Tek yonlii limit igin
dizisel 6lgiit (Teorem 31.2)lim,_, .+ f(x) = L verir.

(2) = (3) F(a) =lim,_, . f(z), F(b) =lim,_,, f(z) vexz € (a,b) icin F(x) = f(x) tamimlayalim.
F’nin [a, b] de siirekli oldugunu gésterelim.
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e ¢ € (a,b) ise c’nin bir komsulugunda F = f’dir ve f, c¢’de siireklidir; siireklilik yalnizca noktanin
komsulugundaki degerlere baktifindan F' de c’de siireklidir. (Ayrinti: f ’nin siirekliliginden gelen 6y
gerekirse min{c — a, b — ¢} ile kigiiltiirsek, | x — ¢ | < § olan her x € [a, b] zaten (a,b) de kalir ve
orada F(x) = f(x) tir)

e ¢ = aigine > 0 verilsin. Sag limit tanimindan 6yle bir 6 > 0 vardirkiz € (a,b),a < ¢ < a + § iken
| f(z) — F(a) | < €; gerekirse kiigiilterek 6 < b — a alabiliriz (kiigiik § da ayni kosulu saglar). Simdi
z€la,blve|x—a|<dolsun:z=aqaise| F(z)—F(a) |=0<egax>aisea<z<a+d<h,
yaniz € (a,b), F(z) = f(z) ve| F(z) — F(a) | = | f(z) — F(a) | < &.Bu, F’nina’dasiirekliligidir
(Tanim 33.1; tamim kiimesi [a, b] oldugundan a’nin solundaki noktalar séz konusu degildir).

e ¢ = b icin aymi akil yiiriitme sol limitle yapilir.

(3)= (1) F, [a, b] 'de siirekli olsun. Teorem 36.3 geregi F' diizgiin siireklidir: ¢ > 0 igin bir § vardir. x,y €
(a,b), | z—y | <dise| f(x)— fly) | =| F(z) — F(y) | < e. Yani f, (a,b) de diizgiin siireklidir.
|

Teorem, sinirl bir acik aralikta diizgiin siirekliligi bir limit hesabina indirger: u¢ noktalarda tek yonli
limitler var m1? Bu, 6nceki 6rneklerin hepsini tek bakista agiklar.

Ornek 36.7 (Genisleme Olgiitityle Dért Fonksiyon). Asagidaki fonksiyonlarm (0,1) iizerinde
diizgiin siirekli olup olmadigini Teorem 36.4 ile belirleyiniz.

a) fi(z) =5

b) fy(z) = a?

¢) fy(x)=sinl

d) fu(z) = %
Coziim.

Dort fonksiyon da (0, 1)’de siireklidir (siirekli fonksiyonlarin boliimii ve bilegkesi; Teorem 33.2, Teorem
33.3). Ug noktalardaki tek yonli limitlere bakalim.

a) 0t’da: lim_,, Siiw = 1 (Teorem 30.6). 17’de: 1 ¢ (0,1) oldugundan f; (1) tanimh degildir; ama %
ifadesi 1’i iceren bir aralikta siireklidir (Teorem 33.2), dolayisiyla sol limit ifadenin 1’deki degeridir:
0l — sin 1. Iki limit de vardur; f; diizgiin siireklidir. Genislemesi F'(0) = 1, F(1) = sin 1 ile verilir.
b) 07’da limit 0, 1~"de 1 (polinom siirekli). Diizgiin siireklidir — Ornek 36.2 (a) ile uyumlu.

¢) 0"da limit yoktur: sin 1’in 0’da sag limitinin olmadigini Ornek 31.5'te gdstermistik (Ornek 28.2'deki
diziler zaten pozitif terimlidir). Teoremin (2) kosulu bozulur; f; diizgiin siirekli degildir — Ornek 36.5
(c) ile uyumlu.

d) 0*’da % smursizdir; reel say1 olan bir sag limit yoktur (limiti olsaydi, 0'in bir sag komsulugunda
siurls olurdu). f, diizgiin siirekli degildir.

|

Olciit sinirh araliklar icindir

Teorem 36.4 siurh bir (a,b) araligy icindir. [0,00) ya da R gibi sinirsiz kiimelerde ug¢ noktalara
genisleme diye bir sey yoktur; orada diizgiin siirekliligi dogrudan (Lipschitz kosulu, dizisel ol¢iit ya
da pargalara ayirma) incelemek gerekir. Ornegin /7, [0, 00)’da diizgiin siireklidir ama 22 degildir;
ikisinin de +o00’da “limiti” +o00’dur, bu bilgi ayirt edici degildir. Aligtirmalarin (e) sikkinda sonsuzda
sonlu limiti olan fonksiyonlar i¢in ise yarayan bir 6l¢iit gorecegiz.

Alistirmalar

Alistirma 36.1 (Diizgiin Siireklilik Uzerine).

a) f(x) = 23 fonksiyonunun [—2, 2] iizerinde diizgiin siirekli oldugunu £-§ ile dogrudan gésteriniz; R
tizerinde diizgiin siirekli olmadigini gosteriniz.
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b) g(z) = # fonksiyonunun R {iizerinde Lipschitz kosulunu sagladigini, dolayisiyla diizgiin siirekli
oldugunu gosteriniz.

c) f:A— R ve g: B— R diizgiin siirekli, f(A) C B olsun. go f’nin A iizerinde diizgiin siirekli
oldugunu gosteriniz. A tizerinde diizgiin stirekli iki fonksiyonun toplaminin diizgiin siirekli oldugunu
gosteriniz. Carpimin diizgiin siirekli olmak zorunda olmadigina bir 6rnek veriniz.

d) h(z) = sin(x?) fonksiyonunun R iizerinde diizgiin siirekli olmadigini gosteriniz.
e) f:]0,00) = Rsiirekli ve lim,_, f(z) = L limiti reel say1 olarak var olsun. f’nin [0, c0) tizerinde

diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

Coziim.
a) z,y € [—2, 2] i¢in carpanlara ayirma ve liggen esitsizligiyle

|2? wy? |=lz—y|-|2?+ay+y? |[<[z—y|(2?+[z||y|+y*)<|z—y| (A +4+4)=12]z—y|.

e>0ig¢ind = Salmwsa| 2 —y | <§=| 2> —y® | <e. (Buayni zamanda L = 12 ile bir Lipschitz
kosuludur; Teorem 36.1 de uygulanabilirdi. Cantor teoremi ise sonucu hesapsiz verir.)
R'de:z, =n+ i, y, =nalamz, —y, =+ — 0.z,,y, > 0 oldugundan

-3n% =3n > 3.

S|

w3 —yd = (z, —y,) (@2 + Ty, +v2) >

o = 3 ile Teorem 36.2 geregi 23, R’de diizgiin siirekli degildir.

b) Once yardimet bir esitsizlik: her ¢ € Rigin (| ¢ | —1)2 > O acilinca 2 | ¢ | < 1+ ¢2, yani 1‘;‘2 <i
Simdi z,y € R i¢in
[0(0) —o(0) | = |y~ | = T Ly R
r@ T () ) A+ 20+ 97)
Uggen esitsizligiyle |  +y | < | = | + | y | ve paydadaki carpanlar > 1 oldugundan
[z+y | |z | [y | ||yl 1.1
< + < + <-+-=1L1
1+22)1+y?) ~ 1+22)(1+y?)  (1+22)(1+y?) ~ 1+22 149272 2

Demek ki | g(z) —g(y) | < | x —y |- 9, L =1 ile Lipschitz’dir ve Teorem 36.1 geregi R’de diizgiin
stireklidir. (Grafigin hicbir kirisi 45°°den dik degildir.)

c) Bileske. ¢ > 0 verilsin. g diizgiin siirekli oldugundan | u —v | <n = | g(u) — g(v) | < € olacak
bir n > 0 vardir. f diizgiin siirekli oldugundan bu nicin | z —y | < d = | f(z) — f(y) | < n olacak
bir § >0 vardir. z,y € A, |z —y | < ise u= f(z), v= f(y) € B igin | u — v | < 0, dolayisiyla
| 9(f(z)) — g(f(y)) | < . § noktaya bagl degildir.

Toplam. f,g: A — R diizgiin siirekli olsun. € > 0 i¢in §’ye karsilik gelen §; (f icin) ve d, (g icin)
alalim; § = min{d;,05}. |  —y | < ¢ ise iicgen esitsizligiyle

9

2:8.

€
[ (F+9)@) = (f+9)(y) [ <] flz) = fly) | +]g(z) —g(y) | <5+
Carpim. f(z) = g(z) = x fonksiyonlar1 R’de diizgiin siireklidir (Ornek 36.1), ama carpimlar1 2 degil-
dir (Ornek 36.2). Tanim kiimesi siirliysa durum farklidir: smirl kiimede diizgiin siirekli fonksiyonlar
sturhidir (Sonug 36.3) ve her z, y i¢in su esitsizlik gegerlidir:

| f(@)g(z) = f(y)g(y) | < | f(2) [ [ g(z) —9(y) [+19(y) || f(z) = F(y) |

Sag taraftaki | f(z) | ve | g(y) | carpanlari sinurly, farklar ise istendigi kadar kiigiik yapilabildiginden
carpim da diizgiin stirekli olur.
d) z,, = \/2n7 + %, y,, = V2n7 alahm. Kare farkindan

0<z —y _Th—yn __T/2 . _m/2 _vr 1
T r Yy, Ty, 22w 4V2 Vn

-L — 0 oldugundan (Teorem 21.5 ile \/1/n — 0) sikistirmayla z,, —y,, — 0. Ote yandan h(z,,) =

o
sin(2nm + %) =1 ve h(y,) = sin(2nw) = 0; | h(z,) — h(y,) | = 1. Teorem 36.2 geregi h, R’de
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diizgiin siirekli degildir. Fonksiyon smirli ve her yerde siireklidir; sorun, « bityiiditk¢e salinimlarin
siklagsmasidir — sin %’in 0 civarindaki davranmisinin sonsuzdaki karsilig:.

e) € > 0 verilsin. Sonsuzdaki limit tanmimindan (Tanim 32.2) 6yle bir K > 0 vardir ki z > K igin
| f(x) — L | < 5. f,[0, K + 1] kapal araliginda siireklidir; Teorem 36.3 geregiu,v € [0, K + 1], | u —
v | < d; iken | f(u) — f(v) | < € olacak bir §; > 0 vardir. § = min{d;, 1} alalm ve z,y € [0, c0),
| z—y | < d olsun.

« Ikiside [0, K + 1]'deise | x —y | < &, ve | f(z) — f(y) | <e.
+ Biri, diyelim z, K + 1’den biiyiikse y > « — 1 > K olur; ikisi de K’yi gecer ve
€

|f<:v)—f(y>\s\f(w)—L\+|L—f<y)|<§+2

=e.
Her durumda | f(z) — f(y) | < &; § noktaya bagh degildir. f diizgiin siireklidir. Ornegin T1$2 (L=0)

ve 7%= (L = 1) bu dlgiitle [0, 00)’da diizgiin siireklidir.
|

Analiz 1'in Sonu

Bu béliimle Analiz 1 notlar1 tamamlaniyor. Geriye doniip bakinca tek bir iplik gértintir. Mantik ve kiime
diliyle basladik; reel sayilari cebirsel, siralama ve tamlik aksiyomlariyla kurduk. Tamlik, 6nce supremum
ve i¢ ice araliklar biciminde, sonra Bolzano—Weierstrass ve Cauchy 6l¢iitii biciminde karsimiza ¢ikt1 ve reel
dogrunun topolojisini — acik ve kapali kiimeler, y1§1lma noktalari, kompaktlik — sekillendirdi. Dizilerin
limiti bu yapinin tizerine kuruldu; fonksiyonlarin limiti ve siirekliligi dizilere indirgendi. Son ti¢ bélimde
ise sureklilik, bir araligin tamamu tizerinde ne anlama geliyor sorusuna yamit verdik: ara deger teoremi,
Weierstrass ekstremum teoremi ve Cantor teoremi. Ugiiniin de ispat1 ayni1 kaynaga, Bolzano-Weierstrass
teoremi araciligiyla tamliga dayanir.

Analiz 2 bu noktadan devam eder. Tiirev, limit kavramimin fonksiyonun bir noktadaki degisim hizina
uygulanmasidir; Rolle ve ortalama deger teoremleri, Weierstrass teoreminin dogrudan sonuglaridir.
Riemann integrali ise kapal aralikta sitirekli fonksiyonlar i¢in tam olarak Cantor teoremi sayesinde var
olur: diizgiin siireklilik, alt ve iist toplamlarin birbirine istenildigi kadar yaklastirilabilecegini garanti eder.
Bu bolimde kurdugumuz “tek bir 6” fikri, orada ilk bityik meyvesini verecektir.

Bu boliimle Analiz 1 tamamlanmisg olur; siradaki ders Analiz 2dir. Dersin bitiin bagliklar1 i¢in miifredat
sayfasina, dort Analiz dersinin listesi icin Analiz sayfasina bakabilirsiniz.
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37.1

37. Kiimeler, Fonksiyonlar ve Reel Sayilar
Uzerine Problemler

Bu boliimdeki problemler, kitabin ilk ti¢ kisminda kurdugumuz araglari bir arada ¢aligtirir: supremum ve
infimumun tanimu ile epsilon 6l¢iitli, timevarim ilkesi, rasyonel-irrasyonel ayrimi ve bir fonksiyonun
goriinti/ters gorlintii islemleri. Hepsi standart alistirmalardir; amac yeni bir teori kurmak degil, elimizdeki
tanimlar1 dogru ve eksiksiz kullanmay: aligkanlik haline getirmektir.

Coztumleri okumadan 6nce her problemi kendi basiniza denemenizi 6neririz. Coéztimlerde her adimin
hangi tanima ya da teoreme dayandig1 agikca belirtilmigtir; “kolayca goriiliir” tiirti atlamalar yoktur, ¢iinki
bu diizeydeki bir ispatin degeri tam olarak o atlanan adimlarda saklidir. Kullanilan sonuglarin kitaptaki
yerlerine baglant1 verilmistir; bir adim karanlik kaldiginda 6nce o kutuya dénmek en hizl yoldur.

Supremum ve Infimum

[k problem, iki kiimenin birlesiminin infimumunun kiimelerin kendi infimumlari cinsinden nasil yazil-
digin1 soruyor. Ispat énce min{inf A, inf B} sayismin birlesim igin bir alt sinir oldugunu gésterir, sonra
iki yonlil egitsizlikle bu sayinin infimuma esit oldugunu kurar; her iki adimda da infimumun (I1) ve (12)
kosullar1 (Tanim 10.4) kullanilir.

Alistirma 37.1 (Birlesimin Infimumu). A, B C R bos olmayan ve alttan smirli iki kiime olsun.
inf(A U B) = min{inf A, inf B}
oldugunu ispatlayniz.

Coziim.

Sayilarin var oldugunu gorelim. A ve B bos olmayan ve alttan sinirli kiimeler oldugundan Teorem
10.3 geregi o = inf A ve 8 = inf B sayilar1 vardir. Iki reel sayinin kiigiigii Tanim 7.4 ile tanimlhidir; m =
min{a, f} yazalim. Tanim1 geregi

m<a ve m<p.

Adim 1: m, A U B kiimesinin bir alt siniridir. z € A U B keyfi olsun. Birlesimin tanimi geregi x €
Avyadaz € Bdir

« ¢ € Aise (I1) geregi a < z olur; m < « ile birlestirince m < z.
+ & € Bise ayni bicimde 8 < z ve m < 8 oldugundan m < z.

Her iki durumda da m < z elde edildi. Demek ki m, A U B i¢in bir alt sinirdir (Tanim 10.1).

Adim 2: inf(A U B) vardir ve m < inf(A U B). A # @ oldugundan A U B # @’dir; Adim 1’e gére
bu kiime alttan sinirhidir. O halde Teorem 10.3 geregi t = inf(A U B) vardir. m bir alt sinur ve ¢ alt
smirlarin en biiytigii oldugundan (I2) ile

m < t.

Adim 3: t < m. t, AU B kiimesinin bir alt siniridir. A C A U B oldugundan ¢, 6zel olarak A’nin da
bir alt siniridir; o ise A’nin alt sinirlarinin en biyigudir, dolayisiyla (I2) geregit < a. Ayni gerekceyle
B C AU B oldugundan ¢ < 3. Iki sayidan da kiiciik ya da esit olan bir say1, onlarmn kii¢iigiinden de
kiiguk ya da esittir:

t < min{a, 8} =m.
Sonug. Adim 2 ve Adim 3'ten m < t ve t < m olur; liclem yasasi (O1, Bélim 7.1) geregi t = m, yani

inf(A U B) = min{inf A, inf B}.
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A ve B bos olmayan ve iistten sinirli kiimeler ise aym ispat —A ve —B kiimelerine uygulanir;
(—A) U (—B) = —(A U B) esitligi ile Teorem 10.3'taki inf A = —sup(—A) bagintis1 birlikte ispatin
ayna gorintiisiini verir:

sup(A U B) = max{sup A, sup B}.
Buna karsilik kesisim i¢in benzer bir formiil yoktur: A = [0,1] ve B = [2,3] alindiginda AN B = &

olur ve bos kiimenin infimumundan s6z edilemez.
|

Tiumevarim

Siradaki problem, ilk n dogal sayinin karelerinin toplanmu icin kapali bir formiil veriyor. Formiil zaten
verildigine gore is, onu bulmak degil, her n i¢in dogru oldugunu timevarim ilkesiyle (Teorem 9.1)
kanitlamaktir.

Aligstirma 37.2 (Kareler Toplaminin Formiilit). Her n € N igin

n(n+1)2n+1)

124224 ... 4+n2= 5

oldugunu tiimevarimla ispatlayimz.

Cozim.
n € Nigin P(n) énermesi, yukaridaki esitlik olsun. Tiimevarimin iki adimini denetleyecegiz.
Baslangi¢c adimi (n = 1). Sol taraf 12 = 1'dir. Sag taraf ise

1-(1+1)-(2-1+1) 1-2-3

= :1.
6 6

Iki taraf esit oldugundan P(1) dogrudur.
Tiimevarim adimi. n € N i¢in P(n)’nin dogru oldugunu varsayalim (tiimevarim hipotezi); P(n +
1)’i gdsterecegiz. Toplamin son terimini ayirip hipotezi uygulayalim:

2 _ n(n+1)(2n+1)

P+ +n2+(n+1) 6

+ (n+1)2

Sag tarafi ortak paydada toplayip (n + 1) carpanini digar1 alalim:

nn+1)2n+1)
6

2 _ n(n+1)(2n+1) +6(n+1)?
6
(n+1) [n(2n+1)+6(n+1)]
6
(n+1) (20> +Tn+6)
G .

+(n+1)

Koseli parantez igindeki ikinci dereceden ifadeyi carpanlarina ayiralim. Dogrudan ¢arpma ile denet-
lenir:

(n+2)(2n+3) =2n% +3n +4n + 6 = 2n% + Tn + 6.

Boylece

12 +...+(n+1)2 _ (n+1)(n—z2)(2n+3).

Bu, formiilde n yerine n + 1 yazinca elde edilen ifadenin ta kendisidir; gercekten

(n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1): (n+1)(n+2)(2n+3)
6 () ’
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Demek ki P(n) = P(n+1).

Sonug. Baslangi¢ adimi ve tiimevarim adimi saglandifindan Teorem 9.1 geregi P(n) énermesi her n €
N i¢in dogrudur.

Formiiliin bir tutarlilik denetimi olarak n = 3’1 deneyelim: sol taraf 1 + 4 + 9 = 14, sag taraf % =
14.

u

Supremum, Infimum, Maksimum ve Minimum Hesaplari

Asagidaki iki problemde somut kiimelerin u¢ degerleri isteniyor. Yontem her ikisinde de aynidir: 6nce bir
aday say1 belirlenir, sonra o saymin st (ya da alt) sinir oldugu gosterilir ve son olarak ondan daha iyi
bir sinir bulunmadigi kanitlanir. Aday say1 kiimenin elemaniysa ig kisalir: Onerme 10.3 geregi maksimum
varsa supremumla cakisir.

Alistirma 37.3 (Degisen Isaretli Bir Terimler Kiimesi). Her n € N icin
1
a,= (-1 (1+7)

olsun. A = { a,, : n € N} kiimesinin supremumunu, infimumunu, varsa maksimumunu ve minimumunu
bulunuz.

Coziim.
Kiimeyi tamiyalim. {lk terimler sunlardir:
3 4 5 6
a; = —2, a2_§’ a3——§, a4=Z, a5——3.

Demek ki n ¢ift iken a,, =1+ % > 0, n tek iken a,, = —(1 + %) < 0’dir. Bu ayrimi ispat boyunca
kullanacagiz.

Supremum ve maksimum. Iddia: max A = sup A = %

Once % bir iist sstmirdir. n € N keyfi olsun.

« n cift ise n > 2 oldugundan % < % ve dolayisiyla

1 1 3
14+ o<l4-=2
e
. ntekisean<0<%.

Her iki durumda da a,, < %; yani % A’nin bir st siniridir.

Sonra bu say kiimenin elemanidir:n = 2igina, =1+ 1 =3 € A.

Kiimenin bir eleman1 ayni zamanda {ist siniriysa o eleman maksimumdur (Tanim 10.3); dolayisiyla
max A = 3 ve Onerme 10.3 geregi sup A = 2.
Infimum ve minimum. {ddia: min A = inf A = —2.
Alt sinir oldugu. n € N keyfi olsun.

« ntekise n > 1 oldugundan % <1,yanil+ % < 2 ve her iki yan1 —1 ile carpip yonii cevirince
1
an=—(1+2) 22
n

s ngiftise a, > 0> —2.

Demek ki her n i¢in —2 < a,,; yani —2 bir alt sinirdir.
Kiimenin elemani oldugu.n = ligina; = —(14+1) = -2 € A.
Oyleyse min A = —2 ve Onerme 10.3 geregi inf A = —2.
Sonug.

3
supAzmaxAzE, infA=minA = —2.
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Dordii de vardir; ¢inkil ug degerler kiimeye aittir. Bu kiimenin ilgin¢ yam sudur: maksimum ve mini-
mum bulunmasina kargin elemanlar 1 ve —1 sayilarinin cevresinde yigilir. Gergekten 1 ve —1, A'nin
y1gilma noktalaridir (Tanim 17.1) ama A’ya ait degildir: n ¢ift iken a,, = 1 + % > 1, n tek iken a,, <
0 oldugundan hig¢bir n i¢in a,, = 1 olamaz. Benzer bicimde n tek iken 1 + % > 1 oldugundan a,, <
—1 olur, n cift iken ise a,, > 0’dir; dolayisiyla —1 ¢ A. Yigilma noktas: ile ug degerlerin birbirinden
bagimsiz kavramlar oldugunu gosteren tipik bir 6rnektir.

n

Alistirma 37.4 (Karesi Ikiden Kiiciik Olan Sayilar).
B={zeR:z?<2}
kiimesinin supremumunu, infimumunu, varsa maksimumunu ve minimumunu bulunuz.

Cozim.
Kiimeyi aralik olarak yazalim. Teorem 13.1 geregi v/2 > 0 sayis1 vardir ve (v/2)? = 2'dir. Her x €
R i¢in

?<2e x| <V2

oldugunu gosterelim.
(=) 2% < 2olsun. | z |> = 22 oldugundan

(V2—|z|)(V2+|a|)=2—2">0.

ikinci carpan v/2 + | z | > 0 oldugundan, carpimin pozitif olmas ilk ¢arpanin da pozitif olmasin
gerektirir: v/2 — | z | > 0, yani | z | < v/2.
(<) | = | < V2 olsun. Esitsizligin iki yanim 6nce | = | > 0 ile, sonra v/2 > 0 ile carpalim:

lz)P<|z|V2<V2-V2=2

(Ilk adimda | z | = 0 olabilecegi icin esitsizlik genistir.) Boylece z2 = | z |* < 2.

Demek ki B = (—v/2,v/2) acik arahigidir. Ozel olarak 0 € B, yani B # &.

Supremum. Iddia: sup B = /2. Tanim 10.4'un iki kosulunu denetleyelim.

(S1) 2 € B olsun. Yukaridaki denklikten | 2 | < v/2; ayrica her say1 mutlak degerini asamaz, yani z <
| | < v/2. Demek ki v/2 bir iist sinirdir.

(S2) M < /2 olan hicbir M’nin iist smir olamayacagim gosterelim; yani M < t olan bir t € B
bulacagz.

« M <0iset=0alalm: 0 € Bve M < 0.
« 0 < M < /2ise Onerme 7.11 geregi

_ M+V2

M<t<v2, t 5

olur. Burada t > M > 0 oldugundan | t | =t < v/2, yani t € B'dir.

Her iki durumda da M, B’nin bir iist sinur1 degildir. (S1) ve (S2) birlikte sup B = /2 verir.
Infimum. z € B < —x € B olduguna dikkat edelim; ciinkii (—z)? = 22’dir. Bu, —B = B demektir.
Teorem 10.3'taki bagintiy1 kullanalim:

inf B= —sup(—B) = —sup B = —V/2.

Maksimum ve minimum. (v/2)? = 2 oldugundan v/2 sayis1 2 < 2 kosulunu saglamaz, yani v/2 ¢
B. max B var olsaydi Onerme 10.3 geregi max B = sup B = v/2 olur ve maksimum kiimenin elemam
oldugundan v/2 € B ¢ikard: — celiski. Demek ki B’nin maksimumu yoktur. Ayn1 gerekceyle —v/2 ¢
B oldugundan minimumu da yoktur.

Sonug.
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sup B = V2, inf B = —\/5;

maksimum ve minimum yoktur. Bu kiime, supremumun maksimuma gore istiinliigiini gosteren temel
ornektir: uc deger kiimeye ait olmasa bile supremum vardir. Ustelik B’nin ug¢ noktalar1 irrasyoneldir;
ayn1 kiimeye Q icinde bakilsaydi rasyonel bir supremum bulunamazd: (Sonug 13.1).

|

Irrasyonel Sayilar

Asagidaki problem, irrasyonel bir sayinin sifirdan farkli rasyonel katlarinin yine irrasyonel oldugunu
soylityor. Ispatin anahtari, Q' nun dért islem altinda kapali olmasi (Onerme 11.6) ve bir sayinin ya rasyonel
ya irrasyonel olmasidir (Tanim 13.1).

Alistirma 37.5 (Rasyonel Katlar Irrasyonelligi Bozmaz). r € Q, r # 0 ve z irrasyonel bir say1 olsun.
ar carpiminin da irrasyonel oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.
Olmayana ergi yontemini kullanacagiz. zr sayisinin irrasyonel olmadigini varsayalim. Q ile I kiime-
leri R’yi ayrik iki parcaya boldigiinden (Tanim 13.1) bu varsayim

rr=q€qQ

olacak bir g rasyonel sayisinin bulunmasi demektir.
r # 0 oldugundan r’nin carpma islemine gére tersi r—! vardir; iistelik sifirdan farkli bir rasyonel
sayinin tersi yine rasyoneldir (Onerme 11.6). Esitligin iki yanmni 7! ile carpalim:

(xr)r~t =gqr L.

Sol tarafta carpmanin birlesme 6zelligini kullanalim:

1=x(rr71)=.’£~1=l‘.

(zr)r™
Boylece = qr~! elde edilir. Sag taraf iki rasyonel saymin carpimidir; Q carpma altinda kapali
oldugundan (Onerme 11.6) x € Q cikar. Bu ise z’in irrasyonel olmasiyla celisir.
Varsayimimiz ¢eligkiye gotiirdiigiine gore yanlistir: zr ¢ Q, yani xr irrasyoneldir.
r # 0 kosulu neden sart? r = 0 alinirsa r = 0 olur ve 0 rasyoneldir; yani kosul kaldirilirsa iddia
yanlisa déner. Ayni sonug kitapta Onerme 13.3 (2) olarak da kayitlidir; ayni nermenin (1) maddesinde
ise rasyonel bir sayi ile irrasyonel bir sayiin toplaminin irrasyonel oldugu gosterilir. Buna karsilik
iki irrasyonelin carpim icin béyle bir kural yoktur: v/2 - v/2 = 2 rasyoneldir.
|

Epsilon Diliyle Esitlik

Analizde en sik kullanilan kii¢iik araclardan biri sudur: bir sayi, her pozitif e’dan kiigiikse ve negatif
degilse sifirdir. Asagidaki problem bunun yaygin bir bicimidir; limit ispatlarinda iki sayinin esit oldugunu
gostermek icin hemen her zaman bu kalip kullanilir.

Alistirma 37.6 (Her Epsilon Icin Gecerli Bir Esitsizlik). a,b € R olsun. a < b oldugu ve her € >
0 i¢in
a+e>b
esitsizliginin saglandig1 biliniyor. a = b oldugunu ispatlayiniz.
Cozim.
Hipotezi elverigli bir bicime sokalim. Her £ > 0 icin a + € > b olmasi, esitsizligin iki yanindan a

cikarilinca

b—a<e (her € >0 igin)
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demektir. Ayrica a < b hipotezinden b — a > 0’dir. d = b — a yazalim; elimizde d > 0 ve her ¢ > 0 i¢in
d < € var. d = 0 oldugunu gésterecegiz.

Olmayana ergi. d # 0 olsun. d > 0 ile birlikte bu, d > 0 demektir. O hilde £ = d se¢imi mesrudur,
ctinkii hipotez her pozitif € icin gecerlidir. Bu secimle

d<e=d,
yani d < d elde edilir. Oysa ticlem yasas1 (O1, B6liim 7.1) geregi hicbir say1 kendisinden kiigiik olamaz.

Celiski.
Demek kid =0, yanib —a = 0 ve

a=nb.

Ikinci bir yol (Arsimet 6zelligi). d > 0 olsaydi Sonug 12.2 geregi % < d olacak bir n» € N bulunurdu.
Ote yandan hipotezi € = % ile uygulaymnca d < % cikar. Tki esitsizlik birlikte d < d verir; yine celiski.
Bu ikinci yol, €’'u dogrudan d se¢menin miimkiin olmadig1 durumlarda (6rnegin € yalnizca % bi¢iminde
alinabiliyorsa) ise yarar.

Kalibin genel hali. Ayni akil yiiriitme sunu verir: her € > 0 i¢in @ < b + ¢ ise a < b’dir. Limitlerin
tekligini ve limitlerde siralamanin korundugunu gésterirken tam olarak bu kalib1 kullanacagz.

|

Goruntua ve Ters Gorunti

Son iki problem, bir kiimenin géruntiisiinin ters goéruntisiini konu aliyor. Her fonksiyon icgin tek
yonli bir kapsama gecerlidir; kapsamanin esitlige doniismesi igin fonksiyonun birebir olmasi gerekir.
Coztimlerde yalnizca iki tanim kullanilacak (Tanim 5.2): y € f(A) demek “y = f(a) olanbira € A vardir”
demek, x € f~1(B) demek ise “f(z) € B” demektir.

Alistirma 37.7 (Bir Kiime Goriintiisiiniin Ters Goriintiisiiniin Icindedir). f: X — Y bir fonksi-
yonve A C X olsun.

AC T (f(A))
oldugunu ispatlayiniz.

Cozim.

Kapsama gostermek i¢in A’nin keyfi bir elemanini alip sagdaki kiimeye ait oldugunu gostermek yeter-
lidir.

a € A keyfi olsun.

Adim 1. Gériintiiniin tanimi geregi (Tanim 5.2), f(A) kiimesi A’nin elemanlariin goriintilerinden
olusur. @ € A oldugundan

f(a) € f(A).
Adim 2. Ters gorintiiniin tanim geregi, bir x € X elemani icin
z€ f1(B)& f(z) B
gecerlidir. Bunu B = f(A) ve x = a i¢in yazalm: Adim 1'de f(a) € f(A) bulmustuk, dolayisiyla
a€ f(f(A)).

a € A keyfi segildiginden A’nin her elemani f~!(f(A)) kiilmesindedir; yani A C f~1(f(A)).
Kapsama gercekten kesin olabilir. Esitlik her zaman dogru degildir. f : R = R, f(z) = 22 ve A =
[0, 1] alalim. O zaman f(A) = [0, 1] ve

FU01])={z:0<2®<1}=[-11].

Demek ki A = [0,1] C [-1,1] = f1(f(A)) olur; ayn1 hesap Ornek 5.4 kutusunun (b) sikkinda da
yapilmugtir. Fazladan gelen elemanlar, A’daki bir elemanla ayni goriintiiye sahip olan ama A’da
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bulunmayan noktalardir — burada z ile —z ciftleri. Bir sonraki problem, bu bozulmanin tek sorumlu-
sunun birebir olmamak oldugunu gésteriyor.
|

Aligtirma 37.8 (Birebir Fonksiyonlarda Esitlik). f: X — Y bir fonksiyonve A C X olsun. f birebir
ise

F(FA)) = A
oldugunu ispatlayiniz.

Coziim.

Kiime esitligi iki kapsama ile gosterilir.

(2) A C f~1(f(A)). Bu kapsama her fonksiyon i¢in dogrudur; Alistirma 37.7'da ispatlandi (kitapta
Teorem 5.1 (11) olarak da yer alir). Birebirlik burada kullanilmaz.

Q) F7Y1(f(A)) C A.z € f1(f(A)) keyfi olsun. Ters goriintiiniin tanimi geregi bu,

f(z) € f(A)

demektir. Goriintiiniin tanumi geregi ise f(x) = f(a) olacak bicimde bir a € A vardir. Simdi f’nin
birebir oldugunu kullanalim: birebir bir fonksiyonda ayni degeri alan iki nokta esittir (Tanim 5.7), yani

f@)=fl@) >z =a

a € A oldugundan x = a € A bulunur. Demek ki f~*(f(A)) kiimesinin her eleman1 A’dadir.

iki kapsamadan f~!(f(A)) = A cikar. Bu, Teorem 5.3 (3) maddesidir.

Birebirlik gercekten gerekli mi? Evet; iistelik kosul yalnizca yeterli degil, ayn1 zamanda gereklidir.
Her A C X icin f~*(f(A)) = A oldugunu varsayalm ve f(x;) = f(x,) olsun. A = {z,} secelim. O
zaman f(z,) = f(z1) € f({z;}) oldugundan z, € f~*(f({z,})) = {z,}, yani 5 = x;. Demek ki f
birebirdir. Kisacas1 “f~*(f(A)) = A esitligi her A i¢in gegerlidir” demek ile  f birebirdir” demek ayn1
kapiya cikar.

]
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38. Diziler, Limit ve Siireklilik Uzerine
Problemler

Bu bolumdeki problemler kitabin ikinci yarisinin belkemigini yoklar: dizilerin yakinsakligi, fonksiyon
limiti ve sureklilik. Sorular bilerek i¢ ice gecirilmigtir; 6rnegin 6zyineli bir dizinin limitini bulurken
monoton yakinsaklik teoremini kullaniriz, bir limitin var olmadigini gosterirken dizisel dl¢iite bagvururuz,
bir denklemin ¢dziimiiniin varhigini ise ara deger teoremiyle kurariz. Béylece “hangi teorem nerede ise
yarar?” sorusu, tanimlari tekrar etmek yerine kullanimda 6grenilir.

Her problem kendi kutusundadir ve ¢6ziimii kutunun i¢inde katlanmig olarak durur. Okuma bigimi $6y-
ledir: 6nce soruyu goriirsiiniiz, kagit iizerinde kendiniz denersiniz, ancak ondan sonra ¢6ziimii agarsiniz.
Coziimlerde kullanilan her teorem ve tanim, kitabin ilgili kutusuna baglanmstir; takildiginiz adimda o
baglantiy1 izleyip geri donmeniz yeterlidir. Dogru-yanlis tipi problemlerde yalnizca karar vermek yetmez:
iddia dogruysa tam bir ispat, yanligsa isleyen bir kars1 6rnek ve kars: 6rnegin hangi varsayum ¢okertti-
ginin acgiklamasi beklenir.

Ozyineli Bir Dizinin Yakinsaklig1

Ozyineli dizilerde limit hesabinin standart yolu iki asamalidir: énce limitin var oldugu gosterilir (cogu
zaman monotonluk ve sinirhilik iizerinden), sonra 6zyineleme bagintisinda limite gegilerek limitin degeri
bulunur. iki asamanin sirasi énemlidir; varlik kurulmadan bagimtida limite gecmek gecersiz bir hesaptur.

Alistirma 38.1 (Karekok Ozyinelemesinin Limiti). z; = 1 ve her n € N icin

s V2+xn

biciminde tanimlanan (z,,) dizisinin (Tanim 19.2) yakinsak olup olmadifini belirleyiniz; yakinsaksa
limitini bulunuz.

Coziim.
Adim 1: Terimler O ile 2 arasindadir. Her n € N i¢in 0 < z,, < 2 oldugunu tiimevarimla (Teorem
9.1) gosterelim. n = 1i¢in 0 < 1 < 2 dogrudur. 0 < z,, < 2 olsun. Her yana 2 eklersek

2<2+x,<4

olur; karekék artan oldugundan v/2 < z,, +1 < 2 elde edilir. Ozel olarak 0 < z,,,; < 2’dir. Béylece
iddia her n i¢in dogrudur. Bu adim ayn1 zamanda karekokiin i¢inin hep pozitif kaldigini, yani dizinin
gercekten tanimli oldugunu da gosterir.

Adim 2: Dizi artandir. 0 < z,, < 2 oldugunu biliyoruz. Carpanlara ayiralim:

2+z,) —22=—(22 -z, —2)=—(z, —2)(z, +1).
Burada z,, —2 < 0ve z,, + 1 > 0 oldugundan carpim negatiftir, dolayisiyla eksisi pozitiftir:
2 <2+z,.
Iki taraf da negatif olmadigindan karekok alma siralamayi korur ve
T, = \/ac_%< Vetz, =2,

bulunur. Yani (z,,) kesin artandir (Tanim 19.4).
Adim 3: Yakinsaklik. (z,,) artan ve istten 2 ile sinirlidir; Teorem 23.1 geregi yakinsaktir. Limite L
diyelim. Ayni teorem L = sup{z,, : n € N} oldugunu soyler; buradan 1 = z; < L < 2 ¢ikar.
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Adim 4: Limitin degeri. Ozyineleme bagintismin iki yaninda n — oo yapalim. Sol yanda (z,,, ;)
dizisi vardir ve Sonug 24.4 geregi onun limiti de L’dir. Sag yanda ise 2 + z,, — 2 + L (Teorem 21.1) ve
terimler negatif olmadigindan Teorem 21.5 geregi

V2+z, > V2+L
Limitin tekligi (Teorem 20.1) iki sonucu esitler:

L=v2+1L.
L > 1 > 0 oldugundan iki yanin karesini alabiliriz: L? = 2 + L, yani
L?~-L—-2=(L—-2)(L+1)=0.
Kokler L = 2 ve L = —1’dir. L > 1 oldugundan L = —1 elenir. Sonug:

lim z, = 2.

n—oo
Uyart. Adim 3 atlanip dogrudan “L = /2 + L, dyleyse L = 2” denseydi hesap eksik olurdu: bu
denklem yalnizca limit varsa hangi degeri alabilecegini sdyler. Ornegin y; = 1, y,,.; = 2y, dizisinde
ayn1 yontem L = 2L, yani L = 0 verirdi; oysa bu dizi iraksaktir.
]

Dogru mu, Yanlis m1?

Asagidaki dort iddianin her biri, sik yapilan bir hatanin tam iistiine oturur. Dogru olanlarda ispatin hangi
hipotezi nerede kullandigina, yanlis olanlarda ise karg1 6rnegin hangi varsayimi ¢okerttigine dikkat ediniz.

Alistirma 38.2 (Carpimu Yakinsak Olan Diziler). Asagidaki iddianin dogru mu yanlis mi olduguna
karar veriniz. Dogruysa ispatlayiniz, yanlissa bir kars1 6rnek veriniz.
Iddia. (a,b,,) ve (a,,) dizileri yakinsak ve her n € N icin a,, > 0 ise (b,,) dizisi de yakisaktr.

Coziim.
Iddia yanlistir.
1

Kars1 6rnek. a,, = - ve b, = (—1)" alalim.

+ Her n i¢in a,, > 0’dwr ve (a,,) yakinsaktir: lima,, = 0.
+ (b,,) smurhdir (| b, | = 1). Teorem 21.2 geregi carpim dizisi yakinsaktir:

b = tm "
Jug o = Jirn

=0.

+ Buna karsin (b,,) wraksaktur: ¢ift indisli alt dizisi sabit 1, tek indisli alt dizisi sabit —1 dizisidir; iki alt
dizinin limitleri farkli oldugundan Sonug 24.3 geregi (b,,) yakinsamaz.

Boylece hipotezler saglandigi halde sonug bozulur.
Kars1 6rnek neden isliyor? b,, = agb" yazmak her n icin gecerlidir, ¢linkii a,, > 0 payday: sifirdan
farkli yapar. Ama bolme kuralinin limit siirimii (Teorem 21.1) paydanin limitinin sifirdan farkli olma-
sin1 ister; a,, > 0 kosulu yalnizca terimlerin pozitifligini verir, limitin pozitifligini vermez. Yukaridaki
ornekte lim a,, = 0’dir ve kural uygulanamaz.

Iddianin dogru siiriimii. lim a,, = a # 0 ise iddia dogrudur: lim a,,b,, = ¢ diyelim; paydanin limiti
sifirdan farkli oldugundan Teorem 21.1 geregi

. . ab c
lim b, = lim 2 = —.
n—o00 n—oo @, a

Aligtirma 38.3 (Siirekli Fonksiyon Altinda Sinirli Kitmenin Goriintiisii). Asagidakiiddianin dogru
mu yanlig m1 olduguna karar veriniz. Dogruysa ispatlayiniz, yanligsa bir kars: 6rnek veriniz.
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Iddia. f : R — R siirekli ve A C R sinirh bir kiime ise f(A) kiimesi sinirhdir.

Coziim.

Iddia dogrudur.

A= gise f(A) = & zaten smurhdir; bu yiizden A # @ varsayalim.

Adim 1: A’y1 kapali bir aralia hapsedelim. A siirh oldugundan (Tanim 10.2) 6yle bir M > 0
vardir kiher z € Ai¢in | | < M, yani

AC[-M,M].

Adim 2: Kapali aralikta sinirlilik. f biitiin R iizerinde siirekli oldugundan [—M, M] araligina
kisitlanis1 da siireklidir: siireklilik tanimindaki e-d kogulu daha kiiciik bir tanim kiimesinde daha az
sayida z icin istenir. O héalde Teorem 35.3 uygulanabilir: yle bir K > 0 vardir ki

z€[-M,M] =] f(z) | < K.

Adim 3: Sonug. y € f(A) olsun. Tanim geregi y = f(x) olan bir z € A vardir; Adim 1'den z €
[-M, M] ve Adum 2'den | y | = | f(z) | < K’dir. Demek ki K sayist f(A) icin bir sinirdir ve f(A)
siurhdir.

Hangi hipotez tasiyor? Surekliligin biititn R iizerinde istenmesi. f yalnizca A tizerinde siirekli
olsaydi iddia ¢okerdi: A = (0, 1) siurhdir ve f(z) = % fonksiyonu A iizerinde siireklidir, ama

f(A) = (1,00)

sinirsizdir. Buradaki fark, A’nin kapanigi olan [0, 1] araliginda f’nin tanimli olmamasidir; ispatimiz tam
da A’y1 kapali ve siurl bir araliga gémebilmeye dayaniyordu.
|

Aligstirma 38.4 (Sinirh ve Siirekli Olmak Diizgiin Siireklilik Getirir mi?). Asagidakiiddianin dogru
mu yanlig m1 olduguna karar veriniz. Dogruysa ispatlayiniz, yanligsa bir kars1 6rnek veriniz.
Iddia. f fonksiyonu R iizerinde sinirl ve siirekliyse R iizerinde diizgiin siireklidir (Tanim 36.1).

Coziim.
Iddia yanligtir.
Karg1 érnek. f(z) = sin(z?) alalim.

+ fsmurhdir: her z icin | f(z) | < 1.
« f siireklidir: z ~ x2 polinomu siireklidir (Sonuc 33.2), sin siireklidir (Onerme 33.4) ve siirekli fonksi-
yonlarin bilegkesi stireklidir (Teorem 33.3).

Buna kargin f diizgiin stirekli degildir. Bunu gérmek icin

xn:1/27m+g, Y, = V21N

dizilerini alalim. Kareleri farki sabittir, bu yiizden eglenikle carpinca

oy = tn Ve T2
Tt x4y, T, ty,

elde edilir. Burada x,, + y,, > v 2mn — +00 oldugundan

/2
V2

yani sikigtirma teoremi (Teorem 21.6) geregi lim(z,, — y,,) = 0. Ote yandan

0<z, -y, < — 0,

flz,) = sin(27rn + g) =1, f(y,) =sin(2mn) =0

oldugundan her n icin
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| fl,) = fyn) [ =1.

€9 = 1 segilirse Teorem 36.2'niin ikinci kosulu saglanir; dolayisiyla f diizgiin stirekli degildir.

Neden bu 6rnek isliyor? Diizgiin siireklilik, fonksiyonun her yerde ayni hizla degismesini ister:
tek bir 4, biitiin nokta ciftleri i¢in yeterli olmalidur. sin(m2) ise z biiytidiikce giderek daha sik salinir; 1
ile O degerleri arasindaki mesafeyi giderek daralan araliklarda kat eder. Sinirlilik buna engel degildir,
ciinkii sinirhilik degerlerin nereye kadar ¢iktigini séyler, ne kadar hizli degistigini s6ylemez.

Hipotez nerede kurtarir? Tanim kiimesi kapali ve sinirl bir aralik olsaydi iddia dogru olurdu: Teorem
36.3 geregi [a,b] iizerinde siirekli her fonksiyon orada diizgiin siireklidir. Belirleyici olan yalnizca
siirlilik degil, tanim kiimesinin kapali ve sinirli, yani kompakt olmasidir. Siirli ama kapali olmayan
bir tanim kiimesinde de karg1 6rnek yasar: (0, 1) araliginda

g(x) = sin (l)

T

fonksiyonu sinirl ve stireklidir, ama
1 1
_'En = —_—, =

2+ /2

alinirsa z,, — y,, — 0 iken her n i¢in | g(z,,) — ¢(y,,) | = 1 kalir.
|

Aligtirma 38.5 (Tek Yonlii Siralama Limiti Belirler mi?). Asagidaki iddianin dogru mu yanlis m
olduguna karar veriniz. Dogruysa ispatlayiniz, yanlgsa bir kars: 6rnek veriniz.
Iddia. Her n € Nigin a,, < b,, ve lim b,, = O ise lim a, = 0’dr.

n—oo 'n n—o0 n
Cozim.
Iddia yanlistir.
Kars1 6rnek. a, = —1ve b, = % alalm. Her n i¢in —1 < 0 < %, yani a,, < b,,’dir ve limb,, = 0°dur.
Buna karsin (a,,) sabit dizisinin limiti —1’dir, 0 degil.
Durum daha da kétiilesebilir: a,, = —nve b,, = % alinirsa hipotezler yine saglanir, ama (a,,) yakinsak

bile degildir; —oo’a 1raksar.

Kars1 6rnek neden isliyor? a,, <b,, esitsizligi (a,,) dizisini yalnizca iistten kistirir; agag1 yonde
hicbir engel koymaz. Sikigtirma teoremi (Teorem 21.6) iki tarafli bir kugatma ister: alttan da sifira giden
bir dizi bulunmalidir. Nitekim her n icin ¢, < a,, < b,, ve lim¢, =limb,, = 0 olsayd1 sonu¢ dogru
olurdu.

Iddianin dogru siiriimii. Hipoteze “(a,) yakimsaktir’ eklenirse, siralamanin limitte korunmasi
(Teorem 21.3) yalnizca

lim a, < lim b, =0

n—oo n—oo
sonucunu verir; esitlik degil, esitsizlik. Yukaridaki a,, = —1 6rnegi bu esitsizligin kesin olabilecegini
gosterir.
u

Rasyonel ve Irrasyonel Noktalarda Ayr1 Tanimlanan Bir Fonk-
siyon

Bu kisimdaki iki problem, tanumi Q ve R \ Q tizerinde farkl iki kurala ayrilan

_J2z—-1,2 €Q,

fonksiyonunu ele alir. Her iki problemde de belirleyici olan gézlem sudur: hem rasyoneller hem irrasyo-

neller R’de yogundur, dolayisiyla her noktanin her komsulugunda fonksiyon iki kurali da kullanir. Limit
ancak iki kuralin o noktadaki degerleri ¢akisiyorsa var olabilir.
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Aligtirma 38.6 (Dalli Fonksiyonun $x = 2$ Noktasindaki Limiti). f:R — R fonksiyonu, z
rasyonelken f(z) =2z — 1, z irrasyonelken f(z) =5 — z olarak tamimlansin. lim,_, f(z) limitini
hesaplayniz.

Cozim.
Aday1 bulalim. ki kuralin z = 2 noktasindaki degerleri ¢akistr:

2.2-1=3, 5-2=3.

Bu yiizden limitin 3 olmasini bekleriz. Simdi bunu tanimdan (Tanim 27.1) dogrulayalim.
Tek bir kestirim. z # 2 olsun ve iki durumu ayr1 ayr1 6lgelim. x rasyonelse

| f(z)=3|=]20—1-3|=2|z—2];
z irrasyonelse
| f(z)—3|=|5—2z—-3|=[2—a|=|z—2]
| z—2| <2 | z—2 |oldugundan her iki durum tek bir esitsizlikte toplanir:
| fz)—3|<2|z—2| (zeR).

Kestirimin giizelligi, ’in rasyonel mi irrasyonel mi oldugunu artik hi¢ sormamasidir.
e-0 argiimani. € > 0 verilsin. § = § alahm. 0 < | z — 2 | < d ise

| flz)—3|<2|z—2|<20=¢.
Tanim geregi

lim f(z) = 3.

r—2

Not. f bu noktada ayni zamanda siireklidir, ¢iinkii 2 € Q oldugundan f(2) = 3’tiir ve limit degeri
fonksiyon degerine esittir (Onerme 33.1). Alistirma 38.7, 2'nin bu &zellige sahip tek nokta oldugunu
gosterecek.

|

Alistirma 38.7 (Dalli Fonksiyonun Oteki Noktalarinda Limit Yoktur). f:R — R fonksiyonu, =
rasyonelken f(z) = 2z — 1, x irrasyonelken f(z) = 5 — z olarak tanimlansin. a # 2 olan her a € R i¢in
lim,_,, f(z) limitinin var olmadigini gosteriniz.

Cozim.
iki kural yalnizca z = 2’de cakisir. 2a — 1 = 5 — a denklemi 3a = 6, yani a = 2 verir. Dolayisiyla
a #+ 2 iken

2a—1#5—a.
Noktaya yaklasan iki dizi kuralim. Her n € Nicgina < a + % oldugundan:

- Teorem 13.5 geregia < r, < a + % olan bir r,, € Q vardur;
« Teorem 13.6 geregi a < s,, < a + - olan bir irrasyonel s,, vardir.

Kurulan esitsizlikler

1 1
a<rn<a+5, a<sn<a—|—ﬁ

bi¢imindedir. Soldaki sabit a dizisi ile sagdaki a + % dizisi a’ya yakinsadigindan sikistirma teoremi
(Teorem 21.6) geregir, — a ve s,, — a olur; ayrica her iki dizinin de biitiin terimleri a’dan farklidir.
Goriintii dizilerinin limitleri ayrisir. r,, rasyonel, s,, irrasyonel oldugundan

f(rn>:2rn_17 f(sn):5_8n

olur. Teorem 21.1 ile
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7}13010 f(r,) =2a—1, TLILH;O f(s,) =5—a.
Sonug. a # 2 oldugundan bu iki limit farklidir. a’ya yakinsayan ve a’dan farkli terimli iki dizi, farkl
gorinti limitleri verdigine gore Sonug 28.1 geregi lim,_,,, f(z) yoktur.
Alistirma 38.6 ile birlikte tablo tamamlanir: f yalnizca £ = 2 noktasinda limite sahiptir ve yalnizca
orada sureklidir; diger her noktada siireksizdir.
|

Limit Hesaplari

Asagidaki dort limit, dort ayr1 teknigi 6rnekler: belirsizligi eslenik ¢arpanla agmak, tek yonli yaklagimda
parca parca tanimli bir ifadeyi sadelestirmek, sonsuzdaki davranigi baskin terimle karsilagtirmak ve
salinan bir ¢arpani sikigstirmayla etkisiz kilmak.

Alistirma 38.8 (Eslenik Carpanla Acilan Belirsizlik).

. Vr+1-—1
hm—

z—0 x

limitini hesaplayimiz.

Coziim.

Fonksiyon z > —1 ve x # 0 i¢in tanimlidir; 0 noktas: bu kiimenin bir y1gilma noktasidir. x — 0 iken
pay ve payda birlikte sifira gider, yani % belirsizligi vardir; limit kurallarin1 dogrudan uygulayamayiz.
Eslenikle genisletelim.0 < | z | < 1olsun.v/z + 1 + 1 > 0 oldugundan pay ve payday1 bu carpanla
carpabiliriz:

T :c(\/x+1+1) _m(\/:c+1+1).
Payda z kalir ve z # 0 oldugundan sadelesir:

\/x—f—l—l_ 1
T Vo ri+1

Limite gecelim. Sagdaki ifade 0'in delinmis bir komsulugunda ilk ifadeyle cakistigindan limitleri
aynidir (Onerme 29.1). Karekdk fonksiyonu [0, c0) iizerinde siireklidir (Onerme 33.3) ve x — z + 1
ile bileskesi de streklidir (Teorem 33.3); bu ylizden x — 0 iken v/ + 1 — 1 ve payda 2 # 0 degerine
gider. Bolme kurali (Teorem 29.2) uygulanabilir:

o Vxr+1-—-1 1 1
lim

o0 x 141 2

Veti-1_ (Voe+I1-1)(z+1+1) (z+1)—1

Neden eslenik? Belirsizligin kaynagi, payin = 0’da sifirlanmasiydi. Eglenikle carpmak pay1 (z +
1) — 1 = z’e gevirir; boylece paydaki ve paydadaki x ¢arpanlar: sadelesir ve geriye 0’da sorunsuz bir
ifade kalir.

n

Alistirma 38.9 (Taban Fonksiyonu iceren Sol Limit).

. 2z — 2
lim —mM———
a2 |z —2 | |z — 2]

limitini inceleyiniz. Burada |-| taban (tam deger) fonksiyonudur (Tanim 12.1); Tiirkge literatiirde aym
fonksiyon i¢in [| z |] gosterimi de kullanilir.

Coziim.
Payday1 sol yaklasimda sadelestirelim. 1 < z < 2 olsun. O zaman

Acik Matematik - acik-matematik.com 436 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

38.4 Limit Hesaplar 437

—1<z—2<0

oldugundan taban fonksiyonunun tanimi geregi | — 2| = —1’dir. Ayricaz — 2 < 0 oldugundan | = —
2 | = 2 — z’tir. Demek ki bu aralikta payda

lz—2]lz—2]=02—2)(-1)=2—2
olur; 6zel olarak payda sifirdan farklidir ve fonksiyon (1,2) aralifinda tanimlidir. Boylece 1 < 2 <
2 icin
2z —2 2z — 2

“lz—2(z—-2] =z-2

g(z)

Davranmis1 okuyalim. z — 27 iken pay 2 - 2 — 2 = 2 sayisina, yani pozitif bir degere yaklasir; payda
ise sifira negatif taraftan yaklasir. Pozitif bir say1y1 mutlak degerce kiiciilen negatif sayilara bélmek,
mutlak degerce biiyiiyen negatif sonuglar verir. Beklentimiz —oo’dur; simdi bunu tanimdan gosterelim.
Tanimdan dogrulama. M > 0 verilsin. § = min{3, 7; } alalim ve 2 — § < = < 2 olsun. § < £ oldu-
gundan x > %, dolayisiyla

2r—2>1>0.
Ayrica 0 < 2 — z < ¢’dir. Payday1 x — 2 = —(2 — z) biciminde yazip bu iki bilgiyi birlegtirelim:

2 — 2 1 1
- < — <—=<-M.
2—zx 2—1x 0~

g(z) =

(Ilk esitsizlikte 2z — 2 > 1 ve 2 — x > 0, ikincisinde 0 < 2 — z < § kullanildi.) Demek ki her M > 0
i¢in uygun bir § > 0 bulunmaktadir; Tanim 32.1"un tek y6nlil sirimi geregi
2¢ — 2

lim — =2~ .
e Jz—2|lz—2]

Sonucun okunusu. Limit reel bir say1 olarak yoktur; fonksiyon 2’ye soldan yaklasirken —oc’a
wraksar. Taban fonksiyonunun katkisi yalnizca bir isaret carpanidir: sagdan yaklasimda 0 <z —2 < 1
olacagindan |z — 2| = 0 olur ve ifade tanimsiz kalir; bu yiizden soru yalnizca sol limit i¢in anlamlidir.
|

Alistirma 38.10 (Sonsuzda Kok ile Birinci Derecenin Yarisi).

lim
z—+oo I + 2

limitini hesaplayimiz.

Coziim.
Kaba bir kestirim yeter. x > 0 olsun. Payda x + 2 > x > 0 oldugundan kesir kigilir:

O<ﬁ<£:
T+ 2 T

-

Sagdaki ifade sifira gider. € > 0 verilsin. z > E% ise \/T > é ve buradan \/LE < ¢ olur. Demek ki

Sikistiralim. Sabit 0 fonksiyonu ile Lm arasinda kalan ifademiz, sonsuzdaki limitler i¢in sikigtirma
kurali (Teorem 32.2, 2. madde) geregi ayni limite sahiptir:

lim Y2 —o
w—>+oo:1,‘—|—2
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Yorum. Payda birinci derecedendir, pay ise /= = x'/? mertebesindedir. Biiyiik  icin z, /2 ten ¢ok
daha hizl buyir; kesir bu yiizden sifira iner. Ayni sonug pay ve payday1 x’e bélerek de goriiliir: kesir
% bi¢imini alir, pay1 0’a, paydas: 1’e gider.
|

Alistirma 38.11 (Salinimi Bastiran Ustel Carpan).

R R |
lim e~/** gin =
x—0 xr

limitini hesaplayiniz.

Cozim.

Fonksiyon z # 0 i¢in tanimlidir. 1ki carpani ayr1 ayr1 incelemek gerekir: sin% carpani z — 0 iken —1
ile 1 arasinda sonsuz kez salinir ve limiti yoktur; buna karsin tistel carpan sifira gider. Salinan ama
sinurli bir ¢arpan, sifira giden bir ¢arpanla garpildiginda sonug sifirdir.

Adim 1: Ustel ¢arpan icin bir iist sinir. Once her ¢ > 0 igin

et > 1+t

oldugunu gorelim: Bernoulli esitsizligi (Teorem 9.5) h = % >0ile
t n
(145) 5 100
n

verir; n — oo i¢in sol yan Tanim 23.2 geregi e!’ye yakinsar ve siralama limitte korunur (Teorem 21.3).
Simdi x # O igin t = z—l2 > 0 alalim. Yukaridaki esitsizlik
1 1
e/’ >1+ > 3
x x
verir. Ustel fonksiyonun e~ = e—lt kuraliyla esitsizligi ters cevirirsek
0<e /" < g2

Adim 2: Ustel ¢arpanin limiti. lim,_,; 22 = 0 oldugundan, sifir ile z2 arasinda sikisan ifade icin
sikistirma teoremi (Teorem 30.5)

lim e~ /%" = 0

z—0
sonucunu verir.
Adim 3: Stnirh carpam ekleyelim. Her x # 0 icin ’sin %’ < 1 oldugundan ikinci ¢arpan 0’mn her
delinmis komsulugunda sinirhidir. Teorem 30.3 geregi

S |
lim e /%" gin = = 0.
z—0 x

Ayni sonug¢ dogrudan sikistirmayla. Adim 1'deki sinir1 kullanarak

e 1/a* sinl < e 1/e* < g2

T

0<

yazilir; 2 — 0 oldugundan mutlak degerin limiti 0°dir ve Sonug¢ 30.1 ile fonksiyonun limiti de 0 ¢ikar.
|

Ara Deger Teoreminin Bir Uygulamasi

Bir denklemin ¢6ziimiinin var oldugunu gostermek, ¢oziimii bulmaktan ¢ogu zaman daha kolaydir.
Yontem hep aynidir: iki tarafin farkini bir yardimei fonksiyon olarak tanimla, bu fonksiyonun uclarda zit
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isaretli degerler aldigini goster, sonra ara deger teoremine (Teorem 35.2) ya da onun sifir yeri siiriimiine
(Teorem 35.1) bagvur.

Alistirma 38.12 (Yarim Birim Kaydirmada Esit Deger). f : [0, 1] — R siirekli ve f(0) = (1) olsun.

5@ =1(e+3)

esitligini saglayan bir ¢ € [0, %] noktasinin var oldugunu gésteriniz.

Cozim.
Yardimei fonksiyon. z € [0,1] icinz + 5 € [%, 1] € [0,1] oldugundan

o) = 1(o+3) - 1@)

kurali [0, %] iizerinde iyi tanimhidir. Ispatlamak istedigimiz sey, g’nin bu aralikta bir sifir1 oldugudur.
g sureklidir. z — = + % birinci dereceden bir polinom oldugundan stireklidir (Sonug 33.2) ve gériin-
tiisti [0, 1] iginde kalir; f ile bileskesi Teorem 33.3 geregi siireklidir. Iki siirekli fonksiyonun farki da
siireklidir (Teorem 33.2).

Uclardaki degerler birbirinin tersidir. Dogrudan hesaplayalim:

90) = 1(3) - £,

A(3)-1-13)

f(0) = f(1) varsaymmmn ikinci satirda kullanirsak

ki durum.
Birinci durum: g(0) = 0 ise ¢ = 0 aranan noktadur, ¢iinkii o zaman f(0) = f(3) olur.
Ikinci durum: g(0) # 0 olsun. O zaman

90)-9(5) = () <o,

yani g araligin iki ucunda zit isaretli degerler alir. g siirekli oldugundan Teorem 35.1 geregi g(c) = 0

olan bir ¢ € (0, %) vardir.

Her iki durumda da ¢ € [0, 3] bulunur ve g(c) = 0, yani
1
@ =f(c+s)

olur.

Yorum. Sonug, grafigin {izerinde tam olarak % uzunlugunda yatay bir kiris bulunabilecegini soyler:
uclart aymi yiikseklikte olan bir egri, yarim birimlik bir kaydirmada degerini bir kez tekrarlamak
zorundadir. Benzer bir akil yiiritmeyle ayni sonug % bicimindeki her uzunluk i¢in de elde edilir; buna
karsin % gibi % bi¢iminde olmayan bir uzunluk icin iddia genel olarak dogru degildir.

]
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